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A maior parte deste conjunto de slides foi inicialmente preparada por
Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva para cursos de
Analise de Algoritmos. Além desse material, diversos contetidos
foram adicionados ou incorporados por outros professores, em
especial por Orlando Lee e por Flavio Keidi Miyazawa. Os slides
usados nessa disciplina sdo uma juncao dos materiais didaticos
gentilmente cedidos por esses professores e contém algumas
modificagoes, que podem ter introduzido erros.

O conjunto de slides de cada unidade do curso sera disponibilizado
como guia de estudos e deve ser usado unicamente para revisar as
aulas. Para estudar e praticar, leia o livro-texto indicado e resolva os
exercicios sugeridos.
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O algoritmo QuICKSORT segue o paradigma de
divisao-e-conquista.
Divisdo: divida o vetor em dois subvetores A[p...g—1] e
Alg+1...r] tais que

A’ <X ‘x‘ > X ‘

Alp...q-1]<Alq] <Alg+1...r]

Conquista: ordene os dois subvetores recursivamente
usando o QUICKSORT;

Combinacao: nada a fazer, o vetor esta ordenado.



Problema: Rearranjar um dado vetor A[p...r] e devolver um
indice g, p < g <r, tais que
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Problema: Rearranjar um dado vetor A[p...r] e devolver um
indice g, p < g <r, tais que

Alp...q-1]<Alg] <A[g+1...1]

Entrada:

A yéé\ 33|55|77|11]22]88]66|33] J;\

Saida:

P q r
A [33]11]22]33]44|55[99|66|77]88]
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Particione

Rearranja A[p...rl demodoquep<g<re
Alp...q-1] < A[q] <A[g+1...r]

PARTICIONE(A, p, 1)

1 x<A[r] >xéo“pivd”
2 i<p-1

3 para j< paté r—1faca
4 se Afj] <x

5 entdo i—i+1

6 Alil & A[j]
7  Ali+1l] o Alr]

8 devolva i+1

Invariantes:

No comeco de cada iteracao da linha 3 vale que:
(1) Alp...i]<x (2) Ali+1...j-1] > x (3) Alr] = x
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Complexidade de PARTICIONE

PARTICIONE(A, p, 1) Tempo
1 x<A[r] >xéo“pivd” O(1)
2 iep-1 O(1)
3 para j< paté r—1faga O(n)
4 se A[j] <x O(n)
5 entdo i «—i+1 O(n)
6 Alil & Al O(n)
7  Ali+1] o Alr] O(1)
8 devolva i+1 O(1)

Se n:=r—-p+1, entdo a complexidade no pior caso é

T(n) =©(2n+4)+ 0(2n) = O(n)



Rearranja um vetor A[p...r| em ordem crescente.
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Complexidade de QUICKSORT

QUICKSORT(A, p, ) Tempo

1 sep<r 0(1)

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r) ©(n)
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Complexidade de QUICKSORT

QUICKSORT(A, p, ) Tempo

1 sep<r 0(1)

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r) ©(n)

3 QuickSorT(A,p,g—-1) T(k)

4 QuickSorT(A,g+1,r) T(n-k-1)

Sejan:=r—-p+lek:=qg-p,onde0<k<n-1.

T(n)=T(k)+T(h-k-1)+0(n+1)
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Recorréncia

T(n) := consumo de tempo no pior caso

T(0) =0(
T(1)=0(1)
T(n)=T(k)+T(n—-k-1)+0O(n) paran=2,3,4,...

Recorréncia de um caso (vetor ordenado):

T(n)=T(0)+T(n-1)+0O(n)

T(n) é ©(n?).
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Recorréncia para o pior caso

T(n) := complexidade de tempo no pior caso

T(0)=0(1)
T(1)=0(1)
T(n)= max {T(k)+T(n-k-1)}+0O(n) paran=23,4,...

T(n) = OSTSa?_l{T(k) +T(n—k-=1)}+bn

Quero mostrar que T(n) = ©(n?).



Demonstracado: T(n) = O(n?)

Vou mostrar T(n) < cn? por inducdo em n (grande).

T(n)= odnax {T(k) +T(n—k- 1)} +bn

T 0<k<n-1

< max {ck2+c(n—k— 1)2} +bn

=c max {k2+(n—k—1)2}+bn
0<k<n-1

=c(n-1)°+bn B> exercicio

=cn®-2cn+c+bn

<cn?,

sec>b/2en>c/(2c-Db).



Continuacao: T(n) = Q(n?)

Agora vou mostrar que T(n) > dn? para n grande.

0<k<n-1

T(n)= max {T(k)+T(n—k—1)}+bn

0<k<n-1

> max {dk2+d(n—k— 1)2} +bn

0<k<n-1

=d max {k2+(n—k—1)2}+bn

=d(n-1)°+bn
= dn?-2dn+d+bn

> dn?,

sed<b/2en>d/(2d-Db).
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Conclusao

T(n) é O(n?).

A complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso é O (n?).
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QuickSort no melhor caso

M(n) := complexidade de tempo no melhor caso

M(0) =0O(1)
M(1) = (1)
(n)—0<rlz1<|g . M(k) +M(n—k—-1)}+0O(n) paran=2,3,4,...

Mostre que, paran > 1,

(n—l)lgn—1.

M(n) > 3 3

Isto implica que no melhor caso o QuickSorT é Q(nlgn).



QuickSort no melhor caso

No melhor caso k é aproximadamente (n—1)/2.

R(m) = R(| 5=+ RS2 + o)

Solugédo: R(n) € ©(nlgn).

Humm, lembra a recorréncia do MERGE-SORT...



Mais algumas conclusoes

M(n) é ©(nlgn).

O consumo de tempo do QuUICKSORT no melhor caso é
Q(nlogn).
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Caso médio

Apesar da complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso
ser ©(n?), na préatica ele é o algoritmo mais eficiente.

Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT
no caso médio é mais préximo do melhor caso do que do pior
caso.

Por qué??

Suponha que (por sorte) o algoritmo PARTICIONE sempre divide
o vetor na proporgao 9 para 10 Entao

7o) =1( "5 o (2552 oo

Solugao: T(n) é O(nlgn).
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Ndamero de niveis < logyg/g n.

Em cada nivel o custo é < n.



NN

9n n 81ln
O 100 100 100
° .
.
. .
.
¢ . . 81n 81n 729n
i L] 1000 1000 1000

Ndamero de niveis < logyg/g n.
Em cada nivel o custo é < n.

Custo total é O(nlogn).
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QuickSort Aleatério

O pior caso do QuIckSoRT ocorre devido a uma escolha infeliz
do pivo.

Um modo de minimizar este problema é usar aleatoriedade.

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, 1)

1 i< Ranbpom(p,r)

2 Ali] e Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p,r)

QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, 1)

1 se p<r

2 entdo g < PARTICIONE-ALEATORIO(A, p, r)
3 QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, g — 1)
4 QUICKSORT-ALEATORIO(A, g + 1,r)
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Tempo Esperado do QuickSort

O numero esperado de comparacoes do QuickSort é
O(nlogn).

Vamos supor que todos os elementos do vetor sdo distintos. Sejam
71 <z <...< z, os elementos ordenados.

Parai<jseja Z; = {z;,zy1,..., 2} € Xj varidvel aleatéria que indica

que z; foi comparado com z;:

1 sez écomparado com z;
0 caso contrario.

Assim, o nimero total de comparagoes X é
n-1 n
-3 3 %
i=1j=i+1

e o numero esperado de comparacdes é E[X].



Tempo Esperado do QuickSort

Pela linearidade da esperanca:

n-1 n n-1 n
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i=1j=i+1 i=1j=i+1



Tempo Esperado do QuickSort

Pela linearidade da esperanca:
n-1 n n-1 n
EXI=E)_ ) X1=) ) EX]
i=1j=i+1 i=1j=i+1
Como Xj; € uma variavel aleatéria binaria,

E[X;] = 0-Pr{z nao ser comparado com z;} +
1-Pr{z; ser comparado com z;}

= Pr{z ser comparado com z;}



Tempo Esperado do QuickSort

Considere a escolha do pivo e a comparacgao entre z; e z;:

Z]_,ZZ,...,Zi_]_,Z,',Zi_;’_]_,...,Zj_l,Zj,Zj+1,...,Zn
| —

posterga nao comp. posterga

Assim,

Pr{z; ser comparado com z;}

Pr{z; ou z; é escolhido como pivo primeiro em Z;}
= Pr{z é escolhido como pivd primeiro em Z;;} +
Pr{z; é escolhido como pivé primeiro em Z;;}

1 + 1
j—i+1 j—i+1

2
j—i+1




Tempo Esperado do QuickSort

Portanto,
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Conclusao

O consumo de tempo esperado pelo QUICKSORT-ALEATORIO
para itens distintos é O(nlgn).

Exercicio Mostre que T(n) = Q(nlgn).

Conclusao:

O consumo de tempo esperado pelo QUICKSORT-ALEATORIO
para itens distintos é ©(nlgn).



Conclusao

Exercicio Analise o tempo esperado do QUICKSORT-ALEATORIO
quando todos os elementos sao iguais.

Exercicio Adapte o algoritmo QUICKSORT-ALEATORIO para
executar em tempo esperado O(nlgn) quando ha elementos
iguais.

Dica: Faca uma variante do PARTICIONE-ALEATORIO que
considera elementos iguais, dividindo o vetor em trés partes,
de acordo com o pivo (partes com elementos menores, iguais e
maiores que o pivo).



	Quick Sort

