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Jogo de balanceamento de carga

Dados:

n tarefas

e m maquinas

e w,;: peso da tarefa i

e s;: velocidade da maquina j

Cada jogador:
e Controla uma tarefa
e Escolhe em qual maquina aloca a tarefa

e Conjuntos de estratégias do jogador i & S; = [m],
onde [m] = {1,...,m}.
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As escolhas dos jogadores geram uma atribuicdo de tarefas as
maquinas:
A:[n] — [m]
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Jogo de balanceamento de carga

As escolhas dos jogadores geram uma atribuicdo de tarefas as
maquinas:
A:[n] — [m]

A carga de uma maquina j é:

O custo de A para um jogador i é ¢; tal que j = A(i)
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Jogo de balanceamento de carga

Jogo: n, m, wy, ..., w,, S, ..

o 9 S
E um jogo finito, logo tem equilibrio (misto) de Nash
Primeiro, considere estratégias puras

Consideramos ainda dois casos:
e maquinas uniformes (s, = - -+ = s,,)
e maquinas relacionadas (podem diferir na velocidade)
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Aplicacao: Transferéncia de Arquivos

‘ Ahce ’ Bi(;b Ceirilios

Bob esta transferindo a partir do serv. 2 e percebe
gue migrar para 3 € melhor, mesmo compartilhando com Carlos
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Aplicacao: Transferéncia de Arquivos

‘ Ahce ’ Bi(;b Ceirilios

Apdbs Bob migrar, o servidor 3 fica mais carregado e
Carlos percebe que é melhor migrar para o 4
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Aplicacao: Transferéncia de Arquivos

‘ Ahce ’ Bob Ceirilios

Apdbs Bob migrar, o servidor 2 fica livre e Alice percebe
qgue é melhor migrar para o 2 (antes nao era interessante)
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Aplicacao: Transferéncia de Arquivos

Allce Bﬁ(;b Carlos

Configuracao final em
equilibrio
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O jogo tem equilibrio?

Proposicao: O jogo de balanceamento de cargas dado por n,
m, wq, ..., Wy, S1,...,S, cOm estratégias puras tem pelo menos
um equilibrio

Dada uma atribuigdo A : [n] — [m], considere o vetor com a
carga de cada maquina, em ordem decrescente

Vetores encontrados:
(10,8,7,7,4)

(10,8,7,6,5)
(10,7,7,6,6)
10 7 7 6

Migracao vai para vetor lexicograficamente menor
Processo termina e num equilibrio
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Duas perguntas

Jogo de balanceamento de cargas com estratégias puras
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Duas perguntas

Jogo de balanceamento de cargas com estratégias puras

e Quao ruim pode ser um equilibrio em comparagao com o
chamado o6timo social?
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Duas perguntas

Jogo de balanceamento de cargas com estratégias puras

e Quao ruim pode ser um equilibrio em comparagao com o
chamado o6timo social?

e Quanto tempo para chegar a um equilibrio?
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Custo Social: Makespan

Aqui o custo social de uma atribuicao A é a carga da maquina
mais carregada, ou seja, € 0 makespan

Makespan |
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Aqui o custo social de uma atribuicao A é a carga da maquina
mais carregada, ou seja, € 0 makespan
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Dados n, m, wy,...,w,, s1,..., Sy, determinar o makespan
minimo é um problema NP-dificil
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Custo Social: Makespan

Aqui o custo social de uma atribuicao A é a carga da maquina
mais carregada, ou seja, € 0 makespan

Makespan ' @ E
7T 7 6 6

10

Dados n, m, wy,...,w,, s1,..., Sy, determinar o makespan
minimo é um problema NP-dificil

Mesmo para duas maquinas uniformes
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Duas medidas de qualidade
Seja J(m) o conjunto de todos jogos de balanceamento de
carga com m maquinas

e £(J) é o conjunto de equilibrios de um jogo J
e c(A) é o custo da atribuicdo A para J
e opt(.J) € o custo minimo de uma atribuicéo para J

Preco da anarquia PA:

e E 0 valor maximo da razdo entre o pior custo de um
equilibrio e o custo da solugcao 6tima

PA(m) = max max c(4)
Jeg(m) Acg () opt(J)

PA = max PA(m)

m>1
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Duas medidas de qualidade
Seja [J(m) o conjunto de todos jogos de balanceamento de
carga com m maquinas

e £(J) é o conjunto de equilibrios de um jogo J
e c(A) é o custo da atribuicao A para J
e opt(J) é o custo minimo de uma atribui¢do para J

Preco da estabilidade PE:

¢ E o valor maximo da razdo entre o melhor custo de um
equilibrio e o custo da solugao 6tima

PE(m) = max min o(4)
JeJ(m) Acg(J) opt(J)
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Duas medidas de qualidade

O valores de PA e de PE valem pelo menos 1
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e Comece com a configuracdo de makespan minimo e va
aplicando melhores respostas
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Duas medidas de qualidade

O valores de PA e de PE valem pelo menos 1

Preco da estabilidade é 1:

e Comece com a configuracdo de makespan minimo e va
aplicando melhores respostas

e O makespan nunca aumenta e termina num equilibrio
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Preco da anarquia

Exemplo: m = 2
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Preco da anarquia

Exemplo: m =2, s =5, =1
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Preco da anarquia

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, w3 =wy =1

Makespan minimo: 3
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Preco da anarquia

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, w3 =wy =1

Makespan minimo: 3 Equilibrio com makespan 4
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Preco da anarquia

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, w3 =wy =1

Makespan minimo: 3 Equilibrio com makespan 4

Preco da anarquia pelo menos 4/3
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Caso de maquinas uniformes
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Caso de maquinas uniformes

Teorema: [Finn, Horowitz] Para o jogo de balanceamento de

carga em m maquinas uniformes, PA(m) = (2 — m2+1)
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Caso de maquinas uniformes

Teorema: [Finn, Horowitz] Para o jogo de balanceamento de

carga em m maquinas uniformes, PA(m) = (2 — -25)

Ideia: Prova para PA(m) < 2
c(A) --

c(A) — &4
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Caso de maquinas uniformes

Teorema: [Finn, Horowitz] Para o jogo de balanceamento de

carga em m maquinas uniformes, PA(m) = (2 — -25)

Ideia: Prova para PA(m) < 2
c(A) --

c(A) — &4

(AVARVS
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Caso de maquinas uniformes

Teorema: [Finn, Horowitz] Para o jogo de balanceamento de

carga em m maquinas uniformes, PA(m) = (2 — -25)

Ideia: Prova para PA(m) < 2
c(A) --

c(A) — &4

(AVARVS

v
h
+
)
=
|
=
I
Q
=

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Caso de maquinas uniformes

Proposicao: A andlise é justa para todo m
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Caso de maquinas uniformes

Proposicao: A andlise é justa para todo m

Para m = 2, exemplo com PA = 4/3

4 2
Z = |9
3 ( 2+1>
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Tempo de convergéncia

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier 17 /35



Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

O1®::

(<)
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Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: & 5
G) G)
(5) ()
(5) ()
||
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Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: o 6 Y
) ) )
5) () (5)
() () (5)
L] o =
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Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: o 6 Y
) ) ) )
) () (5) )
() () (5) )
L] o = ©
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uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: o 6 Y
) ) ) )
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L] o = ©

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier 17 /35



Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: o 6 Y
) ) ) )
) () (5) ) ()
() (5) (5) ) ()
o = ©

(3)
(3)
(9)
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Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Ideia: o Y
) )

e (@90

(9)

(D
e 99
()
()0
()
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Tempo de convergéncia
Teorema: [Even-dar et al.] Existe instancia com maquinas
uniformes onde a politica de resposta 6tima requer (n/(m — 1)%)™

Idela. 6 Y
) ) ) )
() () (5) ) ()
() () (5) e ()
L] o = ©
) ) ) o o s
) ) ) ofle ofle
(5) (5) () oflo ofo
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Tempo de convergéncia

Para maquinas uniformes, ha sequéncia curta de melhoras de
qualquer atribuicdo inicial para um equilibrio
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Tempo de convergéncia

Para maquinas uniformes, ha sequéncia curta de melhoras de
qualquer atribuicdo inicial para um equilibrio

Politica da resposta 6tima de peso maximo:
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Tempo de convergéncia

Para maquinas uniformes, ha sequéncia curta de melhoras de
qualquer atribuicdo inicial para um equilibrio

Politica da resposta 6tima de peso maximo:

e Ative apenas uma tarefa insatisfeita de peso maximo por
vez
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Tempo de convergéncia

Para maquinas uniformes, ha sequéncia curta de melhoras de
qualquer atribuicdo inicial para um equilibrio

Politica da resposta 6tima de peso maximo:

e Ative apenas uma tarefa insatisfeita de peso maximo por
vez

e Uma tarefa ativada muda para a melhor maquina
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Tempo de convergéncia
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Ideia:
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Ideia:

¢ Quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas apenas
tarefas com peso menor
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Ideia:

¢ Quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas apenas
tarefas com peso menor

e Isto é, apds migrar uma tarefa nunca mais fica insatisfeita
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Ideia:

¢ Quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas apenas
tarefas com peso menor

e Isto é, apds migrar uma tarefa nunca mais fica insatisfeita

e Cada tarefa migra no maximo uma vez
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Tempo de convergéncia

Teorema: A politica de resposta 6tima de peso maximo atinge
um equilibrio depois de no maximo n passos

Ideia:

¢ Quando uma tarefa migra, torna insatisfeitas apenas
tarefas com peso menor

e Isto é, apds migrar uma tarefa nunca mais fica insatisfeita
e Cada tarefa migra no maximo uma vez

e O equilibrio é atingido em no maximo n passos O
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Caso de maquinas relacionadas
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maquinas relacionadas, PA(m) = © <—|$?gmm)
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maquinas relacionadas, PA(m) = © <—|$?gmm)
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maquinas relacionadas, PA(m) = © <—|$?gmm)

Tempo de convergéncia ?
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m

maquinas relacionadas, PA(m) = © (—|$?gmm)

Tempo de convergéncia ?
No caso de maquinas relacionadas, ndo se conhece politica de

migracao que convirja para um equilibrio em nimero polinomial
de passos
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Caso de maquinas relacionadas

Teorema: Para o jogo de balanceamento de carga em m
maquinas relacionadas, PA(m) = © (m)

lglgm
Tempo de convergéncia ?
No caso de maquinas relacionadas, ndo se conhece politica de

migracao que convirja para um equilibrio em nimero polinomial
de passos

Mas podemos computar um equilibrio eficientemente
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Tempo de convergéncia

Algoritmo LPT (Largest Processing Time):
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Tempo de convergéncia

Algoritmo LPT (Largest Processing Time):

e Atribua tarefas em ordem decrescente de peso
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Tempo de convergéncia

Algoritmo LPT (Largest Processing Time):

e Atribua tarefas em ordem decrescente de peso
e pondo-as em maquinas que minimizem o seu custo
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio

Ideia:
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio

Ideia:

e Por indugao no numero de tarefas atribuidas
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio

Ideia:

e Por indugao no numero de tarefas atribuidas

e A atribuicao de uma tarefa pode deixar insatisfeitos apenas
itens da maquina onde foi atribuida
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio

Ideia:

e Por indugao no numero de tarefas atribuidas

e A atribuicao de uma tarefa pode deixar insatisfeitos apenas
itens da maquina onde foi atribuida

e Itens anteriores sdo maiores ou iguais a Ultima tarefa
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Tempo de convergéncia

Teorema: A atribuicao calculada por LPT € um equilibrio

Ideia:

Por indugao no numero de tarefas atribuidas

A atribuicao de uma tarefa pode deixar insatisfeitos apenas
itens da maquina onde foi atribuida

Itens anteriores sdo maiores ou iguais a Ultima tarefa

Nao pode haver outra maquina onde itens maiores ficariam
satisfeitos
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
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Estratégias mistas
Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
e p/ é a probabilidade da tarefa i ser alocada na maquina j
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
e p/ é a probabilidade da tarefa i ser alocada na maquina j
e Note que, A se torna uma atribuicao aleatéria
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
e p/ é a probabilidade da tarefa i ser alocada na maquina j
e Note que, A se torna uma atribuicao aleatéria

Seja 27 a variavel aleatéria binaria que indica se a tarefa i é
alocada na maquina j
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Estratégias mistas

Até o momento, consideramos apenas equilibrios puros
e Vamos considerar agora equilibrios mistos

Uma estratégia mista para o jogador i € um vetor p; onde:
e p/ é a probabilidade da tarefa i ser alocada na maquina j
e Note que, A se torna uma atribuicao aleatéria

Seja 27 a variavel aleatéria binaria que indica se a tarefa i é
alocada na maquina j

p} = P[z] = 1] ou equivalentemente p} = P[A(i) = j]
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

E[¢]
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

Elg] =E | —*

i) %
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

el —& || -y w2l

ic[n] 53 ic[n] 5
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

] iE [x] B
El] =E > = =Z“’S—W—Zw§

i€[n] 5 i€[n) 5 i€[n)
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

i) -p |3 2| -5 uEE] 5w

i€[n) 5 i€[n)

Chamamos P = (pz)ie[nLje[m] de um perfil de estratégias
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

E[¢] =E sz_xf :Zwi]E [ZEJ _Zwipg

i€[n] 5 i€[n) 5 i€[n)

Chamamos P = (pz)ie[nLje[m] de um perfil de estratégias

O custo de P é o makespan esperado, isto &,
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Estratégias mistas

Assim, a carga esperada da maquina j é

E[¢] =E sz_xf :ZwiE [ZEJ :sz‘pg

i€[n] 5 i€[n) 5 i€[n)

Chamamos P = (pz)ze[n] jeim) de um perfil de estratégias

O custo de P é o makespan esperado, isto &,

c(P) =E[c(A)]=E {max(f )]

JEM]
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]

Para todo perfil de estratégias P, vale que

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier 25/35



Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]

Para todo perfil de estratégias P, vale que

2
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]
Para todo perfil de estratégias P, vale que

Cj o w; + Ek;«éi wkpi-

=
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]
Para todo perfil de estratégias P, vale que

= E(4;) + (1 - p)) <

7
= el

Cj o w; + Ek;«éi wkpi-
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Estratégias mistas

O custo de uma maquina j para a tarefa i é ¢, = E[(,|A(i) = j]

Para todo perfil de estratégias P, vale que

Proposicao: Um perfil de estratégias P € um equilibrio de Nash
se e somente se para todo jogador i e para toda maquma j, se
p] > 0 entdo, para toda maquina & vale que c’ <k

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Preco da anarquia para equilibrio puro

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, w3 =wy =1

Makespan minimo: 3 Equilibrio com makespan 4

Preco da anarquia pelo menos 4/3
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Preco da anarquia para equilibrio misto

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?

E[¢;]
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?

]ij] = Z wipg

1<i<4
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?

; 1 1
E[¢;] = Zwip§:2><2><§+2><1><—

: 2
1<i<4
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{f = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?

]E[EJ]: Zwipg:2><2><§—|—2><1x—:3

; 2
1<i<4
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?
: 1 1
Elg;] = ) wip] =2X2X o +2x1x 5 =3

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?
: 1 1
Elg;] = ) wip] =2X2X o +2x1x 5 =3

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

!

)
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?
: 1 1
Elg;] = ) wip] =2X2X o +2x1x 5 =3

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

d =E[4] + (1 - pl)w;

)
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1

° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?

: 1 1
E[¢,] = Z wip] =2X2X o +2x1x 5 =3
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

. A 1
CZ:E[Ej]+(1—pf)wi:3+§x2
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?
: 1 1
Elg;] = ) wip] =2X2X o +2x1x 5 =3

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

)

. A 1
d:E[fj]+(1—p‘Z)wi:3+§x2:4
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
; 1 1
Ell:] = P =2X2X =+2x1x-=3
6= 3w =2x2x 5 +2x1x

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

)

. A 1
d:E[fj]+(1—p‘Z)wi:3+§x2:4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
; 1 1
Ell:] = P =2X2X =+2x1x-=3
6= 3w =2x2x 5 +2x1x

; 2
1<i<4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?
. A 1
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?

c

7
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
; 1 1
Ell:] = P =2X2X =+2x1x-=3
6= 3w =2x2x 5 +2x1x

; 2
1<i<4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?
. A 1
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?

= E[¢;] + (1 — pg)wi

7
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
; 1 1
Ell:] = P =2X2X =+2x1x-=3
6= 3w =2x2x 5 +2x1x

; 2
1<i<4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?
. A 1
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?

‘ . 1
G =Bl + (L —pwi =3+ 5 x1

7
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é a carga esperada de uma maquina?
; 1 1
Ell:] = P =2X2X =+2x1x-=3
6= 3w =2x2x 5 +2x1x

; 2
1<i<4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?
. A 1
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?

4 : 1

7
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
Qual é a carga esperada de uma maquina?
: 1 1
Elg;] = ) wip] =2X2X o +2x1x 5 =3

: 2
1<i<4

Qual é o custo para uma tarefa de peso 2?

c :E[ﬁj]+(1—p‘g)wi:3+% x2=4
Qual é o custo para uma tarefa de peso 1?
c?:E[ej]+(1—pg)wi:3+% x1=35

7

Note que P é um equilibrio misto
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Preco da anarquia para equilibrio misto

Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
e Existem 4 formas do makespan ser 5
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
e Existem 4 formas do makespan ser 5
e Existem 2 formas do makespan ser 6
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
e Existem 4 formas do makespan ser 5
e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?
e Existem 4 formas do makespan ser 3
e Existem 6 formas do makespan ser 4
e Existem 4 formas do makespan ser 5
e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,

c(P)
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?

e Existem 4 formas do makespan ser 3
Existem 6 formas do makespan ser 4
Existem 4 formas do makespan ser 5

e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?

e Existem 4 formas do makespan ser 3
Existem 6 formas do makespan ser 4
Existem 4 formas do makespan ser 5

e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?

e Existem 4 formas do makespan ser 3
Existem 6 formas do makespan ser 4
Existem 4 formas do makespan ser 5

e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,
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Preco da anarquia para equilibrio misto
Exemplo: m=2,s1=ss=1lew; =wy =2, wz=wy =1
° p{ = 1/2 para toda tarefa i e maquina j

Qual é o makespan esperado?

e Existem 4 formas do makespan ser 3
Existem 6 formas do makespan ser 4
Existem 4 formas do makespan ser 5

e Existem 2 formas do makespan ser 6
Assim,

:1—6(3><4+4><6+5><4+6><2) =4.25

Que é pior do que o equilibrio puro que tinhamos visto (com
custo 4)
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Resultados para equilibrio misto
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Resultados para equilibrio misto

Teorema: [Koutsoupias, Papadimitriou'99] Para todo m € N,
existe uma instancia J do jogo do balanceamento de carga
com m maquinas uniformes e n = m tarefas que tem um
equilibrio de Nash com perfil de estratégias P onde

Q ('Sﬁ;:n) opt(.J)

c(P)
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Resultados para equilibrio misto

Teorema: [Koutsoupias, Papadimitriou'99] Para todo m € N,
existe uma instancia J do jogo do balanceamento de carga
com m maquinas uniformes e n = m tarefas que tem um
equilibrio de Nash com perfil de estratégias P onde

c(P) =9 (%) opt(.J)

Teorema: [Czumaj, Vocking'02] Seja J uma instancia do jogo
de balanceamento de carga com n tarefas e m maquinas

uniformes. Seja P qualquer perfil de estratégias que forme um
equilibrio de Nash. Vale que

c(P)=0 <|g|g|%) opt(J)
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Resultados para equilibrio misto
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Resultados para equilibrio misto
Teorema: [Czumaj, Vocking'02] Para todo m € N, existe uma

instancia J do jogo do balanceamento de carga com m
maquinas relacionadas e n < m tarefas que tem um equilibrio
de Nash com perfil de estratégias P onde

c(P)
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Resultados para equilibrio misto
Teorema: [Czumaj, Vocking'02] Para todo m € N, existe uma
instancia J do jogo do balanceamento de carga com m

maquinas relacionadas e n < m tarefas que tem um equilibrio
de Nash com perfil de estratégias P onde

c(P) =0 (@:gﬁ) opt(.J)

Teorema: [Czumaj, Vocking'02] Seja J uma instancia do jogo
de balanceamento de carga com n tarefas e m maquinas

relacionadas. Seja P qualquer perfil de estratégias que forme
um equilibrio de Nash. Vale que

c(P)=0 (lg:gﬁ) opt(.J)

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Mecanismos de Coordenacao
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir

e Cada jogador conhece as politicas de atribuicao de cada
maquina
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir

e Cada jogador conhece as politicas de atribuicao de cada
maquina

e Politicas de uma maquina considera apenas tarefas
atribuidas a ela e dada pelos seus tempos de término
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir

e Cada jogador conhece as politicas de atribuicao de cada
maquina

e Politicas de uma maquina considera apenas tarefas
atribuidas a ela e dada pelos seus tempos de término

e Ha uma ordem das tarefas para possiveis desempates
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir

e Cada jogador conhece as politicas de atribuicao de cada
maquina

e Politicas de uma maquina considera apenas tarefas
atribuidas a ela e dada pelos seus tempos de término

e Ha uma ordem das tarefas para possiveis desempates

e Custoc : {1,...,n} = R

) = 0 caso 7 hao seja atribuida a j
~ | tempo de término de i em j, caso contrario.
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Mecanismos de Coordenacao

[Christodoulou, Koutsoupias, Nanavati'04] Mecanismos que
levem os jogadores a obter equilibrios com bons valores de PA.

e Custo para jogadores em uma mesma maquina pode diferir

e Cada jogador conhece as politicas de atribuicao de cada
maquina

e Politicas de uma maquina considera apenas tarefas
atribuidas a ela e dada pelos seus tempos de término

e Ha uma ordem das tarefas para possiveis desempates

e Custoc : {1,...,n} = R

) = 0 caso i nao seja atribuida a j
~ | tempo de término de i em j, caso contrario.

e Mecanismo de Coordenagao: C = (c!,c?,...,c™)
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3 escolhe maquina 2
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3 escolhe maquina 2
e Tarefa 2 escolhe maquina 2
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 1: Duas maquinas uniformes e trés tarefas tal que
wy = wy = w3 (ordenagao decrescente pelo peso, com
desempate pela ordem de entrada).

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3 escolhe maquina 2
e Tarefa 2 escolhe maquina 2
e Configuracéo 6tima
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1
Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
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Mecanismos de Coordenacao

Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1
Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos

Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos

Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos

Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos

Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos

Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2

Configuracao 6tima: Custo social 3
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Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2

Configuracao 6tima: Custo social 3
e Tarefas 1 e 3 na maquina 1

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2

Configuracao 6tima: Custo social 3
e Tarefas 1 e 3 na maquina 1

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2

Configuracao 6tima: Custo social 3
e Tarefas 1 e 3 na maquina 1
e Tarefas 2 e 4 na maquina 2.

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1

Maquina 1 executa tarefas em ordem decrescente dos pesos
Maquina 2 executa tarefas em ordem crescente dos pesos
Custo social do equilibrio: 4

e Tarefa 1 escolhe maquina 1
e Tarefa 3, 4 e 2 escolhem maquina 2

Configuracao 6tima: Custo social 3
e Tarefas 1 e 3 na maquina 1
e Tarefas 2 e 4 na maquina 2.

Topicos da Computacéo em Teoria dos Jogos

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Mecanismos de Coordenacao
Exemplo 2: Duas maquinas uniformes e quatro tarefas tal que
w=2+c,wy=2,uzs=1—cewys =1
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Configuracao 6tima: Custo social 3
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4—¢
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PA =
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Mecanismo LPT* com PA < 4/3 para m maquinas uniformes e
n tarefas
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Teorema: [Graham'66] O Mecanismo LPT*, para maquinas
uniformes, possui prego da anarquia limitado a 4/3 — . Além
disso, este fator é justo.
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Mecanismo LPT* com PA < 4/3 para m maquinas uniformes e
n tarefas

e Cada maquina escalona na ordem decrescente, usando >~

e Cada maquina j acrescenta um atraso na tarefa, se
necessario, para que termine em tempo ¢t = 5 mod m + 1

e Atraso pode ser escolhido tao pequeno quanto se queira,
usando discretizacdo em ¢/mn

Teorema: [Graham'66] O Mecanismo LPT*, para maquinas
uniformes, possui prego da anarquia limitado a 4/3 — . Além
disso, este fator é justo.

Teorema: [Kovacs'10] O Mecanismo LPT*, para maquinas
relacionadas, possui preco da anarquia entre 1,54 e
14 /3/3 ~ 1,5773.
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Fato: O Mecanismo LPT* ndo é a prova de estratégia.
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Fato: O Mecanismo LPT* ndo é a prova de estratégia.

Mecanismo SPT*: Analogo ao mecanismo LPT*, exceto que
cada maquina escalona em ordem crescente de peso.

Teorema: O Mecanismo SPT* é a prova de estratégia e possui
PA<2- L.

Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier
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