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Resumo. Neste texto apresentamos uma introdu¢do a algumas técnicas e con-
ceitos bdsicos envolvidos em programagdo inteira. Consideramos alguns pro-
blemas para os quais é possivel obter solugoes de forma eficiente e outros consi-
derados na literatura como sendo dificeis. Formulamos estes problemas através
de modelos de programacgdo inteira e aplicamos técnicas para a obten¢do de
solugoes a partir destes modelos.

As técnicas que consideramos sdo usadas para atacar diversos problemas
prdticos como projeto de redes de telecomunicagoes, projeto de circuitos VLSI,
corte de materiais, empacotamento em containers, localizacdo de centros dis-
tribuidores, escalonamento de tarefas, roteamento de veiculos, etc.

Abstract. In this text, we present a short introduction to some basic techniques
and concepts in integer programming. We consider problems solved efficiently
and N'P-hard problems. In both cases, we formulate the problems by linear and
integer programming models and present techniques to obtain exact or reduced
cost solutions.

The techniques we consider are applied to many practical problems, like
network design, VLSI circuit design, cutting and packing, facility location, sche-
duling, vehicle routing problems, etc.

1. Introducao

Neste texto apresentamos uma breve introdugdo a algumas técnicas e conceitos basicos
envolvidos em programacao inteira. As técnicas que consideramos fazem parte da 4rea
de otimizagdo combinatdria e sao usadas para atacar diversos problemas praticos.

Os problemas de otimizacdo podem ser de minimizacao ou de maximizacao. Em
ambos os casos, temos uma fungdo aplicada a um dominio finito, que em geral € enu-
meravel. Nosso objetivo € encontrar um elemento deste dominio de valor 6timo, que
pode ser de valor minimo, caso o problema seja de minimizag¢do, ou maximo, caso o pro-
blema seja de maximizagdo. Apesar de finito, o dominio da fun¢do € em geral grande e
algoritmos ingénuos que verificam cada elemento deste dominio se tornam impraticdveis.
Desta maneira, surge a necessidade de usar técnicas mais elaboradas para encontrar estas
solugdes de valor 6timo.

Veremos que alguns problemas de otimiza¢do combinatdria podem ser bem re-
solvidos, mas para muitos outros ndo sdao esperados algoritmos eficientes para se obter
uma solucdo 6tima. Muitos destes problemas sdo importantes e necessitam de solugdes,
mesmo que ndo sejam de valor 6timo (de preferéncia que tenham valor pr6ximo do 6timo)
ou sejam obtidas apds muito processamento computacional.

tFinanciado em parte pelo MCT/CNPq, projeto PRONEx (Proc. 664107/97-4) e pelo CNPq
(Proc. 470608/01-3, 464114/00-4, 300301/98-7).



A darea de otimizag¢do combinatdria apresenta uma grande diversidade de proble-
mas praticos. Os problemas que veremos encontram aplicacdes em projeto de redes de
telecomunicagdes, projeto de circuitos VLSI, corte de materiais, empacotamento em con-
tainers, localizacdo de centros distribuidores, escalonamento de tarefas, roteamento de
veiculos, seqiiénciamento de DNA, etc.

Para tratar estes problemas, muitas vezes os modelamos através de uma
formulacdo em programacao inteira e posteriormente aplicamos alguma técnica para obter
uma solugdo 6tima ou aproximada.

Na proxima se¢@o apresentamos alguns conceitos e defini¢des em Teoria dos Gra-
fos e em Complexidade Computacional. Na secdo 3, apresentamos alguns problemas que
podem ser resolvidos de forma eficiente através do uso de programacao linear. Na secao
4, apresentamos algumas técnicas e modelos para problemas de programacao linear in-
teira e na sec¢ao 5, apresentamos algumas técnicas para a obten¢do de solugdes a partir dos
modelos de programacao inteira.

Por ser um texto resumido, recomendamos que o leitor interessado
em aprender mais sobre esta drea, consulte outros livros na literatura, como
os listados a seguir [Ferreira and Wakabayashi, 1996, Nemhauser and Wolsey, 1988,
Papadimitriou and Steiglitz, 1982, Schrijver, 1986, Wolsey, 1998].

2. Preliminares

Para um melhor entendimento das estruturas e técnicas usadas neste texto, apresentamos
nesta secdo alguns conceitos basicos em Teoria dos Grafos e Complexidade Computacio-
nal.

2.1. Teoria dos Grafos

Dado um conjunto £, uma fungio ¢ : £ — R e um subconjunto F' de F, vamos denotar
por ¢(E) como a soma dos valores de ¢ aplicado nos elementos de F (i.e., ¢(F) =

ZeeF C(e)).

Um grafo ndo-orientado (resp. orientado) é um par ordenado (V) F) onde V' é
um conjunto finito e £ é um conjunto de pares nao-ordenados (resp. ordenados) de V. Os
elementos de V' sd@o chamados de vértices e os de E sdo chamados arestas do grafo G.

Dado um grafo ndo-orientado G = (V, E), dizemos que uma aresta ¢ = {u,v}
tem extremidades u e v. Dado um vértice v € V' (resp. conjunto .S C V'), denotamos por
d(v) (resp. d(.5)) o conjunto de arestas com exatamente uma extremidade em v (resp. .5).

Dado um grafo orientado G = (V, ), dizemos que uma aresta e = (u,v) entra
em v e sai de u. Vamos denotar por §*(v) (resp. 0~ (v)) o conjunto de arestas que saem
de (resp. entram em) v. Dado um conjunto de vértices S C (1), denotamos por 6 (.9)
(resp. 6~ (.5)) o conjunto de arestas que saem de (resp. entram em) algum vértice de S e
entram em (resp. saem de) algum vérticeem V' \ S.

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que H = (V', E') é um subgrafo de G, se
Héumgrafoe V' C Ve E CE.

Dado um grafo ndo-orientado (resp. orientado) G = (V, E), um passeio é uma
seqiéncia P = (vg,e1,v1,...,€5,0), onde v; € V, e; € Eee; = {v;_1,v;} (resp.
e; = (vi_1,v;)) i = 1,..., k. Neste caso, dizemos que P é um passeio de vy a vy. Um
caminho em G é um passeio onde todos os vértices sdo distintos. Um circuito é um
passeio C' onde todos os vértices sdo distintos, exceto o ultimo que € igual ao primeiro.
Um circuito € dito ser hamiltoniano se contém todos os vértices de G.



Dizemos que um grafo ndo-orientado G € conexo (resp. completo) se existe um
caminho (resp. aresta) entre qualquer par de vértices de GG. O grafo GG € dito ser uma
drvore se € conexo € sem circuitos.

Dado um grafo G = (V, F), uma funcao de custo nas arestas w : £ — Q e um
caminho P (resp. subgrafo, circuito, drvore), seu custo é denotado por w(P) e é igual a
soma dos custos das arestas em P.

O leitor interessado em saber mais sobre a teoria dos grafos, recomendamos o
livro de Bondy e Murty [Bondy and Murty, 1976].

2.2. Complexidade Computacional

Muitos dos problemas que tratamos neste texto sdo problemas da classe A/P-dificil. Neste
caso, ndo sdo conhecidos algoritmos eficientes, nem se espera que existam, para o atual
modelo de computagdo. A seguir damos uma breve no¢do desta justificativa, que estéd
baseada na teoria de NP-completude e no modelo de maquinas de Turing. Para maiores
detalhes, veja [Cormen et al., 2001, Garey and Johnson, 1979].

2.2.1. Problemas de Decisao

Durante muitos anos, pesquisadores tentaram independentemente desenvolver algoritmos
rapidos para varios problemas de diversos tipos, sem sucesso. Esta dificuldade pode ser
melhor compreendida apds os trabalhos de Cook [Cook, 1971] e Karp [Karp, 1972], que
montaram a base da teoria de N’P-completude, a qual resumiremos a seguir.

Para comparar os tempos gastos por um algoritmo, vamos definir o tamanho de
uma instancia /, para um problema, como o ndmero de simbolos usados para representar a
instancia [ através de um alfabeto com pelo menos dois simbolos. Para nossos propdsitos,
o tamanho de I pode ser considerado como o nimero de bits para representar /.

Com isso podemos definir um bem conhecido problema dificil, o Problema do
Circuito Hamiltoniano (CH).

Problema CH(G): Dado um grafo GG, encontrar um circuito hamiltoni-
ano em (G, se existir.

Vamos dizer que um algoritmo € eficiente, ou rapido, se este resolve o problema
em tempo que € limitado por uma fun¢do polinomial no tamanho da instancia. No caso
do problema CH, a instincia € o grafo de entrada representado pelo conjunto de vértices
e arestas.

Como muitos problemas tem como resposta solucdes muitas vezes de dificil
comparacao, Cook limitou-se a problemas de decisdo. l.e., problemas para os quais a
resposta € simplesmente SIM ou NAO. A versdo de decisdo do problema CH € apresen-
tada a seguir.

Problema DCH(G): Dado um grafo G, decidir se existe um circuito
hamiltoniano em G.

Apesar do problema CH parecer ser mais dificil que o problema DCH, uma vez
que um algoritmo para encontrar um circuito hamiltoniano nos leva diretamente a um al-
goritmo para decidir o segundo problema, a versao de decisdo ainda conserva muito da di-
ficuldade de resolucao da versdo nao decisoria. Para ilustrar este fato, vamos mostrar que
com uma pequena perda no tempo computacional € possivel transformar um algoritmo
da versao de decisdo para um algoritmo da versdao ndo decisdria. Para isto, considere um
algoritmo Apcy para o problema DCH e um grafo G.



Caso a chamada Apcy(G) devolva NAO, claramente ndo ha circuito em G e por-
tanto ndo hd solucdo para o problema CH com a instancia G.

Caso Apcy(G) devolva SIM, existe um circuito em G. Neste caso é necessario
encontrar tal circuito e devolvé-lo como resposta ao problema CH. Para isso, considere
E = {ei,...,en} e um grafo H igual ao grafo G. Obtenha uma seqiiéncia de grafos
Hy,..., H,, onde o grafo H; é obtido modificando o grafo H,; ; da seguinte maneira:

H Hi 1 —e; se Apcu(Hi—1 — €;) = SIM,
i L.
H;, 4 caso contrario.

Em cada iteragdo, testamos se a remog¢ao de uma aresta mantém um circuito hamiltoniano
no grafo resultante. Em caso afirmativo, podemos descartar a aresta, caso contrdrio a
aresta deve fazer parte de um circuito. Claramente o grafo /,, € um circuito hamiltoniano.
Assim, € possivel obter um algoritmo para o problema CH executando o algoritmo Apcy
m vezes. Vamos denotar tal algoritmo como Acy. Desta forma, se o algoritmo Apcy é
de tempo polinomial, o algoritmo Acy também € de tempo polinomial.

2.2.2. Reducao entre problemas

A classe NP pode ser entendida como a classe dos problemas de decisdo para os quais
existe uma comprovacao através de um certificado quando a resposta para o problema ¢
SIM. Tal certificado deve ser de tamanho polinomial no tamanho da instancia e deve poder
ser verificado em tempo polinomial.

Por exemplo, considere um grafo de entrada GG para o problema DCH. Para que
o problema DCH esteja em NP, deve existir um certificado de tamanho polinomial no
tamanho de GG, e um algoritmo de verifica¢do do certificado que comprove que a resposta
ao problema é de fato SIM. Tal certificado € uma prova que o grafo GG de fato tem circuito
hamiltoniano. Um exemplo de certificado para o DCH pode ser um circuito hamiltoniano
C em (. Claramente a apresentacdo de C certifica que a resposta do problema é de fato
SIM, além disso, este certificado (o circuito) pode ser verificado em tempo polinomial.
Nesta verificacdo, basta mostrar que C' é de fato um circuito hamiltoniano vélido de G.
Note que ndo € necessario encontrar o certificado C, basta saber verifica-lo.

Note que NP representa uma classe grande. Por exemplo, estdo nesta classe todos
os problemas de decisao para os quais € possivel testar a solucdo da correspondente versao
nao deciséria em tempo polinomial.

A classe P contém os problemas em NP que podem ser decididos por um algo-
ritmo de tempo polinomial.

A grande questdo nesta teoria € saber se verificar uma solucdo € de fato muito mais
facil que encontrar uma solucdo. Assim, surgiu a conjetura “P = NP ?”. A maioria dos
pesquisadores acredita que P e NP ndo sejam o mesmo conjunto. Uma das razdes para
se acreditar nisto € a existéncia de uma subclasse de AN/P chamada N/P-completo. Para
definir esta classe, precisamos primeiro definir redugdo entre problemas. Vamos dizer que
uma instincia para um problema em NP tem solucdo se e somente se a resposta do pro-
blema a instancia é SIM. Dizemos que um problema P é redutivel em tempo polinomial
aum problema @), P = (), se existe um algoritmo de tempo polinomial que transforma
qualquer instancia /p de P para alguma instancia I de () tal que /p tem solucdo se e
somente se I tem solug@o.

Duas importantes conseqiiéncias que podemos tirar de uma reducdo A < B sao as
seguintes: (a) A existéncia de um algoritmo polinomial para decidir B implica também



em um algoritmo polinomial para decidir A. (b) Se for provado que A nio pode ser resol-
vido em tempo polinomial, entdo B também nao pode ser resolvido em tempo polinomial.

Um problema P € NP estd em N/P-completo se todo problema de NP pode
ser reduzido para P. De certa forma, a classe NP-completo contém os problemas mais
dificeis de NP, ja que a resolug¢do de um problema NP-completo em tempo polinomial
implica que todos os problemas de AP podem ser resolvidos em tempo polinomial*.
Cook [Cook, 1971] mostrou que um certo problema de satisfatibilidade de férmulas boo-
leanas, chamado SAT, é N/P-completo. Uma vez que temos um problema NP-completo,
a busca de outros problemas NP-completos é facilitada. Para mostrar que um problema
em NP é NP-completo, basta pegar um problema ja conhecido ser A/P-completo e
reduzi-lo para o novo problema. Desta forma, Karp [Karp, 1972] mostrou que vérios ou-
tros problemas também sdo NP-completos, um destes problemas é o DCH. Desde entdo
muitos problemas de interesse tem sido mostrados serem A/P-completos.

Dizemos que um problema P, ndo necessariamente de decisdo, pertence a classe
NP-dificil se qualquer problema de AP pode ser reduzido a P em tempo polinomial.
Como o problema DCH é N’P-completo, o problema CH é um problema AN/P-dificil.

Uma possivel configuracdo para estas classes de problemas € a seguinte:

NP-Dificil
NP

NP-Completo

Figura 1: Possivel configuracao para as classes P, NP e NP-dificil.

2.2.3. Algoritmos Eficientes

Para muitos dos problemas de interesse, algoritmos polinomiais sao sindbnimos de algorit-
mos eficientes. Apesar de desejarmos tais algoritmos, acredita-se que os algoritmos para
resolver problemas NP-dificeis, devam ser pelo menos de tempo exponencial.

Para se ter uma idéia do qudo rdpido crescem as fungdes exponenciais, vamos su-
por que temos um supercomputador com velocidade de processamento de um Terahertz.
Além disso, vamos supor que temos um programa cuja quantidade de instru¢des executa-
das é dado por uma fung¢do f(n), onde n é o tamanho da instincia.

A tabela 1 ilustra o tempo necessdrio para algumas funcdes polinomiais e expo-
nenciais neste supercomputador. Usamos as abreviacdes seg para segundos e séc para
séculos.

Nota se que programas cujo tempo de processamento obedecem a funcdes exponenciais,
como os da tabela, ndo sao praticos, mesmo para instancias pequenas.

Apesar da dificuldade em se resolver problemas AN/P-dificeis, muitos destes pro-
blemas tem grande interesse pratico e necessitam de uma solucdo. A tabela acima mostra
que o investimento em um supercomputador pode ndo ser suficiente. Porém, hé diversas
técnicas que fazem deste cendrio menos drduo, mas ainda assim bastante dificil.

*Lembre-se que a classe NP € grande.
TMil vezes mais rdpido que um computador de 1 Gigahertz.



S]] n=20 n =40 n =60 n =80 n =100
n 2,0x10"Useg | 4,0 x 10~ Mseg | 6,0 x 10~ seg | 8,0 x 10~ Mseg | 1,0 x 10~ Vseg
n? | 4,0x 107 %eg | 1,6 x 107 %seg | 3,6 x 107 9seg | 6,4 x 107 9seg | 1,0 x 10 ®seg
n? | 8,0x 10 %seg | 6,4 x 107 %seg | 2,2 x 10~ "seg | 5,1 x 10~ "seg | 1,0 x 10 Fseg
2" | 1,05 x 10 %seg 1,1seg 13,3 dias 383,1séc 4,0 x 10%séc
3" | 3,5 x 10 3seg 140,7 dias 1,3 x 107séc | 4,7 x 10'0séc | 1,6 x 10%0séc
n! 28, 1dias 2,6 x 10%0séc | 2,6 x 10%9séc | 2,3 x 109séc | 2,9 x 10'30séc

Tabela 1: Comparando tempos polinomiais e exponenciais.

Nas proximas secdes veremos algumas técnicas e problemas resolvidos de ma-
neira eficiente e outros para os quais nao sao esperados tais algoritmos.

3. Problemas Resolvidos com Programacao Linear

Uma das principais ferramentas usadas no desenvolvimento de algoritmos para problemas
de otimizagdo € a programacdo linear. Um programa linear pode ser dado da seguinte
forma:

Problema PL(A,b,c): Dados matriz A = (a;;) € Q™*", vetores ¢ =
(¢;) € Q" eb = (b;) € Q™, encontrar vetor x = (x;) € Q™ (se existir) que

minimize 11+ Cag + -+ + cpTn (D)
11T + a12T2 + -+ -+ A1pTy < by,
. 21%1 + A22%2 + -+ ++ + A2, Ty, > by,
sujeito a . (2
A1 1 + Q2o + - - - + App Ty, = bm .

A linha (1) representa a funcdo objetivo do programa linear, que pode ser tanto de
minimizacdo como de maximizacdo. Em (2) temos as restricdes do problema, que po-
dem ser tanto igualdades como desigualdades. Tanto a func@o objetivo como as restricoes
devem ser lineares e as varidveis z; sdo definidas no conjunto dos racionais.

O conjunto de pontos que satisfazem todas as restri¢cdes é chamado de poliedro do
programa linear. Dentre todos os pontos deste poliedro, as solu¢des do programa linear
sdo aqueles pontos do poliedro que minimizam a fun¢do objetivo. Por uma tradi¢do na
area, as solucdes de um programa linear sao chamadas de solugées otimas e os pontos que
satisfazem todas as restricdes, nao necessariamente 6timas, de solucoes vidveis.

EXEMPLO 3.1 A figura 2 apresenta o poliedro do programa linear (3):

minimize —2r; — Xy
Ty +xp <O,
2.231 +3.le2 S 12 s (3)
sujeito a T < 4,
T > 0,
9 Z 0.

Existem varios métodos para se resolver um programa linear. O mais conhecido
€ o método Simplex, desenvolvido por Dantzig [Dantzig, 1951, Dantzig, 1963] no fim da
década de 40. O método Simplex nio é de tempo polinomial mas € bastante rapido,
com tempo médio polinomial. O primeiro algoritmo de tempo polinomial é devido a




z1+22 <5

2x1 4+ 3x2 < 12

minimize —2x1 — X2

V—2x1 —x9 = —9

.
z1 >0\
.

\
\ =2z —x2 = —4

\

V=221 —x220=0

Figura 2: Programa linear com solucao é6tima (z; = 4, > = 1) de valor —9.

Khachiyan [Khachiyan, 1979] ao desenvolver uma variante do método dos Elipséides, de
problemas de programac¢do ndo-linear. Apesar de polinomial, tal método nao se mostrou
pratico. Karmarkar [Karmarkar, 1984] desenvolveu o Método dos Pontos Interiores, que
além de polinomial € bastante rdpido.

Alguns dos problemas que veremos nesta secdo usam algumas propriedades das
solu¢des de um programa linear. A seguir, apresentamos alguns pontos desta teoria.
O leitor interessado poderd encontrar mais detalhes sobre esta teoria nos seguintes li-
vros [Chvatal, 1983, Ferreira and Wakabayashi, 1996, Papadimitriou and Steiglitz, 1982,
Schrijver, 1986].

Dado pontos y; € Réeo; e R,i=1,...,ned > 1, dizemos que y = aqy1 +
agys + -+ + apyn € uma combinagdo convexa dos pontos {y1,...,y,} se a; > 0e
o+ -+ a, =1

EXEMPLO 3.2 Os pontos que sdo combina¢do convexa de dois pontos x e y sdo:
conv({z,y}) = {aix+ay: ay >0, as >0, oy +ag = 1}. Substituindo cs = 1 —,
temos conv({z,y}) := {ax+(1—a)y : 0 < o < 1}. Nafigura 3, o ponto j é combina¢do
convexa de x e y. Quando o tende a 0, a combinacdo convexa se aproxima de y e quando
a tende a 1, a combinagdo convexa tende a x.

Ke
_____ I.____).(_j._§____

Figura 3: O ponto j; é combinagao convexa de z e y, mas i e k hao sao.

Os vértices ou pontos extremais de P sdao os pontos de P que ndo podem ser
escritos como combinacao convexa de outros pontos de P.

EXEMPLO 3.3 Os pontos vy, vo, V3, V4, U5 da figura 4 sdo vértices de P.
(%!

Us, V2

V4
U3

Figura 4: Vértices de um poliedro.



O seguinte teorema nos garante que solucdes 6timas que sio vértices (vértices otimos) do
poliedro de programacdo linear podem ser obtidas eficientemente.

TEOREMA 3.1 Uma solugdo otima de um programa linear que é vértice pode ser encon-
trada em tempo polinomial.

Em geral os algoritmos para resolver programas lineares prevéem que o método devolva
uma solucao que € vértice. O método Simplex, por exemplo, encontra uma solugdo 6tima
percorrendo os vértices do poliedro.

Um poliedro P C R™ é dito ser limitado, se existe M € RT tal que —M < z; <
M paratodo x € P.

Dado um conjunto de pontos S em R", definimos o fecho convexo, denotado por
conv(S), o conjunto dos pontos formados pela combinagdo convexa dos pontos de S.
Dado um poliedro P, definimos seu fecho inteiro, P;, como sendo o fecho convexo dos
vetores inteiros de P. L.e., Py := conv({z € P : x é inteiro}).

EXEMPLO 3.4 Na figura 5 temos (a) um exemplo de poliedro, (b) seus pontos inteiros e
(c) o fecho inteiro do poliedro.

-

A

4 : |
3k ,,,,,,,,,
2 2
1 22—

______
of 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 of 1 2 3 4 5

(a) (b) (c)
Figura 5: (a) Poliedro, (b) pontos inteiros e (c) fecho inteiro.
Dado um conjunto finito e ordenado E, dizemos que x* := (x2 : e € E) é o

vetor de incidéncia de A, A C F; onde Xf = 1see € Ae(caso contrario.

EXEMPLO 3.5 Seja G = (V,E) o grafo abaixo com ordenagcdo das arestas
E = (a,b,c,d,e,f,g,h) e T o subgrafo definido pelas arestas ndo tracejadas.

Entdo o vetor de incidéncia das arestas de T em E é o vetor x* = (1,1,0,1,0,1,0).

3.1. Problema do Fluxo de Custo Minimo

O problema do fluxo de custo minimo € um problema que tem muitas aplicagdes e ge-
neraliza varios problemas. Um exemplo onde este problema pode ser aplicado, € na
distribuicdo de produtos. Considere uma empresa que fabrica um certo produto em
fabricas instaladas em diferentes cidades. Cada fabrica tem uma capacidade propria de
producdo que é totalmente vendida em centros consumidores (cidades). A distribui¢do
dos produtos € feita através de uma rede ferrovidaria com linhas que ligam as cidades, cada
linha possui uma capacidade de distribui¢ao e um custo de transporte que é proporcional
a quantidade de produtos transportados por ela. O problema consiste em encontrar uma
distribui¢do da produgdo gastando o minimo para transportar os produtos.

Seja G = (V, E)) um grafo orientado com funcdo de capacidades nas arestas c :
E — QT, demandas d : V — Q e custos nas arestas w : £ — Q7. Dado um vértice



v e V,sed, < 0 dizemos que v € um consumidor e se d, > 0 dizemos que v ¢ um
produtor. Dizemos que uma atribui¢do z : £ — QF € um fluxo em G se 3 5+ (,) Te —
2665,(U) Z. = d, paratodov € Ve 0 < z, < ¢ paratodo e € E. E claro que para
existir um fluxo, deve valer que ), d, = 0.

EXEMPLO 3.6 A figura 6-(a) apresenta um grafo com capacidades nas arestas e de-
mandas nos vértices. A figura 6-(b) apresenta um fluxo satisfazendo as restricoes de
capacidade e demanda.

1
(a) (b

Figura 6: (a) Grafo com demandas e capacidades. (b) Fluxo viavel.

Dado um fluxo z : £ — Q™ e uma fung¢do de custo nas arestas, w : £ — QT,
definimos o custo do fluxo x como ) . _p Wee.

Problema DO FLUXO DE CUSTO MINIMO(G, ¢, d, w): Dados um grafo
orientado G = (V, E), capacidades ¢ : E — Q%, demandas d : V — Q7
e uma fungdo de custo nas arestas w : E — QT, encontrar um fluxo
x: E — Q7 de custo minimo.

A formulacao consiste em encontrar  que
minimize E Wele

eck
( Z Te — Z re=d, YveV, 4)

sujeito a e€s(v) e€s(v)
0<z.<c Veck.

O seguinte teorema nos dd uma informac¢@o importante acerca das solugdes intei-
ras deste programa linear.

TEOREMA 3.2 Se as capacidades nas arestas e as demandas dos vértices sdo inteiros,

entdo os vértices do poliedro do fluxo sdo inteiros.

3.2. Problema do Caminho de Peso Minimo

O problema do caminho minimo consiste no seguinte:

Problema DO CAMINHO MINIMO: Dado um grafo orientado G =
(V,E), custos nas arestas w : E — Q% e vértices s e t, encontrar um
caminho de s parat de peso minimo.

EXEMPLO 3.7 A figura 7-(a) apresenta um grafo com pesos nas arestas e a figura (b)
apresenta um caminho de peso minimo entre s e t.

Este problema apresenta aplicacbes na determinacdo de rotas de custo minimo,
segmentacdo de imagens, reconhecimento de fala, etc.
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Figura 7: (a) Grafo com pesos nas arestas. (b) Caminho minimo de s para .

O problema do caminho minimo pode ser formulado como um caso especial do
problema de fluxo de custo minimo. Isto é, encontre = que

minimize ) _p Wee
Z@E(S+(U)$C_Z€E(57(U)xe — O VUGV\{S,t}7

sujeito a ces+(s) Te = Dees—(s)Te = 1, (5)
cest () Te = Decs-(n Te = —1,

0 < =z <1 VeekFE.

Aplicando o teorema 3.2 obtemos o seguinte resultado:

TEOREMA 3.3 Se x é um vértice 6timo do poliedro em (5), entdo as arestas e € E onde
Te = 1 formam um caminho minimo ligando s a t.

3.3. Problema do Fluxo Maximo de s para t (st-fluxo maximo)

Este problema é um caso particular do Fluxo de Custo Minimo. Neste caso ndo temos
demandas nem custo nas arestas e temos apenas um vértice s produzindo fluxo e um
vértice ¢t consumindo o fluxo. O objetivo neste problema é maximizar o fluxo de s para t,
respeitando as restri¢des de capacidade do fluxo.

EXEMPLO 3.8 A figura 8-(a) apresenta um grafo de entrada, os vértices s e t e as capa-
cidades nas arestas. A figura 8-(b) apresenta um fluxo de valor mdximo.

1
(b)

Figura 8: (a) Grafo com capacidades e demandas, (b) st-fluxo de valor maximo.

Seja G = (V, E) um grafo orientado, capacidades ¢ : E — QT e vértices s e
t. Dizemos que z : £ — QF € um st-fluxo se D 5,y Te = Dees(nyTe = 0 VU €
V\{s,t} e 0<z, <c Veée E.Dadoum st-fluxo x, definimos o valor do fluxo =
como sendo ZeédJr(s) Te — Zee&(s) Te.

Problema DO st-FLUXO MAXIMO(G, ¢, s,t): Dados um grafo orien-
tado G = (V, E), capacidades c : E — Q7 e vértices s e t, encontrar um
fluxo de s parat de valor maximo.

Para apresentar uma formulagdo para este problema, vamos coloca-lo no formato
do problema de fluxo de custo minimo. Para isso, adicione uma aresta t — s em G,
com custo -1 e capacidade suficientemente grande (e.g. soma das capacidades de todas as
arestas), e coloque demandas e custos iguais a 0 para o restante do grafo. Assim, encontrar
o fluxo de custo minimo nesta instancia € o mesmo que maximizar o fluxo de s para ¢ no
problema original.



Figura 9: Transformagao da instancia da fig. 8-(a) para fluxo de custo minimo.

EXEMPLO 3.9 A figura 9 apresenta a transformagdo do grafo de entrada apresentado
na figura 8 no formato do problema do fluxo de custo minimo.

A formulacao do problema do st-fluxo maximo consiste em encontrar x que

—Tts
Z Te — Z ., = 0 YveV,

sujeito a ees+(v) e€s (v)
0 < 2. < ¢ VYe€ekF.

minimize

O proximo resultado segue direto da aplica¢ao do teorema 3.2.

COROLARIO 3.4 Se as capacidades c. sdo inteiras, entdo os vértices do poliedro do st-
fluxo sdo inteiros.

3.4. Problema do Corte de Peso Minimo

Seja G = (V, E) um grafo orientado com capacidades ¢ : E — Q% e vértices s e t.
Um conjunto de arestas 67(5), S C V ¢ dito ser um st-corte se s € Set ¢ S. Por
simplicidade, dado um conjunto de vértices S usamos tanto o termo corte para o conjunto
de arestas 01 (.S) como para o conjunto de vértices S. Definimos a capacidade de um
st-corte S, como sendo c(67(S)) 1= 3 5+ (gy) Ce- O problema do st-corte minimo pode
ser definido da seguinte maneira:

Problema DO st-CORTE MINIMO: Dado um grafo orientado G =
(V, E), capacidades c : E — Q™ e vértices s e t, encontrar um st-corte de
capacidade minima.

Este problema encontra aplicacdes no projeto de redes de conectividade,
classificacdao de dados (data mining), particionamento de circuitos VLSI, etc.

Um dos resultados classicos nesta area € o teorema do fluxo maximo/corte
minimo, apresentado a seguir.

TEOREMA 3.5 O valor de um st-fluxo mdximo de s para t é igual a capacidade de um
st-corte minimo.

Um st-corte S de capacidade minima pode ser obtido a partir de um fluxo x de valor
maximo, comegando S com o vértice s e acrescentando outros vértices que podem receber
mais fluxo a partir de algum vértice de S. Um vértice j ¢ S pode receber mais fluxo de
um vértice i € S'se (i,5) € Eex;; <c¢j ouse (j,i) € Eexj > 0.

EXEMPLO 3.10 A figura 10 apresenta (a) um grafo de entrada com capacidades nas
arestas, (b) um fluxo de valor mdximo do vértice s para o vértice t e (c) um corte minimo
separando s e t.

Os resultados que vimos envolvendo fluxos e corte foram para grafos orientados,
mas os mesmos resultados podem ser obtidos para grafos ndo-orientados. De fato, os
resultados para grafos ndo-orientados podem ser obtidos fazendo transformagdes para
grafos orientados. Uma estratégia € trocar cada aresta sem orientacdo por duas arestas
sobre os mesmos vértices, mas de orientagcdes opostas.
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Figura 10: Fluxo maximo de s para ¢t e corte minimo separando s e .

4. Modelagem por Programacao Linear Inteira

Na secao anterior, vimos o tratamento de varios problemas de resolucao polinomial. Nesta
secdo também consideramos problemas NP-dificeis. Para que possamos aplicar técnicas
mais elaboradas, precisamos entender um pouco de modelagem dos problemas através de
programacao linear inteira.

Os problemas resolvidos anteriormente puderam ser resolvidos de maneira efici-
ente através do uso da programacgdo linear. A pergunta que surge € se € possivel usar
programagio linear também na resolugdo de problemas NP-dificeis. A resposta, como
seria de se esperar, € que sim. Programacdo linear também € uma das principais ferra-
mentas no tratamento de problemas N/P-dificeis, tanto na obtengdo de algoritmos exatos,
heuristicos ou aproximados. Nesta secdo apresentamos formulagdes para varios proble-
mas. Um problema resolvido de forma eficiente, € o problema do emparelhamento de
peso méaximo. Todos os demais problemas apresentados nesta se¢do sdo NP-dificeis.

Um programa linear inteiro € muito parecido com um programa linear. De fato a
unica diferenga € a restricao adicional das varidveis serem inteiras.



Problema PLI(A, b, c): Dados matriz A = (a;;) € Q™*™, vetores ¢ =
(c;) € Q" eb= (b;) € Q™, encontrar vetor x = (x;) € Z™ (se existir) que

minimize c;T7 + oy + -+ + Ty

a11T1 + apZs + - - + a1,Ty, by,

<
. (2171 + A22X2 + -« - + A2, Ty > bo,
sujeito a i

by, -

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

Aparentemente as diferencas com programas lineares sdo pequenas, mas em termos com-
putacionais, hd uma grande distancia entre elas.

TEOREMA 4.1 O problema de Programagdo linear inteiro é N'P-dificil.

4.1. Modelagem através de variaveis binarias

O uso de varidveis bindrias € uma das estratégias mais usadas para formular problemas
de otimizacdo. Neste caso, uma varidvel do programa linear pode assumir valor 0 ou 1.
Em geral, a idéia principal consiste em definir varidveis 0/1, digamos x;,7 = 1,...,n, tal
que se x; = 1 entdo o objeto ¢ pertence a solugdo, caso contrario o objeto 7 ndo pertence
a solucdo.

4.1.1. Problema do Emparelhamento de Peso Maximo

Neste problema, temos que achar um conjunto de arestas de peso total maximo todas elas
sem extremidades em comum. Dado um grafo G = (V, E), dizemos que M C E é um
emparelhamento de GG se M ndo tem arestas com extremos em comum.

Problema DO EMPARELHAMENTO DE PESO MAXIMO(G,c): Dados
um grafo G = (V, E), e custos nas arestas ¢ : E — Q, encontrar em-
parelhamento M C E que maximize c(M).

Algumas aplica¢des deste problema sdo as seguintes: atribui¢ao de candidatos para vagas
maximizando aptiddo total, atribui¢do de motoristas de veiculos, formacao de equipes
(e.g., equipes de um chefe e varios subordinados), conexao em circuitos VLSI, etc.

Para formular este problema vamos usar varidveis bindrias z. para cada aresta
e € E. Nesta formulagdo, a variavel z., para uma aresta e = (u, v), tem valor 1 se (u, v)
pertence ao emparelhamento e 0 caso contrario. Note que para definir um emparelha-
mento vidvel através das varidveis x., e € I/, a Unica restri¢do que temos que representar
¢ que em nenhum vértice deve incidir mais que uma aresta. Assim, a formulacdo do
problema de emparelhamento consiste em encontrar  que

maximize Z Coe
eeElR
Z re < 1 YveV, (6)
sujeito a €8 (v)
re € {0,1} VeeFE.

Como veremos posteriormente, este problema pode ser resolvido em tempo polinomial.
4.1.2. Problema da Mochila
Para entender este problema, considere a seguinte aplicacdo: Uma empresa pode investir

até B reais em diferentes projetos S = {1,...,n}, cada projeto 7 necessita de um investi-
mento de s; reais e tem um lucro esperado de v; reais. O objetivo do problema € escolher



0s projetos que maximizam o lucro total sem ultrapassar o limite do orcamento. Mais
formalmente, o problema da mochila pode ser definido como:

Problema DA MOCHILA(B,n, s,v): Dados itens S = {1,...,n} com
valor v; e tamanho s; inteiros, i = 1,...,n, e inteiro B, encontrar S’ C S
que maximiza ), ¢ v; talque ), ¢ s; < B.

Outras aplicagdes ocorrem em problemas de carregamento de veiculos, problemas de
corte e empacotamento, criptografia, etc.

Para formular o problema da mochila, vamos definir solu¢des através de varidveis
bindrias x;, ¢ € S tal que z; = 1 indica que o elemento 7 pertence a solugdo e x; = 0
indica que o elemento ¢ ndo pertence a solucao. O programa linear consiste em encontrar
T que

maximize Z VT

sujeito a icS
x; € {0,1} VieSs,

onde S = {1,...,n}. Note que se uma varidvel z; é igual a 1, seu peso s; é contado no
lado esquerdo da restri¢do e seu valor v; € contado na funcao objetivo.

4.1.3. Problema da Localizacao de Recursos

Neste problema estamos interessados em localizar pontos de instalagdo de recursos para
atender os elementos de um conjunto.

Problema DA LOCALIZACAO DE RECURSOS(n, m, f,c): Dados poten-
ciais recursos F' = {1,...,n}, clientes C = {1,...,m}, custos f; > 0
para instalar o recurso i e custos ¢;; > 0 para um cliente j ser atendido
pelo recurso i. Encontrar A C F e atribui¢ao ¢ : C' — A que minimiza o
custo total para abrir os recursos em A e atender cada cliente j por ¢(j),
jecC.

Este problema encontra aplicacdes na instalacao de postos de distribui¢ao de mercadorias,
centros de atendimento, instalagdo de antenas em telecomunicagdes, etc.

Note que aqui temos de determinar quais 0s recursos que iremos instalar € como
conectar os clientes aos recursos instalados. Temos dois tipos de custos envolvidos. Se
resolvermos instalar o recurso 7, devemos pagar f; pela sua instalacdo. Além disso, todos
os clientes devem ser atendidos por algum recurso. Assim, pagamos um pre¢o pela co-
nexao estabelecida entre um cliente e o recurso instalado que esteja mais proximo. Vamos
definir solucdes através de varidveis bindrias y;, © € F), e varidveis x;;, ¢ € F'e j € C.
A igualdade y; = 1 € equivalente a dizer que o recurso ¢ foi escolhido para ser instalado
e a igualdade z;; = 1 € equivalente a dizer que o cliente j serd atendido pelo recurso z.
Assim, o problema consiste em encontrar (z,y) que

minimize Z fiyi + Z CijTij
i€F ijEE
>
ijeE
sujeito a ziy; <y Vij € F,
y; € {0,1} VieF,
zr; € {0,1} VieFejeC.

1 Vjed,



A primeira restricao indica que todo cliente deve ser conectado a algum recurso. A se-
gunda restri¢do indica que um cliente s6 deve ser conectado a um recurso instalado (se
y; = 0 esta restricdo for¢a que x;; = 0 para todo j € C).

4.1.4. Problema da Arvore de Steiner

Seja G = (V, E)) um grafo nao-orientado e 7' um subconjunto de V.

Problema DA ARVORE DE STEINER: Dados um grafo G = (V, E), um
conjunto T C V e uma fungéo de custo nas arestas ¢ : E — Q% encontrar
uma drvore em GG contendo todos os vértices de T' e que seja de custo
minimo.

Os vértices em T’ sdo chamados de vértices terminais. Neste caso, estamos procurando
um subgrafo de GG que conecta todos os terminais e € de custo minimo.

Este problema encontra aplica¢cdes no roteamento de circuitos VLSI (VLSI Layout
and routing), projeto de redes de conectividade, determinacdo de amplificadores de sinal
em redes Oticas, construgdo de arvores filogenéticas, etc.

EXEMPLO 4.1 No grafo da figura 11, os vértices quadrados representam os vértices ter-
minais e o subgrafo definido pelas arestas solidas uma solugcdo para o problema da drvore
de Steiner.

Figura 11: Grafo com arvore de Steiner em destaque.

Em muitos problemas que envolvem alguma estrutura de conectividade, € comum
usarmos varidveis bindrias para as arestas de conexdao. Em geral as arestas tem custos que
definem o custo de uma solu¢ido, o qual estamos querendo minimizar. Além disso, permi-
tem facilmente escrever restrigdes relativas as restricoes de conectividade que devem ser
respeitadas.

Vamos definir as solugdes através de varidveis bindrias x;; tal que x;; = 1 se a
aresta ¢j pertence a solug¢do, caso contrario a aresta nao pertence a solucao.

Para formular este problema, usaremos o conceito de corte. Seja /' um conjunto
de arestas que nao define uma solugd@o vidvel para o problema de Steiner. Neste caso,
devem existir vértices terminais s e ¢ que ndo estdo conectados através das arestas em
F. Neste caso, é possivel particionar o conjunto de vértices em duas partes S e S, onde
S=V\S, s€ 8, tcSenenhuma aresta de F liga vértices de S a S. Certamente, pelo
menos uma das arestas do corte §(.5) deveria estar na solug¢do. A formulagdo que veremos
usa exatamente esta condicdo e inclui restricdes que forcam que pelo menos uma aresta
seja escolhida —para todo corte— separando dois terminais.

EXEMPLO 4.2 A figura 12 mostra um grafo onde os vértices terminais sdo quadrados. A
atribui¢do para x definida com x. = 1 para as arestas solidas e x. = 0 para as arestas
tracejadas ndo é uma solugdo vidvel, pois existe um corte que separa os dois terminais
que estd sendo violado. Havendo a desigualdade de corte xq+ x. + x; + 14+ x; > 1
na formulacdo, tal atribuicdo invidvel ndo seria permitida.



Figura 12: Atribuicao invalida para o problema de Steiner.

Assim, esta formulacao inclui todas as restricdes de corte que separam pelo menos dois
terminais. O problema consiste em encontrar x que

minimize Zceaze
eck
d x> 1 VSCcV: SNT#T e SNT#0, (1
sujeito a c€8(S)
z. € {0,1} Vee F,

onde ' é o conjunto de vértices terminais.

A primeira restri¢do impde que todo corte que separa dois terminais deve ter pelo
menos uma aresta que pertenca a solucao. Apesar da quantidade de desigualdades envol-
vidas nesta formulacdo ser exponencial, veremos posteriormente que € possivel aproveitar
esta formulacdo de maneira mais pratica.

4.1.5. Problema do Caixeiro Viajante

Este problema é conhecido na literatura como Traveling Salesman Problem (TSP) e é
talvez o problema mais estudado na 4rea de otimizacdo combinatéria. Esta atracdo se
deve ao desafio que este problema tem sido para os pesquisadores durante varios séculos
aliado a uma defini¢c@o simples com varias aplicacdes praticas.

Problema TSP(G, c): Dados um grafo completo G = (V, E) e um custo
c. em QT para cada aresta e, determinar um circuito hamiltoniano C' que
minimize ¢(C').

EXEMPLO 4.3 Na figura 13, apresentamos a solugdo otima de um circuito hamiltoniano
para uma instdncia euclidiana de 52 pontos na cidade de Berlin.

Figura 13: Circuito 6timo ligando 52 pontos na cidade de Berlin.

Algumas aplicacOes deste problema consistem em: perfuracio e solda de circuitos im-
pressos, determinacdo de rotas de custo minimo, seqiienciamento de DNA, etc.



Para descrever a formulacdo, vamos definir as solucdes através de varidveis
bindrias x;;, tal que x;; = 1 indica que a aresta ¢j pertence a solu¢do e x;; = 0 in-
dica que a aresta 75 ndo pertence a solu¢do. A formulacdo que iremos apresentar estd
baseada em dois pontos: (i) a solucdo deve ser formada por circuitos disjuntos cobrindo
todos os vértices e (ii) o solucdo deve ser conexa. Estes dois pontos forcam que a solucao
seja apenas um circuito.

No primeiro ponto, as restri¢des devem garantir que em todo vértice incidem exa-
tamente duas arestas. Colocando apenas esta restricdo, podemos obter uma atribuicao que
é um conjunto de circuitos disjuntos. E neste ponto que usamos restri¢des que forcam que
a solugdo seja conexa. A estratégia ¢ a mesma usada para o problema de Steiner, para ga-
rantir uma soluc@o conexa. Neste caso, todo corte deve ter pelo menos duas arestas na
solu¢do. Podemos pensar que cada conjunto S, tal que () # S C V, divide o conjunto de
vértices em duas partes, S e V' \ S. Se estamos percorrendo o circuito em .S, em algum
momento o circuito deve ir para V' \ S e posteriormente deve voltar a S. Isto poderia ser
repetido mais vezes, mas certamente deve ter pelo menos duas arestas da solu¢ado ligando
S eV \ S. O programa linear consiste em encontrar x que

minimize E Coe

ecE
( Z e = 2 YvoeV,
e€d(v) (8)
sujeito a Z To > 2 vScV, S#0,
e€4(9) (restricdes de corte)

z. € {0,1} VecE.

4.2. Formulagoes com variaveis inteiras

Nesta se¢do vamos considerar problemas usando formulagdes por programas lineares in-
teiros com varidveis ndo necessariamente bindarias.

4.2.1. Problema de Empacotamento

Uma empresa deve vender objetos O = {1,2,...,m}, cada objeto i com demanda d;
que devem ser recortados a partir de placas que devem ter uma configuragao previamente
estabelecida. Ha um total de n configuragdes possiveis e cada configuracdo j tem a;;
items do objeto 7. O objetivo é encontrar as quantidades que a empresa deve cortar de
cada configuracao para suprir a demanda, cortando o menor niimero possivel de placas.

EXEMPLO 4.4 Na figura 14 apresentamos quatro configuracdes possiveis de placas.
Cada placa tem uma quantidade fixa de itens de cada objeto. A placa P3 tem 0 itens
do objeto 1, 1 item do objeto 2, 3 itens do objeto 3 e 2 itens do objeto 4.

3 P4

ST A
D 1 (== Sk

Figura 14: Configuracoes de placas a serem cortadas

Para formular este problema, vamos definir varidveis inteiras x; > 0 para cada
placa j. A varidvel z; dd a quantidade de placas na configuragdo j que devemos cortar.



Além disso, as placas a serem cortadas devem suprir a demanda do objeto . Para satisfa-
zer as demandas, devemos impor para cada objeto 7, que a soma dos itens ¢ cortados em
todas as placas seja pelo menos sua demanda d;. Isto é a;1x1 + apxs + - - - + apx, > d;.

EXEMPLO 4.5 Considere as configuracoes apresentadas na figura anterior. Suponha
que dy = 950, dy = 1150, d3 = 495 e dy = 450. O programa linear consiste em
encontrar T que

minimize T1+ T+ X3+ x4
31’1 —|—8$2 +2$4 Z 950 s
211 +1xrs +3x4 > 1150, )
sujeito a 1z +3x3 +lxy > 495,
11’1 ‘|—2Z‘3 +1.T4 > 450 s
r, € 74, i=1,...,4.

Na forma geral, o programa linear consiste em encontrar x que

minimize x1+ 2o+ -+ T,
(G121 + appzs + -+ apmr, > d
a91T1 + Q2o + + - - + A9y Ty Z dg
sujeito a : :
Ap1%1 + Qoo + - + QT > dip
X e Z i1=1,...,n.

\

Outras aplicacdes onde este problema ocorre € no corte de barras, alocacdo de comerciais
de TV, alocagdo em paginas de memdria, corte de placas (vidro, madeira, chapas, tecido,
espuma, etc), empacotamento em contéineres, etc.

4.2.2. Truques de modelagem

Durante a formulagdo de um problema, podemos precisar de alguns trugues para tratar
certas condi¢des. Veremos algumas destas e os truques que podemos aplicar.

Desigualdades excludentes: Suponha que em uma formulacio deve ocorrer apenas uma
entre duas desigualdades: ou vale a’x < o/ ou vale a”r < o mas ambas ndo podem ser
validas na formulacdo. Podemos implementar estas restricdes usando uma nova variavel
bindria, digamos A, com valor 0 se vale a primeira desigualdade e 1 caso a segunda deva
ocorrer. As duas desigualdades, junto com estas condi¢des pode ser formulada como
segue.

a'x —M-A

< o,
d'r —M-(1-A) < o,
A € {0,1},

onde M é um valor suficientemente grande.

Alternativas no lado direito de igualdades: Se deve valer a igualdade ax = « onde
a € {ay,...,q}, podemos usar novas varidveis bindrias Ay, ..., A; onde A; = 1 se
e somente se a igualdade satisfeita € az = «;. Assim, este tipo de restricdo pode ser
implementada como segue:

k
ax = Dl

Zf:lAi = 1,
A; e {0,1}.



Penalidades em desigualdades: As vezes permitimos que uma desigualdade axr < «
seja violada (ax fica maior que «), mas penalizamos a quantidade violada por um fator P.
Este tipo de condicdo pode ser formulada inserindo uma varidvel que represente a parte
violada e colocando um custo nesta varidvel dentro da funcao objetivo. Isto €,

minimize ... + Py,
ar < a+tvy,
y > 0.

4.2.3. Atribuicao de Freqiiéncias

Vamos considerar um problema onde precisamos minimizar o nimero de freqiiéncias
usadas nas antenas, respeitando condi¢des de distancia entre pares de antenas.

Problema DE ATRIBUICAO DE FREQUENCIAS(n,d): Dados conjunto
de antenas A = {1,2,...,n}, conjunto de freqiiéncias F' = {1,2,...},
e uma fungdo distancia d : A x A — N, encontrar uma atribui¢ao de
freqiiéncias para as antenas f : A — F' tal que a distancia das freqiiéncias
atribuidas para as antenas i e j é pelo menos d(i, j). O objetivo é encon-
trar uma atribuigcdo de freqiiéncias vidavel que minimize o valor da maior
freqiiéncia usada.

Figura 15: Antenas com freqliéncias que devem obedecer distancias minimas.

Para formular este problema, usaremos varidveis f; indicando a freqiiéncia
atribuida a antena i. Cada freqiiéncia deve pertencer ao intervalo {1,...,K}: 1 <
fi < K, Vi € A. Além disso, a atribui¢do deve satisfazer a func¢do de distancia:
\fi — f;| > d(i,j), i€ A e j € A. Note que estas restricdes ndo sio lineares,
mas podemos transformd-la em outras restri¢des lineares equivalentes da seguinte forma:
Usamos uma varidvel bindria A;; para indicar as alternativas do médulo. Se A;; = 0
entdo deve ocorrer f; — f; > d(i,j) e se A;; = 1 entdo deve ocorrer f; — f; > d(3, j).
Assim, podemos trocar a restri¢do ndo-linear

pelas seguintes restri¢des lineares

fi— 1 +M-A;; > d(i,j),
fi—fi +M-(1-Ay) > d(i,j),
A;; e {0,1},

onde M é um ndmero suficientemente grande. Note que se A;; = 0, a primeira restri¢cao
nos dd f; — f; > d(i,j) e conseqiientemente f; > f;; e a segunda restri¢do é sempre
valida. O caso onde A;; = 1 tem andlise andloga. Assim, o programa linear consiste em



encontrar x que

minimize K

( fi— fi+ M-A; > d(i,j) Vi#£ji€eAjeA,
A € {0,1} Vi#jicAjeA,
sujeito a fi > 1 Vie A,
fi < K Vie A,
fi € Z Vie A,
K e Z.

5. Técnicas para Tratamento de Programas Lineares Inteiros

Nesta se¢do consideramos vdrias técnicas para obter solu¢des a partir dos modelos de
programacao linear inteira.

5.1. Relaxando o Programa Linear Inteiro

Para alguns problemas, a simples estratégia de relaxar as condi¢des de integralidade pode
nos levar a boas informacdes, algumas vezes até a solucdes 6timas. Este € o caso do
problema de emparelhamento de peso maximo em grafos bipartidos.

5.1.1. Emparelhamento de Peso Maximo em Grafos Bipartidos

Veremos que € possivel resolver o problema do emparelhamento de peso maximo de
maneira simples e eficiente quando o grafo é bipartido. Um grafo G = (V, E') € dito ser
bipartido se V' pode ser particionado em duas partes X e Y tal que todas as arestas de £
tem extremidades em partes distintas.

EXEMPLO 5.1 Na figura 16, apresentamos um grafo bipartido com um emparelhamento
em destaque.

Figura 16: Arestas nao tracejadas formam um emparelhamento do grafo.

Considere a formulagdo (6). Esta formula¢do nos dd pontos no espago {0, 1}Z,
onde cada ponto é um emparelhamento possivel. O fecho inteiro destes pontos, denotado
pelo nome de poliedro dos emparelhamentos de um grafo G = (V, E') é definido como

Py (G) == conv({x* € R : M é um emparelhamento em G'}),
onde M é o vetor de incidéncia do emparelhamento M.

Uma primeira tentativa para tratar este problema € aproxima-lo através da
programacado linear. Para isso, vamos relaxar a condic¢ao de integralidade de cada variavel,
pela pertinéncia no intervalo que contém os valores inteiros associados a variavel. A este
processo damos o nome de relaxagdo linear de uma formulagdo inteira. A relaxacao
linear da formulacao (6), consiste em encontrar z que

maximize Z Coe
eckE
r., < 1 YweV, (10)
(LPpmyp) sujeito a e€é(v)

0 < 2. < 1 VeekF.



A primeira impressdo é que o poliedro (L Pg.,,) pode nos levar a solugdes Gtimas
que nao sdo inteiras. De fato, algumas solugdes 6timas podem ndo ser inteiras, como
mostra o seguinte exemplo.

EXEMPLO 5.2 Considere o seguinte grafo bipartido com custos unitdrios:

&
e &

A formulagdo (10) aplicado a este grafo, consiste em encontrar & = (Ze,, Tey, Tey, Tey)
que

maximize Tey + Loy + Teg + Tey
Tey +Tey <1, Teg + T, <1,
sujeito a Tey + Tey <1, Tey +7e, <1, (11

0<z, <1, 0<z, <1,
0<z., <1, 0<z, <1

Os seguintes vetores sdo solugoes otimas deste programa linear:

N G

z’ =(1,0,0,1) " =(0,1,1,0) " =(1,%4,1,%)
Apesar da solugcdao x"' ser solugdo otima do programa (11), esta ndo é um vértice do
poliedro, jd as solucdes x' e x" o sdo. De fato, x'"" é combinacdo convexa de x' e x"
(CL’/” — %JJ’ + %I‘”).
Como podemos suspeitar, todos os vértices do poliedro da formulagao (L Ppg,,, ) —quando
definida para grafos bipartidos— sdo inteiros. Assim, o seguinte resultado atribuido a

Birkhoff [Birkhoff, 1946] e von Neumann [von Neumann, 1953] € valido.
TEOREMA 5.1 Se G é um grafo bipartido, entdo LPgy,,(G) = Ppgp,(G).

Com este teorema, basta encontrar uma solucao 6tima, que é vértice, do programa linear
(LPgnmy,(G)) para obter um emparelhamento em G. Apesar deste método ter dado resul-
tados bons para o problema de emparelhamento em grafos bipartidos, ndo € para todos os
problemas para os quais temos esta sorte. De fato, para todos os problemas NP-dificeis,
nao é esperado que isto ocorra.

5.1.2. Obtendo delimitantes para a soluc¢ao 6tima

Mesmo que um poliedro ndo seja inteiro, ele pode nos dar informacgdes uteis sobre seu
correspondente fecho inteiro. Seja P um poliedro e I o conjunto de pontos inteiros em
P. Denote por P; o correspondente poliedro inteiro em P (i.e., Pr := conv(I)). Quando
tratamos com programacdo linear inteira, queremos otimizar em F;, mas em geral s6
temos P. Algumas consideracdes que podemos fazer acerca destes dois poliedros sao as
seguintes: (i) As solugdes 6timas em FP; e P podem estar muito proximas. (ii) Todos os
pontos de P; pertencem a P.

Vamos denotar por (P, ¢, min) (resp. (Pr, ¢, min)) o programa linear (resp. linear
inteiro) de minimizagao sobre o poliedro P (resp. Pr) com a fun¢do objetivo definida pelo
vetor de coeficientes c. Os seguintes resultados para um problema de minimizagdo siao
validos em relacdo a P e P;.

PROPOSICAO 5.2 A solugdo dtima de (P, c, min) é menor ou igual que a solugdo dtima
de (Py, ¢, min).
Este resultado nos ajuda a dizer mais sobre a qualidade de uma solucao vidvel, uma vez

que o valor da solu¢do 6tima esta entre o valor da solugdo vidvel e o valor do programa
relaxado.



PROPOSICAO 5.3 Se L é o valor étimo de (P, c, min) (limitante inferior) e U é o valor de
uma solugdo vidvel (limitante superior), ndo necessariamente étima, para (P, c, min),
entdo esta solucdo vidvel estd a no mdximo um fator U/ L do valor da solucdo dtima.

Resultados andlogos podem ser obtidos para problemas de maximizacao.

5.2. Resolvendo Programacao Linear Inteira por Arredondamento

Neste método, partimos de um modelo em programacgdo linear inteira. Relaxamos a
formulacdo e obtemos uma solu¢do 6tima para o problema relaxado. Em seguida, usa-
mos uma estratégia para arredondar as varidveis fraciondrias para que assumam valores
inteiros. A seguir, veremos algumas destas estratégias.

5.2.1. Arredondamento Simples

Este método consiste simplesmente em arredondar as varidveis fraciondrias para valores
inteiros, de tal maneira a obter uma solucao vidvel. No exemplo a seguir, aplicamos esta
técnica ao problema de empacotamento, visto na secao 4.2.1.

EXEMPLO 5.3 Considere a formulagcdo (9) do exemplo 4.5. A relaxagdo linear desta
formulacdo é a seguinte:

minimize T1+ Xo+ a3+ 24
3[[’1 +8[L‘2 +2$’4 2 950 s
2.%’1 +1CC3 +3ZL‘4 > 1150 s
sujeito a 1z +3x3 +1lxry > 495,
1.231 —|—2$3 +1.CE4 Z 450 s

Resolvendo este programa linear, obtemos uma solucdo de valor 437,656 e valores x1 =
0, xo = 26,406, x3 = 41,875 e x4 = 369,375. Como o niimero de placas em uma
solugdo deve ser inteiro, uma solugdo otima deve usar pelo menos 438 placas.

Arredondando as varidveis fraciondrias para cima, obtemos uma solugdo vidvel
T de valor v, =0, Ty = 27, T3 = 42 e T4 = 370, com um total de 439 placas. Assim, se
esta solugdo ndo for étima, ela usa no mdximo uma placa a mais que uma solucdo otima.

5.2.2. Arredondamento Iterativo

Esta estratégia consiste em executar varias iteracoes de arredondamentos simples até que
se obtenha uma solug¢do viavel, ou um sistema invidvel. Cada iteracao consiste em resol-
ver o programa linear relaxado fixando permanentemente algumas varidveis para valores
inteiros. A primeira iteracdo comeca com a solucdo 6tima fraciondria da relaxacdo da
formulacao inteira.

Esta estratégia foi usada por Jain [Jain, 2001] no problema de projeto de redes
com tolerancia a falhas, que é uma generalizacao do problema da arvore de Steiner, apre-
sentado na secdo 4.1.4. Jain mostrou que em cada iteragdo, o correspondente programa
relaxado ou € uma solucao vidvel, ou tem pelo menos uma varidvel de valor fracionario
pelo menos 1/2. Assim, o algoritmo escolhe em cada iteracdo, todas as varidveis com
valor pelo menos 1/2 para serem arredondadas para 1. Neste artigo, Jain mostra que a
solugdo obtida por este algoritmo € no méximo duas vezes pior que a solugdo 6tima. Este é
o melhor fator de aproximacao tedrico conhecido para este problema. O leitor podera en-
contrar mais sobre algoritmos de aproximacgao em [Carvalho et al., 2001, Vazirani, 2000].



5.2.3. Arredondamento Probabilistico

Nesta estratégia, obtemos uma solugdo fraciondria para o programa relaxado da
formulacdo inteira. Em seguida, arredondamos as varidveis de maneira probabilistica.
Este método foi introduzido por Raghavan e Thompson [Raghavan and Thompson, 1987]
e vem sendo usado com sucesso para vdrios problemas. Um exemplo foi o usado por
Goemans e Williamson [Goemans and Williamson, 1994] para o problema de satisfatibi-
lidade maxima. Os autores formularam este problema através de um programa linear com
varidveis bindrias. Resolveram o programa relaxado e interpretaram as varidveis como
probabilidades. Assim, uma varidvel do programa linear relaxado com valor x, = 0,8, é
arredondado para 1 com probabilidade 0,8. O algoritmo apresentado por eles além de ter
boa aproximacao, faz parte dos melhores algoritmos existentes para este problema.

5.3. Branch & Bound e Programacao Linear Inteira

A estratégia de Branch & Bound consiste em enumerar o espaco de solugdes através de
uma arvore de enumeracao e percorrer os ramos da drvore de forma sistematica, evitando
percorrer ramos que levam a solucdes invidveis ou que nao levam a solu¢des melhores que
as ja encontradas. Este € um método geral que pode ser aplicado a problemas de véarias
formas, nao necessariamente de otimizagao.

Vamos ver uma simplificacdo do método Branch & Bound para obter solucoes
Otimas inteiras de um programa linear de minimiza¢do. A 4rvore de enumeracdo do
método Branch & Bound tem um n6 raiz que representa todo o espago de solucdes do
problema. Além disso, cada né da arvore representa um programa linear sendo que o n6
raiz representa o programa linear relaxado.

O algoritmo mantém um conjunto de nds ativos, inicialmente apenas com o né
raiz, e a melhor solugdo vidvel y* encontrada durante a busca. Em cada iteracdo do
método, escolhe-se um né () para ser removido do conjunto de ativos e avaliado. Vamos
denotar por val(y) o valor da solug@o y, caso y seja solugdo vidvel, ou co se y = (); e
OPT-LP(Q, ¢, min) uma solug@o 6tima do programa linear (@, ¢, min), quando este for
vidvel, ou () caso contrario.

BRANCH-BOUND-SIMPLIFICADO (P, ¢, min)
onde (P, ¢, min) € o programa linear relaxado

1 y* «+ {Solugao heuristica para o problema, () se ndo obteve solu¢ao}
2 U <« val(y")
3 Ativos« {P}
4  enquanto Ativos # () faca
5 escolha @@ € Ativos e remova () de Ativos
6 y < OPT-LP(Q, ¢, min)
7 se val(y) < U entdo
8 se y é inteiro entao
9 U + val(y);
10 Yy
11 senao
12 seja y; uma variavel fracionaria em y e « seu valor
13 Q +—Qn{x:z <l|a]}
14 Q"'+~ Qn{zx:x; > o]}
15 Ativos < Ativos U {Q’, Q"}

16  devolva y*.



O método Branch & Bound ndo necessita que a arvore de enumeragao seja bindria
nem que a ramificacdo seja nas varidveis, estas sdo estratégias comumente usadas nas
varias implementacdes deste método. E importante que em cada ramificagio o espaco
de solucdes representado no né ramificado deve estar representado nos seus ramos. Por
simplicidade, na descricdo acima, inserimos também os nds inteiros no conjunto de ati-
vos, mas na pratica, sempre que um noé € viavel e inteiro, atualizamos a melhor solucao
conhecida sem inserir no conjunto de ativos.

EXEMPLO 5.4 Considere o programa linear inteiro, que consiste em encontrar x que

maximize 311 + 4o
( —533’1 +3l’2 < 3 ,
21‘1 +4I2 S 17,
sujeito a 101‘1 +4l’2 S 45 s
€ > 0,
g > 0,
L T1, To € 7.

Na figura 17 apresentamos a ramifica¢cdo gerada por uma execugdo especifica do al-
goritmo Branch & Bound neste programa linear. A seguir, detalhamos como esta
ramificagdo foi gerada.

Inicialmente a drvore comega apenas com o no raiz A, contendo o programa
linear relaxado e valor de solugcdo otima igual a 20,5. O nd raiz é ativo e tem solugdo
otima com valor fraciondria em x| (v1 = 3,5).

O no ativo A é removido e é ramificado em outros dois nos, um (né B) com a
adi¢cdo da restricdo v, > 4 ([3,5] = 4) e outro (né C) com a adi¢do da restricdo r1 < 3
(13,5] = 3). Agora temos dois nds ativos, os nés B e C.

Vamos supor que o proximo né a ser removido do conjunto de ativos é o né C. A
solucdo otima do programa linear associado a este no é fraciondrio em xy. Assim, este
no é ramificado em outros dois nos ativos um com a restri¢cdo adicional o > 3 (né D) e
outro adicionando xo < 2 (no E). Neste momento, temos trés nos ativos, os nos B, D e E.

Vamos escolher agora o noé E. Este é um no inteiro, portanto, podemos guardar
esta solucdo em y*, com valor 17, a melhor encontrada até o momento. Com isso os
atuais nos ativos sdo os nos B e D.

Agora, vamos escolher o no B. Verificamos que este no é vidvel e seu programa
linear apresenta solugdo de valor 17. Este é o mesmo valor da melhor solugdo que
conhecemos, e portanto neste ramo ndo hd solugées de valor melhor que a jd obtida.
Neste caso, este no é simplesmente podado. Agora o tinico né ativo é o né D.

Removendo-se o n6 D do conjunto de ativos, observamos que a solucdo otima
deste no tem o valor de x, fraciondrio. Com isso ramificamos em dois nos, um adicio-
nando a restricdo x1 < 2 (no F) e outro adicionando a restricdo r1 > 3. Este iiltimo no
ndo foi representado pois trata se de um no invidvel. Desta vez o unico né ativo restante
éonoF.

Nesta iteragdo, o né F é removido e verificamos que tem solugcdo otima com valor
de x5 fraciondrio. Assim, geramos dois nos ativos, um com a restricdo ro > 4 (noé ndo
representado por se tratar de no invidvel) e outro com a restricdo xo < 3 (no G). Agora
o unico ativo é o no G.

Na iltima iteragdo, o no G é removido e verificamos que tem solugdo inteira de
valor 18, melhor que o valor anterior de y*. Neste momento atualizamos y* com a solu¢do
deste no.



Como ndo temos mais nos ativos, podemos devolver a solugdo inteira otima em
y* de valor 18.

Fungao Objetivo
max 3x1 + 4xo

o 1 3
opT= 17 Z1

Figura 17: Uma enumeracao da arvore de Branch & Bound, sem ndés inviaveis.

Um caso particular deste tipo de Branch & Bound é quando as varidveis sdo
binarias. Neste caso a ramificacdo de um né simplesmente fixa uma varidvel em 0 em
um dos ramos e no outro ramo a variavel € fixada para 1.

Em geral, ndo € necessario se duplicar todo o programa linear durante a
ramificacdo dos n6s. Podemos simplesmente usar apenas um programa linear para toda
a ramificacdo. Para obter a solucdo 6tima do programa linear associado a um né ativo,
atualizamos as restri¢des particulares existentes neste nd. O conjunto de restri¢des parti-
culares de um né N pode ser obtido percorrendo as restri¢des que estdo no caminho entre
N e araiz da arvore de Branch & Bound. Quando as restri¢des particulares do n6 sao
restri¢coes simples que apenas delimitam uma varidvel, em geral ndo € necessario se adi-
cionar tal restricdo, mas apenas atualizar os delimitantes da varidvel. Com isso € possivel
se chegar a uma nova solu¢dao mais rapidamente, pois os métodos para resolver progra-
mas lineares aproveitam parte das informacdes da solucdo anterior para o novo programa
linear associado a este no.

5.3.1. Estratégias envolvidas na arvore de Branch & Bound

A seguir, apresentamos outras estratégias envolvidas em implementacdes do método
Branch & Bound.

1. Ao escolher um né a ramificar, podemos escolher pelo n6 que tem o pior delimitante
da solucao 6tima. Por exemplo, em um problema de minimizagdo, pegue o né que tem
o menor limite inferior. Isto permite diminuir a diferenca entre os limitantes superior e
inferior. Mas ndo € recomendado que se use apenas este tipo de escolha.

2. Na escolha da variavel a ser ramificada, pode se escolher a varidvel “mais fracionéria”
(que tem a parte fraciondria mais proxima de 0,5) ou a “menos fraciondria” (que tem a
parte fracionaria mais distante de 0,5). No primeiro caso os ramos do né podem apresentar
maiores mudancas em relacdo a ele. No segundo, podemos chegar a solugdes vidveis mais
rapidamente.



3. Em vez de ramificacdo pelas varidveis, podemos ramificar através de restricdes. Por
exemplo, vamos supor que temos uma solucdo 6tima x em um né e suponha que o produto
ar = a1x1 + . .. + a,x,, deva ser inteiro para um certo vetor a, no entanto o produto ax
nos da um valor fraciondrio o. Neste caso, podemos ramificar o né em outros dois, um
com a restri¢do az < |« e outro com a restri¢do ax > [«].

4. Durante a busca, € interessante se usar heuristicas em alguns nds da 4rvore na tentativa
de se obter solugdes vidveis melhores.

5. Duas estratégias comuns para percorrer a arvore de ramificacdo, € a busca em profun-
didade e a busca em largura. Freqlientemente estas duas estratégias sdo combinadas para
direcionar a busca em ramos promissores.

6. Em alguns problemas a existéncia de algumas varidveis fixadas pode implicar na
fixacdo de outras varidveis através de implicacdes ldgicas. Por exemplo, considere o
problema do TSP resolvido através de Branch & Bound e programacao linear. Dado um
no da arvore, considere o grafo obtido do original da seguinte forma: remova as arestas
com a correspondente variavel fixada em 0 e faca uma contracio das arestas com varidvel
fixada em 1. Se no grafo resultante existir vértice com exatamente duas arestas inciden-
tes, podemos incluir estas arestas na solu¢do do nd, fixando as varidveis correspondentes
em 1.

5.4. Método de Planos de Corte

Na secdo 3, vimos varios problemas para os quais o poliedro inteiro estava descrito através
de poucas desigualdades. Isto também ocorreu para o problema de emparelhamento de
peso maximo em grafos bipartidos. Estes sdo bons casos, em que pudemos resolver o
problema eficientemente apenas com um programa linear. Por outro lado, para muitos
problemas nao temos uma descri¢dao por programagao linear através de poucas desigual-
dades (certamente isto ndo € esperado para nenhum problema NP-dificil).

Note que em geral, ndo precisamos de uma descricdo completa de um poliedro
inteiro P. Em geral desejamos uma solugdo 6tima z* € P, para uma certa fun¢do objetivo
f(z). Neste caso, a dire¢do de busca da solugdo 6tima pode ser guiada por esta fungéo
objetivo.

Suponha que nio temos P, mas temos um poliedro limitado ) que é uma
aproximacao de PP, onde P C (). Seja y, uma solucdo 6tima de () para a fungdo objetivo.
Se yo € P, devolvemos o ponto y, como solug¢do 6tima do problema. Caso yg ¢ P,
procuramos por uma desigualdade ax < v tal que P C {z : ax < v} e ayy > 7. Le,
todos os pontos de P satisfazem esta desigualdade, mas o ponto y, nao satisfaz. Dizemos
que esta desigualdade € um plano de corte que separa 1, de P. Neste caso, podemos obter
um novo poliedro (', adicionando esta desigualdade a (). Em seguida, encontramos uma
solucdo 6tima de (', digamos 3, e verificamos se y; pertence ou nao a P. No primeiro
caso devolvemos y; como solucdo 6tima, caso contrario repetimos a busca de um plano
de corte que separa y;. Este processo se repete até que uma solucao 6tima de P seja en-
contrada. A figura 18 ilustra uma seqiiéncia de inser¢des de planos de corte, até que uma
solucdo 6tima em P seja encontrada.

Uma simplificagdo do método de planos de corte é apresentada a seguir.

METODO DE PLANOS DE CORTE(Q, ¢, min)
onde (@, ¢, min) € um programa linear inicial
1  y<+OPT-LP(Q, ¢, min)
2 enquanto y # () e encontra plano ax < v que separa y faca
3 Q+—QNn{zr:ax <~}



Figura 18: Seqiiéncia de insercoes de planos de corte.

4 y < OPT-LP(Q, ¢, min)
5 devolva y.

O poliedro inicial ) pode comegar com um poliedro limitado por poucas
restricdes, mas para evitar iteracdes excessivas, é conveniente comecar () com um bom
conjunto de restrigdes.

Algumas perguntas que aparecem nesta estratégia sao: (i) Como encontrar os pla-
nos de corte ? (ii) Quais os melhores planos de corte ? (iii) Quantas vezes 0 processo se
repete ? A seguir, iremos discutir brevemente estas questdes.

5.4.1. Otimizacao x Separacao

Um resultado central nesta area é a equivaléncia entre o problema de separacdo e o pro-
blema de otimizacdo. Enunciaremos este resultado de maneira simplificada. O leitor
poderd encontrar mais informagdes sobre estes resultados em [Grotschel et al., 1981].

O problema da separacdo consiste no seguinte.

Problema DA SEPARACAO: Seja P C R"™ um poliedro limitado e y €
R", determinar se y € P, caso contrdrio, encontrar desigualdade ax < b
talque P C {z : ax < b} e ay > b.

O problema de otimizagdo pode ser formulado como segue.

Problema DE OTIMIZACAO: Seja P C R"™ um poliedro limitado e ¢ €
R", encontrar x* € P tal que cx* é mdximo, ou mostre que P é vazio.

Grotschel, Lovész e Schrijver [Grotschel et al., 1981] mostraram que a eficiéncia
de um problema de otimizagdo estd intimamente ligado com o problema de separacdo
deste problema.

TEOREMA 5.4 Para qualquer classe de poliedros préprios, o problema de otimizacdo
pode ser resolvido em tempo polinomial se e somente se o problema da separacdo pode
ser resolvido em tempo polinomial.

Nao definiremos a classe de poliedros préprios para nao entrar em maiores tecnicalidades,
mas a maioria dos problemas em otimizacao combinatdria esta associada a tais poliedros.

Para alguns problemas, € possivel se resolver o problema de separacao associado
de maneira eficiente. Veremos um exemplo disto posteriormente.

5.4.2. Desigualdades Validas, Faces e Facetas

Nesta secao resumiremos alguns tipos de desigualdades importantes da area. Os melhores
planos de corte sdo aqueles que além de separar o ponto invdlido, estdo préximos do



poliedro inteiro, ou chegam a encostar no poliedro. Com isso, podemos classificar as
desigualdades em desigualdades vélidas, faces e facetas.

Seja P um poliedro. Dizemos que ax < b é uma desigualdade vdlida para P se
P C {z :ax < b}. Um conjunto F ¢é dito ser uma face de P se existe desigualdade valida
ar < btalque ' = PN {z : ax < b}. Uma face F' de P é dita ser propria se F' # P.
Uma face F' de P é dita ser ndo-trivial se ) # F # P. Uma face ndo-trivial F' € dita ser
uma faceta de P se F' ndo estd contida em outra face prépria de P. A figura 19 ilustra
estas desigualdades em um poliedro.

z

Ponto extremal
vértice)

,,,,,,,,,

74 Face

Figura 19: Desigualdades Validas, Faces e Facetas.

Observe que as melhores desigualdades vélidas sdo aquelas que induzem facetas.

5.4.3. Geracao de Planos de Corte para programa linear inteiro

Gomory [Gomory, 1958] e Chvatal [Chvatal, 1973] foram os primeiros a desenvol-
ver métodos automatizados e finitos para se obter planos de corte em problemas de
programagao linear inteiro. A seguir, veremos como ¢ o método de cortes obtido por
Chvatal, que foi desenvolvido a partir do método de Gomory. Vamos chama-los de Cor-
tes de Chvdtal-Gomory.

Suponha que queremos solugdes inteiras, x € Z" para um poliedro P := {x :
Az < b}, A € Q™" eb € Q™. A idéia do método consiste em combinar as linhas
do sistema Az < b para obter uma desigualdade ax < ¢ tal que |a]x < [t| é uma
desigualdade vélida. Apds isto, a nova desigualdade |a |z < |¢] é inserida no sistema.

Uma desigualdade ax < ¢, sendo a um vetor inteiro, pertence ao fecho elementar
de P, denotado por e'(P) se existem desigualdades dix < fi,...,d,x < f,, de Pe

valores ndo negativos Aq, ..., A, tal que Z Nd; = a e LZ Nifi] < t. Parak > 1,
i=1 i=1

definimos e*(P) := e'(P U e*1(P)). O fecho ¢(P) é definido como U ,e*(P). O

seguinte teorema foi provado por Chvétal [Chvatal, 1973].

TEOREMA 5.5 Se P é um poliedro limitado e I o conjunto de pontos inteiros em P, entdo
conv(1l) pode ser obtido apdés um niimero finito k de operagées do fecho.

A seguir, aplicamos o método de Chvatal-Gomory para obter cortes para o pro-
blema de emparelhamento de peso maximo em grafos.

5.4.4. Problema do Emparelhamento de Peso Maximo

Na secdo 5.1.1 vimos que o problema do emparelhamento de peso médximo em grafos
bipartidos pode ser bem resolvido apenas com programacao linear, através da versao re-
laxada do programa linear dos emparelhamentos, reproduzida a seguir. Dado um grafo



G = (V, E), encontrar = que

maximize Z€EE Coo
(P) sujeito a Zeeé(v) Te < Yo eV,
T. >

1
0 Vee FE.

Se Ppp, € o poliedro inteiro dos emparelhamentos e GG € bipartido, pelo teorema 5.1,
sabemos que P = Pgy,,. J4 para o caso de grafos que ndo sdo bipartidos, este resultado
pode nao ser valido. O exemplo 5.5 ilustra este caso.

EXEMPLO 5.5 Considere o grafo da figura 20 com pesos unitdrios nas arestas. A

atribuicdo = (3, 5, 3, 5, 3) € a unica solugdo otima de (P) e tem valor 2.5.

[N
Nl

1
2

Figura 20: Solucao otima fracionaria para a relaxacao do programa linear dos
emparelhamentos.

Vamos aplicar o método de Chvatal para obter cortes para (P). Seja U C V tal
que [U] > 3 € impar. Some as desigualdades }_ 5,z < 1 paratodo u € U, obtendo a
desigualdade

ecd(u

2 ) we+ ) @ <|U,

ecE(U) e€d(u)

onde E(U) sdo arestas com ambos extremos em U. Ignorando o segundo termo, temos
a desigualdade ) . By Te < % Como o lado esquerdo da desigualdade deve ser in-
teiro e o direito € fraciondrio, podemos arredondar para baixo o lado direito, obtendo
Y oee B(U) Te < L%j Assim, a nova desigualdade valida para este problema € a seguinte:

U
er_| = : UCV, |U|l>3 impar.
ecE(U)

Considere o novo programa linear (Pgg,) com os cortes obtidos desta forma:
Encontrar z que

maximize Z Coe
eclk
Z z. < 1 Yv eV,
e€d(v
(Pgam) sujeito a < S| -1 VS CV .
Z Te S 5 CV, |S| impar,
ecE[S
\ :Ce > 0 Ve € E,
onde E[S] := {e € E : e tem ambos extremos em S'}.

O seguinte teorema, provado por Edmonds [Edmonds, 1965], mostra que se in-
serirmos todas as desigualdades representadas no programa ( Pgy,, ), obtemos o poliedro
inteiro dos emparelhamentos.

TEOREMA 5.6 Ppyn(G) = Py (G).



Apesar do programa (Pgg,,) possuir uma quantidade exponencial de desigualda-
des, Padberg e Rao [Padberg and Rao, 1982], mostraram que o problema da separagado
das desigualdades de (Pgg,) pode ser resolvido por um algoritmo de tempo polinomial.
Este resultado junto com o teorema 5.4, mostram que o problema de emparelhamento de
peso maximo em grafos quaisquer pode ser resolvido eficientemente.

TEOREMA 5.7 O problema do emparelhamento de peso mdximo em grafos quaisquer
pode ser resolvido em tempo polinomial.

Apesar destes métodos para obter planos de corte serem métodos automatizados
e aplicados na resolu¢@o de qualquer problema de programacao linear inteira, em tempo
finito, tais métodos sao melhor aproveitados na busca de classes de desigualdades, mas
computacionalmente ndo sao em geral bem sucedidos. Em geral estes métodos sao lentos
e apresentam pequena melhora a cada insercdo de plano de corte.

Uma estratégia que tem dado resultados melhores, € a inser¢do de planos de corte
obtidos a partir das propriedades estruturais das solu¢des de cada problema, se possivel
de desigualdades que induzem facetas. Esta estratégia nos leva ao desenvolvimento de
algoritmos especificos para um problema, por outro lado, a qualidade dos planos de
corte ¢ melhor. Os primeiros a usar esta estratégia com sucesso foram Dantzig et al.
[Dantzig et al., 1954] para o problema do TSP.

A seguir, veremos uma classe de planos de corte que aparecem em varios proble-
mas de otimizagdo envolvendo conectividade.

5.4.5. Planos de corte e Conectividade

Alguns dos problemas que vimos anteriormente, como o problema da arvore de Steiner e
o problema do Caixeiro Viajante, envolvem a busca de solucdes representadas por grafos
conexos com algumas propriedades de conexidade.

Por exemplo, considere a formulacdo inteira do problema do caixeiro viajante (8).
Duas dificuldades desta formulacao sdo as seguintes: (i) € um problema de programacao
linear inteiro; (ii) tem nimero exponencial de desigualdades.

O ndmero exponencial de desigualdades de restri¢ao de corte,

dowme>2 W#£SCV,

e€d(S)

do programa linear relaxado ja nos traz dificuldades para obter uma solucdo 6tima fra-
ciondria. Por outro lado, o problema de separacdo para este tipo de desigualdade pode
ser resolvido em tempo polinomial. Isto implica que podemos pelo menos encontrar a
solugdo 6tima fraciondria da relaxacdo do programa (8) eficientemente.

Para saber se um ponto x satisfaz a todas as desigualdades de corte, podemos
testar se algum par de vértices, s e t, estd separado por um corte (S, V' \ S) tal que

Y z<2 s€S teV\S

e€d(S)

Para isto, podemos executar um algoritmo para encontrar um st-corte minimo, onde cada
aresta e tem capacidade z.. Se o valor do st-corte minimo for menor que 2, entdo o corte
gerado viola a desigualdade de corte e podemos inseri-la como desigualdade valida.



Figura 21: (a) Grafo com custos nas arestas. (b) Arvore de Gomory-Hu. (c) Corte
minimo entre A e G.

Arvore de Cortes de Gomory-Hu:

Uma outra alternativa para encontrar cortes violados, € calcular o corte minimo para todos
os pares de vértices e inserir as desigualdades necessarias apenas para os cortes violados.
Isto pode ser feito de maneira rdpida através da arvore de cortes de Gomory-Hu, que faz
uso de apenas n — 1 chamadas do algoritmo para st-corte minimo. Cada aresta e de uma
arvore de cortes 7', representa um corte minimo formado pelas arestas do grafo original
que ligam as partes de 7' — e. O corte minimo entre dois vértices € dado por uma aresta
no caminho da 4rvore de corte que liga estes vértices e tem menor capacidade.

Na figura 21, apresentamos um grafo com (a) capacidades nas arestas, (b) uma
arvore de cortes de Gomory-Hu para este grafo e (¢) o corte minimo separando os vértices
A e G de capacidade 7 (7 é o minimo em {11,7,10}).

5.4.6. Exemplo de insercao de planos de corte para o TSP

Vamos ver um exemplo de como se comporta a inser¢do de cada desigualdade no pro-
blema do Caixeiro Viajante, para o grafo apresentado na figura 22.

Figura 22: Grafo com nome de arestas e respectivos custos.

Para ndo sobrecarregar as figuras, em cada passo apresentaremos apenas os valores
obtidos da solugdo Gtima fraciondria sem colocar os custos das arestas € seus nomes.
Na proxima figura, apresentamos o programa linear sem nenhuma restricdo, exceto os
limitantes das varidveis na relaxagdo (0 < z; < 1). Neste caso, a solugdo 6tima é o vetor
nulo. Nas proximas iteragdes verificamos o comportamento do programa linear apds a
insercdo de cada desigualdade.

min CaXa + CpTp + - - + g
s.a. { 0<z,<1,...,0<; < 1.

Solugao étima = 0.

C—

Apenas restricdes 0 <z, <1, Ve € F.
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R
o ® o ®
=0 D em=0

Apds adicionar (0(4)) =2

min Caq + CpTp + -+ +

s.a.{ To + 1y = 2
0<z,<1,...,0<x; < 1.

Solugdo 6tima = 12.

'l",,.rkzo

=0
o0 ©

: . “zi=0
gm0 o

) zg:[)@
Ap6s adicionar z(§(B)) = 2.

min CaXaq + CpTp + - - + Cay
To+xTp = 2,
S.a. TotTetxgt+Te = 2,
0<2,<1,...,0< ;< 1,

Solucdo 6tima = 14.

)

min CaXaq + CpTp + -+ - + Cay

gm0 T e
w0 Totay = 2,
ze=1 @ 2;=0 @ s, To+Te+xg+xe = 2,
o Ty +Te+ap+a, = 2
Sep=0 T a0 0<z,<1,...,0<x; < 1.
; - ’ Solugdo 6tima = 15.
Ap6s adicionar z(6(C)) = 2.
mﬂ)@ min Ca%q + CoTp + - -+ +
S =0 To+xp = 2,
~ER=0 s @ TotTetxgt+ze = 2
im0 J s.a. Ty +Tet+xpt+xy = 2,
i 0;110 Tgt+xftaopt+a; = 2,
0<z,<1,...,0<x; < 1.
Ap6s adicionar z(§(D)) = 2. Solugdo dtima = 16.
min Caq + CpTp + - - + oy
To+xp = 2,
TotTetxgt+ze = 2
s.a. Ty +Tet+xpt+ay = 2,
Tgtxpt+optx; = 2,
Tet+xp +x5+28, = 2,
0<z,<1,...,0< < 1,
Solugdo 6tima = 21,5.
min Cag + CpTp + -+ + g
Tot+xp = 2,
To+Xe+x9+2 = 2,
Ty +xet+xptay = 2,
S.a. Tgt+xftaopt+a; = 2,
Tet+xp+xj+28, = 2,
Tgtritritr = 2,
0<2,<1,...,0< ;< 1.

Ap6s adicionar z(6(F')) = 2.

Solugdo 6tima = 28 3.




min CaTa + CpTp + -+ + Ty
Tg + Tp

Tg + Te+Tg+ e
Tp+Te+xf+ 24
S.4. Tgt+xf+axp+
Tet+Th+ 25+ Tk
Tgt+x+x;+ 2

T +x; =
0<z2,<1,...,0< 2 < 1.

DO DO DO DN N BN BN

Sep=0

Clgg=0"

Ap6s adicionar z(6(G)) = 2.

Solugdo étima = 30.

Todas as restri¢des x(d(v)) = 2 para todo vértice v foram inseridas. Agora vamos
inserir as desigualdades de restricao de corte:

min CaXaq + CpTp + - - + g
( ZTq + Tp
Tg + e+ Tg+ Te

Ty + Te +Tp+ Ty
Tg+xf+Th+ 25

S.a. Tet+Thp+ 25+ Xk
Tg+x; + x5+ 2
Tr +

Ap6s adicionar desigualdade do corte Te+xg+xf+ 24

minimo que separa A e D (corte de valor 0) 0<z,<1,....0<x; <1
2(6(5)) > 2, para S = {A, B,C}. Solug¢do 6tima = 32.

min CaZq + CpTp + -+ + Iy
Tg + Tp
Lo+ Te+ T+ Te
Tp + Te + Ty + Ty
Tg+xf+Th+ 24
6.4, Te+xp + x5+ Xk
Tgt+xi+x;+ 2
T + 2
Ap6s adicionar desigualdade do corte “:;C i:fvd i?; 15;2
minimo que separa A e E (corte de valor 0) L 0 < xca < { ...,0< ;l

z(6(S)) > 2,para S = {A, B,C, D}.

Clag=0""

DN DO DO DN N BN DO N

VAN AV | o T

DO DO DO DN DN BN DO N N

1.

IANINVINV L1

Solucdo 6tima = 33.

Ao fim da inser¢do de planos de corte, obtivemos uma solucao inteira 6tima para
o TSP, de valor 33. Apesar do sucesso ao obter uma solucdo Otima inteira, em geral as
insercdes apenas de restricdes de corte ndo sdo suficientes para resolver o problema. A
seguir, apresentamos um exemplo onde a insercao de planos de corte de grau e de corte
ndo sdo suficientes para obter uma solugdo inteira.

EXEMPLO 5.6 Na figura 23, temos (a) um grafo com custos nas arestas e (b) uma
solucdo otima do programa relaxado do TSP.

(a) (b)

Figura 23: (a) Grafo com custos nas arestas. (b) Solucao o6tima fracionaria.

A solugdo fraciondria apresentado na figura 23-(b) pode ser separada através de
Comb Inequalities [Edmonds, 1965, Chvatal, 1975, Grotschel and Padberg, 1979]. Na
proxima secao veremos um método para continuar a busca de uma solu¢do quando nao
sabemos separar a atribuicao fraciondria.



5.5. Branch & Cut

Um algoritmo Branch & Cut é uma combinacdo do método Branch & Bound e da
aplicacao do método de planos de corte durante a geragao da arvore de Branch & Bound.
Nesta estratégia investimos um grande esfor¢o nos nés da arvore para limitar seu cresci-
mento. Este esforco pode ser apresentado de varias maneiras, como o uso de estratégias
de separacio, heuristicas primais em cada n6, métodos de ramificacdo, pré-processamento
em cada n6, gerenciamento de desigualdades validas, entre outras. Muitas destas es-
tratégias podem ser aplicadas aos métodos anteriores, mas sao estratégias que combina-
das no método Branch & Cut t€m obtido sucesso para muitos problemas de otimizagao
combinatoria.

A seguir, apresentamos uma descri¢do simplificada do método Branch & Cut para
um problema de minimizagdo. Usaremos a mesma notagdo usada no algoritmo Branch &
Bound.

BRANCH-CUT-SIMPLIFICADO (P, ¢, min)
onde (P, ¢, min) € um programa linear inicial

1 y* « {Solugao heuristica para o problema, () se nao obteve solucao}
2 U «+val(y")
3  Ativos«+ {P}
4  enquanto Ativos # () faca
5 escolha @@ € Ativos e remova () de Ativos
6 y + OPT-LP(Q, ¢, min)
7 enquanto y # () e encontra plano ax < v que separa y faca
8 Q—Qn{zr:ax <~}
9 y < OPT-LP(Q, ¢, min)
10 se val(y) < U entao
11 se y é inteiro entao
12 U « val(y);
13 Yy
14 senao
15 seja y; uma variavel fracionaria em y e o seu valor
16 Q +—Qn{z:z < l|a]}
17 Q'+ Qn{zx:xz; > o]}
18 Ativos < Ativos U {Q", Q"}

19  devolva y*.

5.5.1. Pré-processamento

Antes de comecar a atacar intensivamente um problema € conveniente fazer um pré-
processamento de maneira a diminuir o tamanho do problema.

Uma das estratégias para se diminuir o tamanho do problema € através da fixacao
de variaveis por custo reduzido. O custo reduzido de uma varidvel ndo basica indica a
mudanca no valor da solucdo 6tima caso esta venha fazer parte de uma solugdo bésica
do programa linear. A maioria dos pacotes para resolver programas lineares apresenta
rotinas para verificar se uma varidvel é ndo basica e obter seu custo reduzido.

Por exemplo, considere um problema de minimizacdo de um programa linear
bindrio P; e suponha que temos uma solucao (inteira) vidvel para este programa, de va-
lor U. Seja P o programa linear relaxado de P; e x = (xy,...,x,) uma solu¢do 6tima
(fracionéria) de P. Denote por L o valor da solugdo x. Seja x; uma varidvel ndo bésica e



denote por r; seu custo reduzido. Seja t o valor da varidvel z;, que pode ser igual a 0 ou
1. Se |r;| + L > U, entdo podemos fixar a varidvel x; em ¢. Isto ocorre pois a inclusdo da
variavel x; na base, com valor trocado, nos leva a uma solu¢cdo com valor maior ou igual
ao da solucdo vidvel existente. Assim, a varidvel z; pode ser fixada sem perda da solugcdo
6tima.

Uma vez que algumas varidveis foram fixadas, possivelmente podemos, através
de outras estratégias de pré-processamento fixar mais varidveis, como pela fixacdo de
varidveis por implicacdo logica, ja& comentado no método Branch & Bound. Apds isto,
€ possivel inclusive repetir os pré-processamentos anteriores, até que ndo possamos mais
diminuir o tamanho do problema.

Este método é em geral bastante efetivo quando os limitantes superior e inferior
estdo proximos, ou quando temos uma varia¢do grande nos custos da funcdo objetivo.

Estas estratégias podem ser também aplicadas em cada né da arvore de Branch &
Cut, embora neste caso o investimento deva ser feito com cautela, para evitar investimento
computacional desnecessario, pois o resultado do pré-processamento em um né pode ser
vdlido apenas para o n6 e seus descendentes.

5.5.2. Pool de desigualdades

Como o custo para gerar desigualdades ¢ em geral alto, convém guardar as restricdes ob-
tidas dentro de um depdésito de desigualdades, pool de desigualdades. Quando buscamos
planos de corte para um no, podemos percorrer as desigualdades do pool e inserir aquelas
que sdo vélidas para o nd, evitando gerar novas desigualdades. Novos planos de corte sdo
gerados se esta busca no pool € infrutifera.

Como o pool de desigualdades pode crescer bastante, contendo muitas desigual-
dades desnecessarias, convém manter uma idade para cada desigualdade. Cada vez que o
pool é percorrido, aumenta se a idade das desigualdades desnecessarias. Assim, periodi-
camente, eliminamos aquelas desigualdades desnecessarias com certa idade minima.

5.5.3. Estratégias envolvidas na arvore de Branch & Cut

A seguir, apresentamos outras estratégias envolvidas em implementacdoes do método
Branch & Cut. Neste caso, continuam valendo as estratégias e consideracdes ja descritas
para o método Branch & Bound.

1. As vezes vale mais a pena usar uma heuristica para obter planos de corte rapidamente,
que algoritmos que garantidamente determinam a existéncia de classe de planos de corte,
mas a um alto custo computacional.

2. Tailing off: A insercdo de desigualdade de separagdo de alguns pontos pode gerar me-
lhorias pequenas e sobrecarregar muito o sistema. Neste caso, pode ser mais conveniente
ndo separar estes pontos e ir direto para a ramificagao.

3. E em geral mais efetivo escolher desigualdades de diferentes classes, que concentrar
desigualdades de mesma classe.

4. Escolha as desigualdades mais violadas. Se a - © < « é a desigualdade encontrada,
calcule a - ' — «, onde 2’ é a solu¢ao 6tima da relaxagdo representada no né. Quanto
maior for a diferenca, maior a chance de se diminuir a distancia do limitante superior com
o inferior.



5. Selecione desigualdades que cobrem todo espaco de varidveis. Um sistema linear “se
adapta” a cada nova desigualdade, mudando o minimo. Quando introduzimos desigual-
dades com grande quantidade de varidveis nao nulas, a chance disso ocorrer ¢ menor.

6. Periodicamente, aplique heuristicas primais nos nds da arvore de Branch & Cut.

7. Em vez de buscar solugdes 6timas, pare o algoritmo apds um certo tempo de execugao.
Neste caso, devolva também a qualidade da melhor solucao obtida. Por exemplo, se o
problema € de minimizagdo, devolva a melhor solucdo, digamos de valor U e o valor L,
correspondente ao menor valor entre os nos ativos restantes. Neste caso, a solu¢dao obtida
¢ no pior caso U/ L vezes o valor da solu¢ao 6tima do problema.

6. Conclusao

Esperamos que ao fim deste texto o leitor esteja mais motivado a entender a drea
de Otimizagao Combinatéria de forma mais aprofundada e aprender outras técnicas e
métodos que ndo pudemos apresentar por falta de espaco.
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