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Enunciado: Determine quais matréides uniformes sao graficos. Caracterize os grafos cujos matréides ciclo sao

matroides uniformes.

Resolugao: Denotamos o matréide uniforme cujo conjunto de elementos é E = {1,2,...,n — 1,n} e a familia de

conjuntos independentes é {X C E : | X| < k} por Uy ,. O matréide ciclo de um grafo G é denotado por M (G).

Os matrdides uniformes Uy, Uiy, Up—1,, € Uy, sG0 0s unicos que sao grdficos. Para cada matréide
uniforme vamos mostrar um grafo G com n arestas cujo matréide ciclo é equivalente ao matréide uniforme, ou vamos
verificar que tal grafo nao existe:

Uon: Seja L a classe dos grafos cujas arestas sao todas lagos e seja G € L um grafo com n arestas. Como todas
as arestas de G1 sao lagos, o unico conjunto independente de M (G1) é o conjunto vazio.

Ui n: Seja P a classe dos grafos G tais que existem dois vértices distintos u e v em V(G) com todas as arestas de
E(G) sendo indicentes em u e v. Seja G um grafo em P com n arestas. Como todas as arestas de G sao paralelas
entre si, os conjuntos independentes de M (G2) sao todos os subconjuntos de F(G2) que contém no méximo uma
aresta.

Un—1n: Seja C a classe dos grafos cujo conjunto de arestas forma exatamente um ciclo, e seja G3 € C um grafo
com n arestas. Sendo assim, os conjuntos independentes de M (G3) sao todos os subconjuntos de E(G3) que contém
no maximo n — 1 arestas.

Unn: Seja F' a classe dos grafos aciclicos e seja G4 € F' um grafo com n arestas. E facil ver que os conjuntos
independentes de M (G4) sao todos os subconjuntos de F(Gy).

Ukn onde 2 < k < n — 2: Neste caso, para encontrar um grafo G tal que M(G) seja também um matréide
uniforme as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas. O grafo G deve (i) conter ao menos n — k > 2 ciclos e (ii)
possuir cintura e circunferéncia iguais a k41 > 3. Caso a condic@o (i) ndo seja satisfeita o subconjunto de E(G) que
nao contém exatamente uma aresta de cada ciclo de G é um conjunto indepentende de M (G) com pelo menos k + 1
arestas. Considerando que G nao pode ser aciclico, se (ii) nao é satisfeita existe em G um ciclo com no maximo k
arestas sendo que estas arestas formam um conjunto dependente de M (G), ou existe um ciclo com no minimo k + 2
arestas sendo que qualquer conjunto com k + 1 arestas deste ciclo forma um conjunto independente de M (G). Desta
forma, fica claro que se alguma destas condigoes nao for satisfeita é possivel encontrar um conjunto independente
(dependente) de M (G) que nao é um conjunto independente (dependente) de Uy, ,.

Pelas condicoes (i) e (i) podemos afirmar que existem dois ciclos, C; e Cy, com exatamente k + 1 arestas em G.
Sejam e; uma aresta que estd em Cp e nao esta em Co, e eo uma aresta que estd em Cy e nao esta em Cf.

Como a cintura de G é igual a k+1 > 3, as arestas e] e ea nao sdo arestas paralelas. Seja A um conjunto contendo
e1 e as k arestas de Cy diferentes de eo. Como C5y é um ciclo com k + 1 arestas, as k arestas deste ciclo em A formam
um caminho. Pela condi¢ao (i) temos que o tinico modo de um subconjunto de A formar um ciclo em G seria se e;
e eg fossem paralelas, mas sabemos que isto nao é verdade. Logo, A é um conjunto independente de M (G) e possui

k + 1 arestas. Portanto, M (G) nao é uniforme.

Os grafos das classes L, P, C e I' sao os unicos cujos matroides ciclo sao matréides uniformes.



Vimos anteriormente que estes grafos dao matréides unifomes, entao, nos resta mostrar que os demais grafos nao
podem ser matrdides uniformes. Seja G’ um grafo nao pertencente a nenhuma destas classes. Sabendo que G’ nao
estd em F, temos que G’ possui ao menos um ciclo C’. Como G’ nao estd em C, podemos afirmar também que,
além das arestas de C’, existe pelo menos mais uma aresta ¢’ em G’. Vamos verificar que M (G’) ndo é uma matréide
uniforme analisando todos os possiveis casos para o niimero de arestas de C”:

O ciclo C" é um laco: como G’ nao pertence a L, podemos tomar uma ¢ que nao é um lagco. Neste caso, existe
um conjunto independente em M (G’) contendo €’ e nao existe nenhum conjunto independente contendo o lago em C.
Sendo assim, neste caso, M (G’) ndo é um matréide uniforme.

O ciclo C" é formado por duas arestas paralelas: como G’ nao pertence a classe P, podemos tomar uma €’ que
nao é uma aresta paralela as arestas de C’. Se €’ é um lago, existe em M(G’) um conjunto independente contendo
uma aresta de C’, mas nao existe um conjunto independente contendo €’. Se e’ ndo é um lago, existe em M(G') um
conjunto independente contendo uma aresta de C’ e ¢/, mas nao existe um conjunto independente contendo as duas
arestas de C’. Logo, em ambas situagdes, M (G’) nao é um matrdide uniforme.

O ciclo C' possui trés ou mais arestas: Se ¢’ é um lago existe em M (G') um conjunto independente contendo uma
aresta de C’, mas nao existe um conjunto independente contendo €’. Se €’ é uma aresta paralela a uma aresta de C’
existe em M (G’) um conjunto independente contendo duas arestas de C’, mas nao existe um conjunto independente
contendo €’ e a aresta em C’ paralela a €’. Finalmente, se ¢/ nao é um laco e nao é paralela a nenhuma aresta de C’,
entao existe em M (G’) um conjunto independente que contém e’ e todas as aresta de C’ menos uma, mas nao existe
um conjunto independente com todas as arestas de C’, sendo que este possui a mesma cardinalidade que o anterior.

Com isso concluimos que neste caso M(G’) também nao pode ser um matréide uniforme.



