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Resumo

Um grafo G que tem emparelhamento perfeito é Pfaffiano se existe uma orientacao D
das arestas de G, tal que todo circuito conforme de GG tem orientacao impar em D. Um
subgrafo H de G é conforme se G —V (H) tem emparelhamento perfeito. Uma orientagao
de um circuito par é impar se numa dada direcao de percurso do circuito o nimero de
arestas que concorda com a direcao é impar. Calcular o nimero de emparelhamentos
perfeitos de um grafo, no caso geral, é N P-dificil [11, pag. 307]. No entanto, para grafos
Pfaffianos, seu calculo torna-se polinomial [11, pag. 319].

A caracterizacao de grafos bipartidos Pfaffianos, feita por Little, tem quase trinta
anos [9]. No entanto, somente nos dltimos anos apareceram algoritmos polinomiais para
reconhecimento de tais grafos, por McCuaig [13] e independentemente por Robertson,
Seymour e Thomas [14]. A soluc¢do para este problema resolve também uma série de
problemas, muitos deles classicos, em teoria dos grafos, economia e quimica, como descrito
no artigo de McCuaig [13, pags. 16 a 35].

Nesta dissertacao, apresentamos uma prova de corretude do algoritmo distinta das
duas provas anteriormente conhecidas.
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Abstract

A graph G that contains a perfect matching is Pfaffian if there is an orientation D of the
edges of GG, such that every conformal circuit of GG is oddly oriented in D. A subgraph H
of G is conformal if G — V(H) has a perfect matching. A circuit with an even number
of edges is oddly oriented if the number of edges whose orientation in D agrees with any
sense of traversal of the circuit is odd. Counting the number of perfect matchings of
a graph is known to be NP-hard [11, page 307]. However, when restricted to Pfaffian
graphs, this problem is solvable in polynomial time [11, page 319].

The characterisation of Pfaffian bipartite graphs, achieved by Charles Little, is almost
thirty years old [9]. However, only recently, polynomial time algorithms for determining
whether a bipartite graph is Pfaffian were discovered, by McCuaig [13] and independently
by Robertson, Seymour and Thomas [14]. This problem’s solution solves a lot of problems,
some of them are quite famous, in graph theory, economy and chemistry, as described in
McCuaig’s article [13, pages 16 to 35].

On this dissertation, we present a new proof of the correctness of this algorithm distinct
from the two previously known proofs.
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Capitulo 1

Introducao

A idéia de usar Pfaffiano na teoria de emparelhamentos é devida a Tutte. Em seu livro
“Graph Theory As I Have Known It” [18], ele descreve como chegou a idéia de usar
Pfaffianos para determinar uma férmula para o niimero de emparelhamentos perfeitos de
um grafo. Apesar de nao ter sido bem sucedido em encontrar essa férmula, Tutte conseguiu
utilizar identidades envolvendo Pfaffianos para demonstrar o seu teorema famoso que
caracteriza grafos que tém emparelhamentos perfeitos [17].

Em 1975 Little [9] caracterizou grafos bipartidos Pfaffianos. No entanto, somente em
1999, McCuaig [13] e independentemente Robertson, Seymour e Thomas [14] criaram
um algoritmo polinomial de reconhecimento de grafos bipartidos Pfaffianos. Aqui nesta
dissertacao, apresentamos uma prova de corretude deste algoritmo, distinta das duas
provas anteriormente conhecidas.

O problema de se determinar se um grafo bipartido é Pfaffiano resolve uma série de
problemas, alguns deles citados na Secao 1.7. A referéncia mais antiga de um problema
cuja solugao se dé por este algoritmo data de 1913, de acordo com McCuaig [13]. Até
hoje, nao se sabe se o problema de se decidir se um grafo nao-bipartido é Pfaffiano esta
em NP.

1.1 Definicao de Grafo Pfaffiano

Uma matriz A = (a,5) é dita anti-simétrica se a;; = —aj;, para todo par de indices (i, 7).
Seja A = (a;;) uma matriz anti-simétrica n x n. Quando n é fmpar, det(A4) = 0. Por
outro lado, quando n é par, existe um polinémio P := P(A) nos a;; tal que det(A) = P2
Este polinémio é o chamado Pfaffiano de A e é assim caracterizado:

P = E sgn(N) ailjlaizjz...aikjk,
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onde a soma é efetuada sobre o conjunto de todas as particoes
N = (iljla 'égjg, ) Zk]k) de {17 27 cey TL}

em k pares ndo ordenados, e sgn(/N) é o sinal da permutagao

W(N)I:(l 2 3 4 . .. 21{.—1 2]{)’

g1 ot2 g2 - o e Jk
(veja, por exemplo, o livro de Lovész e Plummer [11][Capitulo §]).

A definicao do Pfaffiano de A acima independe da ordem em que os pares que consti-
tuem a particdo N sao listados. Como A é anti-simétrica, a ordem dos elementos de cada
par também nao influi no valor do Pfaffiano de A.

Seja G um grafo, D uma orientacao de GG, e A a matriz anti-simétrica de adjacéncia
de D. Seja N := (iyj1,12j2, .- .,1kJx) uma particdo de V(G) em pares nao ordenados.
Note que N induz um emparelhamento perfeito M de G se e somente se o produto
@y jy Qigjs - - - Qipj, NA0 € nulo. Nesse caso, dizemos que o sinal de M ¢é igual ao produto
SEN(N) - @iy jy Gigjy - - - Gijp- Assim, se D for tal que todos os emparelhamentos perfeitos
tém o mesmo sinal, entdo |P| é o nimero de emparelhamentos perfeitos de G. Dado que
|P|> = |det(A)|, entdo é possivel computar |P| em tempo polinomial, neste caso. Em
geral computar o nimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo é Np-dificil. (Este
fato é provado ao se reduzir a este problema o problema de se calcular o permanente de
uma matriz de 0’s e 1’s, um problema Np-dificil [19].) A orientacdo D de G é Pfaffiana
se todos os emparelhamentos perfeitos de G tém o mesmo sinal. O grafo G é Pfaffiano se
admite uma orientacao Pfaffiana.

1.2 Caracterizacoes de Grafos Pfaffianos

Existem varias definicoes equivalentes de grafos Pfaffianos. Nesta secao, enunciaremos
algumas delas. Antes, daremos algumas defini¢oes auxiliares.

Seja D uma orientacao das arestas de um grafo G. Seja T uma trilha de comprimento
par de G. Seja p a paridade do nimero de arestas de T' que concorda com D numa dada
direcao de percurso de 1. Como T tem um nimero par de arestas, a paridade p é a
mesma para as duas diregoes de percurso de T'. Portanto, podemos definir a paridade
da orientacao de T' em D como sendo igual a p. Diz-se que a orientacao em D de T é
impar se o nimero de arestas que concordam com uma dada direcao de percurso de T' for
impar. Um subgrafo H de um grafo G é conforme se G —V (H) tem um emparelhamento
perfeito.

Provas para os seguintes resultados podem ser encontradas no livro de Lovéasz e
Plummer [11, Lemas 8.3.1 e 8.3.2].
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NoTAGAO 1.2.1
Vamos denotar a operacao de diferenca simétrica por .

LEMA 1.2.2

Seja D uma orientacao de um grafo G, fixe uma enumeracgao arbitraria dos vértices de D.
Sejam M; e M, dois emparelhamentos perfeitos de G. Seja k o nimero de circuitos de
My & M> cuja orientacao em D é par. Entao,

sgn (M) - sgn(Ms) = (—1).

TEOREMA 1.2.3
Seja G um grafo, M um emparelhamento perfeito de G e D uma orientacao de GG. Entao,
as seguintes propriedades sao equivalentes:

e D é Pfaffiana;

e todo emparelhamento perfeito de G tem o mesmo sinal de M em D;
e todo circuito conforme em G tem orientacao impar em D;

e todo circuito M-alternado tem orientacao impar em D.

Seja H um subgrafo conforme de GG. Entao, todo circuito conforme de H é um circuito
conforme de G. Isto nos leva ao seguinte corolario.

COROLARIO 1.2.4
Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo GG. Seja H um subgrafo conforme de G.
Entao, a restricao de D a H é Pfaffiana.

1.3 Resultados Conhecidos

Motivado por problemas externos a teoria dos grafos, Kasteleyn [7] demonstrou, em 1963,
que todo grafo planar tem uma orientacao Pfaffiana. O grafo K33 é o menor grafo nao
Pfaffiano. Little [9] demonstrou, em 1975, que um grafo bipartido é Pfaffiano se e somente
se nao contém subgrafo conforme que é uma bissubdivisao de K3 3. Uma subdivisao de um
grafo é obtida substituindo-se arestas de um grafo por caminhos. Uma bissubdivisao é uma
subdivisao onde todos os caminhos que substituem arestas tem um nimero par de vértices

internos !. Obviamente, toda bissubdivisdao de um grafo bipartido é bipartida. Este

'Na literatura, uma bissubdivisdo é chamada por alguns autores de subdivisdo impar e por outros de
subdivisao par. Por este motivo, a exemplo de McCuaig, decidimos utilizar bissubdivisao.
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resultado de Little mostra que o problema de decidir se um dado grafo bipartido é Pfaffiano
estd em co-NP. Este resultado imediatamente sugere uma pergunta natural: decidir se o
problema geral estd ou ndo em NP. Vazirani e Yannakakis [20] mostraram, em 1989, que
decidir se uma dada orientacao de um grafo é ou nao Pfaffiana é tao dificil quanto decidir
se o grafo tem ou ndo uma orientagao Pfaffiana. McCuaig [13], e, independentemente,
Robertson, Seymour e Thomas [14], em 1998, descobriram um algoritmo polinomial para
decidir se um grafo bipartido tem ou nao uma orientagao Pfaffiana.

Um grafo coberto por emparelhamentos é um grafo conexo e nao trivial no qual toda
aresta pertence a algum emparelhamento perfeito. Maiores detalhes sobre grafos cober-
tos por emparelhamentos podem ser encontrados nos trabalhos de Lovész [11, 10] e nos
trabalhos de de Carvalho, Lucchesi e Murty [1, 2, 3]. O estudo de grafos Pfaffianos pode
ser restrito aos grafos cobertos por emparelhamentos, de forma natural. As proprieda-
des de grafos cobertos por emparelhamentos podem entao auxiliar na compreensao das
propriedades de grafos Pfaffianos.

Um corte justo em um grafo G' coberto por emparelhamentos é um corte que contém
precisamente uma aresta em cada emparelhamento perfeito do grafo. Seja C' := 0(X)
um corte nao trivial em G. O grafo H obtido a partir de G pela contracao de todos
os vértices em X a um unico vértice x é chamado de C-contracdo, e representado por
H = G{X — z}. As duas C-contracoes de G sao G{X — z} e G{X — 7}. Caso G
seja coberto por emparelhamentos e C' um corte justo, ambas as C-contragoes de G sao
cobertas por emparelhamentos. Naturalmente, se alguma das C-contracoes ainda possui
algum corte justo nao trivial, a operagao pode ser repetida até que os grafos obtidos
sejam livres de cortes justos nao triviais. Este processo denomina-se decomposicao em
cortes justos. Lovasz [10] provou, em 1987, que a familia de grafos resultantes de uma
decomposi¢ao em cortes justos de um grafo coberto por emparelhamentos é linica a menos
de arestas multiplas. Além disso, Little e Rendl [8] provaram, em 1991, que um grafo
G coberto por emparelhamentos que tem um corte justo C' é Pfaffiano se e somente se
ambas as C-contragoes de GG sao Pfaffianas. Sendo assim, pode-se reduzir o problema
de se decidir se um grafo G coberto por emparelhamentos é Pfaffiano ao problema de
se decidir se os grafos resultantes de sua decomposicao em cortes justos sao Pfaffianos.
Sendo assim, podemos reduzir o problema de se decidir se um grafo é Pfaffiano aos grafos
cobertos por emparelhamentos livres de cortes justos nao triviais.

Os grafos cobertos por emparelhamentos livres de cortes justos nao triviais sao sepa-
rados em duas classes: tijolos e presilhas. As presilhas sao bipartidas, e os tijolos nao sao
bipartidos. A decomposicao em cortes justos de um grafo bipartido coberto por empare-
lhamentos produz somente presilhas. A decomposicao de um grafo nao bipartido coberto
por emparelhamentos resulta em tijolos e presilhas. Sendo assim, o problema Pfaffiano
se reduz no caso bipartido a presilhas e no caso geral a tijolos e presilhas. Maiores
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informagoes podem ser encontradas no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian Ori-
entations of Graphs” [5]. Mais especificamente, o algoritmo de McCuaig, e de Robertson,
Seymour e Thomas decide, em tempo polinomial, se uma presilha é Pfaffiana. No entanto,
até hoje nao se sabe nada sobre a complexidade de se decidir se um tijolo é Pfaffiano.

1.4 Definicao de Grafo Redutivel

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com biparticao {U, W}. Uma quadrupla
Z de quatro vértices de G reduz G se:

e 7/ contém dois vértices em U e dois vértices em W;
e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Um grafo bipartido coberto por emparelhamentos G é redutivel se alguma quadrupla de
vértices de G reduz G e é irredutivel caso contrario.

1.5 Teorema Principal

McCuaig [13] e independentemente Robertson, Seymour, e Thomas [14] descobriram um
algoritmo polinomial para reconhecimento de grafos bipartidos Pfaffianos. Este algoritmo
se baseia no seguinte teorema:

TEOREMA 1.5.1 (TEOREMA PRINCIPAL)
Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar. Entao, G é o grafo de
Heawood.

Esta dissertagao apresenta uma prova alternativa para o Teorema Principal.

1.6 O algoritmo

O algoritmo estudado, tendo como entrada um grafo J bipartido, determina se J é
Pfaffiano. Inicialmente, o algoritmo reduz este problema a se decidir se as presilhas
de J sao Pfaffianas, como visto anteriormente.

Suponha que G seja uma presilha redutivel. Entao, G pode ser decomposto em trés ou
mais presilhas Gy, Gs, ..., G, de forma que G é Pfaffiano se e somente se G1,Gs,...,G,
sao Pfaffianos. Esta reducao pode ser repetida até que o conjunto de presilhas obtido tenha
somente presilhas irredutiveis. Assim, o algoritmo reduz o problema Pfaffiano bipartido
a presilhas irredutiveis. Por exemplo, o algoritmo reduz o problema de se decidir se a
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Figura 1.1: O grafo de Heawood.

presilha mostrada na Figura 1.2 é Pfaffiana ao problema de se decidir se as cinco presilhas
menores mostradas sao Pfaffianas.

O O O

Figura 1.2: Redugao a presilhas irredutiveis.
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Todo grafo planar é Pfaffiano, como provado por Kasteleyn [7]. Pode-se testar se um
grafo é planar em tempo linear. Sendo assim, o tnico caso restante a tratar é quando
temos uma presilha irredutivel nao planar. Pelo Teorema Principal, este caso se reduz a
verificarmos se a presilha é o grafo de Heawood a menos de arestas miiltiplas.

1.7 Problemas Equivalentes

Existe uma quantidade enorme de problemas equivalentes ao problema de se decidir se um
grafo bipartido é Pfaffiano. Um destes problemas é decidir se um dado grafo orientado tem
ou nao um circuito orientado par [20]. Outros problemas em fisica e quimica igualmente
se resolvem pela solugao do problema estudado [11][pdg. 349-355].

Damos agora um segundo exemplo de aplicacao. Chamamos de relacao qualitativa
entre duas varidaveis o sinal da derivada de uma com relacao a outra. Considere o se-
guinte problema. Dadas relagoes qualitativas entre varidveis econdmicas, quais relagoes
qualitativas podem ser deduzidas. Este problema foi proposto em 1947 por Samuelson
na primeira edi¢ao de seu livro Foundations of Economic Analysis [15]. Novamente, a
solucao deste problema é feita pela aplicacao do algoritmo de reconhecimento de grafos
bipartidos Pfaffianos [13][pédg. 12].

O artigo “Pdlya’s Permanent Problem” de McCuaig [13] contém uma lista mais com-
pleta dos problemas resolvidos pelo algoritmo estudado aqui.

1.8 Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2, varios lemas e teoremas que serao usados durante o restante da dissertacao
sao enunciados e tém suas provas demonstradas ou referenciadas. No Capitulo 3, teoremas
relativos a grafos redutiveis, cruciais para a prova do algoritmo em questao, sao enunciados
e demonstrados. No Capitulo 4, o Teorema Principal, que diz que a tnica presilha simples
Pfaffiana irredutivel e nao planar é o grafo de Heawood, é provado baseando-se nos Trés
Lemas, a serem provados nos capitulos seguintes. No Capitulo 5, o Lema do Grafo de
Heawood Nao Contido, que diz que nenhuma presilha simples Pfaffiana apds a remocao
de uma aresta tem o grafo de Heawood como uma de suas presilhas, é provado. No
Capitulo 6, o Lema da Heranca da Redutibilidade, que diz que se o Teorema Principal
vale para grafos com menos vértices do que G, entao G é redutivel se uma presilha de
G — e é redutivel, é provado. No Capitulo 7, o Lema da Nao Planaridade das Contracgoes,
que diz que pelo menos uma das (C' — e)-contragoes de G — e nao é planar, para toda
presilha G simples Pfaffiana irredutivel e nao planar, é provado.
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Capitulo 2
Pré-Requisitos

Neste capitulo, enunciaremos notacoes, lemas e teoremas importantes que serao usados
durante toda a dissertacao. Sempre que a demonstracao do enunciado de um lema ou
teorema dado nao for trivial, serda dada uma prova, ou uma referéncia.

Na Secao 2.1, definiremos notacoes que serao usadas, sem mencao prévia, durante a
dissertacao. Na Secao 2.2, provaremos lemas relacionados a grafos cobertos por empa-
relhamentos. Na Secao 2.3, provaremos lemas relacionados a grafos bipartidos cobertos
por emparelhamentos. J4 na Secao 2.4, sao dados lemas sobre orientagoes Pfaffianas.
Na Secao 2.5, varias propriedades do grafo de Heawood sao deduzidas. E finalmente, na
Secao 2.6, varias propriedade especificas de grafos planares sao demonstradas.

2.1 Notacoes

NOTAGAO 2.1.1
Sejam G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, G{X — z} é o grafo
obtido de G pela contracao de todos os vértices em X ao vértice x.

NOTAGAO 2.1.2

Sejam G um grafo, e x um vértice de G. Entao, H := G{x — X} é o grafo obtido de G
pela substituicao de x pelos vértices de X, onde as arestas de GG incidentes em x incidem
em H em um vértice de X. Chamamos esta operacao de expansao.

NOTACAO 2.1.3
Seja G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, 0g(X) € o conjunto das
arestas de G' com precisamente um extremo em X. Entao, X e X sao as praias de 0g(X).
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2.2 Grafos Cobertos por Emparelhamentos

Um grafo G é coberto por emparelhamentos se ele tem pelo menos dois vértices, é conexo
e toda aresta de G pertence a um emparelhamento perfeito de G.

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido. No entanto, uma prova pode ser
encontrada no livro de Lovasz e Plummer [11][pag. 145].

LEmMA 2.2.1
Todo grafo coberto por emparelhamentos com quatro ou mais vértices é 2-conexo.

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido da definicao de corte justo. No
entanto, uma prova pode ser encontrada no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian
Orientations of Graphs” [5][Proposi¢ao 2.2].

LEMA 2.2.2
Seja G um grafo, C' := 0(X) um corte justo de G. Entao, G é coberto por emparelha-
mentos se e somente se cada C-contracao de GG é coberta por emparelhamentos.

COROLARIO 2.2.3
Toda praia de corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos gera um grafo conexo.
O

LEMA 2.2.4

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Seja Cg := 0g(X¢g) um corte justo nao
trivial de G. Seja H := G{X¢ — x¢} uma das Cg-contragées de GG. Suponha que
Cy = 0y(Xy) seja um corte justo de H. Entao, C'y é corte justo de G. O

Um grafo G coberto por emparelhamentos que contém um corte justo nao trivial
C = 9(X) pode ser decomposto nos grafos H := G{X — 2} e H := G{X — T}. Esta
operacao pode ser aplicada repetidas vezes sobre a colecao de grafos resultantes até que
a colecao de grafos obtida seja composta exclusivamente de grafos livres de cortes justos
nao triviais. Lembremos que definimos a colecao de grafos obtidos desta forma como
decomposi¢ao em cortes justos de G. O seguinte Teorema, devido a Lovész [10], tem
importancia fundamental nesta dissertacao. Muitas vezes seu uso ¢ sub-entendido. Uma
prova simples pode ser encontrada no livro de Schrijver [16, pag. 612-613|, e a prova
original no artigo de Lovész [10].

TEOREMA 2.2.5 (TEOREMA DE LOVASZ)
Seja G' um grafo coberto por emparelhamentos. O conjunto de grafos resultantes de uma
decomposicao em cortes justos de G é 1inico a menos de isomorfismos e arestas miiltiplas.
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2.3 Grafos Bipartidos Cobertos por Emparelhamen-
tos

O livro de Lovasz e Plummer [11, Teorema 4.1.1] contém um resultado equivalente a
seguinte afirmacao.

TEOREMA 2.3.1
Seja G um grafo com biparticao {U,W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos quatro
vértices, entao as seguintes afirmacoes sao equivalente:

(i) O grafo G é coberto por emparelhamentos
(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U| —1 entao |N(X)| > |X|+1.
(iii) Para todow € U, w € W, o grafo G — u — w tem emparelhamento perfeito

(iv) O grafo G tem emparelhamento perfeito, e para toda particao {U',U"} de U e toda
particao {W', W"} de W, tal que |U’'| = |W’|, o grafo G tem pelo menos uma aresta
que liga U a W".

Demonstracao:

(i)=-(ii): Suponha que G é coberto por emparelhamentos. Seja X um subconjunto nao
nulo de U. Como G tem emparelhamento perfeito, |V (X)| > | X|. Suponha, por absurdo,
que vale a igualdade. Como X ndao é vazio, N(X) também nao é vazio. Sejam Y :=
XUN(X) e C :=0(Y). Toda aresta de C' liga um vértice de N(X) a um vértice de
U—X. Como |N(X)| = |X]|, nenhuma aresta de C' estd em um emparelhamento perfeito
de G. Como G é coberto por emparelhamentos, temos que C' é vazio. Além disso,
grafos coberto por emparelhamentos sao conexos. Portanto, como C' é vazio, temos que
Y = V(G). Portanto, X = U. Logo, |[N(X)| > |X|+ 1 se X é um subconjunto préprio e
nao vazio de U.

(ii)=-(iii): Seja w um vértice de U, w um vértice de W. Seja H := G — u — w. Seja
X um subconjunto nao vazio de U — u. Pela hipétese, |[Ng(X)| > |X| + 1. Claramente,
Neg(X)—w C Ny (X) Portanto, |[Ng(X)| > |Ne(X)|—1 > |X|. Note que {U —u, W —w}
é uma biparti¢do de H. Além disso, |U — u| = |W — w|. Pelo Teorema de Hall, G —u —w
tem emparelhamento perfeito. Esta conclusao vale para todo u € U e w € W.

(iii)=(i): Seja ww uma aresta de G. Pela hipétese, G — u — w tem emparelhamento
perfeito, digamos M. Sendo assim, M U {uw} é um emparelhamento perfeito de G que
contém a aresta uw. Esta conclusao vale para toda aresta uw de G.
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Para completar a prova deste caso, nossa tarefa se resume a mostrar que G é conexo.
Suponha, por absurdo, que K e L sao duas componentes conexas de G. Primeiramente,
mostraremos que K tem vértices em ambas as partes da biparticao de G. Suponha, por
absurdo, que V(K)NU é vazio. Seja k,, um vértice de V(K)NW , e u um vértice em
U. Entao, G — u — k,, tem emparelhamento perfeito M (u, k). Sendo assim, M (u, k)
restrito a K — k,, é emparelhamento perfeito de K — k,,. No entanto, K nao tem vértice
em U. Portanto, V(K) = {k,}. Por hipétese, V(G) > 4, e |[U| = |W|. Portanto, existe
vértice w' € W — k,,. Também, por hipitese, existe emparelhamento perfeito M (u, w")
de G — u — w. No entanto, k,, é vértice isolado de G — u — w, uma contradi¢cao. Sendo
assim, V(K)NU e V(K)NW nao sao vazios. Analogamente, V(L)NU e V(L)NW
nao sao vazios. Ajuste a notacdo de forma que |V(K)NU| < |V(K)NW|. Sejam
ue VK)NU, ew € V(L)NW. No entanto, G — u — w nao tem emparelhamento
perfeito, pois |V(K)NU — u| < |V (L) N W], uma contradi¢ao. De fato, G é conexo.

(ii)=-(iv): Suponha que vale (ii). Suponha, por absurdo, que nao vale (iv). Nesse caso,
existe uma particao {U’,U"} de U e uma particao {W’', W"} de W, tal que |U’'| = |W|,
e nao existe aresta que liga U" a W”. Sendo assim, Ng(U') C W', e portanto temos que
IN(U"| < [W’| =|U’|. Isto contradiz (ii). Logo, (ii)=(iv).

(iv)=-(ii): Suponha que vale (iv). Suponha, por absurdo, que existe um subconjunto nao
vazio X de U, com |X| < |U], tal que |[N(X)| < |X]|. Por hipdtese, G tem emparelha-
mento perfeito. Portanto, |[N(X)| = |X|. Sendo assim, {X,U — X} é partigao de U, e
{N(X),W — N(X)} é particao de W, com |[N(X)| = |X|. Nao existe aresta de X para
W — N(X), uma contradigao ao item (iv). Logo, (iv)=-(ii).

O

DEFINIGAO 2.3.2
Uma aresta e de um grafo coberto por emparelhamentos G' é removivel se o grafo G — e
é coberto por emparelhamentos.

COROLARIO 2.3.3

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com pelo menos quatro vértices e biparticao
{U,W}. Uma aresta e de G nao é removivel se e somente se existe uma particao {U', U"}
de U e existe uma partigao {W’' , W"} de W, com |U'| = |W’| e e é a unica aresta que liga
vértice de U’ a vértice de W". O

NOTACAO 2.3.4
Sejam G um grafo bipartido com biparticao {U, W}, e X um subconjunto dos vértices
de G, tal que | X NU| e |X NW| sejam distintos. Entao, definimos como X, ou X o
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conjunto dentre X NU e X N W que contém mais vértices. Analogamente, X_ ou X~ é
definido como o conjunto dentre X "U e X N W que contém menos vértices. Dizemos
que X, é a parte majoritdria de X e que X_ é a parte minoritaria de X.

O seguinte resultado pode ser encontrado no artigo “On the Number of Dissimilar
Pfaffian Orientations of Graphs” [5][Proposicao 2.1].

LEMA 2.3.5

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com biparticao {U, W}. Um corte C' com
praia X de G é justo se e somente se: (i) | X NU| e |X NW | diferem de exatamente um,
e (ii) toda aresta de C' é incidente em um vértice da parte majoritdria de X.

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido a partir dos Lemas 2.3.5 e 2.2.2.

LEMA 2.3.6
Os grafos resultantes da decomposicao em cortes justos de um grafo bipartido coberto
por emparelhamentos sao todos bipartidos.

DEFINIGAO 2.3.7
As presilhas de um grafo bipartido G coberto por emparelhamentos sao as presilhas re-
sultantes de uma decomposicao em cortes justos de G.

O seguinte resultado, encontrado no livro de Lovdsz e Plummer [11], caracteriza pre-
silhas:

TEOREMA 2.3.8
Seja G um grafo com biparticao {U,W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos seis vértices,
entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) O grafo G é uma presilha.
(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U| —2 entao |N(X)| > | X|+2.
(iii) Para quaisquer dois vértices u; e uy em U e quaisquer dois vértice wy e wy em W,

o grafo G — uy; — us — wy — wo tem um emparelhamento perfeito.

COROLARIO 2.3.9
Sejam G uma presilha com seis ou mais vértices e x e y vértices em particoes diferentes
de G. O grafo G — x — y é coberto por emparelhamentos. O

COROLARIO 2.3.10
Sejam G uma presilha e e e e; duas arestas nao adjacentes de GG. O grafo G tem um
emparelhamento perfeito contendo ey e es. O
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COROLARIO 2.3.11
Sejam G uma presilha com biparti¢cao {U, W}, u um vértice de U e w um vértice de W.
Entao, o grafo G + uw é uma presilha. O

O seguinte resultado é muito importante e é usado em toda a dissertacao, muitas vezes
sem sua mencao explicita. Uma prova para este resultado pode ser encontrada no artigo
“Ear Decompositions of Matching Covered Graphs” [1][Lema 3.2].

COROLARIO 2.3.12
Toda aresta de uma presilha com seis ou mais vértices é removivel.

COROLARIO 2.3.13
Sejam G uma presilha com biparticao {U, W} e X um conjunto de trés vértices de G. Se
X nao é subconjunto de U, nem de W, entao G — X é conexo.

Demonstracao: Seja X um conjunto de precisamente trés vértices, nao todos em U, nem

em W. Portanto, dois dos trés vértices de X estao em um dentre U e W. Ajuste a notacao
de forma que | X NU| = 2. Portanto, | X "W | =1.

Sejam u; e ug os vértices de X NU, w o vértice de X NW . Pela Corolario 2.3.9,
G — u; — w é coberto por emparelhamentos. Pelo Lema 2.2.1, G — u; — w é 2-conexo.
Logo, G — u; — w — ug é conexo. Ou seja, G — X é conexo. O

COROLARIO 2.3.14
Toda presilha com seis ou mais vértices é 3-conexa.

Demonstracao: Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. O grafo G, coberto

por emparelhamentos, é 2-conexo, pelo Lema 2.2.1. Suponha, por absurdo, que G nao
seja 3-conexo. Entao, G tem dois vértices v; e vy tais que G — vy — vy é desconexo.
Seja v3 um vértice de G tal que X := {vy,vy,v3} tenha vértices em ambas as partes
da biparticao de G. Pelo Corolario 2.3.13, G — X é conexo. Portanto, vz gera uma
componente trivial de G — vy — v9. Assim, N(v3) C {vjv2}. Mas G é 2-conexo. Portanto,
N(v3) = {v1,v2}. Assim, 0(X) é justo em G. Além disso, |V| > 6. Logo, 9(X) nao é
trivial, uma contradigao. O

COROLARIO 2.3.15

Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. Seja Z um subconjunto de V(G) com
no maximo trés vértices, sendo que Z tem no maximo dois vértices em cada parte da
biparticao de G. Entao, G — Z é conexo.
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COROLARIO 2.3.16
Sejam G uma presilha e e = xgyy uma aresta de G. Seja C' := 0g(X) um corte nao trivial

de G, tal que C' — e é justo em GG — e. Entao, um dentre xq e yy esta em X_, o outro em
X_.

Demonstracao: O corte C' — e é justo em G — e. Portanto, pelo Lema 2.3.5, uma parte

da biparticao de X tem precisamente um vértice a mais do que a outra parte, e toda
aresta de C' — e incide na parte majoritaria de X. Ajuste a notacdo, trocando X e X se
necessario, de forma que xy € X. Suponha, inicialmente, que gy, esteja em X. Neste caso,
C = C — e. Portanto, toda aresta de C' incide na parte majoritaria de X. Portanto, pelo
Lema 2.3.5, C' é justo em G. Isto é uma contradicao ao fato de GG ser uma presilha. De
fato, yo € X.

Suponha que x( esteja em X . Nesse caso, tanto e como toda aresta de C' — e incide
em vértice da parte majoritaria de X. Sendo assim, pelo Lema 2.3.5, C' é justo em G,
contradicao. De fato, z estd em X_. Analogamente, 9o estd em X _. O

COROLARIO 2.3.17

Seja G uma presilha, e uma aresta de G, C := 0(X) um corte nao trivial de G, tal que
C — e é justo em G — e. Entao todo emparelhamento perfeito de G contendo e tem
precisamente trés arestas em C'.

LEMA 2.3.18

Sejam G uma presilha, e = xgyo uma aresta de G, e C := {C1,Cs,...,C,}, comr > 1, o
conjunto de cortes justos de uma decomposicao em cortes justos de G—e. Seja X; subcon-
junto de V(G), tal que C; = 0g(X;) — e. Entao, é possivel ajustar a notagao, complemen-
tando algumas praias de cortes de C se necessario, tal que X1 C Xy C ... C X, C V(G).
Além disso, o conjunto das presilhas de G — e é | Jy<,;, Gi, onde:

o Go:= (G —e){X1 - T}
o G, = (G—e){X;, = {Xis1 = Tia}, parai=1,2,...,r —1;
o G, :=(G—-ef{X, -z}

Demonstracao: Parai =1,2,...,r, seja X; uma das praias de C;, parat=1,2,...,r. Um

dentre X; e X; contém zo. Ajuste a notacdo de forma que X; contenha xy. Mostraremos
agora que, para todo j € {1,2,...,r} — 4, um dentre X; e X é subconjunto préprio
do outro. Sabemos que zy € (X; NX;). Além disso, pelo Corolario 2.3.16, y esta em
X; NX;. Como C é o conjunto de cortes justos de uma decomposicio em cortes justos, C;
e C; ndo cruzam. Portanto, um dentre X; N X; e X; N X; é vazio. Se X; N X, é vazio,
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entao X; é subconjunto de X;. Se X, N X; é vazio, entao X; é subconjunto de X;. Sendo
assim, podemos ajustar a notagao de forma que X; C Xy C ... C X, C V(G). O

COROLARIO 2.3.19

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao
H tem no mdximo dois vértices de contracao. Além disso, (i) se H tiver precisamente
um vértice de contragao, entao o (unico) extremo de e em V (H) estd na mesma parte da
bipartigao do vértice de contragao, (ii) se H tiver dois vértices de contragao, estes vértices
estao em partes distintas de sua biparticao.

Demonstracao: O fato de que H tem no méaximo dois vértices de contracao vem dire-

tamente do Lema 2.3.18. Suponha que H tenha precisamente um vértice de contracao.
Seja X C V(G) tal que H = (G — ¢){X — z}. Pelo Corolério 2.3.16, precisamente um
extremo de e, digamos o, estd em X _. Este vértice estd na mesma parte da biparticio
de G dos vértices de X . Entao, yy estd na mesma parte da biparticao de H do vértice x.

Suponha, agora, que H tenha precisamente dois vértices de contracao. Entao, existem
X CcV(G)eY C V(G), tais que H = (G — e){X — z}{Y — y}. Pelo Corolario 2.3.16,
um extremo de e estd em X_. Analogamente, um extremo de e estd em Y_. Como X e
Y sao disjuntos, O extremo de e em X_ é distinto do extremo de e em Y_. Dessa forma,
os vértices de X, estao em uma parte da biparticao de G distinta da parte contendo os
vértice de Y, . Entao, x e y estao em partes distintas da biparticao de H. O

NOTACAO 2.3.20
Considerando a notacao utilizada no Lema 2.3.18, dizemos que G; e G;11 sao presilhas

consecutivas de G — e, para i = 0,1,...,r — 1. Além disso, dizemos que Gy e G, sao
presilhas externas, e que G;, parai =1,2,...,r — 1, sao presilhas internas de G — e.
LEmaA 2.3.21

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao,
uma das seguintes afirmacgoes acontece:

o H=G—e.

e Seja Cx := 0g(X) um corte nao trivial de G, tal que o corte Cx — e é justo em
G —eeografo H é a (Cx — e)-contragao (G —e){X — x} de G —e. Entao, e € Cx
e o extremo de e nao contraido esta na mesma parte de x da biparticao de H.

o Sejam Cx = 0g(X) e Cy := 0g(Y) cortes nao triviais de G, tais que os cortes
Cx —eeCy —e sao justos em G — e, e o grafo H é a (Cx —e), (Cy — e) contragao
(G—e){X —zHY — y} deG—e. Entao, e € (Cx NCy), e x ey estao em partes
distintas da biparticao de H.
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Demonstracao: Pelo Corolario 2.3.19, G' tem no maximo dois vértices de contracao. Se

H nao tem vértice de contragao, entao H = G — e é presilha. Sendo assim, H = G — e
¢ a unica presilha de G — e. Podemos, portanto, supor que H tem vértice de contracao.
Entao, existe um corte nao trivial C'x := 0g(X) de G, tal que o corte Cx — e é justo
em G—e, e H=(G—-e){X — z}. Pelo Corolario 2.3.16, um extremo de e estd em
X e o outro em X. Portanto, e € Cx. Além disso, C'x é nao trivial, mas nao é justo,
enquanto C'x — e é justo. Portanto, e incide na parte minoritdria de X. Ajuste a notacao
de forma que X NU seja a parte minoritaria de X. Entao, os extremos de e estao em
XNU e XNW. O vértice de contracdo z estd na mesma parte da biparticio que a
parte majoritaria de X. Portanto, x € W. Sendo assim, o vértice de contracao esta na
mesma parta da biparticao que contém o extremo de e em H.

Suponha que H tenha dois vértices de contracao. Entao, existem cortes nao triviais
Cx := 0g(X) e Cy := 0¢(Y) de G, tais que os cortes Cx — e e Cy — e sdo justos em
G—-—e,eH=(G—-e{X - z}{Y — y} de G — ¢, onde = e y sdo distintos vértices de
H. Pelo Corolario 2.3.16, um extremo de e estd em X e o outro em X. Analogamente,
um extremo de e estd em Y e o outro em Y. Sendo assim, um extremo de e estd em
X NY eooutroem X NY . Portanto, e estd em Cx N Cy . Além disso, C'y é ndo trivial,
mas nao ¢ justo, enquanto C'y — e é justo. Portanto, e incide na parte minoritaria de
X. Analogamente, e incide na parte minoritaria de Y. Ajuste a notacao de forma que
X NU seja a parte minoritaria de X. Portanto, como e liga as partes minoritarias de X
eY, temos que Y NW é a parte minoritaria de Y. No entanto, o vértice x estd na parte
da biparticao que contém a parte majoritaria de X. Portanto, x € W. Analogamente,
y € U. De fato, e estd em Cx N Cy e os vértices de contracao estao em partes distintas
da biparticao de H. O

LEMA 2.3.22
Seja G uma presilha, X C V(G) e C := 9(X) um corte de G, tal que | X| >3 e ‘Y‘ > 3.
Entao, H := G[C] tem um emparelhamento de tamanho trés.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o maior emparelhamento de H tenha tamanho

no maximo dois. O emparelhamento méximo tem tamanho igual ao da cobertura minima
por vértices em um grafo bipartido. Portanto, existe um conjunto Y de vértices de H,
com no maximo dois vértices, tal que H — Y nao tem aresta. Sendo assim, toda aresta
de H incide em vértice de Y. Ou seja, o corte dg_y (X —Y) = dg_y (X —Y) é vazio.
Pelo Corolério 2.3.14, G — Y é conexo. Portanto, um dentre X e X é parte de Y. Isto é
uma contradi¢ao, uma vez que | X| > 3 e ‘Y‘ > 3. De fato, H tem emparelhamento de
tamanho tres. O
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2.3.1 Arestas Magras

DEFINIGAO 2.3.23
Uma bicontragcao é uma operacao aplicada sobre um grafo onde se contrai um vértice de
grau dois e seus dois vizinhos a um tnico vértice.

DEFINIGAO 2.3.24
O indice de uma aresta e é o nimero de extremos de e que tém grau trés.

DEFINIGAO 2.3.25
Seja e uma aresta de uma presilha G com mais de quatro vértices. A aresta e é dita magra
se uma presilha pode ser obtida de G — e por k bicontracoes, onde k é o indice de e.

DEFINIGAO 2.3.26
Uma aresta magra e é dita verdadeiramente magra se a presilha obtida de G — e através
de k bicontracoes for simples.

Sejam G uma presilha com mais de quatro vértice e e uma aresta magra de GG. Note que,
como toda presilha com mais de quatro vértices é 3-conexa, os vértices de grau dois de
G — e contraidos na bicontracao sao necessariamente incidentes em e. Note também que
se e é magra, entao G — e possui no maximo uma presilha interna.

Definiremos a seguir alguns grafos importantes que serao usados no enunciado de um
importante teorema devido a McCuaig. Um prisma Ls,, com n > 4, é um grafo obtido a
partir de dois circuitos disjuntos Cy := (ug, U1, . . ., Up—1, Ug) € Co := (Wo, Wy, . .., Wp_1, W)
pela adicao das arestas w;w;, para todo i em {0,1,...,n — 1}. O prisma Ly, é bipartido
se e somente se n é par. Uma escada de Mobius My, é um grafo obtido a partir de um
circuito par C' := (ug, uy, ..., uz,—1,up) pela adigdo das arestas w;u;in,, para todo i em
{0,1,...,n — 1}, onde os indices sao tomados médulo 2n. A escada de Mé&bius My, é
bipartida se e somente se n é impar. Uma roda dupla Bs,, com n > 4, é um grafo obtido
a partir de um circuito C' := (ug, U1, . . ., Ugn—3, Ug), chamado de aro, e de dois vértices x
e y fora do circuito, chamados de centros, pela adicao das arestas xu; e yu;, para todo ¢
par e todo j fmpar. Toda roda dupla é bipartida. Vide Figura 2.1.

A definicao utilizada por McCuaig para presilha exige que o grafo tenha pelo menos seis
vértices. Noés utilizamos uma definicao mais tolerante que aceita como presilha grafos com
menos vértices. Portanto, para podermos utilizar o seguinte Teorema de McCuaig [12],
precisamos restringi-lo a presilhas com pelo menos seis vértices.

TEOREMA 2.3.27

Toda presilha simples com pelo menos seis vértices distinta de roda dupla Ba, (n > 4);
distinta de prisma bipartido Ly, (n > 2); e distinta de escada de Mdbius bipartida My, o
(n > 1), tem uma aresta verdadeiramente magra.
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Prismas
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Ls O Ly I
16

Escadas de Mobius

M Mo % M

14
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14
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O Teorema seguinte ¢ devido a Carvalho, Lucchesi e Murty [4] e tem papel muito

Figura 2.1: As presilhas do Teorema 2.3.27.

importante na dissertacao. Uma prova para este Teorema pode ser encontrada no ar-
tigo “How to Build a Brace” [4]. Pode ser também facilmente deduzida a partir do
Teorema 2.3.27.

TEOREMA 2.3.28
Toda presilha com seis ou mais vértices tem uma aresta magra.
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O Lema seguinte pode ser encontrado no mesmo artigo “How to Build a Brace” [4].

LEMA 2.3.29 (GERAQAO DE PRESILHAS)
Seja H uma presilha com biparticao {A, B}. As seguintes operagoes resultam em uma
presilha G:

e Sejam x ey vértices de H tais que x € A ey € B. A presilha GG é obtida de H pela
adicao da aresta xy.

e Sejam x e y vértices de H tais que x,y € A, e o grau de = seja pelo menos quatro.
Seja H' := H{x — {x1,x2}} tal que tanto 1 como x5 tenham dois vizinhos em H'.
A presilha G é obtida de H' pela adicao de um vértice xq e das arestas xoxi, Tols

e Toy.

e Sejam x e y vértices de H, tais que x € A, y € B e cujos graus sao pelo menos
quatro. Seja H" := H{x — {x1,z2}}{y — {y1,y2}}, tal que cada um dentre xy, xs,
y1 € Y2 tenham dois vizinhos, e pelo menos um vizinho em V(H)—{z,y}. A presilha
G é obtida de H" pela adicao de dois vértices xq e yo, e das arestas xox1, o2, Yoly1,

YolY2 € ToYo-

LEmMA 2.3.30
Toda roda dupla e todo prisma é planar.

LEmA 2.3.31
Toda escada de Mdbius bipartida é coberta por emparelhamentos. O

LEMA 2.3.32
Toda escada de Mébius bipartida é nao Pfaffiana.

Demonstracao: Seja G uma escada de Mobius bipartida My, 2. A prova serd feita por
indugao em n. Se n = 1, temos que G = My = K33, um grafo nao Pfaffiano. Entao,

podemos supor que G tem pelo menos dez vértices, ou seja n > 2. Adotaremos como
hipotese de inducao que My,.o nao é Pfaffiana, para todo m < n. Seja e = ugwy
uma aresta radial de GG. Entao, os vértices ug e wy tem grau dois em G — e. Seja
U := {up, u1, us}, onde uy e uy sdo os inicos vizinhos de ug em G—e, e W := {wp, wy, wa},
onde wy e wy sa0 os Unicos vizinhos de wy em G — e. Tanto (G — €)[U] como (G — e)[W]
sdo caminhos de comprimento dois. Portanto, os cortes 0g(U) — e e 0g(W) — e sao justos
em G —e. Seja H := (G — e){U — u}{W — w}. De acordo com o Corolério 2.4.8, G
¢ Pfaffiano somente se H é Pfaffiano. No entanto, H é uma escada de Mobius bipartida
com 4n — 2 vértices, e por hipdtese de indugao, H nao é Pfaffiano. Entao, o grafo G nao
¢é Pfaffiano. O
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2.4 Grafos Pfaffianos

Nesta secao sao apresentados lemas e teoremas relacionados a grafos Pfaffianos.
Em 1975 C. Little provou o seguinte teorema [9].

TEOREMA 2.4.1
Um grafo bipartido G é Pfaffiano se e somente se nao existe um subgrato H conforme de
G que é uma bissubdivisao de K3 3.

2.4.1 Orientagoes Similares

Sejam D; e Dy duas orientacoes de um grafo G. Dizemos que D, e Dy sao similares
se elas diferem precisamente nas arestas de algum corte de G. Os seguintes resultados
podem ser encontrados no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian Orientations of
Graphs” [5]. Em particular, o seguinte lema ¢é equivalente a Proposigao 1.4 deste artigo.

LEMA 2.4.2
Sejam Dy e Dy duas orientacao similares de GG. Entao, D, é Pfaffiana se e somente se Dy
for Pfaffiana.

TEOREMA 2.4.3

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, ¢ uma aresta removivel de G, e D' uma
orientacao Pfaffiana de G — e. Se G é Pfaffiano, entao existe precisamente uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana D de G.

LEMA 2.4.4
Sejam D, e Dy duas orientacoes Pfaffianas de um grafo bipartido G. Entao, D, é simi-
lar a D.

O seguinte resultado pode ser deduzido a partir do Coroléario 3.6 do artigo “On the
Number of Dissimilar Pfaffian Orientations of Graphs” [5].

TEOREMA 2.4.5

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos, H um subgrafo conforme de G
coberto por emparelhamentos, e D' uma orientacao Pfaffiana de H. Existe uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana de G se e somente se G é Pfaffiano.

LEMA 2.4.6

Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipartido GG. Sejam u e w dois vértices de
G em partes distintas da biparticao de G. Existe uma orientacao Pfaffiana D’ similar a
D tal que u é fonte e w é sorvedouro.
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Demonstracao: Suponha que uw seja aresta de GG, e que w seja a origem de uw. Neste

caso, D' := D @ 0(u) é orientagao Pfaffiana similar a D tal que u é origem de ww em D’.
Ajuste a notagao, trocando D e D’ se necesséario, de forma que se uw for aresta de G,
sua origem em D seja u. Seja S o conjunto de arestas incidentes em u ou w cuja origem
nao é u e cujo destino ndo é w. A prova é feita por indugao em |S|. Se |S| = 0, temos a
orientacao desejada. Seja f uma aresta de S. Como, pelo ajuste de notacao anterior, uw
nao estd em S, a aresta f tem um extremo v fora de {u, w}. Seja D’ := D@ (v). Como u
e w estao em partes distintas da biparticao de GG, temos que v é adjacente a precisamente
um dentre u e w. Entdo, f é a tnica aresta de d(v) em S. Dessa forma, por indugao,
G tem uma orientagdo D" similar a D" tal que u é fonte e w é sorvedouro. Como D’ é
similar a D, temos que D" e D sao similares. De fato, o lema é vélido. O

2.4.2 Grafos Pfaffianos e Cortes Justos

O Teorema seguinte é devido a Little e Rendl [8][Teoremas 1 e 4]. Apesar do enunciado
dos teoremas citados nao implicarem diretamente o teorema a seguir, a prova apresentada
no artigo implica. Este resultado também pode ser encontrado no artigo “On the Number
of Dissimilar Pfaffian Orientations of Graphs” [5].

TEOREMA 2.4.7

Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos, C' um corte justo de G e G; e Go as
duas C-contragoes de G. Entao, G é Pfaffiano se e somente se Gi e G5 sao Pfaffianos.
Além disso, se Dy e Dy sao orientacoes Pfaffianas de G e Gy, respectivamente, e Dy e Dy

sao orientadas em C' e concordam em C', entao a extensao de Dy e Dy a uma orientagcao
de G é Pfaffiana.

COROLARIO 2.4.8

Sejam G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano e e uma aresta re-
movivel de G. Entao, todos os grafos de uma decomposi¢ao em cortes justos de G — e sao
Pfaffianos. Em particular, todas as presilhas de G — e sao Pfaffianas. O

A seguir, provaremos dois lemas que tem um papel fundamental na dissertacao.

LEMA 2.4.9

Seja GG um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano, seja R um conjunto de
arestas adicionadas a G tal que G* := G + R é bipartido e coberto por emparelhamentos.
Seja e uma aresta removivel de G. 'Toda orientacao Pfaffiana de G* — e tem uma extensao
a uma orientacao D* de G* cuja restricao a GG é Pfaffiana.



2.5. O Grafo de Heawood 23

Demonstracao: Seja D(G* — e) uma orientagdo Pfaffiana de G* — e. Note que o grafo

G — e é conforme em G* — e. Portanto, pelo Coroldrio 1.2.4, a restricao D(G — €) de
D(G* — e) as arestas de G — e é Pfaffiana. De acordo com o Teorema 2.4.3, D(G — e)
pode ser estendida a uma orientagdo D(G) Pfaffiana de G. Seja D a extensdao comum de
D(G* — e) e de D(G) a uma orientagao de G*. De fato, as restrigoes de D a G e G* — e
sao Pfaffianas. O

LEMA 2.4.10

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos Pfaffiano. Seja H um grafo obtido a partir
de G por contragao de praias de cortes justos de G. Seja D(H) uma orientagao Pfaffiana
de H na qual todo vértice de contracao de H é ou uma fonte ou um sorvedouro. Entao
G tem uma orientagao Pfaffiana cuja restricao a H é igual a D(H).

Demonstracao: Seja X uma praia de corte justo de G que é contraida em um vértice de
H, digamos z. Seja H' := G{X — T}. Como G ¢é Pfaffiano, H' ¢ Pfaffiano, de acordo
com o Teorema 2.4.7. Pelo Lema 2.4.6, H' tem uma orientacao Pfaffiana na qual T é

fonte e outra na qual T é sorvedouro. Por hipdtese, d(x) é orientado em D(H). Portanto,
existe uma orientacao D' de H' que concorda com D(H) em 0(X). Este argumento vale
para toda praia X de corte justo de G. Seja D(G) a extensao de D(H) e das orientagdes
Pfaffianas D’ de H' = G{X — T} para cada praia de corte justo X de G a uma orientacio
de G. De acordo com o Teorema 2.4.7, D(G) é uma orientacao Pfaffiana de G. a

2.5 O Grafo de Heawood

Chamaremos de Hy4 o grafo de Heawood, mostrado na Figura 2.2.
Considere as seguintes permutacoes:

A(v) == v+2 mod 14
p = {(01312345)(1811296) (710)}
0 = {(0) (1) (2) 3) (412) (513) (6 8) (7) (9 11) (10)},

onde (a b ¢) é uma 6rbita de uma permutacdo, significando que a permutacao leva a
em b, b em c e ¢c em a. Olhando a Figura 2.2, podemos ver que estas permutagoes sao
automorfismos do grafo de Heawood. A permutacao A também sera chamada de 2-rotacao.

LEMA 2.5.1
O grafo de Heawood é transitivo nos vértices.
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Figura 2.2: O grafo de Heawood.

Demonstracao: A repetida aplicacao de A leva qualquer vértice par a 0. Analogamente, a

repetida aplicacao de A leva qualquer vértice impar a 5. A permutacao p leva o vértice 5 ao
vértice 0. Portanto, todo vértice de Hy4 pode ser levado ao vértice 0 por aplicagao de uma
composicao de automorfismos. Uma composicao de automorfismos é um automorfismo.
Portanto, para todo vértice v de Hi4, existe um automorfismo que leva v a 0. A inversa
de um automorfismo também é um automorfismo. Portanto, para todo par de vértices u,
w de Hyy, existe um automorfismo que leva u a w. O

DEFINIGAO 2.5.2

Um grafo G é P,-transitivo se, para todo par de caminhos P := (po,pi1,...,Pn-1) €
Q = (q0,q1,---,qn-1), existe um automorfismo ¢ de G tal que p(p;) = q;, para i =
0,1,....,n—1.

LEMA 2.5.3
O grafo de Heawood é P,-transitivo.
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Demonstracao: Provaremos isto levando todo P, de Hyy ao Py: (0,1). Seja (v, w) um P,

de Hyy. O grafo Hy, é transitivo nos vértices, de acordo com o Lema 2.5.1. Portanto,
podemos supor que v = 0. Existem trés possibilidades para w:

e w = 1. Nesse caso, (v,w) = (0,1), como desejado.

e w = 13. Nesse caso, aplicamos p*, levando (0,13) a (4,5). Entao, aplicamos A~2,
levando (4,5) a (0, 1), como desejado.

e w = 5. Nesse caso, aplicamos 6 a (0,5), obtendo (0, 13), que é um caso ja tratado.
De fato, Hi4 é P»-transitivo. O

LEMA 2.5.4
O grafo de Heawood é Ps-transitivo.

Demonstracao: Seja p := (vy,vg,...,v;) um P, de Hyy, parai = 2,3,4,5. Provaremos que

H,y4 é P-transitivo levando qualquer P; a porc¢ao final de (0,1,2,3,4). Pelo Lema 2.5.3,
Hy4 é P,-transitivo. Ao provarmos que Hyy é Pi-transitivo, adotaremos a hipdtese de
indugao de que Hyy é P;_j-transitivo. Portanto, podemos levar (vy,vs,...,v;_1) & parte
final de (0,1,2,3) (vi—1 — 3, vi—2 — 3, ...). Sendo assim, existem duas possibilidades
para onde esta o vértice v; de p. Ele esta ou em 4 ou em 12. Se v; estd em 4, levamos p a
porgao final de (0,1,2,3,4). Caso v; esteja em 12, aplicamos o automorfismo 6, levando
12 a 4, e mantendo (0, 1,2, 3) em (0, 1,2, 3). Portanto, acabamos de levar p a por¢ao final
de (0,1,2,3,4). De fato, o grafo de Heawood é Ps-transitivo. O

LEMA 2.5.5
O grafo de Heawood é Ps-transitivo, nao planar, tem diametro trés e cintura seis.

Demonstracao: Pelo Lema 2.5.4, Hy4 é Ps-transitivo. As pontes (0,5), (2,7) e (4,9) do
circuito (0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13) cruzam-se mutuamente. Portanto, Hy4 nao é

planar. Como Hy4 € transitivo nos vértices, podemos nos restringir a calcular a distancia

maxima de um vértice de Hy4 ao vértice 0. Sendo assim, os vértice 1, 5 e 13 tém distancia
um. Todos os demais vértices pares sao adjacentes a um dentre 1, 5 e 13. Portanto, os
vértices impares distintos de 1, 5 e 13 tem distancia trés de 0. De fato, o diametro de Hyy
é igual a tres.

Seja P um circuito qualquer de Hy4. Como Hy4 é Ps-transitivo, podemos supor que
o trecho inicial de P é (0,1,2,3,4). Este caminho nao tem corda. Portanto, nao existe
circuito de Hy4 com no méximo cinco vértices. Por outro lado, (0,1,2,3,4,5,0) é um
circuito de Hy4. Dessa forma, a cintura de Hy4 é igual a seis. O
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COROLARIO 2.5.6

Sejam vy e v1 dois vértices adjacentes de Hi4. Sejam v e v} dois vértices adjacentes de
Hyy (possivelmente {vg,v1} N {v},v]} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva vy
av)ev auv.

Demonstracao: Este fato deriva diretamente de que H4 é P-transitivo. O

COROLARIO 2.5.7

Sejam vy e vy dois vértices nao adjacentes de Hy4, em partes distintas da biparticao de
Hyy. Sejam v e v| dois vértices nao adjacentes de Hq4 em partes distintas da biparticao
de Hyy. (possivelmente {vg, v1} N {v(,v1} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva
Vg a vy e vy avy.

Demonstracao: Os vértices vy e v; estao em parte distintas da biparticao de Hy4. Portanto,

o caminho minimo de vy a v; tem comprimento impar. No entanto, o diametro de Hyy
é trés. Sendo assim, o caminho minimo de vy a vy tem trés arestas e quatro vértices.
Seja P este caminho. Analogamente, seja P’ o caminho com quatro vértices de v, a vj.
Como H4 é Pj-transitivo, existe automorfismo de Hiy que leva P a P’. Este mesmo
automorfismo leva v; a v}, para i =1, 2. O

COROLARIO 2.5.8

Sejam vy e vy dois vértices de Hi4 em uma mesma parte da biparticao de Hy4. Sejam
v, e vy dois vértices de Hi4 em uma mesma parte da biparti¢ao de Hy4. (possivelmente
{vo, v1} N{v}, v} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva vy a v} e v1 a vj.

Demonstracao: Os vértices vy e v; estao numa mesma parte da biparticao de Hyy4. Por-

tanto, o caminho minimo de vy a v tem comprimento par. No entanto, o diametro de Hyy
é trés. Sendo assim, o caminho minimo de vy a v; tem duas arestas e trés vértices. Seja P
este caminho. Analogamente, seja P’ o caminho com trés vértices de v} a v{. Como Hiy
é Ps-transitivo, existe automorfismo de Hiy que leva P a P’. Este mesmo automorfismo
leva v; a v}, para i = 1, 2. O

DEFINIGAO 2.5.9
Uma orientagao D de um grafo com biparticao {U, W} é bipartida orientada se ou (i)
toda aresta de D tem sua origem em U, ou (ii) toda aresta de D tem sua origem em W .

LEmMA 2.5.10
Toda orientacao bipartida orientada do grafo de Heawood é Pfaffiana.
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Demonstracao: Seja D uma orientacao bipartida orientada de Hy4. Numa orientacao

bipartida orientada, a paridade da orientacao de um circuito é igual a paridade da metade
dos vértices do circuito. Sendo assim, todo circuito de Hy4 com 4n + 2 vértices, para n
inteiro, tem orientagao impar em D. Analogamente, todo circuito com 4n vértices, para
n inteiro, tem orientacao par em D. A cintura de Hy4 é seis, de acordo com o Lema 2.5.5.
Portanto, os circuitos de 4n vértices de Hq4 tem oito ou doze vértices.

Seja () um circuito de Hy4 com oito vértices. Pelo Lema 2.5.4, Hy4 é Ps-transitivo. Por-
tanto, podemos supor que (1,2,3,4,5) é um segmento de (). Suponha que (1,2,3,4,5,0)
seja segmento de (). Nesse caso, (0,1) nao estd em @), pois () tem oito vértices. Entéao,
(10,1,2,3,4,5,0,13) é segmento de ). No entanto, 10 nao é adjacente a 13, contradigao.
De fato, (0,5) nao estd em . Portanto, (1,2,3,4,5,6) é segmento de ). Suponha que
(1,2,3,4,5,6,7) seja segmento de (). O unico vizinho de 7 ainda nao confirmado dentro
de @ é 8. Portanto, nesse caso, (1,2,3,4,5,6,7,8) seria segmento de ). No entanto, 1
nao é adjacente a 8 em Hyy. De fato, (1,2,3,4,5,6,11) é segmento de (). O tnico vértice
adjacente tanto a 1 como a 11 é 10. Portanto, @ é igual a (1,2,3,4,5,6,11,10). No
entanto, o grafo H14 —V(Q), que ¢ igual a G[{7,8,9,12,13,0}], ndo tem emparelhamento
perfeito. Sendo assim, nenhum circuito com oito vértices de Hy4 é conforme.

Suponha, por absurdo, que existe um circuito C' de Hy4 com doze vértices. Suponha,
por absurdo, que C seja conforme. Sendo assim, Hy,—V (C') tem emparelhamento perfeito.
No entanto, Hy4 tem precisamente quatorze vértices. Sendo assim, H4—C' é composto por
precisamente uma aresta. Seja e = vw tal aresta. O vértice w é adjacente a um vértice
ug de C. Seja (ug,ur,uz) um segmento de C. Pelo Lema 2.5.4, Hyy é Ps-transitivo.
Portanto, (v,w,ug,u1,us) pode ser levado por um automorfismo a (0,1,2,3,4). Sendo
assim, podemos supor que Hyy — V(C') é igual ao caminho (0,1). Dessa forma, (2,3,4)
¢é segmento de C'. Além disso, 2 tem trés vizinhos em Hy4, € o vizinho 1 nao estd em
C. Portanto, (7,2,3,4) é segmento de C'. Além disso, 5 tem somente dois vizinhos em
Hyy — {0,1}: 4 e 6. Portanto, (7,2,3,4,5,6) é segmento de C'. Como C é circuito de
tamanho doze, o vértice seguinte a 6 nao é o vértice 7. O mesmo vale para 7. Sendo assim,
(8,7,2,3,4,5,6,11) é segmento de C. Os vértices restantes sao 9, 10, 12 e 13. Mas, a
escolha do préximo vértice depois de 12 forca a escolha do seguinte, definindo um circuito
de tamanho dez, uma contradigao. De fato, nao existe circuito conforme de tamanho doze

e1m H14.

Sendo assim, todo circuito conforme de Hi4 tem orientagao impar em D. De fato, D
é Pfaffiana. O
LEMA 2.5.11

O grafo de Heawood é uma presilha Pfaffiana.
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Demonstracao: Pelo Lema 2.5.10, Hy4 é Pfaffiano. Seja {P, I} a bipartigao de Hy4, tal
que 0 € P. O grafo de Heawood tem pelo menos seis vértices. Portanto, podemos
mostrar que Hy4 é presilha mostrando que para todo subconjunto nao vazio X de P, tal
que | X| < |P| — 2, temos que |[N(X)| > |X| + 2. Seja X um tal subconjunto. Todo
vértice de Hi4 tem trés vizinhos. Portanto, se |X| = 1, a propriedade vale. Suponha,
portanto, que |X| > 2. Pelo Corolario 2.5.8, podemos supor que 0,2 € X. Sendo
assim, N(X) contém {1,3,5,7,13}, e a propriedade vale se |X| < 3. Suponha, agora,
que |X| = 4. Seja w um vértice em X — {0,2}. Entao, w estd em P — {0,2}. No
entanto, todo os vértices de P — {0,2} sdao adjacentes a um dentre 9 e 11. Portanto,
N(X) contém {1,3,5,7,13,u}, onde u € {9,11}. Portanto, |N(X)| > 6, e a propriedade
vale. Suponha, entdo que |X| = 5. Entdo, P — X tem precisamente dois vértices. De

acordo com o Corolario 2.5.8, podemos ajustar a notacao de forma que X nao contenha
12 e 10. Sendo assim, X = {0,2,4,6,8}. Portanto, N(X) = {1,3,5,7,9,11,13}, e
IN(X)|=7>5+2=|X|+2. De fato, a propriedade vale em todos os casos. Portanto,
H,4 é presilha. O

2.6 Grafos Planares

A primeira classe de grafos para a qual se resolveu o problema de se decidir se um grafo
¢ Pfaffiano foi a classe dos grafos planares. O seguinte lema é devido a Kasteleyn [7].

LEMA 2.6.1
Todo grafo planar é Pfaffiano.

Demonstracao: Uma prova deste lema pode ser encontrada no livro escrito por Lovész e
Plummer [11, Teoremas 8.3.3 e 8.3.4]. O

O seguinte lema é um resultado classico e uma prova para ele pode ser encontrada no
livro de Diestel [6][Proposicao 4.2.5, pag. 72].

LEMA 2.6.2
Seja G um grafo planar simples 2-conexo. Entao toda face de G é delimitada por um
circuito.

O seguinte resultado pode ser encontrado no artigo “Pélya’s Permanent Problem” [13,
Lema 42, pag. 47].

LEMA 2.6.3
Toda face de um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos é delimitada por
um circuito conforme.
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O seguinte lema aparece como Lema 8.3.3 do livro de Lovész e Plummer [11].

LEMA 2.6.4

Se D é uma orientacao das arestas de um grafo planar conexo tal que todo circuito facial
de D (exceto possivelmente o circuito que delimita a face infinita) tem um nimero impar
de arestas no sentido horario, entao em cada circuito, o niimero de arestas orientadas no
sentido horario tem paridade oposta a paridade do numero de vértices de D dentro do
circuito. Dessa forma, D é Pfaffiano.

COROLARIO 2.6.5

A paridade da orientacao de um circuito em uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipar-
tido planar coberto por emparelhamentos é o oposto da paridade do niimero de vértices
internos ao circuito numa imersao planar.

Demonstracio: Seja G um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos, G uma

imersdo planar de G. Seja D uma orientacio Pfaffiana de G. Seja F' uma face de G. De
acordo com o Lema 2.6.3, F' é delimitada por um circuito ) conforme em G. Como @
é circuito conforme em G e D ¢ Pfaffiana, a orientacao de ) em D é impar. Portanto,
o numero de arestas de () orientadas no sentido horério em D é fmpar. Este argumento
vale para toda face de G. Seja Q' um circuito qualquer de G. Entdo, de acordo com o
Lema 2.6.4, a paridade do nimero de arestas no sentido horério de Q' em D é o oposto
da paridade do nimero de vértices de G dentro de @)’. Como G é bipartido, )’ tem um
nimero par de arestas, e a paridade do mimero de arestas de Q' no sentido horario em D
é igual a paridade da orientacao de Q'. O

Dizemos que duas imersoes planares G e G de um grafo G sio iguais se o conjunto
de fronteiras que delimitam as faces de Gy é igual ao conjunto de fronteiras que delimitam
as faces de Gs. Dizemos que um grafo planar tem uma wnica imersio planar se todas as
suas imersoes planares sao iguais. O proximo resultado é um teorema classico devido a
Hassler Whitney [21].

TEOREMA 2.6.6
Um grafo simples planar 3-conexo tem uma tnica imersao planar.

Seja {U, W} a biparticdo de um grafo simples G. Seja H tal que V(H) = V(G) e
EH) ={uww:u e Uw e Wuw ¢ E(G)}. Nesse caso, chamamos H de complemento
bipartido de G. Note que G é o complemento bipartido de H.

LEMA 2.6.7
O cubo é a unica presilha simples planar com oito vértices, e a tunica presilha simples
Pfaffiana com oito vértices.
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Demonstracao: Seja G uma presilha simples com oito vértices, e H o complemento bipar-
tido de G. De acordo com o Corolario 2.3.14, o grau minimo de G é trés. Portanto, H

tem grau maximo um. Sendo assim, H é um emparelhamento. Seja {U, W} a bipartigao
de G, tal que U = {ug, uy, u, uz}, e W = {wp, wy, we, ws}. Mostraremos agora que se H é
um emparelhamento perfeito, entao G é o cubo. Suponha que H seja um emparelhamento
perfeito. Ajuste a notacao de forma que u;w; seja uma aresta de H, para ¢ = 0,1, 2, 3.
Sendo assim, u;w; é aresta de G se e somente se ¢ # j. Portanto, G' é o cubo, como pode
ser visto na Figura 2.3.

w1 (]
& 3
d
Uo W2
w u
A 3 1
O
U9 Wo

Figura 2.3: O grafo GG, igual ao cubo, no caso em que H é um emparelhamento perfeito.

Suponha agora que G seja distinto do cubo. Entao, H é um emparelhamento nao
perfeito. Portanto, H é um subgrafo do emparelhamento com quatro arestas. Ajuste a
notacao de forma que F(H) seja um subconjunto de {ujwy, ugws, ugws}. Sendo assim, o
cubo mostrado na Figura 2.3 mais a aresta uqwg é um subgrafo de G. Seja G’ este subgrafo.
Nesse caso, G’ — upws — uswy é uma bissubdivisao do K33, onde {ug, u1, us, wo, wi, wa}
é o conjunto de vértices de grau trés da subdivisao, e (uy,ws, us, w;) é o Unico caminho
subdividido da bissubdivisao. Além disso, G’ — ugws — uswgy é conforme em G, pois
G' — ugwz — uswp tem o mesmo nimero de vértices que G. Entao, de acordo com o
Teorema 2.4.1, G nao é Pfaffiano. Além disso, G nao é planar. De fato, G é a unica
presilha simples com oito vértices planar, e a unica presilha simples com oito vértices
Pfaffiana. O



Capitulo 3

4-Somas

Relembramos, a seguir, a definicao de grafo redutivel. Seja G um grafo coberto por
emparelhamentos com biparticao {U, W}. Uma quéadrupla Z de vértices de G reduz G
se:

e 7/ contém dois vértices em U e dois vértices em W;

e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Um grafo bipartido coberto por emparelhamentos GG é redutivel se alguma quadrupla de
vértices de G reduz G e é irredutivel caso contrario.
Sejam G1,Go,...,G, (n > 2) n grafos e Q um quadrilatero tal que:

(i) parai=1,2,...,n, o grafo G; tem seis ou mais vértices;

(ii) para quaisquer dois indices i, j tal que 1 <i < j<n, G;NG; = Q.

Para cada subconjunto R (possivelmente vazio) de E(Q), o grafo G := (| J,<,,, Gi)— R
é a (Q, R)-soma das n parcelas G;. Se ) e R estdao sub-entendidos, diz-se sir_ni)lesmente
4-soma, ao invés de (@, R)-soma. Se R é vazio, dizemos que a 4-soma é completa: nesse
caso, G é a unido das n parcelas. Se R = F(Q)) entao dizemos que a 4-soma é fina: nesse
caso, nenhuma aresta de @) estd em G. O grafo Hig, mostrado na Figura 3.1, é a 4-soma
fina de trés Ks3's.

E conveniente estendermos a definicao de 4-soma para admitir o caso em que ha apenas
uma parcela, G;. Nesse caso, é necessario que () seja um quadrilatero de G e que G seja
igual a G; — R.

3.1 Presilhas e 4-Somas

No grafo Hyp, mostrado na Figura 3.1, nenhum emparelhamento perfeito de Hyy contém
tanto wjw; quanto uszws. Portanto, Hyg — u; — uz — w; — ws nao tem emparelhamento

31
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c d

Figura 3.1: O grafo Hjg, a 4-soma fina de trés K33’s. (o quadrildtero @) é mostrado em
linhas pontilhadas)

perfeito. Sendo assim, Hjy nao é presilha, de acordo com o Teorema 2.3.8. O resultado
seguinte implica que Hyg € a iinica 4-soma de trés ou mais presilhas que nao é uma presilha,
como provado por McCuaig [13, Lema 19].

TEOREMA 3.1.1
Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos que é uma 4-soma de n > 2
grafos bipartidos. Entao,

(i) se G é uma presilha, entao cada parcela é uma presilha;

(ii) se G nao é uma presilha mas cada parcela é uma presilha, entao n < 3 e a soma
nao é completa. Se, além disso, n = 3, entao a soma é fina e G = Hyj.

Demonstracao: Sejam G1,Gs, ..., G, as parcelas, e @ := (a,b,c,d,a) seu quadrilatero

comum. Lembremos que a definicao de 4-soma exige que cada parcela tenha pelo menos
seis vértices. Para ¢ = 1,2,...,n, seja {U;,W;} a biparticdo de G;. Como @ é um
quadrilatero de G;, um dentre {a,c} e {b,d} é parte de U;, e o outro é parte de W,.
Ajuste a notagao de forma que, para i = 1,2,...,n, {a,c} C U; e {b,d} C W;. Sejam
U:=U; e W:=JW,. Entao, {U,W} é a biparticao de G.

prova do (i):

Suponha que G é uma presilha. Mostraremos que GG; é uma presilha. Para tanto, podemos
supor que G é uma 4-soma completa. De fato, se ab nao é aresta de G, entao G + ab
também é presilha, de acordo com o Corolario 2.3.11. Além disso, G 4+ ab também é uma
4-soma de n parcelas. Sendo assim, podemos supor que () é um quadrilatero de G, e
portanto G; é um subgrafo de G.
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Sejam uy, us dois vértices quaisquer em Uy, e wq,wy dois vértices quaisquer de Wj.
Entao, u; e us estdo ambos em U, e w; e wy estdo ambos em W. Seja X := {uy, ug, wy, wo}.
Por hipétese, GG é presilha. Pelo Teorema 2.3.8, G — X tem emparelhamento perfeito M.
Seja My := M N E(G1). Se escolhermos X igual a V' (Q), entao M; é um emparelhamento
perfeito de G; — V(Q). Sendo assim, temos que |U; —a — ¢| = |W; — b — d|, e portanto
U] = [WA].

Consideremos agora um X qualquer. Entao, M; é um emparelhamento (ndo neces-
sariamente perfeito) de G; — X. Mostraremos agora que M; tem uma extensao a um
emparelhamento perfeito de G; — X. Seja S o conjunto de vértices de G; — X nao em-
parelhados por M;. Entao, S C V(Q) — X. Se S é vazio, entdo M; é emparelhamento
perfeito de G; — X. Se S = V(Q), entdao M; U {ab,cd} é emparelhamento perfeito de
Gy — X.

Podemos, portanto, supor que S é um subconjunto préprio nao nulo de V(Q). Como
|Uy| = |Wh], temos que |U; — X| = |[W; — X|. Portanto, o conjunto S contém um nimero
par de vértices, metade dos quais em U; e metade em W;. Como S é um subconjunto
préprio e nao nulo de V(@Q), temos que S consiste de precisamente dois vértices, um deles,
u, em Uy, e o outro, w, em Wy. Entao, uw é uma aresta de () e também uma aresta de
G1 — X. Sendo assim, M; U {uw} é um emparelhamento perfeito de G; — X.

Em todos os trés casos, deduzimos que G; — X tem um emparelhamento perfeito. Esta

conclusao vale para todo conjunto X que consista de dois vértices em U; e dois vértices
em W;. Como () tem seis ou mais vértices, e |U;| = |W;]|, temos, pelo Teorema 2.3.8,
que (G é uma presilha. Analogamente, cada uma das parcelas é uma presilha. A prova
da parte “somente se” estd completa.
prova do (ii):
Suponha que cada parcela G; é uma presilha, e que G nao é presilha. Seja C'x := 0g(X)
um corte justo nao trivial de G. Determinaremos agora algumas propriedades da praia X
de Cx. Pelo Lema 2.3.5, podemos definir A := X NU e B:= X NW ,onde |A| = |B|—1
e cada vértice de A é adjacente somente a vértices de B em GG. Parai =1,2,...,n, seja
X;:=XNV(G), Ai:= AnV(G;) e B; := BNV(G;). Sejam

I = {i: 1<i<n, A-V(Q)#0},
J = {j: 1<j<n, B;—V(Q)#0}.

Seja i um indice de I. Ajuste a notagao de forma que A C U, e portanto A; C Us.
Todo vértice de A é adjacente em G somente a vértices de B. Portanto, cada vértice de
A; — V(Q) é adjacente em G; somente a vértices de B;. Como i estd em I, A; — V(Q) é
um subconjunto nao nulo de U;. Além disso, U; contém dois vértices em V(Q). Portanto,
|A; — V(Q)| < |Ui| — 2. Pela hipétese, G; é uma presilha. Portanto, pelo Teorema 2.3.8,
|Ng, (A = V(Q))| > |Ai —V(Q)| + 2. Por outro lado, como A é a parte minoritdria
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de X, todo vizinho de vértice em A; — V(Q) estd em X, de acordo com o Lema 2.3.5.
Sendo assim, Ng,(A; — V(Q)) C B;. Desta forma, |B;| > |A; — V(Q)| + 2, e portanto
|A; — V(Q)| < |B;] — 2. Ou, em outras palavras,

[Ai = V(@) < [Bi=V(Q)| =2+ |BNV(Q)] (Viel). (3.1)
O somatério da desigualdade 3.1 para todo ¢ em [ resulta em:

A-V(@Q)] < Y IB=V(Q) -2~ [BNV(Q)]). (3.2)

iel
Considerando que pelo menos |J — I| vértices de B nao estdo presentes no conjunto

Uie[ B; — V(Q), temos que:

MIB-V(@Q)| < [B-V(@Q)I-|J—1. (3.3)

iel
A soma de 3.2 e 3.3 resulta em:
A=V(@Q] < [B=V(@QI[-|J-I=I2-[BnV(Q)]), (3.4)
que é equivalente a
A-V(@] < |Bl=2-[/—I[=({]-1D2-[BNV(Q)]). (3.5)
A substituigao de |B| por |A]| + 1 e a troca de lado de |A| em 3.5 resulta em:
A=V -14] < —1-|J-I[=(I|-DE2-[BNV(Q)]). (3.6)
A inversao de sinal e a troca de |A| — |A — V(Q)| por | ANV (Q)] resulta em:
[ANV@Q)] = 1+ |J =1+ (I -1DE2—-[BNV(Q)]). (3.7)

Se o conjunto I é vazio, entdo A é um subconjunto (nao vazio) de V(Q). Se o conjunto
I nao é vazio, entao o lado direito da desigualdade 3.7 é estritamente positivo, pois
2 —|BNV(Q)| é ndo negativo. Em ambos os casos, A contém um ou dois vértices em
V(Q). Este fato tem duas conseqiiéncias importantes. A primeira é que J = {1,2,...,n}.
Isto se deve ao fato de que cada vértice ¢ de V(Q) é adjacente a pelo menos um vértice de
V(G;) — V(Q), para toda parcela G;. Pelo Corolario 2.3.13 aplicado a G; — (V(Q) — q),
o grafo G; — (V(Q) — q) é conexo, para todo ¢ € V(Q). Sendo assim, o vértice de A em
V(Q) tem vizinho em B; — V(Q), para toda parcela G;. Portanto, J = {1,2,...,n}, e
|J — I| = n — |I|. Desta igualdade com a desigualdade 3.7, temos que:

|IANV(Q)| > n+|I|+|BNV(Q)|—1. (3.8)
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A segunda conseqiiéncia do fato de AN V(Q) ser nao vazio é que a mesma conclusao vale
para a outra praia de C'x. Ou seja, X também contém um vértice minoritario em V(Q).
Portanto, | BN V(Q)| < 1. Em resumo, AN V(Q) nao é vazio mas B nao contém vértice
em V(Q). Portanto, G nao é uma 4-soma completa. Sendo assim, o teorema é valido
quando n = 2.

Suponha que n > 3. De 3.8 deduzimos que |ANV(Q)| > 2+ |I|. Sendo assim, I é
o conjunto vazio, caso contrario |[ANV(Q)| > 3, uma contradicdo. Como [ é vazio, a
desigualdade 3.8 implica que:

ANV(@Q)] = n+|BAV(Q) -1
Como n > 3, temos que
|IANV(Q)| =2, |BNV(Q)|=0 e n=3.

Nossa tarefa se resume, agora, a provar que a 4-soma € fina e que todas parcelas sao K3 3.
Caso dois vértices de () sejam adjacentes em G, temos que um deles estd em A, pois
|ANV(Q)| = 2. Conseqiientemente, o outro estard em B. No entanto, | BNV (Q)| =0,
uma contradi¢cdo. De fato, G nao tem aresta cujos dois extremos estejam em V(Q).
Portanto, G é 4-soma fina.

Para provarmos que cada parcela é um K3 3, usaremos o fato de que, como [ ¢ vazio,
o conjunto A estd inteiramente contido em V(Q). Sendo assim, |A| = 2, e portanto
|B| = 3. Sejam A" :=U — X, e B':= W — X. Os argumentos aplicados aqui sobre X
podem ser aplicados & outra praia de C'x: X. Sendo assim, |B’| = 2 e |A’| = 3. Note que
U=AUA eW = BUDB'. Sendo assim, deduzimos que |U| =5 = |W]|, e |V(G)| = 10.
Sabemos que V(G;) — V(Q) tem o mesmo nimero de vértices em U e em W. Portanto,
V(G;) —V(Q)| > 2, para toda parcela G;. No entanto, quatro vértices de G estdo em
(. Portanto, n = 3, e cada parcela GG; tem precisamente seis vértices. A tnica presilha
de seis vértices é o K33. De fato, G é uma 4-soma fina, e todas suas parcelas sao K3 3’s,
quando G nao é presilha. Portanto, se G nao ¢ presilha, G é o grafo Hyg. O

COROLARIO 3.1.2

Seja G uma presilha que é uma (@), R)-soma dos grafos de uma colegao G de grafos bipar-
tidos. Para cada sub-cole¢ao G' de G e para cada superconjunto R’ de R, a (Q, R')-soma
G’ dos grafos em G’ é um subgrafo conforme de G.

Demonstracao: Cada parcela de G’ também é uma parcela de G. Além disso, o conjunto

de arestas F(Q) — R, que é o conjunto de arestas de G’ em ), é um subconjunto de
E(Q) — R, que é o conjunto de arestas de G em ). Portanto, G’ é um subgrafo de G.
Para provar que G’ é conforme em G, seja S uma parcela em G. Por hipétese, cada parcela
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de G é bipartido. Além disso, G é uma presilha. Pelo Teorema 3.1.1, S é uma presilha.
Como ) é um quadrilatero de S, ele tem precisamente dois vértices em cada parte da
biparti¢ao de S. Como S é presilha, temos que S — V(@) tem emparelhamento perfeito,
pelo Teorema 2.3.8. Esta concluso vale para cada parcela S em G. O grafo G — V(G') é
unido disjunta dos grafos S — V(@) para todo S que estd em G —G'. Portanto, G —V (G')
tem emparelhamento perfeito. Portanto, G’ é subgrafo conforme de G. O

3.2 Presilha Pfaffianas e 4-Somas

TEOREMA 3.2.1
Seja G uma (@), R)-soma de n > 2 grafos bipartidos. Se a 4-soma é completa ou se n > 3,
entao G é uma presilha Pfaffiana se e somente se cada parcela é uma presilha Pfaffiana.

Demonstracao: Sejam G1,Go, ..., G, as n parcelas de G, e Q := (a,b,c,d,a) seu qua-

drildtero comum.

“parte somente se”:

Suponha que G é uma presilha Pfaffiana. Mostraremos que cada parcelas G; é uma
presilha Pfaffiana. Pelo Teorema 3.1.1, cada parcela G; é uma presilha. Provaremos,
por indugdo em |R|, que cada parcela é Pfaffiana. Primeiramente, considere o caso em
que G é uma 4-soma completa das n parcelas. Nesse caso, R é vazio. Portanto, pelo
Corolario 3.1.2, G; é subgrafo conforme de G. Sendo assim, pelo Corolario 1.2.4, G; é
Pfaffiano. Esta conclusao vale para toda parcela G; de G, se G' é uma 4-soma completa
das n parcelas.

Podemos, portanto, supor que R nao é vazio. Por hipdtese, n > 3. Sejam e uma aresta
de R, e S:= R—e. Seja H a (), S)-soma dos n parcelas. O grafo H, que é igual a G +e¢,
¢ uma presilha pelo Corolario 2.3.11. Nossa tarefa se resume a provar que H é Pfaffiano,
pois uma vez tendo isso provado, pela hipétese de inducao cada parcela é Pfaffiana. Seja
D(G) uma orientagao Pfaffiana de G. Seja D(H) uma extensao de D(G) que atribui uma
orientagao qualquer a e. Seja s o sinal em D(G) de todos os emparelhamentos perfeitos
de G. Se todos os emparelhamentos perfeitos de H que contém e tem sinal s, entao D(H)
¢ Pfaffiana. Se todos os emparelhamentos perfeitos de H que contém e tem sinal —s em
D(H), entdao D(H) @ e é Pfaffiana. Em ambos os casos, H é Pfaffiano.

Podemos, portanto, supor que H tem dois emparelhamentos perfeitos M e N, ambos
contendo e, tal que o sinal de M é igual a s e o sinal de N é igual a —s. Pelo Lema 1.2.2,
o grafo H tem um circuito M, N-alternado C' cuja orientagdo em D(H) é par. Como e
pertence a M, no maximo dois vértices de () estao emparelhados por M com vértices de
fora de . Além disso, V(G;) — V(Q) tem o mesmo nimero de vértices em cada parte de
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sua biparti¢cdo. Portanto, no maximo um conjunto 9(V(G;) — V(Q)) tem aresta em M,
para algum i € {1,2,...,n}. Analogamente, no maximo um conjunto 9(V(G,) — V(Q))
tem aresta em IV, para algum j € {1,2,...,n}. Como n > 3, existe um k € {1,2,...,n},
tal que O(V(Gk) — V(Q)) ndo tem aresta em M UN. Ajuste a notagdo de forma que
I(V(Gy) — V(Q)) nao tenha aresta em M UN. Sendo assim, C' ndo tem vértice em
V(G1) = V(Q).

Ajuste a notacao de forma que e = ab. Sendo assim, como e € M N N, temos que
J(V(G1)—A{c,d}) ndo tem aresta em M U N . Pelo Corolario 2.3.13, G; —b—c—d é conexo.
Portanto, existe uma aresta f com um extremo em a e o outro em V(G1)—V(Q). Seja M|
um emparelhamento perfeito de Gy que contém cd e f. O emparelhamento My := M| —cd
satura todos os vértices de V(G1) — {c,d} e ndo contém e. Além disso, sabemos que
J(V(Gy)—{c,d}) nao tem aresta em M U N, e que C nao tem vértice em V(G1) —V(Q).
Portanto, M’ := (M N E(G[V(G) —V(Gy) + c+d]))U M; é emparelhamento perfeito
de V(G), tal que C' é M’-alternado, e e nao estd em M’. Entdo, M’ é emparelhamento
perfeito de G = H — e. Dessa forma, C é circuito alternado de (G, cuja orientacao em
D(G) é par. Isto é uma contradi¢do a hipdtese de que D(G) é Pfaffiana. De fato, H é
Pfaffiano. Sendo assim, a afirmagao segue por inducao.

“parte se”:

Suponha que cada parcela G; é uma presilha Pfaffiana. O grafo K33 nao é Pfaffiano.
Portanto, nenhuma parcela G; é isomorfa ao K33, mesmo desconsiderando-se arestas
multiplas. Pela hipdtese, ou G' é uma soma completa, ou n > 3. Sendo assim, pelo
Teorema 3.1.1, G é presilha. A soma completa G* das n parcelas também é presilha, pelo
Corolario 2.3.11. O grafo G é subgrafo conforme de G*. Portanto, pelo Coroléario 1.2.4,
para provarmos que G é Pfaffiano, basta provar que G* é Pfaffiano.

Seja D(Q)) a orientacao Pfaffiana de @), tal que a tnica aresta de () que discorda
do sentido (a,b,c,d,a) é a aresta ad. Pelo Teorema 2.4.5, para cada parcela G;, existe
orientagao Pfaffiana D(G;) de G, tal que D(G;) restrito a E(Q) é igual a D(Q). Seja
D(G*) a unidao de D(G;), para toda parcela G;. Mostraremos, a seguir, que D(G*) é
Pfaffiana.

Seja N a extensao de {ab,cd} a um emparelhamento perfeito de G*. Seja N’ o em-
parelhamento N @ E(Q). Como D(Q) é Pfaffiana e D(G*) estende D(Q), temos que os
sinais de N e N’ s@o iguais em D(G*). Seja M um emparelhamento perfeito qualquer de
G*. Mostraremos que D(G*) é Pfaffiana, provando que os sinais de M e de um dentre N
e N em D(G*) sao iguais, para todo M.

Se todo circuito M, N-alternado é circuito de uma parcela G;, entao todos os circuitos
M, N-alternados tem orientacao impar em D(G;), pois D(G;) é Pfaffiana. Lembremos
que D(G*) é a uniao dos D(G;), para toda parcela G;. Sendo assim, pelo Lema 1.2.2 os
sinais de M e N sao iguais em D(G™).
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Nesse caso, podemos supor que existe um circuito C' de G* que é M, N-alternado, tal
que CNA(V(G;) —V(Q)) nao é nulo para pelo menos duas parcelas GG; distintas. Vide
Figura 3.2. No entanto, V(G;) — V(@) tem o mesmo nimero de vértices em cada parte
da bipartigdo. Portanto, se M tem uma aresta em O(V (G;) — V(Q)), M tem pelo menos
duas arestas em O(V(G;) — V(Q)), para qualquer parcela G;. Além disso, N nao tem
aresta em O(V(G;) — V(Q)). Sendo assim, como C' é M, N-alternado, C' tem aresta em
oV (G;) =V (Q)), para precisamente duas parcelas G; distintas. Vide Figura 3.2. Ajuste
a notacao de forma que GG; e G sejam estas parcelas. Sendo assim, C' é o Unico circuito
M, N-alternado nao inteiramente contido em uma parcela. Portanto, todos os outros
circuitos M, N-alternados tem orientagao impar em D(G*).

G = V(Q) M-======-

Figura 3.2: O caso em que existe circuito M, N-alternado com aresta em 9(V(G;)—V(Q)),
para duas parcelas Gj;.

Ajuste a notacao de forma que uma aresta de C' tenha um extremo em a e outro
extremo em V(G;) — V(Q). Como C nao estd inteiramente contido em G, a segunda
aresta de C' em 0(V(G1) — V(Q)) tem seu extremo em d. Analogamente, as arestas de C
em O(V(G2) —V(Q)) tem seus extremos em b e ¢. Vide Figura 3.2. Considere o conjunto
C':= M & N'. O circuito C é o tinico circuito M, N-alternado que contém vértice de Q.
Portanto, como N’ = N @& FE(Q), todos os circuitos M, N-alternados distintos de C' estao
em C’. Além disso, os unicos circuitos de C' que nao sao M, N-alternados sao os circuitos
de C @ E(Q). O emparelhamento N’ contém {ad, bc}. Portanto, como as arestas de C
em O(V(Gy) — V(Q)) tem seus extremos em a e d, um dos circuitos de C' @ E(Q) estd
inteiramente contido em G;. Analogamente, como as arestas de C' em 9(V(G2) — V(Q))
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tem seus extremos em b e ¢, o outro circuito de C' @ E(Q) estd inteiramente contido em
G5. Desta forma, todos os circuitos de M, N’-alternados estao inteiramente contidos em
alguma parcela G;. Portanto, os sinais de M e N’ sdo iguais em D(G*). O



3.2. Presilha Pfaflianas e 4-Somas

40



Capitulo 4

O Teorema Principal

4.1 Demonstracao do Teorema Principal
Ja vimos que o grafo de Heawood é uma presilha Pfaffiana e nao planar. O resultado a
seguir mostra que o grafo de Heawood ¢ irredutivel.

LEmMA 4.1.1
O grafo de Heawood é irredutivel.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o grafo de Heawood, Hi4, é redutivel. Pelo
Lema 2.5.11, Hy4 é uma presilha Pfaffiana. Pelo Teorema 3.2.1, cada parcela de Hy4 é

uma presilha Pfaffiana. A tnica presilha de seis vértices ¢ o K33, que nao ¢ Pfaffiano.
Portanto, cada parcela de Hy4 tem pelo menos oito vértices. Seja n o nimero de parcelas.
Entao, n > 3. Portanto,

14 =|V(Hu)|>8n—4(n—1)=4n+4 > 16.
Isto é uma contradicao. O

Assim, o grafo de Heawood é uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar.

Nosso objetivo neste capitulo é provar que o grafo de Heawood é a tunica presilha
simples, Pfaffiana, irredutivel e nao planar. Chamaremos de spin uma presilha Simples
Pfaffiana Irredutivel e Nao planar. Assim, provaremos que o grafo de Heawood é o tinico
spin.

TEOREMA 4.1.2 (TEOREMA PRINCIPAL)
Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar. Entao, G é o grafo de
Heawood.

41
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Demonstracao do Teorema Principal: Suponha que G seja um spin. Nossa tarefa é de-

monstrar que G é o grafo Hy4, o grafo de Heawood. Um grafo H é menor que G se:
o [V(H)| <[V(G)], ou
o [V(H)|=[V(G)|e|EH)| <|EG)

A demonstracao é feita por inducao. Adotaremos como hipdtese de inducao que se H é
um spin menor que G, entao H = Hy4. Usaremos trés importantes lemas, enunciados a
seguir, cujas provas encontram-se em capitulos subseqiientes.

4.1.1 Os Trés Lemas

LEMA 4.1.3 (LEMA DO GRAFO DE HEAWOOD NAO CONTIDO)
Seja G uma presilha simples Pfaffiana, e uma aresta de G. Entao, nenhuma presilha de
G — e é isomorfa ao grafo de Heawood, mesmo desconsiderando-se arestas miiltiplas.

LEMA 4.1.4 (LEMA DA HERANGA DA REDUTIBILIDADE)

Seja G um spin, e uma aresta de GG, e H uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal
vale para todo grafo menor que G, e se (i) o grafo H tem no mdximo um vértice de
contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao H é irredutivel.

LEMA 4.1.5 (LEMA DA NAO PLANARIDADE DAS CONTRAGOES)

Seja G uma presilha Pfaffiana e irredutivel e e uma aresta de G. Seja C' := 0g(X) um
corte de G tal que C' — e é justo em G —e. Se G — e nao é planar, e ‘Y‘ < 5, entao a
contragao (G — e){X — T} nao é planar.

COROLARIO 4.1.6
Seja G um spin, e e uma aresta de G. Entao, G — e nao é planar.

O Lema do Grafo de Heawood Nao Contido serd demonstrado no Capitulo 5. O
Lema da Heranca da Redutibilidade serd demonstrado no Capitulo 6. Finalmente, no
Capitulo 7, sera provado o Lema da Nao Planaridade das Contracoes.

4.1.2 O Grafo Furtivo

Mostraremos agora que se G é um spin, entao GG é o grafo de Heawood. A prova esta
organizada da seguinte forma. Inicialmente, mostraremos que G — e nao é planar. Em
seguida, veremos que toda aresta magra e de G tem indice 2, e todas as presilhas de
G — e sao planares. Depois, utilizando o Teorema de McCuaig (2.3.27), mostraremos que
G tem uma aresta verdadeiramente magra e. Definiremos H como a presilha interna de
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G —e. Em seguida, baseando-nos no Teorema de McCuaig e no Lema da Nao Planaridade
das Contragoes, mostraremos que se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao
G é o grafo de Heawood. Finalmente, mostraremos que H, de fato, nao tem aresta
verdadeiramente magra, provando assim o Teorema Principal, a menos dos trés lemas da
secao anterior.

LEmMA 4.1.7
Seja J uma presilha simples Pfaffiana nao planar, e = x¢yo uma aresta de J. Entao J —e
nao é planar.

Demonstracio: Suponha que J — e seja planar. Seja K uma imersio planar de J —e. Seja
F a face de K — xo que contém o em K. Toda presilha com no méximo quatro vértices
¢é planar. Portanto, J tem pelo menos seis vértices. Entao, pelo Corolario 2.3.14, J é
3-conexo. Sendo assim, J — xy € 2-conexo. Dessa forma, pelo Lema 2.6.2, F é delimitada
por um circuito F'. O vértice yy nao esta em F', caso contrario .J seria planar, contradicao.
O grafo J — xg — yo € coberto por emparelhamentos, de acordo com o Corolario 2.3.9.
Ademais, F' é uma face de K — x¢ — 4o, delimitada por F. Portanto, pelo Lema 2.6.3,
I é conforme em J — xg — yo. Sendo assim, F' é conforme em J, devido a aresta e. Por
outro lado, zg é isolado em K por F. Seja D uma orientacio Pfaffiana de J. A orientacio
D — e de J — e é Pfaffiana. Portanto, pelo Corolério 2.6.5, a orientagao de F' em D —e é
par. Logo, ela é par em D. Em resumo, F' tem orientacao par em D e é conforme em J.
Isto é uma contradicao a hipdtese de que D é Pfaffiana. De fato, J — e nao é planar. O

LEMA 4.1.8
Seja e uma aresta de G, e H uma presilha de G — e. Se H tem no maximo um vértice de
contragao, ou se e é magra, entao H é planar.

Demonstracao: Seja Hy o grafo simples subjacente de H. Pelo Teorema 2.4.7, Hy é

Pfaffiano. Pela hipotese de inducao adotada, o Teorema Principal vale para todo grafo
menor que que . Portanto, de acordo com o Lema da Heranca da Redutibilidade, H
¢é irredutivel. Entao, Hy ou é um spin ou é planar. Pela hipdtese de inducao adotada,
Hy é um spin somente se Hy ¢ o grafo de Heawood. De acordo com o Lema do Grafo
de Heawood Nao Contido, Hy nao é o grafo de Heawood. Portanto, Hy nao é um spin.
Sendo assim, Hy é planar. Logo, H é planar. a

LEMA 4.1.9
Toda aresta magra e de G tem indice igual a 2, e a presilha interna de G — e é planar.

Demonstracao: Seja e uma aresta magra de G, e seja H a presilha obtida de G — e por
bicontracoes. Pelo Lema 4.1.8, H é planar. Seja r o indice de e. Vamos mostrar que r é
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dois. Pelo Lema 4.1.7, G — e nao é planar. Portanto, G—e nao é H. Entao, r é distinto de
0. Sendo assim, G tem um corte C' := Jg(X), tal que C' — e é justo em G —e, e ‘Y‘ =3.
Pelo Lema da Nao Planaridade das Contragoes, a (C'—e)-contragao L := (G—e){X — T}
de G — e nao é planar. Logo, L nao é H. Entao, r nao é 1. Portanto, o indice de e é igual
a 2. Nesse caso, H ¢é a presilha interna de G — e e é planar. O

Mostraremos agora que G tem uma aresta verdadeiramente magra. Para tanto, de
acordo com o Teorema de McCuaig (2.3.27), basta provar que G nem é uma escada de
Mobius bipartida, nem é um prisma bipartido e nem é uma roda dupla. Os prismas
e as rodas duplas sao planares. As escadas de Mobius bipartidas nao sao Pfaffianas,
pelo Lema 2.3.32. Como G é Pfaffiano e nao planar, temos que G tem uma aresta
verdadeiramente magra.

Seja e := xoyo uma aresta verdadeiramente magra de GG. A aresta e tem indice 2, de
acordo com o Lema 4.1.9. Entao, sejam X := {xg, z1, 22} e Y := {yo, y1,y2}, onde x1 e x5
sdo os (Unicos) vizinhos de xg em G — e, e y; e Yy, sdo os (Unicos) vizinhos de yg em G — e.
Sejam C(X) := 0g(X) e C(Y) := 0g(Y). Note que tanto C(X) — e como C(Y) — e sdo
justos em G — e. Vide Figura 4.1.

X0 Zo

L2 T T2 H(T)

| \ /AN &)
N\yZg WQ

H

Figura 4.1: Os grafos G, H, H(Z) e H(7).

Neste caso, temos que H := (G — e){X — 2H{Y — y}, H@) := (G —e){X — T}, e
H(®) = (G — e){Y — 7} sdo as presilhas de G—e. Note que H é a tinica presilha com dois
vértices de contragao. Sejam ainda H(z) := (G—e){X — z},e H(y) := (G—e){Y — y}.
Vide Figura 4.2. Em resumo,
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Zo

NG R |

Figura 4.2: Os grafos H(x) e H(y).

NoTagAo 4.1.10
o X :={xp,x1,22} e C(X) := 0q(X);

o YV :={yo,y1,y2} e C(Y) :=0c(Y);

H:= (G —e{X = z{Y —y};

o H@) = (G—e){X =7} e H(T) = (G- e){Y =7}

[ J
=
E

I

(G—e{X —zpeH(y) = (G-e{Y =y}

LEmMA 4.1.11
O grafo H tem dez ou mais vértices, e portanto G tem pelo menos quatorze vértices.

Demonstracao: Sabemos que H(z) nao é presilha, pois d(Y) é um corte justo de H(z).
Pelo Lema 4.1.7, G—e nao é planar. Entao, pelo Lema da Nao Planaridade das Contragoes,
H(z) nao é planar. Todo grafo bipartido com menos de seis vértices é planar. O tnico

grafo simples bipartido com seis vértices e nao planar é o K33, uma presilha. Logo, H(x)
tem pelo menos oito vértices. Entao, H tem pelo menos seis vértices. No entanto, a tinica
presilha simples com seis vértices ¢ o K33, que nao é planar. Sabemos que H ¢ planar.
Sendo assim, H tem mais de seis vértices.

Mostraremos agora que H tem mais de oito vértices. O grafo H é simples, planar,
tem mais de seis vértices e ndo é 3-regular (os vértices de contragdo tém grau maior do
que trés). De acordo com o Lema 2.6.7, a tinica presilha simples planar com oito vértices
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é o cubo, que é 3-regular. Portanto, H tem mais de oito vértices. De fato, H tem pelo
menos dez vértices, e G tem pelo menos quatorze vértices. O

Como e é verdadeiramente magra, temos que H é simples. Sabemos que H é presilha
planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Além disso, de acordo com o Lema 4.1.11, H tem
pelo menos dez vértices. Logo, H é 3-conexo, de acordo com o Corolario 2.3.14. Portanto,
pelo Teorema de Whitney (2.6.6), H tem uma tinica imersdo planar. Denotamos por H
a Unica imersao planar de H.

Neste ponto, ja mostramos que G tem uma aresta verdadeiramente magra e, e de-
finimos H como a presilha interna de G — e. Sabemos também que H ¢é planar. A
seguir, provaremos um lema auxiliar e em seguida mostraremos, baseando-nos no Teo-
rema de McCuaig e no Lema da Nao Planaridade das Contragoes, que se H nao tem
aresta verdadeiramente magra, entao G é o grafo de Heawood. E no final do capitulo,
mostraremos, finalmente, que H nao tem aresta verdadeiramente magra, fechando assim
a prova do Teorema Principal, a menos dos trés lemas da segao anterior. O lema seguinte,
baseando-se no Lema da Nao Planaridade das Contracoes, mostra a existéncia da situagao
mostrada na Figura 4.3.

Figura 4.3: Um extensdo de H a um desenho no plano do grafo H (y) que nao é planar,
como definido pelo Lema 4.1.12.

LEMA 4.1.12
As arestas de Og(x1) — x1x0 nao sao contiguas na ordem ciclica de Oy (x) ao redor de x
em H. Vide Figura 4.3.

Demonstracao: O grafo H é planar. Consideremos a ordem ciclica das arestas de dy(x) ao

redor de z em H. Suponha, por absurdo, que as arestas de Oc(r1) — 170 sejam contiguas
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X1

Zo

X2

Figura 4.4: A imersao planar H(y) da prova do Lema 4.1.12.

naquela ordem ciclica em H. Isto é, existe uma enumeracao
(€0,€1, - s€r1y€pry... €5-1)

das arestas de 9y () tal que a enumeracéo indica a ordem ciclica ao redor de z em H e as
arestas de {eg, €1,...,¢e,_1} incidem em z; em G e as arestas de {e,, ..., es_1} incidem em
x2 em GG. Lembremos que H(y) = (G—¢){Y — y}. Note que H = H(y){X — x}. Assim,
H(y) pode ser obtido a partir de H pela expansao de x ao caminho (x1,xg,z3). Neste
caso, podemos obter uma imersao planar do grafo H(y), a partir de H, pela expansio do
vértice z ao caminho (xy, zg, x2). Vide Figura 4.4. No entanto, G — e nao é planar, pelo
Lema 4.1.7. Entao, pelo Lema da Nao Planaridade das Contragdes, H(y) nao é planar,
uma contradigdo. De fato, as arestas de dg (1) — 179 ndo sdo contiguas na ordem ciclica
das arestas de dy(x) ao redor de z em H. O

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que hd uma simetria entre x e y, e entre z
e T e entre y; e yo. Portanto, analogamente ao enunciado do lema anterior, as arestas
de Og(x2) — wawy ndo sdo contiguas na ordem ciclica de dy(x) ao redor de = em H, as
arestas de Og(y1) — Y190 néo sao contiguas na ordem ciclica de 9 (y) ao redor de y em H
e as arestas de Jg(y2) — Y290 ndo sdo contiguas na ordem ciclica de dy(y) ao redor de y
em H.

LEmMA 4.1.13
A aresta e nao pertence a quadrilatero de G que tenha vértice de grau trés nao incidente
em e.
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Demonstracao: Suponha, por absurdo, que e pertenca a quadrilatero ) de G que tenha
vértice de grau trés nao incidente em e. Nesse caso, um vértice de {xq, 2} estd em @
e um vértice de {y1, 92} estd em ). Ajustemos a notagdo de forma que z; e y; estejam

em (), e portanto sejam adjacentes. Pela hipotese de absurdo adotada, um dentre z; e ¥
tem grau trés. Ajuste a notacao de forma que x; tenha grau trés em G.

Figura 4.5: O caso = e y adjacentes em H com xz; de grau 3: a esquerda o grafo G, a
aresta f e o conjunto Z; a direita o grafo G —e — f.

Sendo assim, x; tem no maximo um vizinho fora de Z := {xq, x1, Yo, Y1, y2}. Observe
que {x1,y0} é a parte minoritaria de Z. Vide Figura 4.5. Seja f a aresta incidente em x
distinta de z1y; e de x1xg. Entao, x1 nao tem vizinho fora de Z em G — f. Dessa forma,
C(Z) := 0g(Z) é corte nao trivial de G, tal que C(Z) — f é justo em G — f. Vamos
obter uma contradicao ao Lema da Nao Planaridade das Contracoes, mostrando que a
(C(Z) — f)-contracao H(z) := (G — f){Z — z} de G — f é planar.

A contragdo H(z) é igual a (C(Z) — f)-contracao (G — e — f){Z — =z}, pois am-
bos os extremos de e estdo em Z. Além disso, (G —e — f){Z — =z} ¢é igual ao grafo
(G—e— HY — y}H{y, 1,20} — 2z}. Entretanto, (G—e— f){Y — yH{{y, z1, 20} — 2}
é isomorfo a (G — e — f){Y — yHX — =z}, pois (y,z1,x0,72) é um P, do grafo
(G —e— f){Y — y}, cujos vértices internos tém grau dois em (G —e — f){Y — y}. As-
sim, H(z) é isomorfoa H — f = (G—e— f){Y — y}{X — =z}, e portanto planar. Como,
de acordo com o Lema 4.1.7, G — e nao é planar, temos uma contradi¢ao ao Lema da Nao
Planaridade das Contragoes. O

LEMA 4.1.14
Se f for uma aresta verdadeiramente magra de H e se um extremo v de f tem grau trés
em (G, entao v nao pertence a quadrilatero de G — f.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista um extremo v de f = vu, de grau treés

em G, e que pertenca a um quadrilatero Q) = (v,71,t,73) de G — f. Vide Figura 4.6.
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As arestas e e f nao sao adjacentes em G, pois f é uma aresta de H. A aresta e nao
estd em F(Q), pois sendo () seria um quadrilatero de G que contém e e contém o vértice
v nao incidente em e cujo grau é trés, em contradicao ao Lema 4.1.13. Portanto, @) é
um quadrildtero de G — e — f. Além disso, e nao incide em vértice de V(Q), pois e é
verdadeiramente magra de indice 2 em G.

v

(&1 T2

Figura 4.6: O grafo G quando um extremo v de f cujo grau é trés pertence a um qua-
drilatero de G — f.

Chegaremos a uma contradicao a escolha de f como aresta verdadeiramente magra,
mostrando que f incide em um vértice de grau trés de um quadrilatero de H — f. Mos-
traremos, inicialmente, que E(Q)) induz um quadrildtero de H. Suponha que nao. Entao,
como @) é quadrilatero de G — e — f, temos que dois vértices de V(@) sdo contraidos a um
unico vértice de H. Os dois vértices pertencem a uma mesma parte da biparticao de G e
sao ambos adjacentes a um mesmo extremo de e. Isto implica que e nao é verdadeiramente
magra em G, uma contradi¢ao. De fato, F(Q) induz um quadrildtero Qg de H.

Mostraremos agora que v é um vértice (de grau trés) de Q. Suponha o contrério.
Entao, v estd contraido em H. Sendo assim, ou v ou um vizinho de v é incidente em e. No
entanto, v tem trés vizinhos, dois deles (1 e r2) estdo em @), e o outro (u) é extremo de f.
No entanto, vimos que e nao pertence a () e nao incide em vértice de (). Portanto, temos
que e incide em u. Sendo assim, e é adjacente a f, uma contradicao, pois f é aresta de
H. De fato, v é um vértice (que nao foi contraido) de H. Sendo assim, o grau de v em H
¢é igual ao seu grau em G. Portanto, f incide no vértice v de grau trés de H que pertence
ao quadrilatero Qg de H. Isto é uma contradicao a escolha de f como verdadeiramente
magra em H. De fato, se um extremo v de f tem grau trés em G, entao v nao pertence
a quadrilatero de G — f. O

Seja f uma aresta de GG. O grafo G — f nao é uma presilha, pois G nao tem aresta
magra de indice 0, de acordo com o Lema 4.1.9. Utilizaremos durante o restante da
prova a decomposi¢ao em cortes justos de G — f. Para tanto, adotaremos a notacao do
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Lema 2.3.18. Sendo assim, C := {C4,C5,...,C,}, comr > 1, é o conjunto de cortes justos
de uma decomposicao em cortes justos de G — f. Além disso, X;, para i = 1,2,...,r
sao subconjuntos de V(G), tais que C; = 0g(X;) — f, X1 C Xo C ... C X, CV(G) eo
conjunto das presilhas de G — f é |y, Gi, onde G; é um dentre:

o Go:= (G- ){X1 — 7}
e G;:=(G— H{Xi— X;H{Xis1 = Tiga ), parai = 1,2,...,r — 1;
o G, :=(G— f{X, -z}

Vide Figura 4.7.

i

[ —A

Xy

Figura 4.7: Um exemplo de decomposicao em cortes justos de G — f com os cortes justos
destacados.

LEMA 4.1.15
Suponha que f seja uma aresta verdadeiramente magra de H, e que GGy tenha precisamente
quatro vértices. Entao, Gy tem mais de quatro vértices.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que G e (G; tenham ambos quatro vértices. Lem-

bremos que estamos adotando a notacgao utilizada no Lema 2.3.18. Entao X; tem preci-
samente trés vértices, e o extremo de f em X, digamos rg, é o (inico) vértice minoritério
de X;. Vide Figura 4.8. Sejam r; e 9 os demais vértices de X;. Assim, G restrito a X3
¢ o grafo K .

Como G também tem apenas quatro vértices, entao Xs — X7 consiste de precisamente
dois vértices, um em cada parte da biparticao de G. Vide Figura 4.9. Logo, | Xs| =5, e 1 é
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r Ty

Figura 4.8: O grafo G quando a presilha Gg de G — f é um C}y.

X, X2

To v

T

Figura 4.9: O grafo G quando ambas as presilhas Gy e G; de G — f sao Cy’s.

r1 T2

minoritario em Xs. Seja v o vértice minoritario de Xy distinto de rg. Este vértice somente
¢é adjacente em G a vértices da parte majoritaria de X,. Deduz-se que v é adjacente aos
trés vértices majoritarios de Xs. Portanto, @ := (rg, 71, v,72) é um quadrilatero de G — f.
Além disso, o extremo rg de f em (Q tem grau trés, em contradicao ao Lema 4.1.14. De
fato, Gy e G1 nao tém ambos quatro vértices. O

TEOREMA 4.1.16
Seja f uma aresta magra de H, tal que ou (i) f é verdadeiramente magra em H, ou (ii)
o indice de f em G é menor do que 2. Entao, f é uma aresta magra de G.

Demonstracao: Sejaig oindicede f em G, e iy oindice de f em H. Seja b(G—f) o nimero
de presilhas obtidas em uma decomposicao em cortes justos de G — f. Analogamente,
seja b(G — e — f) o numero de presilhas obtidas em uma decomposigdo em cortes justos
de G —e — f. Sabemos que b(G — f) < b(G —e— f). Além disso, b(G —e— f) =3 +ig,
pois G — e tem trés presilhas (dois Cy’'s e H), e H — f tem 1 + iy presilhas. Por outro
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lado, o indice de f em G é maior do que ou igual a ig. Sendo assim, temos:

b(G—f)<bG—-—e—f)=3+ig <3+ic. (4.1)
LEmMA 4.1.17

O numero de presilhas com mais de quatro vértices obtidas na decomposicao em cortes
justos de G — f é precisamente um.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que duas presilhas obtidas na decomposi¢ao em

cortes justos de G — f tenham mais de quatro vértices. A aresta e é magra em G, e
f € magra em H. De acordo com o Lema 4.1.11, G tem pelo menos quatorze vértices.
Entao, H tem pelo menos dez vértices, e precisamente uma presilha obtida na decom-
posicao em cortes justos de H — f tem mais de quatro vértices. Portanto, pelo Teorema de
Lovéasz (2.2.5) precisamente uma presilha com mais de quatro vértices é obtida na decom-
posigao em cortes justos de G—e— f. Sendo assim, temos que b(G— f) < b(G—e— f)—1,
ou seja uma presilha de G — f se decompoe em pelo menos duas presilhas apds a remocao
de e. Entao, pela Desigualdade 4.1 temos que b(G — f) < b(G —e — f) — 1 < 2 +ig.
Além disso, G — f tem pelo menos ig presilhas com quatro vértices. Como G — f tem
pelo menos duas presilhas com mais de quatro vértices, temos que b(G — f) > 2 + ig.
Portanto, temos que:

21 ic<bG—f)<WG—e—f)—1<2+ic

Sendo assim, b(G — f) = b(G — e — f) — 1. Entao, uma presilha de G — f se decompoe em
duas presilhas, apds a remocao de e. Além disso, G — f tem mais de uma presilha com
mais de quatro vértices, enquanto G — e — f tem precisamente uma presilha com mais
de quatro vértices. Portanto, precisamente uma presilha com mais de quatro vértices de
G — f se decompoe em precisamente duas presilhas com quatro vértices apos a remocao de
e. No entanto, a tnica presilha simples que apds a remocao de uma aresta se decompoe
em duas presilhas com precisamente quatro vértices é o K3 3. Entao, uma presilha de
G — f é o K33, a menos de arestas multiplas, que nao é Pfaffiano, em contradicao ao
Corolario 2.4.8. De fato, no maximo uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices.
No entanto, vimos anteriormente que precisamente uma presilha G — e — f tem mais de
quatro vértices. Entao, precisamente uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices.
O

Sendo assim, precisamente uma presilha da decomposicao em cortes justos de G — f
tem mais de quatro vértices. Seja J tal presilha. Adote a Notagao do Lema 2.3.18 para a
decomposi¢ao em cortes justos de G— f. Sendo assim, as praias dos cortes justos da decom-
posigao em cortes justos de G— f sdao X1, Xo,..., X, talque X; C Xo C ... C X, C V(G).
Além disso, Gg, G, ..., G, sao as presilhas obtidas da decomposicao em cortes justos de
G — f, onde G; é um dentre:
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. Gy = (G - e){X: — T}
e Gi:=(G—e){X;— XiH{Xiy1 > Tia},parai=1,2,...,r — 1;
o G, :=(G—e){X, =z}

Como precisamente uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices, temos que
se b(G — f) é no méximo dois, a aresta f é magra em G. Entdo, podemos supor que
b(G — f) é pelo menos trés. Suponha, primeiramente, que b(G — f) = 3. Entao, Gy, G
e (G5 sao as presilhas de G — f. Se J é presilha interna de G — f, entao f é magra em
(G. Podemos, portanto, supor que J é presilha externa de G — f. Ajuste a notacao de
forma que G5 seja a presilha J. Nesse caso, Gg e G tem quatro vértices cada. Entao, X,
tem precisamente cinco vértices, e J = (G — f){ Xy — x2}. O grafo G — e nao é planar,
de acordo com o Lema 4.1.7. Portanto, de acordo com o Lema da Nao Planaridade das
Contragoes, J nao é planar. No entanto, pelo Lema 4.1.8, J é planar, uma contradicao.
Sendo assim, podemos supor que b(G — f) > 4.

Consideremos o caso em que ig < 1. Vimos que b(G — f) < b(G—e— f) <3+ g,
e portanto b(G — f) < 4. No entanto, supusemos que b(G — f) > 4. Portanto, temos
que 4 <b(G—-f)<b(G—e—f)<3+icg<4,ouseabG—f)=bG—-—e—f) =4
e ig = 1. Sendo assim, Gy, G, G2 e G3 sao as presilhas da decomposicao de G — f.
Como ig = 1, uma presilha da decomposicao de G — f com mais de quatro vértices é
externa. No entanto, J é a tunica presilha de G — f com mais de quatro vértices. Sendo
assim, podemos ajustar a notacao de forma que J = G3. Entao, X3 tem sete vértices.
Vide Figura 4.10. Ajuste a notagao de forma que {ro,r;,m} = Xi, {s1,5} = Xo — Xj
e {t1,t2} = X3 — Xy e que 19, 51 e t; sejam os vértices da parte minoritdria de X3. O
vértice s; s é adjacente a vértices de X5, e tem pelo menos trés vizinhos. Portanto,
s1 € adjacente a ry, 1o e So. Analogamente, t; tem trés vizinhos em X3, sendo que
um deles é t5. Portanto, dois vértices dentre r1, ro e Sy sdo vizinhos de t;. Ajuste a
notacgao, trocando r; com ry se necessario, de forma que t; seja adjacente a ro. Vimos
anteriormente que b(G — f) = b(G — e — f) = 4. Portanto, toda presilha de G — f é
uma presilha apds a remogao de e. Ambos os extremos de e tem grau trés em G. Como
J = (G — f){X3 — x3} tem mais de quatro vértices, nenhum extremo de e estd em
V(J) — x3. Portanto, ambos os extremos de e estdo em X3 em G. O grafo G —e — f
é coberto por emparelhamentos. As arestas de {rory, rors, $152,t1t2} nao sdo removiveis
em GG — f, e portanto e nao pertencem a este conjunto. Além disso, e nao pertence a
{r181,7951}, pois (1o, 71, s1,72) seria quadrildtero contendo e, e contendo o vértice ro de
grau trés nao incidente em e, em contradicao ao Lema 4.1.13. Sendo assim, um extremo
de e é o vértice t;. O outro extremo de e nao estd em {ry,rs}, pois (rg, 71, $1,72) seria um
quadrilatero de G — e com um vértice incidente em e, em contradicao a escolha de e como
verdadeiramente magra. Entao, o outro extremo de e estd em {ss,t2}. No entanto, tito
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nao é removivel em G — f. Como G — e — f é coberto por emparelhamentos, temos que
t1se é a aresta e. Nesse caso, (t1, S2,$1,72,t1) é um quadrildtero de G, com o vértice s;
de grau trés nao incidente em e, em contradicao ao Lema 4.1.13. Sendo assim, podemos
supor que ig = 2.

X, X X3
7o S1 t
fw
" 2 S2 ta

Figura 4.10: A imerséo planar H(y) da prova do Lema 4.1.12.

Como i = 2, temos pela hipotese deste teorema que f é verdadeiramente magra em
H. Além disso, também temos que b(G — f) > 4, e que precisamente uma das presilhas
(a presilha J) de G — f tem mais de quatro vértices. Lembremos que adotamos a notagao
do Lema 2.3.18 para a decomposi¢ao em cortes justos de G— f. Entao, Gy, Gy, ..., G,, com
r € {4,5}, é o conjunto de presilhas de G — f. Ajuste a notacao, trocando Gy, Gy, ..., G,
com G, G,_1,...,Gq se necessario, de forma que J nao esteja em {Go, G1}. Sendo assim,
Gy e Gy sao presilhas de G — f com precisamente quatro vértices cada. Além disso, f
¢é verdadeiramente magra em H. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.15. Em resumo,
todos os casos analisados ou nos levaram a uma contradi¢ao, ou a conclusao de que f é
magra em (. De fato, se f tem indice menor do que 2 em G, ou se f é verdadeiramente
magra em H, a aresta f é magra em G. O

TEOREMA 4.1.18
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao GG é o grafo de Heawood.

Demonstracao: A prova deste teorema esta organizada da seguinte forma. Primeiramente,

baseando-nos no Teorema de McCuaig, provamos que se H nao tem aresta verdadeira-
mente magra, entao H ¢é igual a roda dupla Byg, com dez vértices. Em seguida, baseando-
nos no Lema da Nao Planaridade das Contracoes, mais especificamente no Lema 4.1.12
derivado dele, mostramos que se H ¢é igual ao By, entao G ¢é igual ao grafo de Heawood.
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LEMA 4.1.19
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao H é a roda dupla Bjy.

Demonstracao: Suponha que H nao tenha aresta verdadeiramente magra. Como e é
verdadeiramente magra em G, temos que H é simples. Portanto, de acordo com o Te-
orema de McCuaig (2.3.27), a presilha H é ou uma escada de Md&bius bipartida ou um
prisma bipartido ou uma roda dupla. Os vértices de contracao de H tém grau pelo menos

quatro. Portanto, H nao é cubico. Logo, H nao é nem uma escada de Mobius, nem um
prisma, que sao cubicos. O grafo H também nao é Bg, a roda dupla com oito vértices,
pois esta é o cubo (que é cubico). Portanto, H é uma roda dupla Bs,, para algum n
natural maior do que quatro.

Para mostrar que H é o Bjg, suponha, por absurdo, que H é um B,,, para algum
n > 6. Chegaremos a uma contradicao mostrando que G tem uma aresta magra de indice
1, em contradicao ao Lema 4.1.9. Os vértices = e y, de contracao em H, tém ambos
grau quatro ou mais em H. Logo, x e y sao os centros da roda dupla e estao portanto
fora do aro. Entao, podemos ajustar a notacao de forma que H — x — y seja o circuito
F = (ug, wo, U1, Wy, ..., Up_2, W,_2,Up) em que u; é adjacente a x, e w; adjacente a y, para
i=0,1,...,n— 2. O vértice z tem pelo menos cinco vizinhos em V(F'). Portanto, um
dentre z; e x5 tem em G pelo menos trés vizinhos em V(F'). Ajuste a notagdo de forma
que x; tenha pelo menos trés vizinhos em V (F'). Ajuste também a notagao dos vértices
de F' de forma que u; seja adjacente a x;. Seja g; a aresta de GG cujos extremos sao xy e
uy. Os extremos de g; em H s@o x e uy. Além disso, L := (H — g1){{wo, u1, w1} — w'} é
uma roda dupla Bs,_o, com 2n — 2 vértices. Sendo assim, L é uma presilha. Dessa forma,
g1 € uma aresta magra de H, e de indice 1 em G, por definicao. Portanto, de acordo
com o Teorema 4.1.16, g; é aresta magra de G. Como ¢; tem indice 1 em G, temos uma
contradicao ao Lema 4.1.9. De fato, se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao
H ¢ igual a roda dupla Byy. O

Mostraremos agora que se H ¢é igual ao Big, o grafo GG é igual ao grafo de Heawood.
Isto sera feito derivando adjacéncias que o Lema 4.1.12 implica. Nosso plano é em seguida
mostrar que H ¢é igual a Bjg, fechando assim a prova do Teorema Principal, a menos dos
trés lemas da segao anterior.

LEMA 4.1.20
Se H é igual ao grafo By, entao G é igual ao grafo de Heawood.

Demonstracao: Em H, os vértices x e y tém grau pelo menos quatro, pois sao de contragao.

Suponha que H = Bjy. Entao, x e y sao os vértices de grau quatro de H. Entao, H—x—y é
igual a um circuito de tamanho oito. Podemos ajustar a notacao de forma que este circuito
seja F' := (uo, wo, u1, w1, Ug, W, Uz, w3, Ug). De acordo com o Lema 4.1.12, as arestas de
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Oc(x1) — x1270 ndo sao contiguas ao redor de x em H. Portanto, existe uma quadrupla de
arestas {eg, €1, €2, €3} incidentes em x tal que a ordem ciclica no corte d(z) ao redor de x
em H é €0, €1, €2, €3, € €y € €9 incidem em x1 e e e e3 incidem em x5 em G. Como x e y nao
sao adjacentes, todas estas arestas incidem em x e em vértices de F'. Portanto, temos que
a ordem ciclica em F' dos extremos destas arestas é igual a ordem ciclica destas arestas,
pois H é simples. Sendo assim, podemos ajustar a notacao de forma que e; incide em u; em
H. Entao, temos que xiug, T1us, ToU; € Touz sao arestas de G. Analogamente, podemos
ajustar a notacao de forma que y,wg, y1ws, yow € Yowsz sao arestas de GG. Entao, temos
o grafo mostrado na Figura 4.11. Este grafo é isomorfo ao grafo de Heawood, ilustrado
nas Figuras 4.11 e 4.12. O

Figura 4.11: O grafo G, o grafo de Heawood.

De fato, se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao G é o grafo de Heawood,
Hyy. U

Mostraremos a seguir que H nao tem aresta verdadeiramente magra. Vimos anteri-
ormente que, nesse caso, GG é o grafo de Heawood. Sendo assim, a prova do Teorema
seguinte completa a prova do Teorema Principal, a menos dos trés lemas da Secao 4.1.1.

TEOREMA 4.1.21
A presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que f seja uma aresta verdadeiramente magra de
H. De acordo com o Teorema 4.1.16, f é magra em G. Pelo Lema 4.1.9, o indice de f

é 2 em GG. Sejam 7y e sg os extremos de f em (. Entao, ry tem dois vizinhos r e 79
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Figura 4.12: O grafo G, o grafo de Heawood.

em (, distintos de sg. Analogamente, sg tem dois vizinhos s; e sy em @, distintos de
ro. Sejam R := {rg,r,7r2} € S := {so,s1,82}. Entao, J := (G — f){R — r}{S — s}
¢ a presilha interna de G — f. Para chegarmos a uma contradicao a hipdtese de que
f ¢é verdadeiramente magra em H, analisaremos quatro casos, apés a demonstracao dos
seguintes lemas auxiliares:

LEMA 4.1.22
Se f nao incide nem em x nem em adjacente de x, entao X N (RUS) = 0.

Demonstracao: Como f é aresta de H, temos que f é distinta de e, de xzox; e de xpxs.

Logo, f nao incide em xg, e 19 # xo. Analogamente, ry # 1o. Por hipdtese, f nao
incide em z, e portanto 7o ¢ {x1,z2}. Mostraremos agora que xg ¢ {ry,72}. Suponha
que zo € {r1,m}. Nesse caso, ry seria adjacente a xg, e ¢ estaria em {z1,x2, o}, uma
contradicao as conclusoes anteriores. Pela hipdtese do caso, f nao incide em adjacente
de x. Portanto, r; ¢ {x1,zs}, para i € {1,2}. De fato, RN X = . Analogamente,
SNX =0. 0

LEMA 4.1.23

Se f nao incide em x, mas incide em adjacente de x, entao podemos ajustar a notacao
de forma que x1 = 11 seja o unico vértice de X U R que pertenca a mais de um conjunto
dentre X, Y, R e S. Além disso, x1 = ry nao pertence a Y U S.
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Demonstracao: Por hipdtese, f incide em vértice adjacente a x em H. Portanto, po-

demos ajustar a notacao de forma que ry é adjacente a x em H. Sendo assim, um
vértice do conjunto de vizinhos de rg ({sg,71,72}) estd em {z1,x2}. No entanto, pela
hip6tese do caso, f nao incide em z, e portanto sy nao estd em {xi,x2}. Sendo assim,
um vértice de {ry,r} estd em {x1,z2}. Ajuste a notagdo de forma que z; = ;. Como
x1 =11, temos que {y1, Y2, To, 70, S1, S2} € uma parte da biparticdo de Y UX USUR, e
{y0, T2, 1 = 11,72, 50} é a outra parte, como ilustrado na Figura 4.14.

Mostraremos agora que RN X = {x; = r;}. Suponha, por absurdo, que rs esteja em
X. Nesse caso, como ry # 11 € 1y e g estao em partes distintas da biparticao de G, temos
que 19 = xo. Entao, (rg,m = 1, %0, T2 = 1r2,7) é um quadrildtero de G — e com o vértice
xp incidente em e, em contradi¢ao a escolha de e como verdadeiramente magra de indice 2
em G. De fato, ro ¢ X. Suponha, por absurdo, que ry esteja em X. O tnico vértice de X
na mesma parte da biparticao de rg é o vértice zy. Portanto, ro = xg, e a aresta f incide
em z,, em contradigdo ao fato de que f é aresta de H. De fato, RN X = {z; =r}.

Mostraremos agora que SN (X UR) = (. Suponha, por absurdo, que sy estd em
X. Os vértices de X que estao na mesma parte da biparticao de sg sao z; e xo.
No entanto, x; estda em R, e S e R sao disjuntos. Portanto, sg = x2. Nesse caso,
(xo, T3 = 11,70, S0 = X2, %) é um quadrildtero de G — e com o vértice xy incidente em e.
Isto é uma contradigao a escolha de e como aresta verdadeiramente magra de indice 2
em G. De fato, sp ¢ X. Suponha, por absurdo, que s; esteja em X. O tnico vértice
de X na mesma parte da biparticao de s; é o vértice xy. Entao, s; = xo. Nesse caso,
(xo = s1, 80,70, = x1) é um quadrildtero de G — e com o vértice xq incidente em e. Isto
¢ uma contradicao a escolha de e como aresta verdadeiramente magra de indice 2 em G.
De fato, s; nao estd em X, e analogamente s, nao estd em X. Sendo assim, X NS = (.
Como RN S = (), temos que SN (XUR) = 0.

Mostraremos agora que Y N (X U R) = (), e em seguida fecharemos a prova. Suponha,
por absurdo, que yg esteja em R. Os vértices de R que estao na mesma parte da biparti¢ao
de yo sao r; e ro. No entanto, r; estd em X, e X e Y sao disjuntos. Portanto, yo = rs.
Nesse caso, (rg, 1 = x1, To, Yo = r2,79) € um quadrilatero de G contendo e com o vértice
ro de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.13. De fato,
Yo ¢ R. Suponha, por absurdo, que y; esteja em R. O tnico vértice de R que estd
na mesma parte da biparticao de y; é o vértice ro. Portanto, y; = ry. Sendo assim,
(xo,Y0,y1 = T0,71 = T1,%0) é um quadrildtero de G contendo e com o vértice 1y = y;
de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.13. De fato,
y1 ¢ R. Analogamente, y, ¢ R, e portanto YN R = (). Como, X NY = (), temos que
YN(XUR) = 0. Vimos que SN(XUR) = 0, portanto (XUR)N(YUS) = 0.
Além disso, X N R = {x; = r;}. De fato, x;y = r é o dnico vértice de X UR que
pertence mais de um conjunto dentre X, Y, Re S. O
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CASO 1 A aresta f nao é incidente nem em x nem em y nem em vértice adjacente a x
ou avy.

Mostraremos que a situagao, nesse caso, € a mostrada na Figura 4.13, ou seja, os quatro
conjuntos X, Y, R e S sao disjuntos. Sabemos que X e Y sao disjuntos e que R e S sao
disjuntos. Pela hipotese do caso, f nao incide nem em x, nem em adjacente de x. Portanto,
de acordo com o Lema 4.1.22, X N (RUS) = (). Pela hipdtese do caso, f também nao
incide nem em y, nem em adjacente de y. Portanto, analogamente, Y N (RUS) = 0.
Nesse caso, a aresta f tem indice 2 em H.

X

X2
Zo
R S
To

T

Figura 4.13: O grafo G no caso em que f nao é incidente em vértice adjacente a x ou a
¥, em em T e nem em .

O grafo H é igual a (G — e){X — z}{Y — y}. Como f tem indice 2 em H,
L:=(H— f){R — r}{S — s} é a presilha interna de H — f. Sendo assim, L é ob-
tido de G — e — f pela contracao de cada um dos conjuntos disjuntos X, Y, Re S a
um vértice cada. Vamos obter uma contradigao ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo
duas imersoes planares distintas para L e mostrando que L é simples e 3-conexo.

Sabemos que H = (G — ¢){X — xz}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de dg(xy) — xamo nd0 sdo contiguas em dy(z) ao redor de x em H. Uma imersio planar
M, de L pode ser obtida de H — f pela contracio das arestas dos caminhos (r1,70,72)
e (s1, 80, 82). Contragdo de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas



4.1. Demonstracao do Teorema Principal 60

nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(x2) — x2x ndo sdo contiguas em
Jr(z) ao redor de x em M.

Lembremos que J denota a presilha (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em
G, temos que J é planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersio planar de
J. Entao, as arestas de dg(r2) — x2xo sdo contiguas no corte d;(X) ao redor de X em
J. Uma imersao planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracio das arestas dos
caminhos (z1, xo, z2) € (Y1, Yo, y2). Contracao de arestas de uma imersao preserva a ordem
ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(z2) — x2xo sd0
contiguas em Jy () ao redor de x em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L na qual as arestas de dg(z2) — T27q
nao sao contiguas no corte dz(z) ao redor de x, e uma imersao M, de L na qual as arestas
de Jg(z2) — wamy sdo contiguas no corte Jz(x) ao redor de x. Sendo assim, L tem duas
imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma
contradi¢ao ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H nao tem aresta verdadeiramente
magra que nao incida nem em x, nem em y e nem em adjacente de x ou de y.

CASO 2 A aresta f incide em vértice adjacente a y em H, mas nao a vértice adjacente a
x, e nao incide nem em x nem em Y.

Mostraremos agora que a situacao de GG é como mostrada na Figura 4.14, ou seja o
vértice y; = s; € o Unico vértice que pertence a mais de um conjunto dentre X, Y, R
e S. Sabemos que X e Y sao disjuntos, e que R e S sao disjuntos. Pela hipdtese do
caso, f nao incide em x, nem em adjacente de x. Logo, de acordo com o Lema 4.1.22,
XN(RUS) = (. Pela hipdtese do caso, f incide em vértice adjacente a y, mas nao
incide em y. Portanto, pelo Lema 4.1.23 aplicado a Y e S, podemos ajustar a notacao de
forma que Y NS = {y; = s1}, e y1 = s;1 seja o unico vérticede Y U S que pertence a mais
de um conjunto dentre X, Y, R e S. Além disso, y; = s; nao pertence a X U R, por este
mesmo lema. Portanto, X UR e Y U.S sao disjuntos. Como X e R sao disjuntos, temos
que y; = S1 € o Unico vértice de X UY UR US que pertence a mais de um conjunto
dentre X, Y, R e S. Além disso, o indice de f em H é igual a 2.

O grafo H é igual a (G — e){X — z}{Y — y}. Como f tem indice 2 em H,
L:=(H - f){R — r}{S" — q} é a presilha interna de H — f, onde S’ := {y, so, S2}-
Vamos obter uma contradicao ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo duas imersoes
planares distintas para L e mostrando que L é simples e 3-conexo.

Sabemos que H = (G — ¢){X — xz}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de dg(xy) — xowy nd0 sdo contiguas em dy(z) ao redor de  em H. Uma imersio planar
M, de L pode ser obtida de H — f pela contracio das arestas dos caminhos (r1,70,72)
e (y, S0, $2). Contracdo de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas
nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(x2) — x2x ndo sdo contiguas em
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Figura 4.14: O grafo G no caso em que f incide em adjacente de y em H, mas nao incide
em adjacente de x em H, e nao incide nem em x nem em y.

Jr(z) ao redor de x em M.

Lembremos que J denota a presilha (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em
G, temos que J é planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersio planar de
J. Entao, as arestas de dg(r2) — x2xo sdo contiguas no corte d;(X) ao redor de X em
J. Uma imersao planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracio das arestas dos
caminhos (1, zg, x2) € (S, Yo, y2). Contracdo de arestas de uma imersao preserva a ordem
ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(z2) — x2xo sd0
contiguas em Jy () ao redor de x em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L na qual as arestas de dg(z2) — z270
nao sao contiguas no corte dr(z) ao redor de x, e uma imersao M, de L na qual as arestas
de Jg(z2) — wawy sdo contiguas no corte Jz(x) ao redor de x. Sendo assim, L tem duas
imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma
contradi¢ao ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H nao tem aresta verdadeiramente
magra que nao incida nem em x, nem em y e nem em adjacente de x, mas incida em
adjacente de y.

CAsO 3 A aresta f incide em vértice adjacente a x e em vértice adjacente a y, mas nao
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incide nem em x, nem em Yy.

Mostraremos agora que, nesse caso, temos a situacao da Figura 4.15, ou seja os vértices
r1 =171 ey = S sao os Uunicos vértices que pertencem a mais de um conjunto dentre X,
Y, Re S. Sabemos que X e Y sao disjuntos, e que R e S sao disjuntos. Pela hipdtese
do caso, a aresta f é incidente em vértice adjacente a x em H, mas nao € incidente em x.
Portanto, de acordo com o Lema 4.1.23, podemos ajustar a notacao de forma que x; = ry
¢ o unico vértice de X U R que pertence a mais de um conjunto dentre X, Y, Re S.
Além disso, por este mesmo lema, x1 = r; nao pertence a Y U.S. Entao, XURe Y US
sao disjuntos. Pela hipdtese do caso, a aresta f é incidente em adjacente de y, mas nao
¢ incidente em y. Portanto, de acordo com o Lema 4.1.23, podemos ajustar a notacao
de forma que y; = s; seja o unico vértice de Y U S que pertence a mais de um conjunto
dentre X, Y, Re S. De fato, z; = r; e y; = $1 sao os tnicos vérticesde X UY URUS
que pertencem a mais de um conjunto dentre X, Y, R e S. Além disso, o indice de f em
H éigual a 2.

Figura 4.15: O grafo G no caso em que f incide em adjacente de x e em adjacente de y
em H.

O grafo H éigual a (G —e){X - 2{Y -y}, e L= (H — f){R — p}{5 — ¢} é
a presilha interna de H — f, onde R’ := {x,ro,m2} e S’ := {y, s¢, $2}. Vamos obter uma
contradi¢ao ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo duas imersoes planares distintas para
L e mostrando que L é simples e 3-conexo. A seguir enunciaremos um lema utilizado no
restante da prova deste caso.
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LEMA 4.1.24

Seja L := (H — f){{x,r0,72} — p}{{y, 50,52} — ¢} uma imersao de L obtida de H — f
pela contragao dos caminhos (x,rg,72) e (y, So, S2) aos vértice p e q, respectivamente. Seja
F um subconjunto das arestas de Oy(x) — xry. Entao, as arestas de F' sao contiguas em
du(z) ao redor de x em H se e somente se as arestas de F sdao contiguas em 9 (p) ao
redor de p em L.

Demonstracao: Seja (e, e1,...,€,) uma enumeragao das arestas de dy(x), tal que a
enumeracao indica a ordem ciclica das arestas ao redor de x em H. Ajuste a notagao

de forma que ey = zrg. Analogamente, seja (fo, f1,..., fn) uma enumeracao das arestas
de Ou(rs), tal que a enumeragao indica a ordem ciclica das arestas ao redor de ro em
H. Ajuste a notacao de forma que fy = rore. Vide Figura 4.15. Sendo assim, é possivel
ajustar a notagao, trocando (fo, f1,-- ., fu) Por (fo, fu, fu-1,- -, f1) se necessario, de forma
que (e1, e, ..., €m, f1, f2,..., fn) seja uma enumeragao das arestas de J(p), tal que a
enumeracdo indica a ordem ciclica ao redor de p em L.

Suponha, primeiramente, que as arestas de F' sdo contiguas em Jy(z) ao redor de x
em f[, ou seja contiguas em (eg, €1, . . ., €,). Entao, existem i e j, tais que 1 < i < j <m,
e F' = {e;,eit1,...,¢;}. Nesse caso, as arestas de F' = {e;,e;41,...,€;} sdo contiguas
em d;(p) ao redor de p em L, ou seja contiguas em (eq, €a, ..., €m, f1, fo, -, fn). Sendo
assim, se as arestas de I sdo contiguas em H ao redor de z, elas sdo contiguas em L ao
redor de p.

Suponhas, agora, que as arestas de F' sdo contiguas em J7(p) ao redor de p em L,
ou seja contiguas em (ey, €2, ..., €m, f1, f2,..., fn). No entanto, F' é um subconjunto de
{f1, fa, ..., fu}. Portanto, existem ¢ e j, tais que 1 <i < j<m, e F ={e;, eit1,...,¢€;}.
Nesse caso, as arestas de ' = {e;, €;41,...,€;} s@o contiguas em Oy(x) ao redor de z em
H, ou seja contiguas em (eg,€1,...,€m). Sendo assim, se as arestas de F' sdo contiguas
em L ao redor de p, elas sdo contiguas em H ao redor de z. De fato, o lema é valido. O

Sabemos que H = (G — ¢){X — xz}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de F := Og(x3) — xoxo ndo sio contiguas em dy(z) ao redor de x em H. Note que F é
um subconjunto de dy(x) — xrg. Uma imersao planar M; de L pode ser obtida de H — f
pela contragao das arestas de (x,7¢,72) e de (y, So, s2). Sendo assim, pelo Lema 4.1.24, as
arestas de F' ndo sao contiguas em 91 (p) ao redor de p em M;.

Seja J := (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em G, temos que J é pla-
nar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersdo planar de J. Entao, as ares-
tas de F = Og(xy) — Ta70 sdo contiguas no corte d;(X’) ao redor de X’ em J, onde
X" :=A{r,zg,x2}. O grafo L éigual a (J —e){X' — pH{Y' — ¢}, onde X' := {r o, 22}
e Y’ :={s,90, 92}, como visto na Figura 4.15. Além disso, J — e restrito a X’ é igual ao
caminho (7, xg, x2), e restrito a Y’ é igual ao caminho (s, yo, y2). Portanto, uma imersao
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planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracio das arestas deste caminhos.
Contragao de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas nao contraidas
em um corte. Portanto, as arestas de F' = 0g(x2) — x2x0 sd0 contiguas no corte Jr(p) ao
redor de p em Ms.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L tal que as arestas de F' = Jg(x2)— 2270
nao sao contiguas no corte Jdr,(p) ao redor de p em M, e uma imersao My de L tal que
as arestas de F' = Og(w2) — 210 sdo contiguas no corte dp(p) ao redor de p em M.
Sendo assim, L tem duas imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilhas
3-conexa e simples. Isto é uma contradigdo ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H
nao tem aresta verdadeiramente magra que nao incida nem em x nem em y, mas incida
em adjacente de x e em adjacente de y.

CAsO 4 Nenhum dos anteriores.

Mostraremos inicialmente que, nesse caso, f incide em x ou em y em H. Como o Caso 1
nao acontece, temos que f incide ou em vizinho de x, ou em vizinho de y, ou em x ou em
y. Ajuste a notacao de forma que f incida ou em y ou em vizinho de y. Se f incide em
y, a nossa afirmacao é valida. Portanto, podemos supor que f nao incide em y. Sendo
assim, f incide em vizinho de y. Como o Caso 2 nao acontece, temos que f incide ou em
2 ou em vizinho de x. Como o Caso 3 nao acontece, temos que f nao incide em vizinho
de z, e portanto incide em x. De fato, f incide ou em z ou em y. Ajuste a notacao de
forma que f incida em y.

Mostraremos agora que, nesse caso, temos a situacao da Figura 4.16, ou seja yg = 71
e Y1 = 7o sao os unicos vértices que pertencem a mais de um conjunto dentre X, Y, R
e S. Sabemos que X e Y sao disjuntos e R e S sao disjuntos. Como f incide em y em
H, entdo um dentre 79 e so estd em {y;,y2}. Podemos ajustar a notacao de forma que
ro = y1. Nesse caso, yo é adjacente a 9. Entdo, yo estd em {sg,r1,72}. No entanto, f
nao é adjacente a e. Portanto, yo # sg, e entao yo € {r1,r2}. Ajuste a notagao de forma
que yo = r1. Sendo assim, {x2, X1,y = 71,72, S0} estd em uma parte da bipartigao de
G, e {xo,Y2,y1 = T, S1,S2} estd na outra, como ilustrado na Figura 4.16. Suponha, por
absurdo, que 9 esteja em X. Entao, como 72 e xg estao em partes distintas da biparticao
de G, temos que o € {z1,x2}. Sendo assim, (ry = x;, %o, Yo = T1,Y1 = To,T2 = X;) é
um quadrilatero de G contendo e com o vértice ro = y; de grau trés nao incidente em e.
Isto é uma contradicdo ao Lema 4.1.13. De fato, ro ¢ X. Entao, como R —Y = {ry}
e XNY =0, temos que Y UR e X sao disjuntos. Suponha, por absurdo, que y, estd
em S. Entao, como y, e sy estao em partes distintas da biparticao de G, temos que
y2 € {s1,s2}. Sendo assim, (y2 = s;,S0,70 = Y1,71 = Yo,Y2 = S;) é um quadrilatero
de G — e com o vértice yo = ry incidente em e. Isto é uma contradi¢ao a escolha de e
como aresta verdadeiramente magra de indice 2 de G. De fato, yo ¢ S. Entao, como
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Y — R ={y},e RNS =0, temos que YUR e X US sao disjuntos. Suponha, por
absurdo, que sy esteja em X. Entao, como sg e x( estao em partes distintas da biparticao
de G, temos que sy € {z1,x2}. Sendo assim, (sg = x;, To, Yo = T1,Y1 = To, So = T;) € um
quadrilatero de GG contendo e com o vértice sy = x; de grau trés nao incidente em e. Isto
é uma contradigao ao Lema 4.1.13. De fato, sg ¢ X. Suponha, por absurdo, que s; esteja
em X. Entdo, como s; estd em parte da bipartigdo distinta da parte contendo {x1,x2},
temos que s; = xg. Entao, (s; = zo,yo = 71,1 = 70, S0, S1 = Tp) é um quadrilatero de
G contendo e com o vértice sg de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradicao
ao Lema 4.1.13. De fato, s; ¢ X. Analogamente, so ¢ X. De fato, X e S sdo disjuntos.
Vimos, anteriormente, que (Y U R) e (X U S) sao disjuntos. Entao, yo =71 € y1 = 19 880
os Unicos vértices que pertencem a mais de um dentre X, Y, R e S. Além disso, yo = 11
e y1 = ro nao pertencem a X U S'.

(o>
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Figura 4.16: O grafo G no caso em que f incide em y em H.
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O grafo H éigual a (G —e){X — z}{Y — y}, e L :=(H — f){S — s} é a presilha
interna de H — f. Sendo assim, L é igual a (G —e — f){X — 2 }H{Y — y}{S — s}. Seja
K:=(G—-e— f){X — 2}{S — s}. O grafo K pode ser obtido de L pela subdivisao da
aresta yry no caminho (ya, Yo, Y1, 72). Subdivisao de aresta preserva a unicidade da imerséao
planar. Vamos obter duas imersoes planares distintas de K. Em seguida, mostraremos
que L é simples e 3-conexo. Como K tem uma tnica imersao planar se e somente se L
tem uma tnica imersao planar, isto é uma contradigdo ao Teorema de Whitney (2.6.6).
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Sabemos que H = (G—e){X — x}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas de
dc(x2) — 22w nA0 sdo contiguas em Oy () ao redor de z em H. Uma imersao planar M
de K pode ser obtida de H — f pela contracio das arestas de (81, S0, S2) e pela subdivisao
da aresta yry no caminho (yo, Yo, y1,72). Contragao de arestas de uma imersao preserva
a ordem ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Além disso, a aresta subdivida
nao estd em dy (). Portanto, as arestas de Og(r2) — 2279 ndo sdo contiguas em Jk(x) ao
redor de z em M;.

Seja J := (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em G, temos que J é planar, de
acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersao planar de J. As arestas de dg(z2) — T270
sdo contiguas no corte d;(X) ao redor de X em J. Uma imersao planar M, de K pode ser
obtida de J — e pela contracio do conjunto X ao vértice = e subdivisio da aresta ry, no
caminho (y2, Yo, y1,72). Vide Figura 4.16. Contragao de arestas de uma imersao preserva
a ordem ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Além disso, a aresta subdividida
nao esta em 0;(X). Portanto, as arestas de dg(z2) — w9 s@o contiguas no corte Jg ()
ao redor de z em M,.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de K tal que as arestas de dg(z2) — T2x0
nao sdo contiguas no corte di(x) ao redor de x em M, e uma imersao My de K tal que
as arestas de Og(r2) — x2xo sdo contiguas no corte di(x) ao redor de x em M,. Sendo
assim, K tem duas imersoes planares distintas. No entanto, K é obtido de L através
de uma subdivisao de uma aresta em um caminho. A subdivisdo de uma aresta em um
caminho preserva a unicidade da imersao planar. Entao, L tem mais de uma imersao
planar. O grafo L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma contradi¢ao ao Teorema
de Whitney (2.6.6). De fato, nenhum dos casos é possivel.

Em resumo, a hipétese de absurdo de que H tem uma aresta verdadeiramente ma-
gra nos levou a contradi¢oes em todos os casos. De fato, a presilha H nao tem aresta
verdadeiramente magra. O

Sendo assim, H nao tem aresta verdadeiramente magra, pelo Teorema 4.1.21 anterior.
Entao, de acordo com o Teorema 4.1.18, o grafo GG é igual ao grafo de Heawood, como
queriamos demonstrar. Sendo assim, a prova do Teorema Principal estard completa logo
que as provas para os trés lemas enunciados na Secao 4.1.1 sejam feitas. Isto sera feito
nos capitulos seguintes. O



Capitulo 5

Lema do Grafo de Heawood nao
Contido

Neste Capitulo, mostraremos que se G é uma presilha simples Pfaffiana, nenhuma presilha
de G — e é isomorfa ao grafo de Heawood.

5.1 Lema do Grafo de Heawood nao Contido

O Lema seguinte foi enunciado anteriormente no Capitulo 4 com o nome de Lema do
Grafo de Heawood nao Contido, ou Lema 4.1.3.

LEMA 5.1.1
Seja G' uma presilha simples Pfaffiana, e = xqyy uma aresta de GG. Entao, o grafo simples
subjacente de qualquer presilha de G — e nao é isomorfo ao grafo de Heawood.

Demonstracao:  Suponha, por absurdo, que H seja uma presilha de G — e cujo grafo
simples subjacente é isomorfo ao grafo de Heawood. Considere a enumeragao dos vértices
de H mostrada na Figura 5.1. Seja D(H) uma orientacao bipartida orientada de H. De
acordo com o Lema 2.5.1, D(H) é Pfaffiana. Além disso, todo vértice de H é ou uma fonte

ou um sorvedouro. Portanto, de acordo com o Lema 2.4.10, D(H) pode ser estendida a
uma orientagdo D(G — e) de G — e. Pelo Teorema 2.4.5, D(G — e) pode ser estendida a
uma orientacao Pfaffiana D(G) de G.

Como D(H) é bipartida orientada, todo circuito de tamanho n, com n =0 mod 4,
de H tem orientagao par em D(H). Em particular, @ := (1,2,3,4,5,6,10,11,1) tem
orientagao par em D(H). Caso ) seja um circuito de G, sua orientagdo em D(G) também
¢é par. Analisaremos varios casos e, em cada um deles, ou mostraremos que () é conforme
em G, ou que ) é parte de um circuito conforme de G cuja orientagdo em D(G) é par,
em contradi¢ao ao Teorema 1.2.3. Assim, provamos o lema.
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Figura 5.1: O grafo de Heawood.

Figura 5.2: O grafo de Heawood mais a aresta e, e em negrito (). Caso 1.
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Figura 5.3: Caso 2: grafo GG, em negrito o circuito () e o conjunto X.

De acordo com o Corolario 2.3.19, H tem no méaximo dois vértices de contracao. Sendo
assim, temos trés casos a analisar: H tem zero, um ou dois vértices de contracao.

CAso 1 O grafo H nao tem vértice de contragao.

Como H nao tem vértice de contracao, entao G = H + e. Pelo Corolério 2.5.6, podemos
supor que e = (0,7). Nesse caso, {(0,7),(8,9),(12,13)} é emparelhamento perfeito de
G — V(Q). Sendo assim, @) é circuito conforme em G, cuja orientacdo em D(G) é par.
Portanto, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é Pfaffiana, uma contradigao.

CAsO 2 O grafo H tem precisamente um vértice de contracao.

Nesse caso, tanto o vértice de contragao como o outro extremo da aresta e estao na mesma
parte da biparticao de H, de acordo com o Corolario 2.3.19. Lembremos que e = xqyp.
Ajuste a notagao de forma que H = (G —e){X — z}, e que ¢ € X. Pelo Corolario 2.5.8,
podemos supor que x = 8, e que Yo = 0, como visto na Figura 5.3. Seja M a extensao de
{e,(12,13)} a um emparelhamento perfeito de GG. Pelo Corolério 2.3.17, M tem precisa-
mente trés arestas em 9(X). E facil ver que Ng(X)—X = {0,7,9,13}, conforme ilustrado
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Figura 5.4: Caso 3.1: grafo G, em negrito o circuito () e os conjuntos X e Y.

na Figura 5.3. O vértice 13 estda emparelhado por M com o vértice 12, fora de X. Por-
tanto, os vértices 0, 7 e 9 sdo precisamente os vértices de V(G) — X emparelhados por M
com vértices de X. Dessa forma, M restrito a G[X U {0,7,9,12,13}] é emparelhamento
perfeito deste grafo. Por outro lado, V(Q) =V (G)— X —{0,7,9,12,13}. Sendo assim, @
é circuito conforme em G, cuja orientagdo em D(G) é par. Portanto, pelo Teorema 1.2.3,
D(G) nao ¢é Pfaffiana, uma contradigao.

CAso 3 O grafo H tem precisamente dois vértices de contracao.

Dividiremos este caso em dois subcasos: (i) os vértices de contragao sao adjacentes em H
(ii) os vértices de contragdo nao sao adjacentes em H.

CAsO 3.1 Os dois vértices de contracao de H sao adjacentes.

Lembremos que e = zpyo. Ajuste a notagao tal que H = (G —e){X — 2 }{Y — y},
r9g € X, e ypo € Y. Por hipdtese, x e y sao adjacentes em H. Portanto, pelo Co-
rolario 2.5.6, podemos supor que x = 8 e y = 13, conforme ilustrado na Figura 5.4. Sejam
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C:=0a(XUY),C:=CN0g(X)eCy :=CNog(Y). Ambos X e Y tém pelo menos
trés vértices. Portanto, | X UY | > 6. A presilha H é isomorfa ao grafo de Heawood
(a menos de arestas muiltiplas), logo possui quatorze vértices. Assim, G — X — Y tem
doze vértices. Sendo assim, pelo Lema 2.3.22, C' tem um emparelhamento de tamanho
trés. Como C' = C% U}, um dentre C% e Cf tem um emparelhamento de tamanho
dois. Ajuste a notagao de forma que C' tenha um emparelhamento Mx de tamanho dois.
Seja M uma extensao de My a um emparelhamento perfeito de G. Os vértices 7 e 9 sao
os unicos extremos de arestas de C'y fora de X, pois as demais arestas de dg(X) possuem
um extremo em Y. Portanto, tanto 7 como 9 sao incidentes em arestas de M N C% . Por
outro lado, 9(X) — e é justo em G — e. Entao, pelo Corolario 2.3.17, a aresta e estd em
M e é a tinica aresta de M N O(X) além das arestas com extremos em 7 e 9. Além disso,
como e € M, M NI(Y) tem precisamente trés arestas. Destas, somente e tem extremo
em X. Portanto, tanto 0 como 12 estao emparelhados por M com vértices de Y. Dessa
forma, M restrito a G X UY U{0,7,9,12}] é emparelhamento perfeito deste grafo. Por
outro lado, V(Q) = V(G) — X =Y —{0,7,9,12}. Sendo assim, @ é circuito conforme em
G, cuja orientacao em D(G) é par. Portanto, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é Pfaffiana,
uma contradicao.

CAsO 3.2 Os dois vértices de contracao de H nao sao adjacentes.

Lembremos que e = zpy. Ajuste a notacao de forma que H = (G —e){X — z}{Y — y},
g € X, e yo € Y. Pelo Corolario 2.3.19, os vértices de contracao estao em partes
distintas da biparticao de H. Por hipdtese, x e y nao sao adjacentes. Portanto, pelo
Corolario 2.5.7, podemos ajustar a notacao de forma que x = 6 e y = 13, conforme
ilustrado na Figura 5.5. Seja M uma extensao de {e,(10,11)} a um emparelhamento
perfeito de G. Pelo Coroldrio 2.3.17, M tem precisamente trés arestas em 0(X). Por outro
lado, é facil ver que N(X) — X = {yo,5,7,11}. No entanto, 11 estd emparelhado por M
com o vértice 10, fora de X. Entdo, yo, 5 e 7 sdo precisamente os vértices de V(G) — X
emparelhados por M com vértices de X. Sendo assim, M’ := M N E(G[X UN(X) — 11])
é emparelhamento perfeito de G[X U N(X) — 11]. Analogamente, seja N uma extensao
de {e, (4,5)} a um emparelhamento perfeito de G. Pelo mesmo argumento anterior, temos
que N' := NN E(G[X UN(X) —5]) é emparelhamento perfeito de G[X U N(X) — 5].
Portanto, M’ @& N’ é subgrafo de G[X U N(X)]. Além disso, 5 e 11 sdo os tnicos vértices
de grau um em M'@®N’. Dessa forma, G[ X U N(X)] tem um caminho M’, N'-alternado P
cujos extremos sdo 5 e 11. Note que M restrito a G| X U N(X)]|—V(P) é emparelhamento
perfeito deste grafo.

Mostraremos agora que o circuito Q; := P - (11,10,9,4,5) é conforme em G. Vide
Figura 5.5. Ja vimos que G[ X U N(X)] — V(P) tem emparelhamento perfeito. Portanto,
para provarmos que ()1 é conforme em G, basta mostrar que G —V(Q1) — X — N(X)
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Figura 5.5: Caso 3.2: grafo (G, em negrito os conjuntos X e Y e o circuito ().
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Figura 5.6: Caso 3.2: grafo (G, em negrito os conjuntos X e Y e o circuito )s.

tem emparelhamento perfeito. No entanto, G — V(Q;) — X — N(X) é igual ao grafo
G[(Y —yo) U{0,1,2,3,8,12}], como ilustrado na Figura 5.5. Definiremos agora um em-
parelhamento perfeito deste grafo. Seja M; uma extensao de {e, (0,1)} a um emparelha-
mento perfeito de G. Pelo Coroldrio 2.3.17, M; tem precisamente trés arestas em 9(Y).
Por outro lado, é facil ver que N(Y) —Y = {x0,0, 8,12}. No entanto, 0 estd emparelhado
por M; com o vértice 1, fora de Y. Entao, xo, 8 e 12 sao precisamente os vértices de
V(G) — Y emparelhados por M com vértices de Y. Além disso, z( estd emparelhado por
M com yo. Sendo assim, M; restrito a G[(Y —yo) U{0,1,2,3,8,12}] é emparelhamento
perfeito deste grafo. De fato, ()1 é conforme em G.

Mostraremos agora que o circuito Q2 := P-(11,10,1,2,3,4,5) é conforme em G. Vide
Figura 5.6. Ja vimos que G[X U N(X)] — V(P) tem emparelhamento perfeito. Portanto,
para provarmos que ()2 é conforme em G, basta mostrar que G — V(Q2) — X — N(X)
tem emparelhamento perfeito. No entanto, G — V(Q2) — X — N(X) é igual ao grafo
G[(Y —yo) U{0,8,9,12}], como ilustrado na Figura 5.6. Seja M, uma extensado de
{e,(8,9)} a um emparelhamento perfeito de GG. Pelo Corolédrio 2.3.17, M, tem preci-
samente trés arestas em 0(Y'). Por outro lado, é facil ver que N(Y) — Y = {x0,0,8, 12}.
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No entanto, 8 estd emparelhado por M, com o vértice 9, fora de Y. Entao, xg, 0 e 12 sao
precisamente os vértices de V(G)—Y emparelhados por M com vértices de Y. Além disso,
xg estd emparelhado por M com yo. Sendo assim, M restrito a G[(Y — yo) U {0, 8,9, 12} ]
é emparelhamento perfeito deste grafo. De fato, () é conforme em G.

Veremos agora que um dentre ()1 e 2 tem orientacao par em D(G). A restri¢ao de
D(G) a H é bipartida orientada. Sendo assim, o caminho (5,4,9, 10, 11) tem orientagao
par. Como @ = (5,4,9,10,11) - P, temos que a orientacao de ()1 em D(G) é igual
a orientagao de P. Analogamente, o caminho (5,4,3,2,1,10,11) tem orientagdo impar.
Como @y = (5,4,3,2,1,10,11) - P, temos que a orientagao de Q)2 em D(G) é diferente da
orientagdo de P. Em resumo, a orientacao de (), é distinta da orientagao de Q)2 em D(G).
Sendo assim, um dentre )1 e ()2 tem orientagao par. No entanto, vimos anteriormente
que tanto )y como )2 sdo conformes em G. Entao, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é
Pfaffiana, uma contradi¢ao. De fato, o lema é vélido. O



Capitulo 6

Heranca da Redutibilidade

Neste capitulo, mostraremos que se uma presilha H de GG —e é redutivel, onde G é presilha
e e é uma aresta removivel de G, entdo se (i) H tem no maximo um vértice de contracao,
ou se (ii) e é uma aresta magra, entdo G é redutivel se o Teorema Principal vale para todo
grafo com menos vértices do que G. Como conseqiiéncia disto, temos que, dado um spin
(G, e uma aresta magra e, toda presilha de G — e é irredutivel, sob a hipétese de inducao
do Teorema Principal. O Lema da Heranca da Redutibilidade, que sera provado na secao
seguinte, foi enunciado anteriormente como Lema 4.1.4

6.1 Lema da Heranca da Redutibilidade

Relembremos a definicao de reducao. Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com
bipartigao {U, W}. Uma quadrupla Z de vértices de G reduz G se:

e 7/ contém dois vértices em U e dois vértices em W, e
e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Uma presilha G é redutivel se alguma quadrupla de vértices de G reduz G, e é irredutivel
caso contrario. O seguinte lema foi enunciado no Capitulo 4.

LEMA 6.1.1 (LEMA DA HERANGA DA REDUTIBILIDADE)

Seja G um spin, e uma aresta de GG, e H uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal
vale para todo grafo menor que G, e se (i) o grafo H tem no mdximo um vértice de
contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao H é irredutivel.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o enunciado do lema é falso. Entao, po-

demos supor que o Teorema Principal vale para grafos menores do que G, e que uma
quadrupla Z de vértices de H reduz H. Logo, temos que H é uma (@, R)-soma de

75



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 76

parcelas H17H2>"'7Hn7 com n 2 37 onde Q = (QO>(11>(]2>(]3>QO)> € V(Q) = Z. Seja

Jr = Hy — V(Q), para k = 1,2,...,n. Se necessario, uma parcela pode ser trocada por
duas ou mais de forma que .J; seja conexo, para k = 1,2, ...,n. Portanto, podemos supor
que Jj é conexo, para k = 1,2,...,n. De acordo com o Teorema 3.2.1, H; é presilha

Pfaffiana, parai=1,2,...,n.
A prova deste lema sera dividida em trés lemas. Cada um destes lemas contempla um
caso do Lema da Heranca da Redutibilidade. Os enunciados dos lemas sao os seguintes:

LEMA 6.1.2

Sejam G um spin, e uma aresta de GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que GG, entao Z nao reduz H.

COROLARIO 6.1.3
Sejam G um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao

reduz H.

LEMA 6.1.4

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H. Se Z contém dois vértices de contracao de H, a aresta e é magra, e o
Teorema Principal vale para todo grafo com menos vértices que G, entao Z nao reduz H.

6.1.1 Z nao contém vértice de contracao de H
Analisaremos agora o caso em que Z nao contém vértice de contracao de H.

LEMA 6.1.5

Sejam G um spin, e uma aresta de GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que GG, entao Z nao reduz H.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso, H é
uma (@, R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Hs, . .., H,, onde Q = (qo, 41, 2, 43, 90)
e V(Q) = Z. Além disso, J, = H — V(Q) é conexo, para k = 1,2,...,n. Por hipdtese,
o conjunto Z nao contém vértice de contracao.

Sejam xy e yo os extremos de e. A presilha H tem zero, um ou dois vértices de
contragao. Defina os conjuntos X e Y de vértices de G, e os vértices x e y de H, de modo
que H=(G—e){X mzH{Y -y}, zo€e X, o €Y e
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e se H tem dois vértices de contracao entao tanto X quanto Y tem pelo menos trés
vértices;

e se H tem apenas um vértice de contragao, entao X tem pelo menos trés vértices,
Y ={vo} e y = yo;

e se H nao tem vértice de contragao, entao X = {xo}, z = xo, Y = {yo} e y = vo.

Para k = 1,2,...,n, podemos expandir de volta o(s) vértice(s) de contracao de H
pertencentes a J, se houver, obtendo assim um grafo que denotaremos [;. FEntao,
Iy, I, ..., I, sao as componentes conexas de G—e—Z. Os extremos de e nao estao ambos
em um mesmo I, sendo G — V' (Q) teria pelo menos trés componentes conexas. Sendo as-
sim, ajuste a notacao de forma que z( esteja em I e yo em I5. Nesse caso, Jo = [o{X — =}
e J3 = I3{Y — y}. Seja H* a (Q,())-soma de Hy, Hs,...,H,. De acordo com o Teo-
rema 3.2.1, H* é Pfaffiano. Seja G* := G + R. Entao, H* = (G* — e){X — z}{Y — y}.
Pelo Corolario 2.3.19, se tanto x como y forem vértices de contracao, entao eles estao em
partes opostas da biparticao de H*. Portanto, pelo Lema 2.4.6, H* tem uma orientacao
Pfaffiana D(H*) na qual: (i)  é uma fonte se z for vértice de contracdo, e (ii) y é um
sorvedouro se y for um vértice de contracao. Por outro lado, nenhuma aresta de R tem
extremo em X UY . Sendo assim, tanto (G* — e){X — 7} = (G — ¢){X — T} como
(G*—e){Y — 7} = (G —e){Y — 7}. Além disso, sabemos que G — e é Pfaffiano. Entdo,
(G* — e){X — T} tem orientacio Pfaffiana Dz na qual T é sorvedouro. Analogamente,
(G*—e){Y — ¥} tem orientagdo Pfaffiana Dy na qual 7 é fonte. Seja D(G* —e) a extensao
de D(H*) unido com Dz se x for vértice de contracao de H* e com Dy se y for vértice de
contragao de H* a uma orientacao de G* — e. Pelo Teorema 2.4.7, D(G* — €) é orientagao
Pfaffiana de G* — e. Pelo Lema 2.4.9, D(G* — ¢) pode ser estendida a uma orientacao
D(G*) de G* cuja restrigdo a G é Pfaffiana.

LEMA 6.1.6
A orientagao D(G*) é Pfaffiana.

Demonstracao: Seja My um emparelhamento perfeito de G — e, e s o sinal de M, em

D(G*). Seja M um emparelhamento perfeito de G*. Provaremos que o sinal de M é
igual a s. Caso e nao pertenca a M, temos que M é emparelhamento perfeito de G* — e.
Nesse caso, como D(G*) restrita a G* — e é Pfaffiana, temos que o sinal de M é igual
a s. Portanto, podemos supor que e € M. Se M nao tem aresta em R, entao M é
emparelhamento perfeito de G. Nesse caso, como D(G*) restrita a G é Pfaffiana, o sinal
de M é igual a s.

Dessa forma, podemos supor que e € M e que MNR # (. Para k =1,2,...,n, o
grafo I tem o mesmo nimero de vértices em cada parte de sua biparticao. Além disso, a
aresta e tem um extremo em [y e outro extremo em [3. Portanto, um vértice vy € V(12)
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Figura 6.1: O emparelhamento M de G*, e o circuito C.

e um vértice vy € V(I3) estao emparelhados por M com vértices de @, e vy e v estao em
partes distintas da biparticao de G. Vide Figura 6.1. Ajuste a notacao de qq, ¢1, ¢2 € g3,
de forma que gov5 € q3v3 estejam em M. Como M tem aresta em R, temos que qoq; esta
em M. Seja N := M N E(H;) + g2g3 um emparelhamento perfeito de H; contendo goq;
e ¢2g3. Seja N’ um emparelhamento perfeito de H; contendo ¢2q3 € eg, onde eg tem um
extremo em ¢q e outro em I;. Seja C' o circuito N, N'-alternado contendo eg. Como ¢aq3
estd em N N N’ temos que C nao tem aresta com extremo nem em ¢s nem em ¢s. Além
disso, M N E(H;y) + g2g3 = N. Sendo assim, C' é M-alternado.

O conjunto M’ := M @ E(C') é emparelhamento perfeito de G* que néo contém arestas
em R. Vejamos agora a orienta¢ao de C' em D(G*). O circuito C' é um circuito conforme
em H;. Como H; é conforme em H*, temos que C' é conforme em H*. Além disso, D(H™*)
é Pfaffiana. Portanto, C' tem orientagao impar em D(H*). Por outro lado, D(H*) é a
restricao de D(G™) as arestas de H*, e C' também é circuito de G*. Portanto, a orientagao
de C' em D(G*) é impar. Sendo assim, o sinal de M em D(G*) é igual ao sinal de M. No
entanto, M’ nao tem aresta em R. Portanto, o sinal de M’ em D(G*) é igual a s. Dessa
forma, o sinal de M em D(G*) é igual a s. Logo, D(G*) é orientagao Pfaffiana de G*. O

O grafo G* — V(@) tem pelo menos duas componentes conexas: [; e a compo-
nente conexa contendo os vértices de I e I3. Sendo assim, G* é uma (Q,)-soma de
Hiy,Gos, Hy, ..., Hy,, onde Gz ¢é a restricao G*[V (I2) UV (I3) UV (Q)]. De acordo com o
Teorema 3.2.1, Go3 é uma presilha Pfaffiana. Vide Figura 6.2.
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Figura 6.2: O grafo Gss.

Primeiramente, mostraremos que Go3 nao é planar. Suponha, por absurdo, que Gag
seja planar. Seja Gos uma imersdo planar de Gas. Consideremos as pontes do circuito
Q) em Ga3 — e. De acordo com o Corolario 2.3.15, Hyp — ;11 — @ir2 — ¢ir3 € conexo,
para k = 2,3 et = 0,1,2,3. Portanto, existem arestas em (a3 de cada um dentre g,
q1 € g2 para vértices em I, e para vértices em I3. Vimos anteriormente que I5 e I3 sao
conexos. Portanto, I, faz parte de uma ponte de ) em Ga3 — e que contém qg, ¢1 € go.
Analogamente, I3 faz parte de uma ponte de ) em Go3 — e que contém qg, ¢; € g2. Entao,
a ponte contendo Is cruza com a ponte contendo I3. Sendo assim, [, em I3 estao em
regides distintas de Gas — e delimitadas por Q. No entanto, a aresta e tem um extremo
em I, e outro em I3. Portanto, e cruza com Q em Gas, uma contradicdo. De fato, Gas
nao é planar.

O grafo Ga3 contém o quadrilatero ). Portanto, GGo3 nao é isomorfo ao grafo de
Heawood, de acordo com o Lema 2.5.5. Pela definicao de Ga3, este grafo tem menos
vértices do que G. Pela hipotese deste lema que estamos a provar, o Teorema Principal
vale para Ga3. Portanto, como Gz nao é o grafo de Heawood, (Go3 nao é um spin. Em
resumo, (o3 é uma presilha Pfaffiana nao planar e distinta do Heawood que nao é um
spin. Portanto, Ga3 é redutivel. Seja S uma quadrupla de vértices de Go3 que reduz Gos.
Entao, Go3 — S tem pelo menos trés componentes conexas.

Mostraremos agora que os vértices de () — S pertencem a uma mesma componente
conexa de Ga3 — S. Suponha, por absurdo, que um vértice v e um vértice v’ de Q — S
estejam em componentes conexas distintas de Go3 — S. Sendo assim, ) — .S tem pelo
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Figura 6.3: O grafo GG»3, mostrado junto a componente conexa [, e os vértice de S.

menos duas componentes conexas. Como () é um quadrilatero, temos que S contém
precisamente dois vértices em (), ambos na mesma parte da biparticao de Gaz. Ajuste
a notacao de forma que SNV(Q) = {q1,¢3}. Sendo assim, nossa tarefa se resume a
mostrar que existe caminho de gg a g2 em Gy3 —S. Sabemos que qg € ¢ tém vizinho em I
e em [I3. Além disso, I5 e I3 sao conexos. Portanto, S contém vértice em I, sendo existiria
um caminho de gy a g2 em Gs3 — S passando por I,. Analogamente, I3 tem vértice em
S. Vide Figura 6.3. Temos dois casos a analisar: um dentre J; e J3 nao tem vértice de
contracao, ou ambos tém vértice de contracao.

CAsO 4 Um dentre Jy e J3 nao tem vértice de contracgao.

Ajustando a notagado, suponha que Js nao tem vértice de contracdo. Entao, S contém
precisamente trés vértices em Hs. Portanto, pelo Corolario 2.3.15, H3 — S é conexo.
Sendo assim, existe caminho de gy a ¢o em H3z — S. Por outro lado, J3 nao tem vértice
de contragao, ou seja H3 — .S é subgrafo de G335 — S. Dessa forma, os vértices de Q — S
estao numa mesma componente conexa de Goz — S.

CAso 5 Tanto Jy quanto Js tem vértice de contragao.

Seja {U, W} a biparticao de Gag, tal que ¢1 € U. Seja {U’, W'} a biparticao de H* tal
que g1 € U'. Ajuste a notacao trocando J; e J;3 se necessario de forma que o vértice de
contracao y de J3 esteja em W’. Seja s3 o vértice de S em I3. Suponha, inicialmente, que
s3 nao esteja em Y. Entao, H3 — S é conexo, de acordo com o Corolario 2.3.15. De acordo
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Figura 6.4: O grafo Ga3, mostrado junto a componente conexa [, os vértice de S e o
conjunto Y.

com o Coroldrio 2.2.3, I3]Y] é conexo. Portanto, ¢ e g2 sao ligados em Gas — S. Sendo
assim, podemos supor que o vértice de S em I3 estd em Y. Nesse caso, H3 —q1 — q3 — y
é conexo, de acordo com o Corolario 2.3.15. Portanto, Gz — S tem caminho de gy a ¢o.
De fato, em todos os casos analisados chegamos a conclusao de que os vértices de ) — S
pertencem a uma mesma componente conexa de Gaoz — S.

Sejam L1 e Lo duas componentes conexas de Go3 — S que nao contém vértices em
Q —S. O grafo G* — S tem pelo menos trés componentes conexas: Ly, Lo e a componente
contendo os vértice de I;. Nesse caso, tanto G* como G sao redutiveis, uma contradic¢ao.
De fato, o lema é valido. O

6.1.2 7 contém precisamente um vértice de contracao de H

Provaremos a seguir um lema que implica o caso em que Z contém precisamente um
vértice de contracao em H. Faremos isto pois este resultado mais forte sera usado na
prova do Lema da Nao Planaridade das Contracoes.

LEMA 6.1.7

Sejam G uma presilha Pfaffiana irredutivel, e = x¢yy uma aresta de G, e C' := Jg(X) um
corte nao trivial de G, com C —e justo em G —e, e vg € X. Sejam H = (G — e){X — T},
e {U,W} a biparticao de H. Seja Z C V(H), tal queT € Z, e |ZNU|=2=|ZNnW|.
Seja H* o grafo bipartido obtido de H pela adicao de arestas com ambos os extremos em
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Z, de forma que H*[Z] seja um quadrilatero. Suponha que H* é Pfaffiano e H — Z tenha
emparelhamento perfeito. Seja ¢ o mimero de componentes conexas de H — Z. Entao,
¢ < 2, com igualdade somente se e nao incide em vértice de Z.

COROLARIO 6.1.8
Sejam G um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de

vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso, H é

uma (@, R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Hs, . .., H,, onde Q = (qo, 41, 2, 43, 90)
e V(Q) = Z. Além disso, J = Hy — V(Q) é conexo, para k = 1,2,...,n. Seja H*
a (Q,0)-soma de Jy,Js,...,J,. De acordo com o Teorema 3.2.1, H* é uma presilha
Pfaffiana.

Tenha H um ou dois vértices de contragdo, G tem um corte D := 9(Y") (possivelmente
trivial), com Y C X, tal que D —e é justoem G—e¢, e H = (G—e){X — 7}{Y — y}. Por
hipdtese, T é o tinico vértice de contracao de H em Z. Portanto, se y é vértice de contracao,
y nao pertence a Z. Se y nao é vértice de contracao (Y ¢é trivial), podemos ajustar a
notacao de forma que y ndo pertenca a Z. A (D — e)-contracio J := (G —e){Y — 7}
de G — e é Pfaffiana e coberta por emparelhamentos, pois D — e é justo em G — e. Seja
L := (G —e){X — T}. Note que H e J sdo as duas (D — e)-contracdes de L. Como
y nao pertence a Z, temos que Z é um subconjunto dos vértices de L. Seja L* o grafo
bipartido obtido de L pela adi¢ao de arestas com ambos os extremos em Z, de forma que
L*[Z] seja um quadrilatero. As duas (D — e)-contragoes de L* sao H* e J. Portanto,
L* é Pfaffiano, de acordo com o Teorema 2.4.7. Como H ¢é presilha, o grafo H — Z tem
emparelhamento perfeito, de acordo com o Teorema 2.3.8. Seja M um emparelhamento
perfeito de H — Z. Seja f a aresta de M incidente em y. Seja N um emparelhamento
perfeito de J contendo f. Entao, M U N é um emparelhamento perfeito de L — Z. Em
resumo, L = (G—e){X — T}, L* é Pfaffiano e L — Z tem emparelhamento perfeito. Sendo
assim, de acordo com o Lema 6.1.7, L. — Z tem no maximo duas componentes conexas.
O grafo H — Z pode ser obtido de L — Z pela contracao de Y a um vértice. Portanto,
H — Z tem no maximo tantas componentes conexas quanto L — Z. Sendo assim, H — 7
tem no maximo duas componentes conexas, em contradi¢cao a hipotese de absurdo de que
Z reduz H. De fato, Z nao reduz H no caso em que Z tem precisamente um vértice de
contragao de H. O

Demonstracao do Lema 6.1.7: Suponha, por absurdo, que Z contenha precisamente um

vértice de contracao de H e que ou (i) Z reduza H, ou (ii) e incida em vérticede Z e H—Z
seja desconexo. Sejam .Ji, Jo, ..., J,, com n > 2, as componentes conexas de H — Z. Se
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xo pertence a J;, para algum i € {1,2,...,n}, entdo n > 3. Sendo assim, ajuste a notacao
de forma que zy nao pertenca a J; nem a Jo. A seguir, provaremos a Proposicao 6.1.9
que mostra que precisamente um vértice de X é adjacente a vértices de V(J1) UV (Jo),
e que este vértice estd em X ,. Seja v este vértice, e seja {qi, ¢, @3} = Z — 7. Entao,
G — {v,q1,q2,q3} tem pelo menos trés componentes conexas: Ji, Jo e a componente
contendo X — v. Sendo assim, G é redutivel, uma contradicdo. De fato, o Lema 6.1.7 é
valido.

Figura 6.5: Grafo GG no caso em que T é o Uinico vértice de contragao da quadrupla redutora
V(Q) de H.

PROPOSICAO 6.1.9
O conjunto X tem somente um vértice adjacente a vértices em V(J,) UV (Jy), e este
vértice estd em X .

Demonstracao: Seja f uma aresta que liga X a V(J1)UV(Jy). Como V(J1) UV (Jy)
estd em X, temos que f estd em C. Pelo ajuste de notagao anterior, g nao pertence a
V(J1) UV (J3). Portanto, f estd em C' —e. Como C — e é justo em G — e, 0 extremo de
f em X estd em X, . Este argumento vale para toda aresta que liga X a V(J;) UV (J3).
Suponha, por absurdo, que X tenha pelo menos dois vértices adjacentes a vértices de
V(J1) UV (Jy). Chegaremos a uma contradigdo a hipdtese de que G é Pfaffiano. Seja
{¢1,92,q3} = Z —T. Pelo Corolario 2.3.13, G — {q1, g2, q3} é conexo. Portanto, existe
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vértice v; de X adjacente a vértice de J;, para i = 1,2 (possivelmente v; = v;). Se
U1 = v, entdo, pela hipdtese de absurdo adotada, existe vértice v’ distinto de v; = vy
adjacente a vértice de V' (J;) UV (Jy). Nesse caso, ajuste a notagdo de forma que v’ seja
adjacente a vértice de Js, e defina v como o novo vy. Em resumo, podemos ajustar a
notacao de forma que vy # v, e que v; seja adjacente a vértice de J;, para 1 = 1, 2.

Sejam G := G +v1q1 +v1q3 +v2q1 +v2q3, € C" := 0g(X). Seja H' := (G' —e){X — T}
uma das (C'—e)-contragoes de G'—e. Seja @) := (T, q1, q2, ¢3, T) quadrilatero formado pelos
vértices de Z tal que H+ F(Q)) = H* seja bipartido. Cada aresta de {v1q1, v1q3, v2q1, vV2q3 }
tem em H’ os extremos T e ¢;, para algum i € {1,3}. Ou seja, as arestas adicionadas
sao multiplas de arestas de F(Q). Por hipdtese, H* = H + E(Q) é Pfaffiano. Portanto,
H'+ E(Q) e H' sdo Pfaffianos. Seja (G' —e){X — z} a outra (C’' —e)-contracdo de G’ —e.
Cada aresta de {v1q1, v1q3,v2q1, v2g3} tem em (G’ — e€){X — z} os extremos z e v;, para
algum 7 € {1,2}. O vértice v; é adjacente a vértice de J;, parai = 1,2. Como V(J;) C X,
temos que vz e vyx estdo em (G — e){X — x}. Portanto, (G' —e){X — z} é igual a
(G — e){X — =z}, a menos de arestas multiplas. Como (G — e){X — z} é Pfaffiano,
(G"' — e){X — =z} é Pfaffiano. Sendo assim, ambas as (C’ — e)-contragdes de G’ — e sdo
Pfaffianas.

Sendo assim, pelo Lema 2.4.6, H' tem uma orientagao Pfaffiana D(H') na qual T é um
sorvedouro. Analogamente, (G’ — e){X — x} tem uma orientacdo Pfaffiana na qual z é
uma fonte. Entao, pelo Teorema 2.4.7, a extensdao D(G’ — e) dessas orientagoes a G’ — e
é Pfaffiana. Pelo Lema 2.4.9, D(G' — ¢e) pode ser estendida a uma orientacdo D(G’) de
G’ cuja restrigdo a G ¢é Pfaffiana. Pelo Teorema 2.4.3, D(H') pode ser estendida a uma
orientagdo D(H*) Pfaffiana de H* = H' + E(Q). Seja s o sinal de todo emparelhamento
perfeito de G — e em D(G’). A seguir, mostraremos um emparelhamento perfeito de G
que tem sinal —s em D(G), em contradi¢ao a conclusao de que D(G) ¢é Pfaffiana.

Seja M a extensao de {vi1qi,v2q3} a um emparelhamento perfeito de G’. Sejam
Q' = (vi,q1,v2,q3,v1), e M' := M @ E(Q'). O circuito Q" tem quatro arestas e estd
inteiramente contido no corte C' —e. Como C’ — e é orientado em D(G'), a orientagao
de @' é par em D(G’). Portanto, um dentre M e M’ tem sinal —s em D(G’). Ajuste a
notacao de ¢; e g3 de forma que M tenha sinal —s em D(G’).

Mostraremos a seguir que M nao tem aresta em Jg(V(J;)), para i = 1,2. Pelo
Corolédrio 2.3.17, as arestas e, v1q; € v2¢g3 sao as unicas arestas de ¢’/ em M. Portanto,
T, q1 € g3 sa0 os unicos vértices de X emparelhados por M com vértices de X. Seja
T := (V(Q)—7)UX. Note que H—Z éigual a G—T. Se 19 = ¢z, entdo nenhuma aresta
de M estd em Ogr(J;), para i = 1,2, pois os vértices de T" somente estdo emparelhados
entre si em M. Sendo assim, podemos supor que x( ¢ distinto de ¢o. Entao, temos que
T esta em uma componente conexa K de G —T'. Por hipdtese, toda componente conexa
de G — T = H — Z tem emparelhamento perfeito. Seja {U’, W'} a biparticao de G tal
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que xg € U'. Entao, K tem o mesmo nimero de vértices em U’ e em W’. Sendo assim,
como xg € U’, um vértice w em W' de K estd emparelhado por M com vértice de fora
de K. Entao, w esta emparelhado por M com vértice de T'. No entanto, w nao é um dos
trés vértices (o, ¢ e ¢3) emparelhados por M com vértice de X. Além disso, qi, g3 e w
estao na mesma parte da biparticao de G. Portanto, gw; esta em M. Sendo assim, os
vértices T estdo emparelhados por M somente com vértices de T'U V(K). Pelo ajuste de
notagao anterior, J; e Jo sao distintos de K. Portanto, temos que nenhuma aresta de M
estd em Og (J;), para i = 1, 2.

Encontraremos agora um circuito M-alternado (0, contendo v1¢q; inteiramente contido
em G'[V(J1) + v1 + 1], cuja orientagao em D(G’) é impar. Seja w; um vértice de J;
adjacente a vy. Seja M) uma extensao de {viwy, gzv2} a um emparelhamento perfeito de
G'. Como M, tem duas arestas em C’ — e, a aresta e estd em M;. Pelo Coroléario 2.3.17,
T, W1 € g3 sAo os Unicos vértices de X emparelhados por M; com vértices de X. Pelo
ajuste de notacao inicial, temos que xy nao esta em .J;. No entanto, sabemos que J; tem
o mesmo numero de vértices em U’ e em W’. Portanto, existe um vértice u; em U’ de J;
emparelhado por M; a um vértice de T — X em W, ou seja a um dentre ¢; e ¢g5. Como
q3ve estd em My, temos que qiu; estd em M;. Entao, ¢; é o tnico vértice em W fora
de J; emparelhado por M; com vértice de J;. Sendo assim, {viw,u1q1} é o conjunto de
arestas de My em Og/ (V (Jy).

Por hipdtese, cada componente conexa J; de H — Z tem emparelhamento perfeito.
Seja M (J;) um emparelhamento perfeito de uma componente J;. Defina N; como sendo
MiNE(G'V(Lh) +vi+aq]) +qqs + Uy M(J;), um emparelhamento perfeito do grafo
H' + E(Q). Defina N como sendo M N E(G'[V(J1) +v1 + ¢1]) + q2q5 + U;—y M(J;), um
emparelhamento perfeito de H + E(Q). Seja Q)1 o circuito Ny, N-alternado que contém
v1q1. Sendo assim, )y é conforme em H' + E(Q). Lembremos que D(H*) foi definido
como uma orientacao Pfaffiana de H' + E(Q) que estende D(H’). Portanto, a orientagao
de 1 em D(H*) é impar. Além disso, ()1 ndo contém aresta do conjunto {qiqs, g2qs},
que é o conjunto de arestas que estdo em FE(()), mas ndo necessariamente estao em
E(H'). Portanto, a orientagao de ()1 é impar em D(H’), orientagao Pfaffiana de H'. No
entanto, D(H') é uma restrigao de D(G’). Assim, a orientagao de @)1 em D(G’) é impar,
e 0s Unicos vértices de ) fora de J; sao v; e ¢;. Entao, como )1 é N-alternado, e N
contém a restrigao de M as arestas de G'[V'(J1) + v1 + q1], temos que @ é M-alternado.
Portanto, ()1 é conforme em G’ e sua orientac¢ao é impar em D(G’). Dessa forma, o sinal
de M" := M @& E(Q,) em D(G') é igual ao sinal de M, que é igual a —s. Analogamente,
existe um circuito M-alternado Q2 cujos vértices fora de Js sao vy e g3, e cuja orientagao
em D(G") é impar. Como V(Q1) C V(J1) +v1 + q1, e V(Q2) C V(J3) 4+ v2 + g3, temos
que V(Q1) NV (Q2) = 0. Portanto, M" := M' & E(Q2) é emparelhamento perfeito de G’
cujo sinal é —s em D(G’). No entanto, nenhuma aresta de {v1q1, v1gs, V2q3, v2q1 } estd em
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M". Portanto, M"” é um emparelhamento perfeito de GG, cujo sinal em D(G"), e portanto
em D(G), é —s. Mas, G — e tem emparelhamento perfeito com sinal s em D(G). Isto é
uma contradicdo & conclusdo anterior de que D(G) é Pfaffiana. De fato, X tem somente
um vértice adjacente a vértices de J; e Jo, e este vértice estd em X . O

O

6.1.3 Z contém dois vértices de contracao de H

A afirmacao do Lema a seguir é valida mesmo quando é relaxada a restri¢cao da aresta
e ser magra. No entanto, este resultado foi omitido pois a prova do Teorema Principal
¢é possivel somente com esta versao restrita do Lema, e a prova para esta versao é mais
simples.

LEMA 6.1.10

Seja G' um spin, e uma aresta magra de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H contendo dois vértices de contracao de H. Se o Teorema Principal vale
para todo grafo menor que G, entao Z nao reduz H.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso,
H é uma (@, R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Hs, ..., Hy,, onde @) é o circuito
(qo, q1, 92, G3,q0) € V(Q) = Z. Além disso, J,, = Hr — V(Q) é conexo, para k =1,2,... n.
Por hipétese, o conjunto Z tem dois vértices de contracao, digamos x e y. De acordo com
o Corolario 2.3.19, x e y estao em partes distintas da biparticao de H. Ajuste a notacao

de forma que x = ¢ e y = go. Assim, Q) = (qo,*,¥y,qs3,q0). Parai =10,1,2,3, seja

Q= {¢:}, se q; ndo é vértice de contragdo de H (i =0, 3)
"7 | o conjunto de vértices de G contraidos no vértice ¢; em H, c. c. (i =1,2).

DEFINIGAO 6.1.11
Sejam v; € (Q;, e v;11 € Qi11, onde os indices sao tomados moédulo quatro, e k um inteiro,
1 < k <n tais que:

e v; € ligado por uma aresta e; de G a um vértice w; de Jy;
e v;,1 6 ligado por uma aresta e; ;1 de G a um vértice w; 1 de Ji.

Vide Figura 6.6. Se H; tem um emparelhamento perfeito que contém e;, €;11, € a
aresta q;12qi+3 de @, entao diz-se que v; e v;11 sao Hy-conexos. Representa-se por
v; J vir1.Estendemos esta definicao para o caso em que v; e v;y1 sao adjacentes em
G. Nesse caso, dizemos que v; e v;1 sao Hp-conexos para todo k.
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Figura 6.6: O grafo G e em negrito as arestas de um emparelhamento perfeito de Hy que
define que v; e vy sao Hi-conexos.

Como a aresta e é magra em G, temos que ()1 consiste de trés vértices, digamos x,
T1 e T, e (Jo consiste de trés vértices, digamos 1o, y1 € Y2, onde xg e Yo sa0 0S8 extremos
de e. Além disso, Qg e Q3 sdo unitarios.

NOTAGAO 6.1.12
Chamaremos de T o conjunto |J Q;.

DEFINIGAO 6.1.13
Seja G* a presilha obtida de G pela adi¢ao das arestas em

A= {uw: Hj,uiw;u,w € UQZ} — E(G).

DEFINIGAO 6.1.14
Dizemos que uma aresta f = vv;1 de E(G*) tem cor k se v; 5 Vit

Definiremos a seguir uma orientacao para G* que restrita tanto a G como a G* — ¢ é
Pfaffiana. Para tanto, mostraremos que (G* —e){Q; — 2}{Q> — y}, (G*—e){Q1 — T} e
(G* —€){Q, — 7} sdo Pfaffianos. O conjunto {x(} é a parte minoritéria de Q1, e {yo} ¢é a
parte minoritaria de Q5. Os vértices xg e yg nao tém vizinhos em Ji, para k =1,2,...,n.
Portanto, nenhuma aresta de A incide nem em xy nem em yo. Entao, como tanto )q
como () sao praias de cortes justos de G — e, tanto ()1 como ()5 sao praias de cortes
justos de G* — e. Sendo assim, a aresta e também é magra em G* — e, e de indice 2.
Além disso, a presilha interna de G* — e é isomorfa, a menos de arestas multiplas, a
H+ R. Seja H* a (Q,0)-soma de Hy, Hs, ..., H,. De acordo com o Teorema 3.2.1, H*
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é presilha Pfaffiana. Note que H* = H + R, e que H* = (G* — e){Q1 — z}{Q2 — y}.
Além disso, (G* — e){Q1 — T} e (G* — €){Q2 — 7} também sdo Pfaffianos. Entdo, pelo
Lema 2.4.6, H* tem uma orientacao Pfaffiana D(H*) na qual = é fonte e y é sorvedouro.
Por este mesmo lema, (G* — ¢){Q; — T} tem uma orientacio Pfaffiana na qual 7 é
sorvedouro. Analogamente, (G* — €){Q> — 7} tem uma orientacio Pfaffiana na qual 7 é
fonte. Portanto, pelo Teorema 2.4.7, G* — e tem uma orientagao Pfaffiana D(G* — e) tal
que @1 é uma fonte de (@) e Q2 um sorvedouro de J(Q)3). Pelo Lema 2.4.9, D(G* — ¢)
pode ser estendida a uma orientagdo D(G*) de G* cuja restricao D(G) a G é Pfaffiana.
Além disso, x ¢ fonte e y é sorvedouro na restricdo de D(G*) a H*.

A restrigdo de D(G*) a G* — e ¢é Pfaffiana. Seja s* o sinal em D(G*) dos emparelha-
mentos perfeitos de G* — e. A restricao de D(G*) a G também é Pfaffiana. Seja s o sinal
em D(G*) dos emparelhamentos perfeitos de G. Todo emparelhamento perfeito de G — e
¢ um emparelhamento perfeito tanto de G* — e quanto de G. Portanto, s* = s.

LEMA 6.1.15
Seja v; € Q; um vértice adjacente a vértice de Jy. Entao, existe um vértice viy 1 € Qiy1,
adjacente a vértice de Jy, tal que v; e v;y1 sao Hp-conexos.

Demonstracao: Como, por hipdtese, v; é adjacente a vértice de Ji, existe uma aresta e;

com um extremo v; e outro extremo em Ji. Em Hy, a aresta e; incide em ¢;. Como Hy, é
uma presilha, todo par de arestas nao adjacentes de Hj pertence a um emparelhamento
perfeito. Seja M) um emparelhamento perfeito de Hy contendo as arestas e; € ¢;12Gi+3-
Seja e;y1 a aresta de My incidente em ¢;.1. Uma simples contagem nos mostra que e;,1

liga v;11 a um vértice de Ji. Entao, v; e v;11 sao Hj-conexos. O
LEMA 6.1.16
Para i = 0,1,2,3 e para k = 1,2,...,n, o conjunto (); contém um vértice adjacente a

vértice de Jy,.

Demonstracao: O grafo Hj é uma presilha, em que () é um quadrilatero. Entao, pelo
Corolario 2.3.15, Hr, — (V(Q) — ¢;) é conexo, para i = 0, 1,2,3. Logo, ¢; é adjacente em
Hy a vértice em J,. Entao, algum vértice de @); é adjacente em G a vértice em J. O

LEMA 6.1.17
Para i = 0,1,2,3, todo vértice de Q] é adjacente em G* a algum vértice de Q;_; e a
algum vértice de Q;41.

Demonstragao: Seja v um vértice de ;. Suponhamos, inicialmente, que v seja adjacente

em G a vértices em V(G) —T. Seja k, 1 < k < n tal que v é adjacente a vértice de Jj.
Entao, pelo Lema 6.1.15, v é Hi-conexo a algum vértice w de Q;11. Logo, em G*, v e w



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 89

sao adjacentes. Analogamente, pode-se mostrar que se v é adjacente em G a vértices de
em V(G) — T, entao v é adjacente em G* a vértice de @Q;_;.

Vamos considerar agora o caso em que v nao é adjacente em G a nenhum vértice
em V(G) —T. Como Qp e @3 sdo unitarios, entdo i = 1 ou ¢ = 2, pelo Lema 6.1.16.
O grafo G* é presilha. Portanto, o vértice v tem trés ou mais vizinhos em G*. Por
outro lado, dado que N(v) C T, temos que N(v) C {xo,qo,y1,y2}. Sendo assim, v é
necessariamente adjacente a um vértice de (5. Por outro lado, G* —y; — y2 — x5 € conexo,
pelo Corolario 2.3.15. Portanto, z; é adjacente a qo, caso contrario G*[{z1, zo, yo}| seria

uma das duas ou mais componentes conexas de G* — y; — yo — T, contradicao. O
LEMA 6.1.18
Para i =0,1,2,3, v um vértice de Qf , w um vértice de Q;, e para k =1,2,...,n, pelo

menos um dentre v e w é adjacente a vértice de V(G) —T — V (Ji).

Demonstracao: Por absurdo. Suponha que nem v nem w é adjacente a vértices de

V(G) =T —V(Jg). Ajuste a notagao de forma que & = 3. Entdo, nenhum vértice de
J1, nem de Jp, é adjacente a v nem a w. Assim, o conjunto Z’ := (|J Q;") — v — w consiste
de quatro vértices, e G— Z’ tem trés ou mais componentes conexas: Ji, Js e a componente
conexa que contém v. Ademais, seja {U, W} a biparticao de G. Metade dos vértices de
U Q;f estdo em U, a outra metade em W. Os vértices v e w pertencem a partes distintas
de {U,W}. Assim, Z’ contém dois vértices em U e dois vértices em W. Logo, Z’ reduz
G, contradicao. O

LEMA 6.1.19 (LEMA DA DESCARGA)

Seja f uma aresta de A de cor k. Seja M um emparelhamento perfeito de G* contendo
f, tal que M N O(V(Jx)) = 0. Entao, G* tem um emparelhamento perfeito M' tal que:

e M'NA=(MnNA)-f;
o M'NO(V(Jy)) = Mno(V(Jy)), para todo ¢ distinto de k;
e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G*).

Demonstracao: Sejam v; e v;11 os extremos de f. Ajuste a notacao de forma que v; € Q); e
Vit1 € Qiy1. Por hipdtese, M NO(V(Jx)) =0, e portanto M N E(J;) é emparelhamento
perfeito de J. Assim, N := M N E(Jx) + ¢iqi+1 + gi+2qi+3 ¢ emparelhamento perfeito de

H;.. Como f tem cor k e pertence a A, entao existem arestas e; e e; 1, que em G ligam,
respectivamente, v; e v;11 a vértice em Ji, e que pertencem, juntamente com ¢;i2q;13, a
um emparelhamento perfeito N’ de Hy. Entao, (e;, qiqit1,€i+1) é parte de um circuito
N, N'-alternado @’. Como ¢;i2¢;+3 pertence a N N N’, temos que Q' tem seus vértices
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em V(Jx) + q; + gi+1. Além disso, e; e €;41 incidem em G* em v; e v;41, respectivamente.
Portanto, Q* := Q' — ¢;qix1 + [ € circuito M-alternado de G*, inteiramente contido em
G*[V (Jk) + vi + viga].

Seja M' := M @ E(Q*). A validade das duas primeiras propriedades no enunciado
do lema seguem imediatamente. Para completar a demonstracao, resta mostrar que a
orientagao de @* em D(G*) é impar. O grafo Hj é conforme em H*. Dado que D(H*) é
Pfaffiana, segue que sua restrigao D(Hy) a Hy é Pfaffiana. Assim, a orientacao do circuito
Q' em D(Hy) é impar. Logo, sua orientagdo em D(H*) também é impar. Por outro lado,
D(H*) é restrigao de D(G*) a H*. Além disso, a aresta f em D(G*) sai de v; e entra
em v;41 se e somente se a aresta ¢;q;+1 em D(H*) sai de ¢; e entra em ¢;11. Assim, a
orientagao de @* em D(G*) é igual a orientagao de " em D(H*). De fato, a orientagao
de Q* é impar em D(G*). O

LEMA 6.1.20 (LEMA DA CARGA)
Seja M um emparelhamento perfeito de G* tal que | M NO(V(Ji))| = 2. Entao, G* tem
um emparelhamento perfeito M’ tal que:

o M'Nno(V(Jy)) =0;
e M'NI(V(J;)) = MNo(V(J;)), para todo j # k;
e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G*).

Demonstracao: Sejam e; e e; as arestas de M em O(V (Jy)), v; € Q; e v; € Q;, respectiva-

mente, seus extremos fora de V(Ji). Entdo, j =i+ 1 ou j =i — 1. Ajuste a notagao de
forma que j =7+ 1. No grafo Hy, o conjunto N := (M N E(Jy)) U {e;, €it1, iraqivs} €
um emparelhamento perfeito. Logo, v; e v;,1 sao Hg-conexos. Seja f a aresta de G* cujos
extremos sao v; € v;y1. Em Hy, a aresta f tem os extremos ¢; e ¢;+1. Seja N’ a extensao
de {f, ¢i+2qi+3} a um emparelhamento perfeito de Hy. Entao, f pertence a um circuito
N, N'-alternado @’. Como ¢;y2q;+3 pertence a N N N’, temos que Q' tem seus vértices
em V(Jg) 4+ qi + gi+1. Sendo assim, as arestas de () induzem um circuito M-alternado Q*
em G*, cujos vértices estao em V' (Ji) + v; + viy1.

Seja M' := M @& E(Q*). A validade das duas primeiras propriedades no enunciado
do lema seguem imediatamente. Para completar a demonstracao, resta mostrar que a
orientagao de @* em D(G*) é impar. O grafo Hy é conforme em H*. Dado que D(H*) é
Pfaffiana, segue que sua restrigao D(Hy) a Hy é Pfaffiana. Assim, a orientacao do circuito
Q' em D(Hy) é impar. Logo, sua orientagdo em D(H*) também é impar. Por outro lado,
D(H*) é restricao de D(G*) a H*. Além disso, a aresta f em D(G*) sai de v; e entra em
vi41 se e somente se f em D(H*) sai de ¢; e entra em ¢;11. Assim, a orientagao de Q*
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em D(G*) é igual a orientacao de Q" em D(H*). De fato, a orientagao de @* em D(G*)
é impar. O

A seguir, provaremos um resultado que tem importancia fundamental para a prova
deste caso do Lema da Heranca da Redutibilidade.

LEMA 6.1.21
Em G* nao existem duas arestas adjacentes que ligam vértice de ()1 a vértice de Q5.

Demonstracao: Por absurdo. Suponhamos que existam tais arestas. Ajuste a notagao

de forma que x; seja adjacente em G* tanto a y; quanto a ys. Vide Figura 6.7. Pelo
Lema 6.1.17, y; e yo sao ambos adjacentes a ¢q3. Para k = 1,2,...,n, seja My um
emparelhamento perfeito de J;. O conjunto (|J, My) U {e, gox2} pode ser estendido a um
emparelhamento perfeito de G* de duas maneiras: ou acrescentamos as arestas r1y; € Y2qs3
ou acrescentamos as arestas r1ys € y1q3, obtendo, respectivamente, M e M’. Por definicao
de D(G*), o corte 0(Q)2) é orientado. Portanto, o quadrilatero gerado por x1, y1, y2 € g3
tem orientacao par. Os emparelhamentos M e M’ tém sinais distintos. Ajuste a notacao
de forma que M tenha sinal —s, onde s é o sinal comum em D(G*) dos emparelhamentos
perfeitos tanto de G' quanto de G* — e.

qo
Q
T
M
Y1 Q £
qs3

Figura 6.7: Tlustracao da demonstracao do Lema 6.1.21. As arestas duplas sao de M.

Vamos obter uma contradicao mostrando que o sinal de M é s. Para tanto, vamos
mostrar que é possivel atribuir trés cores distintas, dentre suas cores, para as trés arestas
GoT2, T1y1 € yYa2q3. De fato, suponhamos que seja possivel atribuir as trés cores. Pelo
Lema da Descarga 6.1.19 aplicado as arestas dentre qoxa, £1y1 € y2q3 que pertencerem a
A, o sinal de M em D(G*) é igual ao sinal de um emparelhamento M’ de G* que nao
tem aresta em A. Nesse caso, M’ é emparelhamento de G. Entao, o sinal de M’ em



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 92

D(G*) é igual a s, o sinal de todo emparelhamento perfeito de G em D(G*). Logo, M
também tem sinal s em D(G*), uma contradi¢ao. A demonstragao do lema se reduz assim
a demonstracao da possibilidade de atribuicao de trés cores distintas, dentre suas cores,
as arestas qoT2, T1Y1 € Ya2(qs3.

Vamos inicialmente mostrar que a aresta gors tem uma cor ¢y e a aresta xiy; tem
uma cor ¢; tais que c¢g # c¢;. Esta afirmacao é certamente verdadeira se uma das arestas
tem mais de uma cor. Em particular, isto ocorre se uma das arestas pertence a G.
Suponhamos portanto que ¢oxs tenha apenas uma cor ¢g. Pelo Lema 6.1.15, y» nao é
adjacente a nenhum vértice em Ji, para todo k # ¢y. Pelo Lema 6.1.18 aplicado a x5 € a
Y1, existe um k distinto de ¢q tal que y; é adjacente a vértice em Ji. Pelo Lema 6.1.15, y;
é Hi-conexo a x1 ou a s e este vértice deve ser adjacente a vértice em J,. Mas x5 nao é
adjacente a vértice de Ji. Logo, 1 J y1, com k distinto de ¢q. De fato, a afirmacgao vale
com c¢; = k. Analogamente, a aresta x,y; tem uma cor c’1 e a aresta y2¢3 tem uma cor 0’2
tais que ¢} # d.

Ajuste a notacgao de forma que ¢} =1 e ¢, = 2. Se gy tiver cor fora de {1,2}, entao
a atribuicao das trés cores pode ser feita. Podemos entao supor que ¢oxrs nao tem cor
fora de {1,2}. A seguir, analisaremos dois casos. Em ambos mostraremos que é possivel
atribuir as trés cores distintas para qors, £1y1 € Y2q3, provando assim o lema.

CASO 1 A aresta qors tem cor 2, a mesma cor de yaqs.

Se um dentre goxs € yaq3 tiver cor fora de {1,2}, entao a atribuigao das trés cores pode
ser feita. Podemos entdo supor que nem gors nem ysqs tem cor fora de {1,2}. Pelo
Lema 6.1.15, nem z5 nem ys é adjacente a vértice de Jy, para k fora de {1,2}. Portanto,
pelo Lema 6.1.16, x; é adjacente a vértice de J3. Entao, pelo Lema 6.1.15, z; B Y1 e
y1 € adjacente a vértice de J3. Mas, pelo Lema 6.1.18, pelo menos um dentre x5 e o
é adjacente a vértice de Ji, para algum k # 2. Concluimos que um desses vértices é
adjacente a J;. Portanto, pelo Lema 6.1.15, uma das arestas goxs € 72q3 tem também a
cor 1. Novamente, as trés cores distintas podem ser atribuidas, pois x1y; tem cor 3, um
dentre gozs € y2q3 tem cor 1, e o outro cor 2.

CASO 2 A aresta qors tem cor 1.

Sabemos que oz nao tem cor fora de {1,2}. Além disso, o caso anterior nao se aplica.
Portanto, podemos supor que ¢ors tem apenas a cor 1. Pelo Lema 6.1.15, o vértice x5
nao é adjacente a nenhum vértice de Ji, para k # 1. Pelo Lema 6.1.18 aplicado a z-
e 11, existe ¢ distinto de 1 tal que y; é adjacente a vértice em J.. Pelo Lema 6.1.15,
a aresta x1y; tem cor ¢, e x; é adjacente a vértice de J.. Se ¢ for distinto de 2, entao
pode-se atribuir as trés cores distintas. Portanto, podemos assumir que ¢ = 2. Assim, y;
¢ adjacente apenas a vértices de J; e de Jo. Pelo Lema 6.1.16, y» é adjacente a vértice
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de J3. Pelo Lema 6.1.15, y2g3 tem a cor 3. Assim, a aresta qors tem a cor 1, a aresta
x1y1 tem a cor 2 e a aresta y,q3 tem a cor 3, e novamente é possivel atribuis as trés cores
distintas. De fato, o lema ¢é valido. O

LEMA 6.1.22
O grafo G*[T] é o cubo.

Demonstracao: As arestas zox1, ToT2, TolYo, YoY1 € Yoy2 estao presentes em G e em G*,
pois e é uma aresta magra de indice 2. As arestas qox1, qoT2, ¥193 € Y2q3 pertencem a G*
pelo Lema 6.1.17. Também pelo Lema 6.1.17, qoqs estd em G*. Vide Figura 6.8. Para

completar a demonstragao, resta mostrar que GG* tem, além da aresta e, precisamente
duas arestas que ligam (); a ()2, e que essas arestas nao sao adjacentes. De acordo
com o Lema 6.1.17, 1 tem em G* um vizinho em Q3. Ajuste a notacao de forma que
r1y1 seja aresta de G*. Novamente pelo Lema 6.1.17, x5 tem em G* um vizinho em Q)-.
Pelo Lema 6.1.21, x5 e y; nao sao adjacentes. Logo, x5 é adjacente a y. Finalmente,
pelo Lema 6.1.21, estas sdo as unicas duas arestas de G* que ligam vértice de Q7 a
vértice de Q5 . O

Figura 6.8: Algumas arestas de G*[T].
NOTACAO 6.1.23
Ajustamos a notacao de forma que x1y; e xays sejam arestas de G*.

NOTACAO 6.1.24
Denotamos por © o grafo G*[T — xo — yo|, um hexdgono com uma corda. Vide Figura 6.9.
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LEMA 6.1.25
A aresta x1y; tem uma cor ¢y e a aresta Toys tem uma cor co tal que ¢y # co.

Demonstracao: Pelo Lema 6.1.18 aplicado a x1 e y;, deduzimos que um dentre x; e y;
é adjacente a vértice de J.,, para algum ¢; € {1,2,...,n}. Sabemos que nem x;y, nem
Toyp sao arestas de G*. Portanto, x1y; tem cor ¢;. De acordo com o Lema 6.1.18 aplicado

a T € Yo, temos que um dentre x5 € yo tem um vizinho em um J.,, para ¢ # ¢;. Entao,
analogamente a x1y;, temos que xays tem a cor cs. t

NOTACAO 6.1.26
Ajustamos a notacao de forma que w1y, tenha cor 1 e xoys tenha cor 2.

LEMA 6.1.27
O grafo G* é Pfaffiano.

Demonstracao: Lembremos que s foi definido como o sinal comum em D(G*) dos em-

parelhamentos perfeitos de G e de G* — e. Seja M um emparelhamento perfeito de G*.
Mostraremos que o sinal de M em D(G*) é igual a s. Se M é emparelhamento perfeito
de G ou se M é emparelhamento perfeito de G* — e, entao o sinal de M é igual a s. Sendo
assim, podemos supor que M contém e, e contém aresta em A.

Para k=1,2,...,n, Jr tem o mesmo nimero de vértices em cada parte da biparticao
de G*. Assim, M NI(V(Jg)) tem um niumero par de elementos. As arestas de 9(7") séo
todas incidentes a vértice de ©. Assim, | M NO(T)| < 6. Ademais, as arestas de A per-
tencem a ©. Assim, dado que M contém aresta em A, deduzimos que |M NO(T)| < 4. A
seguir, analisaremos varios casos que dependem do nimero de arestas em M NA(V(Jy)),
chegando em todos eles a conclusao de que o sinal de M em D(G*) é igual a s, provando
desta forma o lema.

Caso 1 MNoV(J)) =0, parak =1,2,...,n.

Nesse caso, todos os vértices de T estao emparelhados por M entre si. Além disso,
sabemos que e é aresta de M. Portanto, M restrito a © é emparelhamento perfeito de
©. De acordo com o Lema 6.1.22, ©® é um hexagono com uma corda, como mostrado na
Figura 6.9. Note que A é um subconjunto de F(0O).

Suponha inicialmente que gogs estejaem M. Nesse caso, M N E(O) é igual ao conjunto
{q0g3, T1y1, T2y2}. No entanto, pelo Lema 6.1.25, z1y; tem cor 1, e xays tem cor 2. Pelos
Lemas 6.1.16 e 6.1.15, temos que qpq3 tem cor 3. Além disso, M nao tem aresta em
OV (Jx)), para k = 1,2,...,n. Sendo assim, aplicando-se o Lema da Descarga 6.1.19
sobre as arestas qogs, T1y1 € Tay2 que pertencerem a A, temos que o sinal de M em D(G*)
é igual a s.
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q0
®
T
1,2,3
1 O
q3

Figura 6.9: O grafo © e algumas das cores de suas arestas.

Sendo assim, podemos supor que ¢pqs nao estd em M. Nesse caso, ou ¢pr; ou
qoro estd em M. Ajuste a notagao, trocando x; com s e y; com ¥y se necessario, de
forma que gox; esteja em M. Nesse caso, M N E(O) é igual a {qox1, T2y2, y1q3}. Seja
C = (qo, 1, Y1, 43, o) quadrilatero de G*. Mostraremos agora que a orientacao de C' em
D(G*) é impar. A restrigao de C' a H* é igual a (). Além disso, sabemos que D(H*) é
uma restrigao de D(G*). Portanto, a orientacao de C' em D(G*) é igual a orientacao de
Q em D(H™). Por outro lado, H* é uma presilha. Além disso, todo quadrildtero de uma
presilha é conforme. Portanto, @) é conforme em D(H*). Também sabemos que D(H*) é
orientagao Pfaffiana de H*. Sendo assim, a orientagao de () em D(H*) é impar. Dessa
forma, a orientacao de C' em D(G*) é impar. Entao, M’ := M @ E(C') tem sinal em D(G*)
igual ao sinal de M. No entanto, M’ contém ¢pqs e nao tem aresta em O(7"). Portanto,
conforme visto no paragrafo anterior, o sinal de M’ é igual a s em D(G*). Assim, o sinal
de M também é igual a s.

CAasO 2 [MNO(V(Jg))| <2, parak=1,2,...,n.

Suponha que o caso anterior ndo acontece. Assim, existe k tal que |[M NIV (Jy))| = 2.
Dessa forma, pelo Lema 6.1.20 aplicado a cada indice k tal que |[M No(V(Jx))| = 2,
G* tem um emparelhamento perfeito M’ que ndo contém aresta em 9(V(Jy)), para k =
1,2,...,n, e cujo sinal em D(G*) é igual ao sinal de M. Entao, pelo caso anterior, o sinal
de M'" em D(G*) é igual a s. Assim, o sinal de M em D(G*) é igual a s.

CAsO 3 Nenhum dos anteriores.
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Suponha que os casos anteriores nao acontecem. Portanto, existe um indice k tal que
| M NO(V(Jy))| > 4. Por outro lado, vimos anteriormente que |M NA(T)| < 4. Sendo
assim, [M NO(V(Jg))| =4e MNI(V(Jy)) = 0 para todo indice ¢ distinto de k.
Mostraremos, inicialmente, que toda aresta de © tem pelo menos duas cores. Pelo
Lema 6.1.18 aplicado a x1 e y;, temos que um dentre z; e y; tem um vizinho em Jy, para
¢ # 1. Ajuste a notacao de forma que z; seja um tal vértice. Entao, pelo Lema 6.1.15,
x1 € Hy-conexo a y; ou y5. No entanto, pelo Lema 6.1.22, x1y, nao é aresta de G*. Sendo
assim, x1y; tem cor £. Dessa forma, tanto x; como y; tem vizinho em J, e em J;. Entao,
tanto gor; como y1q3 tem as cores 1 e £. Em resumo, qox1, 1y € Y193 tem duas cores
distintas. Analogamente, qoxa, T2y2 € y2q3 tem duas cores distintas. Pelos Lemas 6.1.16

e 6.1.15, qogqs tem cor j, para j = 1,2,...,n. De fato, toda aresta de © tem pelo menos
duas cores.
Como |M No(T)| = 4, temos que M tem precisamente uma aresta em ©. Seja vw

esta aresta. Como | M NO(V (Jx))| = 4, temos que vw tem uma cor 7 distinta de k. Sendo
assim, M nao tem aresta em O(V'(J;)). Portanto, pelo Lema da Descarga 6.1.19, M tem
sinal s em D(G*). De fato, o lema é vélido. O

Para k=1,2,...,n, seja
Ny := NV (Jp))NV(O).

LEMA 6.1.28
Se Ny # V(O) entao Ny = {qo, x1,y1,q3} ou Ny = {qo, T2, y2,q3}.

Demonstrac¢ao: Suponhamos que Ny # V(0). Entao, V(0) — Ny contém um dos vértices
x1, Y1, T2 € Y. Ajuste a notagao de forma que x; ¢ Ni. Mostraremos agora que y; ¢ Ni.

Suponha o contrario. Pelo Lema 6.1.15, existe x;, com 7 = 1 ou 7 = 2, tal que y; L x;e
x; € Ng. Como z1 ¢ N, deduzimos que i = 2 e y; 5 To. Assim s e y; sdo adjacentes
em G*, em contradicao ao Lema 6.1.22. De fato, nem x; nem y; pertencem a Ny. Logo,
Nt € {q0,71,¥1,q3}. Pelo Lema 6.1.16, vale a igualdade. A demonstragao do lema esta
completa. O

COROLARIO 6.1.29
Existe uma componente conexa Ji, de H — V(Q) tal que todo vértice de © é adjacente a
vértice de Ji.

Demonstra¢ao: Suponhamos, por absurdo, que |Ng| < 6, para k = 1,2,3. Entao, pelo

Lema 6.1.28, podemos ajustar a notacao, tal que

Nl == {QO>171>?/1>(]3} - N2-
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Nesse caso, o grafo G — N; tem pelo menos trés componentes conexas: Ji, Js e a compo-
nente conexa contendo e. Entao N; reduz GG, uma contradicao. De fato, existe indice k
tal que N = V(O). O

Seja ¢ um indice tal que N, = V(0©). Seja L := G* — U, V(Ji). Sendo assim,
L =G*[TuV(Jy)]. Vide Figura 6.10.

Figura 6.10: O grafo L.

LEMA 6.1.30
O grafo L é uma presilha redutivel Pfaffiana e nao planar.

Demonstracao: Mostraremos que L é presilha, mostrando que L pode ser obtido de Hy por
uma operacao de geracao de presilhas, de acordo com o Lema 2.3.29, mediante a expansao
de ¢; e de ¢o. Para tanto, basta mostrar que, em L, cada um dos quatro vértices x1, xo,

Y1 e Yo tem grau trés ou mais, com pelo menos um adjacente fora de {xg, x1, T2, Yo, Y1, Y2 }-
Para i = 1,2, o vértice z; é adjacente a ¢y, a x¢ e a algum vértice de J,. Portanto, em
L, x; tem grau trés ou mais, e é adjacente a um vértice de fora de 1. Afirmacao anéloga
vale para y;, 1 = 1,2. Sendo assim, pelo Lema 2.3.29, L é uma presilha.

Mostraremos, a seguir, que L é redutivel e Pfaffiana. Para k = 1,2,...,n, seja
M (Jy) emparelhamento perfeito de J,. Sabemos que D(G*) é Pfaffiana. Além disso,
Use M(Ji) deixa L conforme em G*. Portanto, D(G*) restrita a L ¢ Pfaffiana. Seja
C = (qo, 1, Y1, 43, Y2, T2, Go) 0 hexdgono de O. Vide Figura 6.10. Uma das pontes de C' é
a aresta qogs. Outra ponte contém o caminho (z1, o, Yo, y2). Por defini¢ao, J; é conexo.
Os vértices o e y; sao ambos adjacentes a vértices em Jy. Portanto, J, faz parte de uma
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ponte de C' contendo x5 e y;. Sendo assim, C' tem trés pontes que se cruzam duas a
duas. Dessa forma, L nao é planar. Além disso, L tem o quadrildtero (qo, z1,¥1,q3,q0)-
Portanto, L nao é isomorfo ao grafo de Heawood. Em resumo, L é presilha Pfaffiana,
nao planar e distinta do grafo de Heawood. Além disso, L tem menos vértices do que G.
Pela hipdtese do Lema da Heranca da Redutibilidade (que estamos a provar), o Teorema
Principal vale para L. Portanto, L é redutivel. O

LEMA 6.1.31
Todo conjunto que reduz L reduz também G.

Demonstracao: Suponhamos que existe um conjunto S de quatro vértices de L, dois em

cada parte da biparticao de L, tal que L — S tem trés ou mais componentes conexas.
Mostraremos que G — S também tem trés ou mais componentes conexas.

Vamos inicialmente mostrar que S —7 nao é vazio. Para tanto, suponha o contrario. O
grafo L[T'], igual a G*[T'], é o cubo, uma presilha. Assim, L[T]—S tem um emparelhamento
perfeito. Logo, L[T] — S, um grafo com quatro vértices, tem uma ou duas componentes
conexas. Uma de suas componentes conexas tem vértices em ©. Todo vértice de © é
adjacente a vértices de J,. Por definicao, J; é conexa. Assim, L — S tem uma ou duas
componentes conexas, contradi¢ao. De fato, S — T nao é vazio.

Assim, |S —T'| < 3. Pelo Corolério 2.3.15, G*[T] — S é conexo. Logo, todos os vértices
de T'— S pertencem a uma mesma componente conexa de L. —S. Portanto, L —.S tem duas
componentes conexas, L1 e Lo, que nao contém vértices de T. Assim, G* — S tem pelo
menos trés componentes conexas; L1, Lo e a componente conexa que contém os vértices
de T'— S. Entao, S reduz G* e portanto reduz G. O

Pelo Lema 6.1.30, o grafo L é redutivel. Seja S uma quadrupla que reduz L. Pelo
Lema 6.1.31, S reduz G, uma contradicao. Em resumo, se G' é um spin, ¢ uma aresta
magra de G, H é uma presilha de G — e com dois vértices de contracao em uma quadrupla
Z, e o Teorema Principal vale para grafos menores do que G, entao Z nao reduz H. 0O

Dividimos o Lema da Heranca da Redutibilidade em trés outros lemas. Estes trés
lemas acabam de ser provados. Temos assim que o Lema da Heranca da Redutibilidade é
verdadeiro. O



Capitulo 7

Lema da Nao Planaridade das
Contracoes

Provaremos neste Capitulo o Lema da Nao Planaridade das Contragoes, como prometido
no Capitulo 4.

7.1 Lema da Nao Planaridade das Contracoes

LEMA 7.1.1 (LEMA DA NAO PLANARIDADE DAS CONTRAGOES)

Seja G uma presilha Pfaffiana, irredutivel. Seja C' := 0g(X) um corte (possivelmente
trivial) de G tal que C' — e é justo em G — e. Se G — e nao é planar, e ‘Y‘ < 5, entao a
contragao (G — e){X — T} nao é planar.

Demonstracao do Lema da Nao Planaridade das Contragoes: Por hipotese, G — e nao é
planar. Entao, se ‘Y‘ = 1 a afirmacao é valida. Portanto, podemos supor que ‘Y‘ > 1.

Ajuste a notacao de forma que e = xgyo, € que o € X. Sejam
H:=(G-e){X -7} ¢ H :=(G-e){X -z}

as duas (C' — e)-contracgoes de G — e. A tnica presilha simples com quatro vértices é o
Cy, que é planar. A unica presilha simples com seis vértices é o K33, que nao é Pfaffiana.
Como G ¢ Pfaffiana e nao planar, G' tem pelo menos oito vértices. No entanto, de acordo
com o Lema 2.6.7, a unica presilha simples Pfaffiana com precisamente oito vértices é o
cubo, que é planar. Portanto, G tem pelo menos dez vértices. Por hipdtese, Y‘ < 5.
Como |V(G)| = |X]| + ‘Y‘, temos que |X| > 5. Sendo assim, H tem pelo menos seis

vértices.

Como G é presilha Pfaffiana, temos que tanto H como H' sdo Pfaffianos. Pelo
Lema 2.4.6, H tem uma orientagao Pfaffiana D(H) na qual T é um sorvedouro. Ana-
logamente, H' tem uma orientacao Pfaffiana D(H') na qual 2 é uma fonte. Entao, pelo

99
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Teorema 2.4.7, D(H) e D(H") podem ser estendidos a uma orientagao Pfaffiana D(G) de
G.

Na Secao 7.1.1, vamos demonstrar lemas auxiliares e, posteriormente, na Secao 7.1.2,
obter contradi¢coes numa analise de casos, deduzindo que H nao é planar. Esta deducao
serd feita por absurdo, supondo que H é planar. E importante ressaltar que alguns dos
lemas da Sec¢ao 7.1.1 adotam a hipdtese de absurdo.

7.1.1 Os Lemas Auxiliares
LEmMA 7.1.2
O grafo H — x( é 2-conexo.

Demonstracao: O grafo H é coberto por emparelhamentos, portanto, pelo Lema 2.2.1, H

¢é 2-conexo. Suponha, por absurdo, que H — x( tenha um vértice v tal que H — x¢o — v seja
desconexo. Entao, Z := {xo,v} é uma 2-separagdo de H. Se v e T sao distintos, entdo Z
¢ uma 2-separacao de GG, uma contradicao ao Corolério 2.3.14. Podemos portanto supor
que v = . Seja {U, W} a biparticao de H, tal que xy € U. Entao, pelo Corolario 2.3.19,
Z CU.

Sejam Ky, K, ..., K,, com n > 2, as componentes conexas de H — Z. Seja F; um
emparelhamento maximo do subgrafo de H gerado por 0y (V (K;)). Como |Z| = 2, temos
que |F;| < 2. Vamos agora definir emparelhamento perfeito N;, para ¢ = 1,2,...,n, de
H tais que F; C N;. Se |F;| = 1, entao basta tomar para N; qualquer emparelhamento
perfeito de H que contém a aresta de F;. Podemos entdo supor que |F;| = 2. Seja M;
um emparelhamento perfeito de G que contém ambas as arestas de F;. Uma das arestas
de F; incide em x, logo e ¢ M;. Assim, M; é emparelhamento perfeito de G — e. Entao,
N; :== M; N E(H) é emparelhamento perfeito de H, tal que F; C N;.

Sabemos que Z C U. Portanto, para ¢ = 1,2,...,n, uma simples contagem mostra
que |V(K;)NW | =|V(K;)NU|+|N;NOx(V(K;))|. Pela otimalidade de F; temos que
|IN; N Oy (V(K;))| = |Fi|]. Assim,

\V(Ki) " W| = |V(K;)NU|+|Fi, (7.1)
Wi = Y IVE)NW, (7.2)
Ul = 121+ IV(K)nU|. (7.3)

Do fato que |[W| = |U|, deduzimos que > ;" |F;| = |Z|. Como n > 2, e |F;| > 1, temos
quen =2e |F;| =1, parai = 1,2. No entanto, o emparelhamento maximo de um corte é
igual a cobertura minima de arestas por vértices. Portanto, um vértice v; de H incide em
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todas as arestas de dy(V (K;)). Sendo assim, ou H — v; é desconexo, ou K; — v; é vazio.
Como H é 2-conexo, temos que K; — v; é vazio, e portanto |V (K;)| = 1. Este argumento
vale para ¢ = 1,2. Sendo assim, H — Z tem duas componentes com um vértice cada
uma. Sendo assim, H tem apenas quatro vértices. Vimos anteriormente que |V (H)| > 6.
Entao, temos uma contradi¢ao. De fato, H — zg é 2-conexo. a

Suponha, por absurdo, que H seja planar. Seja H uma imersao planar de H. Seja F
a face de H — z¢ que contém zo em H. Vimos anteriormente que H tem pelo menos seis
vértices. Sendo assim, pelo Lema 7.1.2, H — 9 é 2-conexo. Portanto, pelo Lema 2.6.2, F'
¢ delimitado por um circuito F'. Esta situacao esta ilustrada na Figura 7.1.

>
&
Q

|
®

%

X A

i Lo

Figura 7.1: Grafos G, H e H', e algumas definicoes feitas: X, C —e e F.

Seja F o subgrafo de GG induzido pelas arestas de F'. E possivel que F contenha arestas
que sao paralelas (em C'). Diferentes escolhas de imersdes planares H de H podem gerar
F’s diferentes, e portanto [’s diferentes (mas iguais a menos de arestas multiplas). A
escolha de H deverd ser feita de acordo com o seguinte critério:

e se possivel, fazer Fg ser um circuito;

e se nao for possivel que Fg seja um circuito, fazer, se possivel, com que os extremos
de Fg sejam adjacentes a yg.

Em todos os casos, Fg é uma trilha de comprimento par. Portanto, a paridade de sua
orientagdo em D(G) estd bem definida.
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LEMA 7.1.3
Se H é planar, entao a orientagao de F¢ é par em D(G).

Demonstracao: Suponha que H seja planar. Seja H uma imersao planar de H. A

orientacao D(H) é orientagao Pfaffiana de H, e F isola precisamente um vértice (o vértice
xy) em H. Portanto, a orientacao de F é par em D(H), de acordo com o Corolério 2.6.5.
Como D(H) é a restri¢cao de D(G) a E(H), o numero de arestas de Fg que concorda em
D(G) com um dado sentido de percurso de Fg é par. O

Seja v um vértice em X —V (F)—xz, adjacente a vértice em X, e seja H(v) := H—x¢—v.
Dizemos que um emparelhamento perfeito M(v) de H(v) é bom se sua restricao a F' é
emparelhamento perfeito de F'. Denotamos por M (v) o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos bons de H(v).

LEMA 7.1.4

Suponha que H seja planar. Entao, H(v) tem um emparelhamento bom M. Além disso,
se Fg for um circuito, e se f denotar a aresta de M N C', entao o extremo em G de f em
X é o tnico vértice de X adjacente a v em G.

Demonstracao: Lembremos que, pela Notacao 2.3.4, X, é definido como a parte majo-

ritdria de X, e X_ é definido como a parte minoritdria de X. O corte C' ndo é justo em
G, mas C' — e é um corte justo de G — e. Portanto, pelo Lema 2.3.5, e incide em vértice
da parte minoritaria de X. Entao, zo € X_. Por definicao, v é adjacente a . Portanto, v
incide em aresta de C' — e, e assim pertence a X, . Assim, xy e v estdo em partes distintas
da biparticao de G. Logo, o grafo G' := G — x¢ — v é coberto por emparelhamentos,
de acordo com o Corolédrio 2.3.9. Seja (' := 9g/(X). Como C — e é justo em G — e,
temos que toda aresta de C' — e incide em vértice de X . Além disso, C’ é subconjunto
de C' — e, pois G’ nao contém o extremo xq de e. Portanto, toda aresta de C’ tem um
extremo em X . O conjunto X é um subconjunto de V(G’), pois nem xy nem v estdo
em X. Entdo, de acordo com o Lema 2.3.5, X é praia de corte justo de G’, e portanto
C'" é justo em G’. Sendo assim, pelo Lema 2.2.2, H(v), uma das C’-contragoes de G, é
coberto por emparelhamentos. Portanto, pelo Lema 2.6.3, F', um circuito que delimita
uma face de H — g — v, é conforme em H — zy — v = H(v). Portanto, existe emparelha-
mento perfeito M de H(v), cuja restrigao a F' é emparelhamento perfeito de F'. Ou seja,
o emparelhamento perfeito M é bom em H(v).

Para completar a prova do lema, mostraremos que o extremo em G de f em X é o
tnico vértice de X adjacente a v em G. Para tanto, suponha o contrario. Entdo, v é
adjacente a algum vértice w de X que nao é incidente em f. Mostraremos agora que
M + vw + e pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de G. Seja M’ a extensao
de {f,vw} a um emparelhamento perfeito de G. Seja N o emparelhamento perfeito de G
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obtido pela uniao de M, M' N E(G[X]) e {vw, e}. Sendo assim, N é um emparelhamento
perfeito de G que é uma extensao de M + vw +e. Como M é bom em H(v), temos que a
restricao de N a F' é emparelhamento perfeito de F'. Por hipotese, Fg é um circuito. Logo
N restrito a Fz é emparelhamento perfeito de Fg. Portanto, o circuito Fg é conforme
em G. Por outro lado, a orientacao de Fg é par em D(G), de acordo com o Lema 7.1.3.
Logo, D(G) nao é Pfaffiana, uma contradi¢ao. De fato, o lema é valido. O

LEMA 7.1.5
Se H for planar, entao |(V(F))N Ng(ZT)| < 2, com igualdade se e somente se T estd em
V(F).

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o enunciado do Lema é falso. Vamos definir

dois vértices, v; e vy de V(F'), ambos adjacentes a T, e que definem em F' dois segmentos,
Fy e F5, ambos contendo vértices internos distintos de Z. Se T nao estd em V(F'), como
o enunciado é falso, T tem dois ou mais vizinhos em V' (F'). Sejam vy e vy dois vizinhos
de T em V(F'). Se T estd em V(F), T tem pelo menos dois vizinhos em V(F'). Como o
enunciado é falso, T tem trés ou mais vizinhos em V' (F"). Dois destes vizinhos sdo vizinhos
de T em F. Seja vy um vizinho de T em G que nao é vizinho de T em F'. Seja vy outro
vizinho qualquer de * em F'. Em ambos os casos, tanto F; quanto F3, os segmentos de F
definidos por vy e v9, contém vértice interno distinto de , como mostrado na Figura 7.2.
Seja Z := {T,v1,v2,x0}. No grafo H — Z, os conjuntos V (Fy) — Z e V (Fy) — Z sdo ambos
nao vazios, pois tanto F; quanto Fy contém vértice interno distinto de Z. Além disso, v,
e vg incidem em F', um circuito que delimita uma face de H — xo. Portanto, V(F}) — Z e
V(Fy) — Z nao sao conexos em H — Z. Logo, H — Z é desconexo.

Como vy e v compartilham circuito facial com xg, temos que H* := H + xgv1 + xovg é
planar, e portanto Pfaffiano. Além disso, H* contém o quadrilatero Q := (T, vy, xg, v2, T).
Portanto, H 4+ E(Q) é Pfaffiano. Note que Z = V(Q). Mostraremos agora que H — V(Q)
tem emparelhamento perfeito. Sejam w; e wy dois vértices de X . Pelo Corolario 2.3.11,
G' := G + wivy + wavy é presilha. Seja M um emparelhamento perfeito de G’ contendo
wyvy e wove. Como M tem duas arestas em C' (as arestas wiv; e wovs), temos que wyvy,
w9 € € sao todas as arestas de M em C', de acordo com o Corolario 2.3.17. Entao, xq, v1 e
v 530 0s Unicos vértices de X emparelhados por M com vértices de X. Entdo, a restricdo
de M a E(G — X —xg—v1 — v9) é emparelhamento perfeito de G — X —x9—v1 —vy. No
entanto, H—V (Q) éigual a G—X —1¢—v;—vs, e portanto H—V (Q) tem emparelhamento
perfeito. Em resumo, H —V (@) é desconexo, e tem emparelhamento perfeito. Além disso,
H + E(Q) é Pfaffiano, e incide em vértice de @), e T estd em (). Isto é uma contradi¢ao
ao Lema 6.1.7. De fato, o vértice T tem em H um nimero de vizinhos em V (F') menor
do que ou igual a dois, com igualdade se e somente se T estd em V (F'). O
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Figura 7.2: Em destaque os vértices xg, T, v € vs.

Analisaremos, agora, as adjacéncias dos vértices de X.

LEMA 7.1.6
E possivel ajustar a notacao de forma que:

e Se ‘Y‘ = 3, entao X = {yo,y1,¥2} € {yoy1,Yoy2} € o conjunto de arestas de G[X];
além disso, tanto y; quanto y, tem pelo menos dois vizinhos em X.

o Se |X| =5, eﬂtégy = {Y0, Y1, Y2, 50, 51} € {Yoy1, Yoy2, Soy1, Soy2, 051} € o conjunto
de arestas de G[X]; além disso, tanto y1 como ys tem pelo menos um vizinho em
X, e s; tem pelo menos dois vizinhos em X.

Demonstracao: No caso em que ‘Y‘ = 3, a validade da afirmacao é imediata. Suponha,

agora, que ‘Y‘ = 5. Sendo assim, X _ tem dois vértices, e X, tem trés vértices. O vértice
Yo estd em X _. Seja sy o outro vértice de X_. Sejam y1, y2 e s1 os vértices de X . O
vértice so somente é adjacente em G — e a vértices de X . Mas so tem grau trés ou mais
em G, e nao incide em e. Logo, s é adjacente aos trés vértices de X . Analogamente,
o vértice yo é adjacente a pelo menos dois vértices de X . Ajuste a notacdo de forma
que yo seja adjacente a y; e yo. Os vértices de X, tem pelo menos trés vizinhos em G.
Como X _ tem somente dois vértices, temos que cada vértice de X, tem pelo menos um
vizinho em X. Entdo, os vértices sy e x sdo adjacentes a todos os vértices de X, em
(G —e){X — z}. O grafo (G — e){X — z} é Pfaffiano e portanto ndo pode ser o K3 3.
Sendo assim, o e s; nao sao adjacentes. De fato, o Lema é valido. O
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Figura 7.3: Grafo G nas duas possibilidades de tamanho de X, com as nomenclaturas
definidas dos vértices de X.

7.1.2 Andlise de Casos do Lema da Nao Planaridade das Con-
tracoes

Demonstrados os lemas na secao anterior, vamos agora completar a demonstracao do
Lema da Nao Planaridade das Contragoes, adotando como hipotese de absurdo que H
¢é planar. Analisaremos trés casos. Em todos os casos chegaremos a uma contradicao,
demonstrando assim o Lema.

CAso 1 O grafo Fg é um circuito.

Nesse caso, temos trés alternativas. Uma delas é que F' seja um circuito de G[X]|. Caso
isto ndo ocorra, temos que T estd em F, e portanto um vértice de X, digamos z, estéa
em Fg. Nesse caso, temos duas possibilidades. Ou z € {y;,y2}, ou ‘Y‘ =D5,ez=s].

CASsO 1.1 O vértice T nao esta em F'.

Nesse caso, I é circuito de G[X]. Seja Z o conjunto de vértices de X adjacentes em G — e
a vértices de X — V(F'). Mostraremos que |Z| > 2. Suponha, por absurdo, que |Z| < 2.
Pelo Lema 7.1.5, no maximo um vértice de F' é adjacente a T em H. Vamos remover de
G no méximo trés vértices: (i) o vértice yo, (ii) o vértice de Z, se existir, e (iii) o vértice
de F adjacente a T em H, se existir. E facil ver que a remocao desses vértices desconecta
G, em contradigao ao Coroldrio 2.3.15. De fato, |Z| > 2.

Seja Z ={z1,22,...,%Zm}, com m > 2. Para i = 1,2, seja u; um vizinho em G — e de
ziem X — V(F). Esta situac@o estd ilustrada na Figura 7.4. Pelo Lema 7.1.4, existe um
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Figura 7.4: G com os emparelhamentos M; e M,, e os vértices definidos na prova.

emparelhamento perfeito bom M; de H(u;). A restrigao de M; a F' é um emparelhamento
perfeito de F'. Seja f; a aresta de M; em C'. De acordo com o Lema 7.1.4, z; incide em f;.
Seja u, o extremo de f; em X. Ainda de acordo com o Lema 7.1.4, Ng(z1) N X —V(F) e
Neg(z) N X — V(F) sao disjuntos. Portanto, uy, u}, us e u) sdo quatro vértices distintos.
Para i = 1,2, u; é o tnico vértice de H — xp nao coberto por M;. Portanto, existe um
caminho My, Ms-alternado P em H que vai de u; a us. Seja P; o segmento maximal de
P em H — 7 que contém u;. Seja ws o extremo de P; diferente de u;. Por paridade,
wy # u}. Portanto, ou wy = us ou wy é incidente na aresta fy, sendo nesse caso igual a
uh. Sendo assim, wq é igual a uy ou a u). Seja M := M; @ E(P;). O emparelhamento M
estd em M (ws), e a aresta f; de M N C nao é incidente no vizinho z; de wy; em X no
grafo GG, em contradi¢do ao Lema 7.1.4. De fato, o Caso 1.1, em que T nao estda em V (F)),
nao acontece.

CASO 1.2 O vértice T esta em F'.

Nesse caso, F tem precisamente um vértice. Adotemos a notacao do Lema 7.1.6. Sejam
v1 € v 0s dois vizinhos de T em F'. Vide Figura 7.5.

LEMA 7.1.7
O vértice de F; em X é o tnico vértice de X adjacente a mais de um vértice de X. Além
disso, os demais vértices de X, nao sao adjacentes a vértices de X — vy — vs.
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Figura 7.5: As duas possibilidades para o grafo G no Caso 1.2.

Demonstracao: O vértice w; de X em Fg é adjacente a vy e a v, pois Fg é um circuito,

pela hipdtese do caso. Mostraremos, inicialmente, que nenhum outro vértice de X é
adjacente a ambos v; e vy. Suponha, por absurdo, que um vértice wo de X, com wy # wy,
é adjacente tanto a vy como a vy. Nesse caso, Q) := (v, wy, Vg, We, v1) é um quadrilatero
de G inteiramente contido em C' —e. Por defini¢ao de D(G), o corte C' — e é orientado em
D(G). Como @ esta inteiramente contido em C' — e, sua orientagao é par em D(G). Por
outro lado, todo quadrilatero de uma presilha é conforme. Em particular, () é conforme
em G. Portanto, D(G) nao é orientacao Pfaffiana de GG, uma contradi¢ao. De fato,
precisamente um vértice de X é adjacente a ambos vy e vs.

Sendo assim, se um vértice wy de X — w; ndo tem vizinho fora de X — v; — vy, entdo
wy tem no méximo um vizinho em X. O vértice yy é o tnico vértice de X_ adjacente
a vértice de X, e yy tem somente um vizinho em X. Portanto, a prova deste lema pode
ser reduzida a se mostrar que nenhum vértice de X, — w; tem vizinho em X — v — vs.
Suponha, por absurdo, que ws seja um vértice de X, — w; adjacente a um vértice v em
X — v —vs. De acordo com o Lema 7.1.5, v ndo estd em F. Como ws estd em X, temos
que v € X,. Portanto, v é distinto de xy. Sendo assim, v estd em X — V(F') — (. De
acordo com o Lema 7.1.4, H(v) tem um emparelhamento bom M. Como M restrito a F’
¢ emparelhamento perfeito de F', temos que a aresta f de M em C incide em wy, o vértice
de F; em X. Entdo, novamente de acordo com o Lema 7.1.4, o tinico vizinho de v em X
é wy, uma contradicdo. De fato, o vértice de Fg em X é o tinico vértice de X com mais
de um vizinho em X, e é o Unico vértice de X | adjacente a vértice de X — vy —vy. O
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CASO 1.2.1 Um vizinho de yo em X estd em Fg.

Como a notacao do Lema 7.1.6 foi adotada, um dentre y; e yo estd em Fg. Ajuste a
notacdo de forma que y; esteja em Fg. Entdo, pelo Lema 7.1.7, y; é o tinico vértice de X
adjacente a mais de um vértice de X. Se ‘Y‘ = 3, pelo Lema 7.1.6, y2 tem dois vizinhos
em X. Entao, podemos supor que ‘Y‘ = 5. Nesse caso, pelo Lema 7.1.6, s; tem dois
vizinhos em X. Isto é uma contradigao. De fato, o Caso 1.2.1 nao acontece.

CAsO 1.2.2 O caso anterior nao acontece.

Figura 7.6: A extensdo de H a uma imersao planar de G — e, no Caso 1.2.2.

Pela hipétese do Caso 1.2, T estd em F', e Fz é um circuito. Como o Caso 1.2.1 nao
acontece, um vértice de X, — y; — y» pertence a Fg. Sendo assim, ‘Y‘ =5 e s; estd em
Fg. De acordo com o Lema 7.1.7, cada um dentre y; e y» tem pelo menos um vizinho
em X. Além disso, pelo Lema 7.1.4; y; e y» tem no maximo um vizinho em X cada, e
estes vizinhos estao em {v,v2}. Ajuste a notacao de forma que y; seja adjacente a v;.
Mostraremos, agora, que y» ¢ adjacente a vo. Suponha, por absurdo, que y» seja adjacente
a v;. Nesse caso, v; é o tnico vértice de X adjacente a vértice em {y;,y>}. Entao,
{v1, $1, 0} é uma cobertura das arestas de C. Portanto, G — {vy, s1, %0} é desconexo. No
entanto, v; e s; estao em partes distintas da biparticao de G. Isto é uma contradicao ao
Corolario 2.3.15. De fato, vy é o Unico vizinho de y, em X e v; é o Unico vizinho de
em X. Sendo assim, a imersdo planar H de H pode ser estendida a uma imersao planar
de G — e, em contradicao a hipdtese do lema, como visto na Figura 7.6.

CAsO 2 O grafo Fg nao é circuito.
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CASO 2.1 O caminho Fg tem um extremo nao adjacente a yg.

Como Fg nao é circuito, T estd em V(F'). Como F; tem um extremo nao adjacente a o,
temos que ‘Y‘ = 5, e que Iy incide em s;. Sejam vy e vy os vizinhos de T em F. Pela
hipétese do caso, s; é adjacente a um dentre v, e v9. Ajuste a notacao de forma que s;
seja adjacente a vs.

LEMA 7.1.8
O corte C'—e de G — e inclui um emparelhamento M de G — e com trés arestas, que cobre
vy e contém a aresta $1vs.

Demonstracao: Vamos inicialmente mostrar que C'— e inclui um emparelhamento M de G

com trés arestas. Suponha, por absurdo, que este nao é o caso. Entao, existe um conjunto
Z de vértices, com |Z| < 2, que cobre as arestas de C'—e. Assim, G — e — Z é desconexo.
Logo, G — Z — xy e G — Z — y, sdao ambos desconexos, pois tanto X como X tem pelo
menos cinco vértices. Isto é uma contradi¢ao ao Corolario 2.3.15. De fato, C' — e inclui
um emparelhamento com M trés arestas. Mas X tem apenas trés vértices incidentes em
arestas de C' — e: 41, y» € s1. Portanto, M cobre X .

Vamos agora mostrar que podemos escolher M contendo syv,. Pelo critério utilizado
na escolha de I, e dado que Fg nao é um circuito, s; nao é adjacente a v;. Entao, vy é
adjacente a um vértice de X, —s;. Seja w um tal vértice. E claro que w € {y1,y2}. Como
F ndo é um circuito, w nao é adjacente a vo. Suponha que o vértice w’ de X — s; — w
seja adjacente a ve. Neste caso, viw e vow' sdo arestas de G, e poderfamos escolher H e
F de forma que s; nio fosse extremo de Fg, em contradicio & escolha de Fr. De fato, s;
é o tnico vértice de X adjacente a v,. Suponha que s;vs ¢ M. Entao, vy nao é coberto
por M. Sendo assim, podemos trocar a aresta de M incidente em s; pela aresta s;vs.

Sendo assim, podemos supor que sjve estda em M. Mostraremos agora que, além
disso, podemos escolher M que cubra vy. Suponha que M nao cubra v;. Como Fg nao
é um circuito, v; nao é adjacente a s;. Logo, v; é adjacente a y; ou ys, digamos y;.
Entao, podemos substituir a aresta de M incidente em y; por y,v;. De fato, M é um
emparelhamento de tamanho trés de J contendo s1v2 que cobre vy. a

Seja M emparelhamento como enunciado no lema anterior. Ajuste a notacao de forma
que y1 seja o vértice de X, emparelhado por M com v;. Seja v o vértice de X — vy — vy
emparelhado por M com y,. Sem perda de generalidade, y; e s; sao os extremos de
F¢. Entao, pelo Lema 7.1.5, v estd em X — V(F). Como y estd na mesma parte
da biparticao de zp, temos que v estd em X — V(F) — zy. Entao, de acordo com o
Lema 7.1.4, H(v) = H — x9 — v tem um emparelhamento perfeito N cuja restrigdo a
F é emparelhamento perfeito de F. Ajuste a notacao, trocando N com N @ E(F) se
necessario, de forma que y,v; seja aresta de N. Entao, M := N + zqyo + vys + Sos1 €
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emparelhamento perfeito de G. Vide Figura 7.7. Seja Q) := Fg + (s1, S0, y1). Note que @
¢ um circuito de G. A restricao de M a () é um emparelhamento perfeito de (). Portanto,
@ ¢é conforme em G. Entao, a orientagao de @@ em D(G) é impar, pois D(G) é Pfaffiana.
De acordo com o Lema 7.1.3, a orientagdo de F é par em D(G). Entao, temos que a
orientagao de (s, S0,y1) é impar em D(G). Seja Q' := (s1, S0, Y1, T, s1) quadrilatero de
(G—e){X — x}. Vide Figura 7.7. Por definigdo de D(H"), o vértice x é fonte em D(H').
A orientacao Pfaffiana D(H') de H' é uma restri¢cdo de D(G). Portanto, a orientacao de
Q' é par em D(H’). Por outro lado, {yoy2} é emparelhamento perfeito de H' — V(Q").
Entao, )’ é conforme em H’. Isto é uma contradigao & escolha de D(H') como orientagao
Pfaffiana de H'. De fato, o Caso 2.1 nao se aplica.

Figura 7.7: Os grafos G e H' = (G — e){X — =z}, no Caso 2.1. Em destaque, os circuitos
Q@ e @' e o emparelhamento perfeito de H' — V (Q').

CASO 2.2 Os extremos de F sao os vértices y; e ys.

Ajuste a notacao de forma que y; seja adjacente a v e yo adjacente a vo. Sejam e; = v1y;
e es = Uoyy. Lembremos que H é uma imersao planar de H. Para i = 1,2, os vértices
To e v; sao ambos incidentes em F. Entao, H* := H + xovy + xgve é planar. Seja
G* := G+ xgv; +xove. Nenhuma das arestas de E(G*) — E(G) estd em 0g+(X). Portanto,
C' — e é um corte justo de G* — e. Entao, H* e H' sao as (C' — e)-contragoes de G* — e.
Mostraremos a seguir que G* é Pfaffiano.

LEmMA 7.1.9
A presilha G* é Pfaffiana.
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Demonstracao: O grafo H* é planar, e portanto Pfaffiano. Pelo Lema 2.4.6, H* tem uma

orientacao Pfaffiana na qual Z é um sorvedouro. Analogamente, H’ tem uma orientagao
Pfaffiana na qual x é uma fonte. Portanto, pelo Teorema 2.4.7, a extensao D(G* — e)
dessas orientagbes a uma orientacdo de G* — e é Pfaffiana. Pelo Lema 2.4.9, D(G* — e)
pode ser estendida a uma orientagado D(G*) de G*, cuja restricao a G é Pfaffiana. Além
disso, x é uma fonte na restrigdo de D(G*) a H’'. Mostraremos que D(G*) é Pfaffiana.
Seja N um emparelhamento perfeito de G —e. Seja s o sinal de N em D(G*). Vamos
mostrar que todo emparelhamento M de G* tem sinal s. As arestas xgvi, Tgvs € a aresta
e sao adjacentes. Portanto, M tem no méaximo uma dessas trés arestas. Se M contém a
aresta e, entdao M é um emparelhamento perfeito de G. Sendo assim, como D(G*) restrita
a (G é Pfaffiana, temos que o sinal de M em D(G*) é s. Portanto, podemos supor que M
nao contenha e. Entdo, M é emparelhamento perfeito de G* — e. Como D(G*) restrita a
G™* — e é Pfaffiana, temos que o sinal de M é s. Portanto, todo emparelhamento perfeito
M tem sinal s em D(G*), e D(G*) é Pfaffiana. De fato, G* é Pfaffiano. O

Uma ordem ciclica (g1, g2, - - -, gn) de um subconjunto das arestas de um corte C’ de
um grafo GG é uma ordem ciclica planar se existe uma imersao planar de G na qual a
ordem ciclica (g1, go, - - . , gn) acontece em C".

LEMA 7.1.10
O corte C'— e — e; — ey contém duas arestas f, e fo, tais que fi e fo nao sao adjacentes em

G, a ordem ciclica (ey, s, fo, f1) € planar em H*, e a ordem ciclica (e, €3, f1, f2) € planar
em H'.

Demonstracao: Vamos considerar o conjunto v* das ordens ciclicas planares (e7, €3, . .., )

de O(T) em H*, tais que ef = e; e e§ = es. Analogamente, seja 7/ o conjunto das
ordens ciclicas planares (e},é),...,¢.) de d(x) em H’, tais que ¢} = e; e e, = es.
Vamos escolher uma ordem c¢* de v* e uma ordem ¢ de +' tais que o prefixo comum
(e =¢},e;=¢h, ... e =¢,) seja o maior possivel. B claro que u > 2, pois (eq,e3) 6
prefixo de ambas ¢* e ¢. Também é verdade que u < r, caso contrario as ordens ciclicas
c¢* e  coincidiriam e G — e seria planar, uma contradicao. Seja f; a aresta que segue
e/, em ¢ e fy a aresta que segue e em ¢*. Por hipétese, f1 e f2 sdo distintas. Suponha
que f1 e fy sejam adjacentes em G. Nesse caso, fi e fo sdo multiplas em um dentre H' e
H*. Portanto, suas posicoes em um dentre ¢’ e ¢* podem ser trocadas, fazendo com que
en1 = fi= fa=-e} . Sendo assim, (e}, e3,..., e, fi = f2) é um prefixo comum a c* e ¢

maior do que (ef,¢€3,...,er), em contradi¢ao a escolha de ¢* e ¢. De fato, fi e fo nado sao

)’ U
adjacentes, nao pertencem a {e;, e3} e aparecem na ordem ciclica (ey, ea, f2, f1) em C' —e
ao redor de T na imersdo H*, e na ordem ciclica (ey, ea, f1, f2) em C' — e ao redor de = na

imersao H’'. Entao, o Lema é valido. a
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Sejam f1 e fo como definidos no Lema 7.1.10. As arestas e, es, f1 e fo incidem todas
em vértices de X ;. No entanto, X | tem precisamente trés vértices. Portanto, pelo menos
duas arestas dentre ey, es, f1 e fo sdo incidentes em um mesmo vértice de X . Sabemos
que e; e e; nao sao adjacentes. Pelo Lema 7.1.10, as arestas f; e fo também nao sao
adjacentes. Além disso, a ordem ciclica (ey, ez, f1, f2) é planar em H'. Logo, e; e f; ndo
sao incidentes em um mesmo vértice de X, nem ey e fo sdo incidentes em um mesmo
vértice de X. Podemos entao concluir que ou e; e fa, ou ey e fi sdo incidentes em um
mesmo vértice de X. Ajustemos a notacdo, trocando e; com ey e f; com f, se necessario,
de forma que e, e f; sejam incidentes em um mesmo vértice de X. Vide Figura 7.8.

Yo
e
n
Y2 fi f
C C
el €2
on U2 U3 o on U2 U3 U4

Figura 7.8: O grafo G* e as duas possibilidades de incidéncia da aresta fi: em y; ou em
S1.

Seja M um emparelhamento perfeito de G contendo e; e e;. Seja N um emparelha-
mento perfeito de G contendo f; e fo. Sejam w; o extremo de f; em X, para ¢ = 1,2.
Seja L := G[M & N][X]. Os vértices de L tem grau 0, 1 ou 2. Os vértices de grau menor
do que dois em L sao precisamente os vértices de {vy, ve, w1, we}. Assim, L se decompde
em circuitos e caminhos, sendo que {vy, v9, wy, we} é 0 conjunto dos vértices de L que sao
extremos de caminhos na decomposicao de L. Para ¢ = 1,2, seja P; o caminho em L cuja
origem é v;.

Vamos agora mostrar que P; e P, sao disjuntos. O vértice vy nao é interno em Py,
pois seu grau em L é menor do que dois. O vértice vy nao é origem de Py, pois vy e v
sao distintos. O vértice v, nao é término de Py, pois vy e vo pertencem a mesma parte da
biparticao de GG, e qualquer caminho M, N-alternado que ligasse v, a vy teria comprimento
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impar (j& que nem v; nem vy incidem em aresta de M em L). Assim, P; ndo é o caminho
da decomposicao de L que contém vsy, e portanto P, e P, sao disjuntos.

Vamos agora mostrar que P; liga v; a w;, para ¢ = 1,2. O caminho P; nao contém vs.
Logo seu término é w; ou wsy. Suponha, por absurdo, que seu término é wy. Entao Ps,
que é disjunto de Py, liga vy a wy. Mas, a ordem ciclica (ey, ey, fo, f1) é planar em H*.
Como vy nao pertence a Pj, entao concluimos que w; pertence a P;. O vértice w; nao é
o término wy de Py, pois w; # wy. O vértice wy nao é interno em Py, pois seu grau em L
¢ menor do que 2. Finalmente, se w; = v; entao o grau de w; em L é zero, o que forga
wy = v; = w1y, 0 que é uma contradicao. De fato, P; liga v; a w;, parai=1,2,e P, e P,
sao disjuntos.

Figura 7.9: O grafo G* e os emparelhamentos M7, em negrito, e M, em tracejado.

Seja () o circuito M, N-alternado de G que contém e;. Entao, () contém v; e portanto
Py é um caminho em Q. Logo, f1 € E(Q). Mas, f; incide em g9, portanto e; também
pertence a F(Q). Assim, as quatro arestas ey, e, fi e fo pertencem a F((Q)) e os caminhos
P, e P, sao ambos caminhos em (). Dessa forma, e; + P, + f1 + e+ P+ fo € um segmento
de . Além disso, como e € M N N, temos que {eq, €2, f1, fa} é precisamente o conjunto
de arestas de @) em C'. Sendo assim, o segmento de ) que vai de y; a fy sem passar por
e1 estd inteiramente contido em G[X]. Seja K o subgrafo de G* induzido pelos vértices
de V(Q)U{xo,yo}. A restricao de M a K é emparelhamento perfeito de K, portanto M
restrito a G* — V(K) é emparelhamento perfeito de G* — V(K). Entao, K é conforme em
G*. Além disso, K é uma bissubdivisao de K33, onde o conjunto de vértices de grau trés

de K é {xg, yo, V1,2, Y1, Y2} Isto pode ser observado na Figura 7.9. Portanto, G* tem uma
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bissubdivisao conforme de Kj33. No entanto, bissubdivisoes de K33 nao sao Pfaffianas.
Sendo assim, pelo Corolario 1.2.4, G* nao é Pfaffiano. Isto é uma contradicao a conclusao
anterior. A hipdtese de que H é planar nos levou em todos os casos a contradi¢oes. De

fato, H nao é planar. O



Capitulo 8

Conclusao

O algoritmo de reconhecimento de grafos bipartidos foi descoberto e provado independen-
temente por McCuaig [13] e por Robertson, Seymour e Thomas [14]. As duas provas sao
bastante diferentes. Nesta dissertacao, apresentamos uma prova alternativa para o algo-
ritmo. Esta prova utiliza métodos distintos dos utilizados nas duas provas anteriormente

conhecidas.
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orientacao

similar, 21

orientagao

bipartida orientada, 26, 125
impar, vii, 2

parcela, 31

permutacao

sinal de, 2

Pfaffiano

polinomio, 1

Pfaffiano, Pfaffiana

grafo, 2
orientagao, 2
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soma
4-soma, 31
4-soma
completa, 31
fina, 31
(@, R)-soma, 31
spin, 40
subdivisao, 3

tijolo, 4
transitivo

P,-transitivo, 24, 124
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Lista de Assercoes

Notagao 1.2, ... 3

Vamos denotar a operacao de diferenca simétrica por .

Lema 1.2.2 {lem:parity:circuit} .......oooiiiiiiiiii s 3

Seja D uma orientacao de um grafo G, fixe uma enumeragao arbitraria dos vértices de D.
Sejam M; e M, dois emparelhamentos perfeitos de G. Seja k o nimero de circuitos de
My & M> cuja orientacao em D é par. Entao,

sgn (M) - sgn(M) = (—1).

Teorema 1.2.3 {thm:define-pfaffian} ............ooiiiiiiiiiiiiii ... 3

Seja G um grafo, M um emparelhamento perfeito de G e D uma orientacao de GG. Entao,
as seguintes propriedades sao equivalentes:

e D ¢é Pfaffiana;

e todo emparelhamento perfeito de G tem o mesmo sinal de M em D;
e todo circuito conforme em G tem orientagao impar em D;

e todo circuito M-alternado tem orientacao impar em D.

Coroldrio 1.2.4 {cor:conformalPfaffian} ..........oooiuiiiiiiiiinaininianain., 3

Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo G. Seja H um subgrafo conforme de G.
Entao, a restricao de D a H é Pfaffiana.

Teorema 1.0, o 5

(Teorema Principal) Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e ndo planar.
Entao, G é o grafo de Heawood.

120
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Notagao 2.1, ..o 9

Sejam G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, G{X — x} é o grafo
obtido de G pela contracao de todos os vértices em X ao vértice z.

Notagao 2.1.2 . 9

Sejam G um grafo, e x um vértice de G. Entao, H := G{x — X} é o grafo obtido de G
pela substituicao de x pelos vértices de X, onde as arestas de GG incidentes em z incidem
em H em um vértice de X. Chamamos esta operacao de expansao.

Notagao 2.1.3 ... 9

Seja G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, dg(X) é o conjunto
das arestas de G com precisamente um extremo em X. Entdo, X e X sao as praias de

Ja(X).
Lema 2.2.1 {lem:mc-2-connected} ..........coouuiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiaen .. 10

Todo grafo coberto por emparelhamentos com quatro ou mais vértices é 2-conexo.

Lema 2.2.2 {lem:mc-cut—mC} .......ooiuiiiiiiii e 10
Seja G um grafo, C' := 9(X) um corte justo de G. Entao, G é coberto por emparelha-
mentos se e somente se cada C-contracao de GG é coberta por emparelhamentos.

Coroldrio 2.2.3 {cor:mc-cut-connected} ...........c.cooiiiiiiiiiiiiiiiiii. 10

Toda praia de corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos gera um grafo conexo.
O

Lema 2.2.4 10
Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Seja Cg := Jg(Xg) um corte justo nao
trivial de G. Seja H := G{X¢ — z¢} uma das Cg-contragoes de G. Suponha que
Cy = 0 (Xpg) seja um corte justo de H. Entao, C'y é corte justo de G. O
Teorema 2.2.5 {thm:lovasz-tight-cut} .......... ... i, 10

(Teorema de Lovasz) Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. O conjunto
de grafos resultantes de uma decomposi¢ao em cortes justos de G é inico a menos de
isomorfismos e arestas miiltiplas.

Teorema 2.3.1 {thm:bipartite:mc:char, item:Gmc, item:NX>=X+1,
item:G-u-v:pm, item:A1-A2-B1-B2} ... .. . . 11

Seja G um grafo com biparticao {U,W?}. Se |U| = |[W/| e G tem pelo menos quatro
vértices, entao as seguintes afirmacgoes sao equivalente:

(i) O grafo G é coberto por emparelhamentos

(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U| —1 entao |N(X)| > |X|+ 1.
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(iii) Para todo uw € U, w € W, o grafo G — u — w tem emparelhamento perfeito

(iv) O grafo G tem emparelhamento perfeito, e para toda partigdo {U’,U"} de U e toda
particao {W’, W"} de W, tal que |U’| = |W’|, o grafo G tem pelo menos uma aresta
que liga U" a W”.

Definicao 2.3.2 ... 12
Uma aresta e de um grafo coberto por emparelhamentos G é removivel se o grafo G — e
¢é coberto por emparelhamentos.

Coroldrio 2.3.3 {cor:removable:bipartite} ..............coiiiiiiiiiiii.. 12

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com pelo menos quatro vértices e biparticao
{U,W}. Uma aresta e de G nao é removivel se e somente se existe uma partigao {U’, U"}

de U e existe uma particao {W’', W"} de W, com |U’| = |IW’| e e é a tinica aresta que liga
vértice de U’ a vértice de W". O
Notagao 2.3.4 {not X+ .. 13

Sejam G um grafo bipartido com biparticao {U, W}, e X um subconjunto dos vértices
de G, tal que | X NU| e | X NW| sejam distintos. Entao, definimos como X, ou Xt o
conjunto dentre X NU e X NW que contém mais vértices. Analogamente, X_ ou X~ é
definido como o conjunto dentre X NU e X N'W que contém menos vértices. Dizemos
que X, é a parte majoritaria de X e que X_ é a parte minoritdria de X.

Lema 2.3.5 {lem:tight:bipartite} ...... ..o, 13

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com bipartigao {U, W}. Um corte C' com
praia X de G é justo se e somente se: (i) | X NU| e |X NW | diferem de exatamente um,
e (ii) toda aresta de C' é incidente em um vértice da parte majoritaria de X.

Lema 2.3.6 .. 13

Os grafos resultantes da decomposicao em cortes justos de um grafo bipartido coberto
por emparelhamentos sao todos bipartidos.

Definicao 2.3.7 ... 13

As presilhas de um grafo bipartido G coberto por emparelhamentos sao as presilhas re-
sultantes de uma decomposicao em cortes justos de G.

Teorema 2.3.8 {thm:brace:char, item:Gbrace, item:NX>=X+2,
1tem:G-ul-ul-Wi-W2IPM} ..ottt e 13

Seja G um grafo com biparticao {U,W}. Se |U| = |IW| e G tem pelo menos seis vértices,
entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) O grafo G é uma presilha.
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(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U| — 2 entao |N(X)| > | X|+2.

(iii) Para quaisquer dois vértices u; e uy em U e quaisquer dois vértice wy e wy em W,
o grafo G — u; — us — w; — we tem um emparelhamento perfeito.

Corolario 2.3.9 {cor:brace=—x-y-—mC} ......o.iuiiuiuiriii i 13
Sejam G uma presilha com seis ou mais vértices e x e y vértices em particoes diferentes
de G. O grafo G — x — y é coberto por emparelhamentos. O
Coroldrio 2.3.10 {cor:brace-2-extensivel} ..............ciiiiiiiiiiiiinanain.. 14

Sejam G uma presilha e e; e e; duas arestas nao adjacentes de G. O grafo G tem um
emparelhamento perfeito contendo e; e es. O
Coroldrio 2.3.11 {cor:bracete=brace} ..............ooiiiiiiiiiiiiinininiiann.. 14
Sejam GG uma presilha com biparticao {U, W}, v um vértice de U e w um vértice de W.
Entao, o grafo G 4+ uw é uma presilha. O
Corolario 2.3.12 {cor:brace>=6=>edge-removable} ..................coouinn.. 14

Toda aresta de uma presilha com seis ou mais vértices é removivel.

Coroldrio 2.3.13 {cor:brace=3} ........oiiiiiiiiiiiiii 14
Sejam G uma presilha com biparticao {U, W} e X um conjunto de trés vértices de G. Se
X nao é subconjunto de U, nem de W, entao G — X é conexo.

Coroldrio 2.3.14 {cor:brace-3-connected} ...........ccoiiiiiiiiiiiiiininn... 14

Toda presilha com seis ou mais vértices é 3-conexa.

Coroldrio 2.3.15 {cor:brace=-321} ... ... ittt 14

Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. Seja Z um subconjunto de V(G) com
no maximo trés vértices, sendo que Z tem no maximo dois vértices em cada parte da
biparticao de G. Entao, G — Z é conexo.

Corolario 2.3.16 {cor:g-presilha-C-e-separa-x0-y0} ...............ooiinin., 15

Sejam G uma presilha e e = xgyp uma aresta de G. Seja C' := Jg(X) um corte nao trivial
de G, tal que C' — e é justo em GG — e. Entao, um dentre zg e yy estda em X _, o outro em
X_.

Corolario 2.3.17 {cor:brace-e-match-e-tight-cut} ............................ 15

Seja G uma presilha, e uma aresta de G, C' := 9(X) um corte nao trivial de G, tal que
C — e é justo em G — e. Entao todo emparelhamento perfeito de G contendo e tem
precisamente trés arestas em C'.
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Lema 2.3.18 {lem:ordem-total-G-e} ............iuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiaannn. 15

Sejam G uma presilha, e = xgyo uma aresta de G, e C := {C1,Cs,...,C,}, comr > 1, 0
conjunto de cortes justos de uma decomposicao em cortes justos de G—e. Seja X; subcon-
junto de V(G), tal que C; = 0g(X;) — e. Entao, é possivel ajustar a nota¢ao, complemen-
tando algumas praias de cortes de C se necessério, tal que X; C Xo C ... C X, C V(G).
Além disso, o conjunto das presilhas de G — e ¢é |J,,., Gi, onde:

o Go:=(G—e){X1— 71}
e G, :=(G—-e{X; - x;H{Xis1 > Tiga}, parai =1,2,...,r — 1;

o G, :=(G—-e){X, =z}

Corolario 2.3.19 {cor:3case} ....o.uuiiiiii e 16

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao
H tem no méximo dois vértices de contragao. Além disso, (i) se H tiver precisamente
um vértice de contragao, entao o (Unico) extremo de e em V(H) estd na mesma parte da
bipartigao do vértice de contracao, (ii) se H tiver dois vértices de contracdo, estes vértices
estao em partes distintas de sua biparticao.

Notagao 2.3.20 . ... .. 16
Considerando a notacgao utilizada no Lema 2.3.18, dizemos que G; e G;41 sao presilhas
consecutivas de G — e, para ¢ = 0,1,...,r — 1. Além disso, dizemos que Gy e G, sao
presilhas externas, e que G;, para i =1,2,...,r — 1, sao presilhas internas de G — e.

Lema 2.3, 20 . 17

Sejam GG uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao,
uma das seguintes afirmacoes acontece:

o H=G—e.

e Seja Cx := 0g(X) um corte nao trivial de G, tal que o corte C'x — e é justo em
G —eeografo H é a (Cx — e)-contragao (G —e){X — x} de G—e. Entao, e € Cx
e o extremo de e nao contraido estd na mesma parte de x da biparticao de H.

e Sejam Cx := 0g(X) e Cy := 0¢(Y) cortes ndo triviais de G, tais que os cortes
Cx —ee Cy —esao justos em G — e, e o grafo H é a (Cx —e), (Cy — e) contragao
(G—e){X — zH{Y — y} de G—e. Entao, e € (Cx NCy), e x ey estdo em partes
distintas da biparticao de H.
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Lema 2.3.22 {lem:brace-3-match} ..o, 17
Seja G uma presilha, X C V(G) e C' := 9(X) um corte de G, tal que | X| >3 e ‘Y‘ > 3.
Entao, H := G[C] tem um emparelhamento de tamanho trés.

Definicao 2.3.23 ... . 18

Uma bicontracao é uma operacao aplicada sobre um grafo onde se contrai um vértice de
grau dois e seus dois vizinhos a um tnico vértice.

Definicao 2.3.24 ... . 18
O indice de uma aresta e é o nimero de extremos de e que tém grau trés.
Definicao 2.3.25 ... 18

Seja e uma aresta de uma presilha G com mais de quatro vértices. A aresta e é dita
magra se uma presilha pode ser obtida de G — e por k bicontragoes, onde k é o indice de
e.

Definicao 2.3.26 .. ... .. 18
Uma aresta magra e é dita verdadeiramente magra se a presilha obtida de G — e através
de k bicontracoes for simples.

Teorema 2.3.27 {thm:truly-thin} ...... ... ... i, 19

Toda presilha simples com pelo menos seis vértices distinta de roda dupla By, (n > 4);
distinta de prisma bipartido Ly, (n > 2); e distinta de escada de M&bius bipartida My, o
(n > 1), tem uma aresta verdadeiramente magra.

Teorema 2.3.28 .. 19

Toda presilha com seis ou mais vértices tem uma aresta magra.

Lema 2.3.29 {lem:brace-gen} ..........ooiiiiiiiiii i, 20

(Geragao de Presilhas) Seja H uma presilha com biparticao {A, B}. As seguintes
operacoes resultam em uma presilha G:

e Sejam z e y vértices de H tais que x € A ey € B. A presilha GG é obtida de H pela
adicao da aresta xy.

e Sejam x e y vértices de H tais que x,y € A, e o grau de x seja pelo menos quatro.
Seja H' := H{x — {x1,z2}} tal que tanto x; como 5 tenham dois vizinhos em H'.
A presilha G é obtida de H’ pela adicao de um vértice xq e das arestas xoxi, Tols

€ Toy.

e Sejam x e y vértices de H, tais que © € A, y € B e cujos graus sao pelo menos
quatro. Seja H” := H{x — {1, 22} H{y — {y1,y2}}, tal que cada um dentre x1, x,,
Y1 € Yo tenham dois vizinhos, e pelo menos um vizinho em V(H) —{z,y}. A presilha
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G é obtida de H” pela adicao de dois vértices g e yo, e das arestas xox1, XoZ2, Yoy,

YolY2 € ToYo-

Lema 2.3.30 {lem:roda-prisma-planar} .............o.eeeeiiiinananninenannnn.n. 20

Toda roda dupla e todo prisma é planar.

Lema 2.3.3 0 .. 20
Toda escada de Mobius bipartida é coberta por emparelhamentos. |
Lema 2.3.32 {lem:escada-mobius-nao-pfaffian} ...............coooiiiiiin... 20

Toda escada de Mobius bipartida é nao Pfaffiana.

Teorema 2.4.1 {thm:caracteriza-pfaffian} ........... ... ..., 21
Um grafo bipartido GG é Pfaffiano se e somente se nao existe um subgrafo H conforme de
G que é uma bissubdivisao de K3 3.

Lema 2.4.2 {lem:similarPfaffian} ............oiuiiiiiiiiiiiii . 21
Sejam Dy e Dy duas orientagao similares de GG. Entao, D, é Pfaffiana se e somente se Dy
for Pfaffiana.

Teorema 2.4.3 {thm:unique-extension} ..., 21

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, ¢ uma aresta removivel de G, e D' uma
orientacao Pfaffiana de G — e. Se G é Pfaffiano, entao existe precisamente uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana D de G.

Lema 2.4.4 {lem:similar-bipartido} ..........cc.ouiiiiiiiiiiiiiiiinn. 21
Sejam D; e Dy duas orientagoes Pfaffianas de um grafo bipartido G. Entao, Dy é simi-
lar a D.

Teorema 2.4.5 {thm:existence-extension-conformal} ......................... 21

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos, H um subgrafo conforme de G
coberto por emparelhamentos, e D’ uma orientacao Pfaffiana de H. Existe uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana de G se e somente se G é Pfaffiano.

Lema 2.4.6 {lem:similar-source-sink} ...........oouiiiiiiiiiiniinunianann.. 22

Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipartido GG. Sejam u e w dois vértices de
G em partes distintas da biparticdo de G. Existe uma orientacao Pfaffiana D’ similar a
D tal que u ¢é fonte e w é sorvedouro.

Teorema 2.4.7 {thm:1little-cut-extension} ..............cooiiiiiiiiiiiinn... 22

Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos, C' um corte justo de G e G; e Gs as
duas C-contragoes de G. Entao, G é Pfaffiano se e somente se G; e Gy sao Pfaffianos.
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Além disso, se Dy e D, sao orientacoes Pfaffianas de G; e G, respectivamente, e D1 e Dy
sao orientadas em C' e concordam em C', entao a extensao de D e Dy a uma orientagao
de G é Pfaffiana.

Coroldrio 2.4.8 {cor:little-cut} .......oooiuiuiiiiiiiiii i 22
Sejam G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano e e uma aresta re-
movivel de G. Entao, todos os grafos de uma decomposicao em cortes justos de G — e sao
Pfaffianos. Em particular, todas as presilhas de G — e sao Pfaffianas. a
Lema 2.4.9 {lem:orientacao-canonica-Gstar} ..............cooiuiriinininan.... 23
Seja GG um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano, seja R um conjunto de
arestas adicionadas a G tal que G* := G + R ¢é bipartido e coberto por emparelhamentos.
Seja e uma aresta removivel de G. Toda orientagao Pfaffiana de G* — e tem uma extensao
a uma orientacao D* de G* cuja restricao a GG é Pfaffiana.

Lema 2.4.10 {lem:estende—Contracan} ..........c.oeuiuiuiiiininininnunninnnn.. 23

Seja GG um grafo coberto por emparelhamentos Pfaffiano. Seja H um grafo obtido a partir
de G por contragao de praias de cortes justos de G. Seja D(H) uma orientacao Pfaffiana
de H na qual todo vértice de contracao de H é ou uma fonte ou um sorvedouro. Entao
G tem uma orientagao Pfaffiana cuja restricao a H é igual a D(H).

Lema 2.5.1 {lem:hea-vert—trans} ..........c.ouiiiiniuiiniiiiiiiaaaen.n. 24

O grafo de Heawood é transitivo nos vértices.

Definicao 2.5.2 ... 24
Um grafo G é P,-transitivo se, para todo par de caminhos P := (pg,p1,...,Pn-1) €
Q = (q0,q1,---,qn-1), existe um automorfismo ¢ de G tal que ¢(p;) = ¢, para i =
0,1,....n—1.

Lema 2.5.3 {lem:hea-p2-trans} .........ooouuiuiriiiiiiiii i, 24
O grafo de Heawood é P,-transitivo.

Lema 2.5.4 {lem:hea-p5-trans} .........ooiiuiuiriiii i, 25
O grafo de Heawood é Ps-transitivo.

Lema 2.5.5 {lem:H14properties} .......oiiniuiiii e 25
O grafo de Heawood é Ps-transitivo, nao planar, tem diametro trés e cintura seis.
Coroldrio 2.5.6 {cor:hea-sym—e} ...........ooiiuiiiiiiiiiiiiiii it 26

Sejam vy e vy dois vértices adjacentes de Hyy. Sejam v], e v] dois vértices adjacentes de

H,4 (possivelmente {vg, v} N{v), v} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva v
) 0 Y1

a v, e v auv.
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Coroldrio 2.5.7 {cor:hea-sym+e} .........o.iiiiiieiiiiiii i 26
Sejam vy e vy dois vértices nao adjacentes de Hy4 em partes distintas da biparticao de
Hy,. Sejam v e v} dois vértices ndo adjacentes de Hq4 em partes distintas da biparticao
de Hy4. (possivelmente {vg,v1} N {v,v]} néo é vazio). Existe um automorfismo que leva
Vg & V) € U1 a V).

Coroldrio 2.5.8 {cor:hea-sym-uu} ..ot 26
Sejam vy e v; dois vértices de Hi4 em uma mesma parte da biparticao de Hyy. Sejam
v, e vj dois vértices de Hy4 em uma mesma parte da biparticdo de Hi4. (possivelmente
{vo, v1} N{vy, v}} ndo é vazio). Existe um automorfismo que leva vy a vj, e vy a v}.
Definicao 2.5.9 ... 26
Uma orienta¢do D de um grafo com biparticao {U, W} é bipartida orientada se ou (i)
toda aresta de D tem sua origem em U, ou (ii) toda aresta de D tem sua origem em W.
Lema 2.5.10 {lem:hea-dir-bip} ......oooiuiiiiii 27

Toda orientacao bipartida orientada do grafo de Heawood é Pfaffiana.

Lema 2.5.11 {lem:H14Pfaffian} .........ooiuiuiiniiii i, 27

O grafo de Heawood é uma presilha Pfaffiana.

Lema 2.6.1 {lem:planar-Pfaffiano} ............couuiiuiuiiiiiiiiiiininiannnnn. 28
Todo grafo planar é Pfaffiano.

Lema 2.6.2 {lem:2-conexo-face-circuito} ............coiiiiiiiiiiiiiiin... 28

Seja G um grafo planar simples 2-conexo. Entao toda face de G é delimitada por um
circuito.

Lema 2.6.3 {lem:mc-face-conforme} ............c.ooiiuiuiiiiiiiiiinniniiannnn.. 29

Toda face de um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos é delimitada por
um circuito conforme.

Lema 2.6.4 {lem:paridade-Q-v-interno} .............ooviuiuiiiiiininananninen.. 29

Se D é uma orientacao das arestas de um grafo planar conexo tal que todo circuito facial
de D (exceto possivelmente o circuito que delimita a face infinita) tem um nimero impar
de arestas no sentido horario, entao em cada circuito, o nimero de arestas orientadas no
sentido horéario tem paridade oposta a paridade do nimero de vértices de D dentro do
circuito. Dessa forma, D é Pfaffiano.

Coroldrio 2.6.5 {cor:plan—par} ...........oiiiuiiiiiiiiiiiiii 29

A paridade da orientacao de um circuito em uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipar-
tido planar coberto por emparelhamentos é o oposto da paridade do nimero de vértices
internos ao circuito numa imersao planar.



LISTA DE ASSERCOES 129

Teorema 2.6.6 {thm:planar-3-Conexo} .........coiuiuiuiiniuinniiiiananinn.. 29

Um grafo simples planar 3-conexo tem uma tnica imersao planar.

Lema 2.6.7 {lem:cubo-unico-planar-pfaffian-8} .................c.ooiiian... 30
O cubo ¢é a unica presilha simples planar com oito vértices, e a tnica presilha simples
Pfaffiana com oito vértices.

Teorema 3.1.1 {thm:braces-4-sum-braces, item:brace-down, item:brace-up} 32

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos que é uma 4-soma de n > 2
grafos bipartidos. Entao,

(i) se G é uma presilha, entao cada parcela é uma presilha;

(ii) se G nao é uma presilha mas cada parcela é uma presilha, entdo n < 3 e a soma
nao é completa. Se, além disso, n = 3, entao a soma é fina e G = Hy.

Corolario 3.1.2 {cor:summand-conformal} .............oiuiiiiiiiiiiiiiiiian.., 35
Seja G uma presilha que é uma (@), R)-soma dos grafos de uma colegao G de grafos bipar-
tidos. Para cada sub-colecao G’ de G e para cada superconjunto R’ de R, a (@), R')-soma
G’ dos grafos em G’ é um subgrafo conforme de G.

Teorema 3.2.1 {thm:pfaffian-braces-sum} ..............coiiiiiiiiiiain... 36

Seja G uma (@, R)-soma de n > 2 grafos bipartidos. Se a 4-soma é completa ou se n > 3,
entao GG é uma presilha Pfaffiana se e somente se cada parcela é uma presilha Pfaffiana.

Lema 4. 0.0 41

O grafo de Heawood é irredutivel.

Teorema 4. 1.2 42

(Teorema Principal) Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e ndo planar.
Entao, G é o grafo de Heawood.

Lema 4.1.3 {lem:G-e:has-heawood} ..........oooiuiiiuiiiiiiiiiiiiii. 42

(Lema do Grafo de Heawood Nao Contido) Seja G uma presilha simples Pfaffiana,
e uma aresta de G. Entao, nenhuma presilha de G — e é isomorfa ao grafo de Heawood,
mesmo desconsiderando-se arestas multiplas.

Lema 4.1.4 {lem:heranca-redutibilidade} ..............coiiiiiiiiiiina.. 42

(Lema da Heranca da Redutibilidade) Seja G um spin, e uma aresta de G, e H
uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal vale para todo grafo menor que G, e se (i)
o grafo H tem no méximo um vértice de contracdo, ou se (ii) a aresta e é magra, entao
H ¢ irredutivel.
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Lema 4.1.5 {lem: j-e-contracao—-nao-planar} ................c.oeeeeiniinennnnnn.. 42
(Lema da Nao Planaridade das Contragoes) Seja G uma presilha Pfaffiana e
irredutivel e e uma aresta de G. Seja C' := 0g(X) um corte de G tal que C' — e é justo
em G —e. Se G — e nao é planar, e ‘Y‘ < 5, entao a contracao (G — e){X — T} nao é
planar.

Corolario 4.1.6 {cor:InpC} ......ouiuin it 42
Seja G um spin, e e uma aresta de G. Entao, G — e nao é planar.

Lema 4.1.7 {lem:g-e-nao—planary} ..........c.oeuininiuarniinaiiiiaaaeen... 43

Seja J uma presilha simples Pfaffiana nao planar, e = x¢y9 uma aresta de J. Entao J —e
nao é planar.

Lema 4.1.8 {lem:g-e-presilha-planar} ............ooiuiuiiirinininininenenen.. 43

Seja e uma aresta de GG, e H uma presilha de G —e. Se H tem no méaximo um vértice de
contragao, ou se e é magra, entao H é planar.

Lema 4.1.9 {lem:e-magra-tipo—2-planar—s0} ...........coeiruriraranananenen.n. 43

Toda aresta magra e de G tem indice igual a 2, e a presilha interna de G — e é planar.

Notagao 4.1.10 {not :H+XY} ..o 45
o X :={xg,x1,22} e C(X) := da(X);

o YV :={yo,y1,y2} e C(Y) :=0c(Y);

H:= (G —e{X = aH{Y —y};

H(T) = (G- e{X - T} e HF) = (G —e){Y -7}

H(x) := (G — e/{X — a} e H(y) = (G — )Y — y}.

Lema 4.1.11 {1em:G-14V} ... oo e 45
O grafo H tem dez ou mais vértices, e portanto GG tem pelo menos quatorze vértices.
Lema 4.1.12 {lem:quadrupla-nobre} ............c.coouiiiiiiiriiiiiiiiniannnn.. 46

As arestas de Og(x1) — T30 ndo sdo contiguas na ordem ciclica de dy(x) ao redor de x
em H. Vide Figura 4.3.

Lema 4.1.13 {lem:e-fora-quadrilatero} ...............coiiiiiiiiiiiiiiann... 48

A aresta e nao pertence a quadrildtero de G que tenha vértice de grau trés nao incidente
em e.
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Lema 4.1.14 {lem:f-incide-quad-g3} ..... ...ttt 48

Se f for uma aresta verdadeiramente magra de H e se um extremo v de f tem grau trés
em (G, entao v nao pertence a quadrilatero de G' — f.

Lema 4.1.15 {lem:2-c4-ruim} ......c.ioiiiiiii e 50

Suponha que f seja uma aresta verdadeiramente magra de H, e que GGy tenha precisamente
quatro vértices. Entao, G; tem mais de quatro vértices.

Teorema 4.1.16 {thm:f-magra-H-magra-G-2cond} ...............c.oiiiiiinion... 51

Seja f uma aresta magra de H, tal que ou (i) f é verdadeiramente magra em H, ou (ii)
o indice de f em G é menor do que 2. Entao, f é uma aresta magra de G.

Lema 4. 0.0 52

O nimero de presilhas com mais de quatro vértices obtidas na decomposicao em cortes
justos de G — f é precisamente um.

Teorema 4.1.18 {thm:h-sem-vm-g-h14} ... ... .. ... .. . . i, 54
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao GG é o grafo de Heawood.
Lema 4.1.19 {lem:h-sem-vm-b10} ... ... oot 55
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao H é a roda dupla Bjy.
Lema 4.1.20 {lem:h-b10-g-h14} .. ... . i 55
Se H é igual ao grafo Bjg, entao G é igual ao grafo de Heawood.

Teorema 4.1.21 {thm:f-nao-vm-H} ...... .. . ... i 56
A presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra.

Lema 4.1.22 {lem:x-rs-disjuntos} ...........ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiii.. 57
Se f nao incide nem em x nem em adjacente de z, entao X N (RUS) = (.

Lema 4.1.23 {lem:x-r-1-xr=-yS=0} ... .0t ii 58

Se f nao incide em x, mas incide em adjacente de x, entao podemos ajustar a notagao
de forma que z; = r; seja o unico vértice de X U R que pertenca a mais de um conjunto
dentre X, Y, Re S. Além disso, 1 = r; nao pertence a Y U S.

Lema 4.1.24 {lem:contiguo-H-L} ... . ... i 63
Seja L := (H — f){{x,r0,72} — pH{y, s0, s2} — ¢} uma imersdo de L obtida de H — f
pela contracao dos caminhos (z, g, 72) € (Y, So, S2) aos vértice p e ¢, respectivamente. Seja
F um subconjunto das arestas de dy(x) — xry. Entao, as arestas de F' sdo contiguas em
On(x) ao redor de z em H se e somente se as arestas de F sdo contiguas em 9 (p) ao
redor de p em L.
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Lema 5.0 0 67

Seja G uma presilha simples Pfaffiana, e = xgy uma aresta de GG. Entao, o grafo simples
subjacente de qualquer presilha de G — e nao é isomorfo ao grafo de Heawood.

Lema 6. 0.0 75

(Lema da Heranca da Redutibilidade) Seja G um spin, e uma aresta de G, e H
uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal vale para todo grafo menor que G, e se (i)
o grafo H tem no méximo um vértice de contracao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao
H ¢ irredutivel.

Lema 6.0 2 76

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contragao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

Corolario 6.1.3 ..., 76

Sejam GG um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Lema 6.0.4 76

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H. Se Z contém dois vértices de contracao de H, a aresta e é magra, e

o Teorema Principal vale para todo grafo com menos vértices que G, entao Z nao reduz
H.

Lema 6.1.5 {lem:heranca-redutibilidade-b} ...t 76

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G' — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contragao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

Lema 6.1.6 ... ... 7
A orientagao D(G*) é Pfaffiana.

Lema 6.1.7 {lem:heranca-redutibilidade-a-unido} ..............cooviuinnin... 82

Sejam G uma presilha Pfaffiana irredutivel, e = zoyo uma aresta de G, e C' := 0g(X) um
corte no trivial de G, com C' —e justo em G'—e, e 79 € X. Sejam H := (G — e){X — T},
e {U, W} a biparticdo de H. Seja Z C V(H), talqueT € Z, e |ZNU|=2=|ZNnW|.
Seja H* o grafo bipartido obtido de H pela adicao de arestas com ambos os extremos em
Z, de forma que H*[Z] seja um quadrildtero. Suponha que H* é Pfaffiano e H — Z tenha
emparelhamento perfeito. Seja ¢ o nimero de componentes conexas de H — Z. Entao,
¢ < 2, com igualdade somente se e nao incide em vértice de Z.
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Corolario 6.1.8 ... . 82
Sejam G um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Proposigao 6.1.9 {prp:lhr-a-unido} ............oiiiiiiiiiii 83
O conjunto X tem somente um vértice adjacente a vértices em V(J1) UV (Jy), e este
vértice estd em X .

Lema 6.1.10 {lem:heranca-redutibilidade-c} .............coiiiiiiiiinann... 86

Seja G um spin, e uma aresta magra de G, H uma presilha de G — ¢, e Z uma quadrupla
de vértices de H contendo dois vértices de contracao de H. Se o Teorema Principal vale
para todo grafo menor que G, entao Z nao reduz H.

Definicao 6.1.010 ... 87

Sejam v; € QQ;, e v;11 € Qi11, onde os Indices sao tomados modulo quatro, e k um inteiro,
1 < k <n tais que:

e v; é ligado por uma aresta e; de G' a um vértice w; de Ji;
e v, é ligado por uma aresta e;;; de G a um vértice w;, de Jj.

Vide Figura 6.6. Se Hj tem um emparelhamento perfeito que contém e;, e;11, e a

aresta @¢;i0¢;+3 de @), entao diz-se que v; e v, 41 sao Hy-conexos. Representa-se por

k I . .
v; ~ vjp1.Estendemos esta definicao para o caso em que v; e v;y1 sao adjacentes em

G. Nesse caso, dizemos que v; e v;41 sao Hy-conexos para todo k.

Notagao 6.1.012 ... 87

Chamaremos de 7" o conjunto | JQ;.

Definicao 6.1.013 ... 87

Seja G* a presilha obtida de G pela adicao das arestas em

A= {uw: Hj,uiw;u,w € UQZ} — E(G).

Definicao 6.1.014 ... . 87

) k
Dizemos que uma aresta f = vv;41 de E(G*) tem cor k se v; ~ viy1.

Lema 6.1.15 {1em: vi-vil=CONeX0} .. ....utuiriiiiit it 88

Seja v; € Q; um vértice adjacente a vértice de Ji. Entao, existe um vértice v;11 € Qi41,
adjacente a vértice de Ji, tal que v; e v; 41 sao Hy-conexos.
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Lema 6.1.16 {lem:Qi-adj=TIK} .....oouiriiiniii e 88
Para i = 0,1,2,3 e para k = 1,2,...,n, o conjunto (); contém um vértice adjacente a
vértice de Jg.

Lema 6.1.17 {lem:Qi+-adj-Qi-1} .. .ot e 88
Para 1 = 0,1,2,3, todo vértice de Q; ¢ adjacente em G* a algum vértice de Q;_1 e a
algum vértice de (;41.

menos um dentre v e w é adjacente a vértice de V(G) — T — V (Jy).

Lema 6.1.19 {lem:descargal} ..ottt 89

(Lema da Descarga) Seja f uma aresta de A de cor k. Seja M um emparelhamento
perfeito de G* contendo f, tal que M NI(V (Jg)) = 0. Entao, G* tem um emparelhamento
perfeito M’ tal que:

e M'NA=(MnNA)-f;
o M'No(V(Jy)) = Mno(V(J)), para todo ¢ distinto de k;

e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G*).

Lema 6.1.20 {lem:cargal .......cooiuimimimiiiii e 90

(Lema da Carga) Seja M um emparelhamento perfeito de G* tal que | M NO(V (Ji))| =
2. Entao, G* tem um emparelhamento perfeito M’ tal que:

o M'NIA(V(Jy)) = 0;
e M'NI(V(J;)) = Mno(V(J;)), para todo j # k;

e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G™*).

Lema 6.1.21 {lem:H-red-x1y2-Na0} .......couiriiiiiiiiiiiiiiiii e, 91
Em G* nao existem duas arestas adjacentes que ligam vértice de () a vértice de (5.
Lema 6.1.22 {lem:H-red-cubo} ..... ..ottt 93
O grafo G*[T] é o cubo.

Notagao 6.1.23 ... . 93
Ajustamos a notacao de forma que z1y; e x2ys sejam arestas de G*.

Notagao 6.1.24 ... . 93

Denotamos por © o grafo G*[T'— ¢ — o, um hexagono com uma corda. Vide Figura 6.9.
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Lema 6.1.25 {lem:H-red-xiyi-cor—i} .........oiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 94
A aresta x1y; tem uma cor ¢; e a aresta xays tem uma cor co tal que ¢; # cs.

Notagao 6.1.26 . ... 94
Ajustamos a notacao de forma que z1y; tenha cor 1 e x5y, tenha cor 2.

Lema 6.0, 27 . 94
O grafo G* é Pfaffiano.

Lema 6.1.28 {lem:H-red-q0xiyig3} .. ...oiiiiirii 96
Se Ni # V(O) entao Ny = {qo, 1,91, 93} ou Nx. = {qo, T2, Y2, q3}-

Corolario 6.1.29 ... 96

Existe uma componente conexa J; de H — V(Q) tal que todo vértice de © é adjacente a
vértice de Jg.

Lema 6.1.30 {lem:H-red-L-redutivel} ..........c.ooiiiiiiiiiiiiiiiiann., 97
O grafo L é uma presilha redutivel Pfaffiana e nao planar.

Lema 6.1.31 {lem:H-red-L-red-G-red} .........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiannns 98
Todo conjunto que reduz L reduz também G.

Lema 7. 0. 99

(Lema da Nao Planaridade das Contragoes) Seja G uma presilha Pfaffiana, irre-
dutivel. Seja C' := 0g(X) um corte (possivelmente trivial) de G tal que C' — e é justo
em G —e. Se G — e nao é planar, e ‘Y‘ < 5, entao a contracao (G — ¢){X — T} nao é

planar.

Lema 7.1.2 {1em:H-X0=2-CONEXO} ...\ttt 100
O grafo H — xg é 2-conexo.

Lema 7.1.3 {lem:par-FG} ... ... 102

Se H é planar, entdo a orientacao de F é par em D(G).

Lema 7.1.4 {lem:Mv-F-conforme} ............ooiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiinannn. 102

Suponha que H seja planar. Entao, H(v) tem um emparelhamento bom M. Além disso,
se Fg for um circuito, e se f denotar a aresta de M N C', entao o extremo em G de f em
X é o tinico vértice de X adjacente a v em G.

Lema 7.1.5 {1em:NH(Y) <=2} ... i 103

Se H for planar, entao |(V(F))N Ng(Z)| < 2, com igualdade se e somente se T estd em
V(F).

Lema 7.1.6 {lem:adj-Xb-1em=1npC} ......ouuriiininitiiiiiiiiiiaaiaaeenn, 104

E possivel ajustar a notacao de forma que:
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e Se ‘Y‘ = 3, entdao X = {yo,y1, %2} € {yoy1, Yoy} é o conjunto de arestas de G[X];
além disso, tanto y; quanto y» tem pelo menos dois vizinhos em X.

e Se |X| =35, entéo_y = {¥0, Y1, Y2, S0, 51} € {Yoy1, Yoy2, SoY1, Soy2, Sos1} € 0 conjunto
de arestas de G[X]; além disso, tanto y; como y2 tem pelo menos um vizinho em
X, e s; tem pelo menos dois vizinhos em X.

Lema 7.1.7 {1em:FG-unico} .......oiuiiiiiii e 107
O vértice de Fz em X é o unico vértice de X adjacente a mais de um vértice de X. Além
disso, os demais vértices de X, ndo sdo adjacentes a vértices de X — vq — vo.

Lema 7. 0.8 109
O corte C'—e de G — e inclui um emparelhamento M de G — e com trés arestas, que cobre
vy e contém a aresta Sjvs.

Lema 7.0, 111
A presilha G* é Pfaffiana.

Lema 7.1.10 {lem: cruzamento-no-corte} .............c.cooviiiuiiiiiinianain.. 111

O corte C' —e — e — e5 contém duas arestas fi e fo, tais que fi e f> nao sao adjacentes em
G, a ordem ciclica (eq, g, fo, f1) é planar em H*, e a ordem ciclica (ey, es, f1, f2) é planar
em H'.



