Algoritmos

Pedro Hokama

O Problema da Multiplicacdo de matrizes é extremamente
importante pois é a essencial para aplicacées em diversas areas:

Computacio Grafica

Machine Learning

Biologia Computacional
Algoritmos Matematicos e Fisicos.

e muitas outras.
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[clrs] Algoritmos: Teoria e Pratica (Terceira Edicdo) Thomas H. Cormen, Charles Eric Leiserson,
Ronald Rivest e Clifford Stein.

[timr] Algorithms llluminated Series, Tim Roughgarden
Desmistificando Algoritmos, Thomas H. Cormen.
Algoritmos, Sanjoy Dasgupta, Christos Papadimitriou e Umesh Vazirani

Stanford Algorithms
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLXFMm1k03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?1list=PLXFMml1k03Dt5EMI2s2WQBsLsZ17ASHEK6

Conjunto de Slides dos Professores Cid C. de Souza, Candida N. da Silva, Orlando Lee, Pedro J. de
Rezende

Conjunto de Slides do Professores Cid C. de Souza para a disciplina MO420

Qualquer erro é de minha responsabilidade.

Problema de Multiplicacdo de Matrizes

Sejam X e Y duas matrizes quadrada n x n, desejamos obter a
matriz Z = X.Y também n x n, tal que

n
Zj= Z Xik- Yy
k=1
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt7Q0xr1PIAriY5623cKiH7V
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXFMmlk03Dt5EMI2s2WQBsLsZl7A5HEK6

a b\ (e f\ [(ae+bg af+ bh
c d/\g h) \ce+dg cf+dh
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@ Sera possivel fazer em tempo menor que cubico?
@ Vamos tentar o paradigma de Divisdo e Conquista!
@ lIdentificar os passos de Divisdo, Conquista e Combinac3o.

@ Sera que conseguimos dividir a matriz de alguma forma como no
algoritmo de contagem de inversdes.
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Para obter cada nimero Zj; precisamos multiplicar os n pares de
elementos formados por Xjx e Y para k =1...n. Qual a
complexidade para se obter cada Z;;7

Q@ O(n)

O O(nlogn)

Q@ O(n?)

Q@ o(nd)

E qual o tempo de execucdo total do algoritmo para obter todos os
O(n?) valores de Z em fungdo da largura das matrizes n?
©(nlogn)

© 000
o O

(
(n°)
(
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Primeira |deia
Dividir cada matriz em quadrantes:
A B E F
(¢ 0)er-(e 1)
A multiplicagdo de matrizes nesse caso se comporta como se
multiplicassemos elementos isolados.
B _ (AE+ BG AF + BH
=Xy = (CE+DG CF+DH>
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@ Volker Strassen, € um matematico alem3o

a1 a2 bin b2 e1n ez fu1 fi2
Xy — | 82t a2 b1 b2z e1 ex fi1  fn
cair cz2 dun di2 g1 g12 hu  hi2
1 C2 da1 dx2 g21 822 ha1 hx

aiier1 + aizez1 + biigi1 + bi2ge1  ainierz + aizexn + bi1gi2 + bi2ge2 213 214
azier1 + axzez1 + bo1g11 + boogo1  azierz + axpexn + bo1g12 + boogor  z23 224
z31 732 733 734
241 242 243 Za4

De fato o primeiro quadrante do resultado é:

AE + BG
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Volker Strassen

nascido em 1936.

Professor emérito do Departamento de
Matematica e Estatistica da University of
Konstanz.

Recebeu diversos prémios por suas
contribuicdes em projeto e analise de
algoritmos

Em 1969 apresentou o primeiro algoritmo
para fazer multiplicacées de matrizes em
tempo de execugio inferior a O(n3).

Causou um grande frisson na época, pois ndo
acreditavam que tal multiplicacdo pudesse ter
tempo subcibico.
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Z:XY:<A B> <E F>:<AE+BG AF+BH)

¢ D)\G H CE+ DG CF+DH

@ Podemos criar um algoritmo recursivo que calcula os 8
subproblemas de maneira recursiva, cada um com matrizes de
dimens3o n/2 e depois combina com as somas que podem ser

feitas em tempo O(n?).
@ A noticia ruim é que esse algoritmo também & O(n%) igual ao

direto. Pfft! %=

@ Talvez aplicar algum truque como o de Gauss no algoritmo de
Karatsuba?

Algoritmo de Strassen - 1969

o |deia: Reduzir o nimero de chamadas recursivas!
@ Iremos computar apenas 7 chamadas recursivas.

o Faremos as adicdes e subtracdes necessarias. O que ainda vai
requisitar O(n?).
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Os 7 produtos a serem computados s3o:

Py = A(F — H), e Ps=(A+D)(E+ H),
P, = (A+ B)H, o Ps=(B—D)(G+H)e
P; = (C + D)E, o P,=(A-C)(E+F).
P, = D(G — E),
O A ) T (e SR A
4 1 5 3 7

Ps + P4 — P>+ Ps

= (A+ D)(E+ H)+ D(G— E)— (A+ B)H+ (B — D)(G + H)

= AE + AH + DE + DH + DG — DE — AH — BH + BG + BH — DG — DH
= AE + AH + DE + DH + DG — DE — AH — BH + BG + BH — DG — DH
= AE + BG

)
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Pelo teorema mestre a complexidade desse algoritmo & O(n'°827)
(quando esta no expoente a base do logaritmo importa sim) que é
~ 0(n*%).

Portando subcubico!

As constantes no algoritmo de Strassen sdo bem maiores que as
da multiplicacdo tradicional. Por isso sé valem a pena para
matrizes a partir de um certo tamanho. Para matrizes pequenas
vale mais a pena a multiplicacdo tradicional.

Minha sugestdo para implementar o Algoritmo de Strassen é que
na recurs3o, a partir de matrizes menores de 32 vocé use a
multiplicac3o tradicional.

Existem algoritmos teéricos mais eficientes como o de
Coppersmith-Winogra, que & O(n?>37%), e de Willians et al.
O(n?371%52) mas n3o sdo usados na pratica porque s6 seria melhor
que o Strassen para matrizes t3o grandes que ndo sdo possiveis de
serem processadas.
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