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Problema da Selec3o Problema da Selec3o

Problema da Selecao

Dado um arranjo A com n nameros, e um inteiro i € {1,2,...,n},
encontrar a i-ésima estatistica de ordem, ou seja, o i-ésimo menor
nimero de A. -

@ Sera que podemos fazer melhor?

o Comumente desejamos encontrar a mediana de um conjunto. o Certamente n3o vamos encontrar nada melhor que linear, pois

@ A mediana normalmente & menos afetada por corrupcdo em um pelo menos precisamos ler todos os valores uma vez. Mas sera que
conjunto de dados. conseguimos algo mais préximo de O(n) do que O(nlogn)?
@ Como resolver esse problema em O(nlog n)?
> Ordenar A e devolver A[i].
» lIsso € uma chamada "reducdo", reduzir uma instancia de um
Problema A para uma instancia do Problema B, usar um algoritmo
para resolver a instancia do Problema B, e usar o resultado para
responder o problema A. Esse conceito sera visto com detalhes no
futuro.
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Problema da Selec3o

Fos

@ Queremos encontrar um algoritmo de tempo esperado linear

@ Ideia: usar o algoritmo Particdo do QuickSort.
(5,3,8,9,10,7,1,2)
particdo

(2,3,1,5,10,7,8,9)
e N——
<5 >5

Suponha que procuramos o 62 menor elemento.

Suponha que escolhemos um pivé qualquer

Aplicamos a particio e descobrimos que ele é o 42 menor elemento
Podemos ent3o procurar o 22 menor elemento da segunda parte do
arranjo.

vVvyVvVvyly
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SelecdoR - Analise

@ Corretude = Analogo ao QuickSort.
o Complexidade:

» Antes vamos pensar:

» Qual o tempo de execucio de pior caso? Ou seja, se na particdo
sempre dividirmos da forma mais desbalanceada possivel. O(n?).

» Qual o tempo de execucdo se na particio sempre dividirmos da
forma mais balanceada possivel.

T(n) < T(n/2) + O(n)

» Teorema mestre: como a < b? caimos no caso 2. E portanto
T(n) = O(n).
@ Assim como no QuickSort um pivé aleatdrio era suficiente para
chegar perto do desempenho da mediana, sera que nesse algoritmo
essa estratégia vai funcionar?
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Algoritmo 1: Particio Algoritmo 2: SelecaoR

Entrada: Um arranjo A, indices / Entrada: Um arranjo A, indices /

er e r, inteiro |
Saida: O mesmo arranjo mas Saida: A i-ésima estatistica de
particionado ordem

1 Coloca o pivot em A[l] ; 1 se | == r entdo devolva A[f];
2 pivot = A[l] ; 2 p = Parti¢do(A, |, r);
3i=1+1, 3j=p—1+1//péo j-ésimo
4 paraj=1/+1 atér faca menor valor do array atual,
5 se A[j] < pivot entdo 4 se j = i entdo devolva Alp];
6 Troca A[j] e A[f]; 5 se j > i entdo devolva
7 i=i+1; SelecaoR(A, I, p—1, i);
8 Troca A[l] e A[i —1]; 6 se j < i entdo devolva
9

devolva i — 1; SelecaoR(A, p+ 1, r, i —j);

SelecdoR - Complexidade

Teorema

Para qualquer entrada de comprimento n, o tempo de execucio
esperado de SelecaoR é O(n).

o Para facilitar a analise, vamos dividir a execu¢do do SelecdoR em
Fases.

@ Diremos que SelecaoR esta na Fase j se o tamanho atual do
arranjo esta entre (%)JJrl ne (%)J n

@ Por exemplo, se n = 1000,

Fase Tamanho
0 | (750, 1000]
1] (562, 750]
2| (421, 562]
3| (316, 421]
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@ O algoritmo Particdo realiza < cn operacdes para alguma
constante ¢ > 0.

@ Seja X; uma variavel aleatéria do niimero de chamadas recursivas
durante a Fase j

tamanho maximo do
vetor durante Fase j

—

Tempo de execucdo 3Y’
< Xi.c- =

do SelegdoR - Z ¢ \a) "

Fases j R ,

opera¢des por subpro-
blema na Fase j

Tempo de execucdo
do SelecdoR

IN
x
o
PR
AW
~Z
S|
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e E[X;j] < E[N], N = namero esperado de vezes que vocé precisa
jogar uma moeda para obter "cara".
1
E[N] =1+ §E[N]
EIN] = 2E[N] = 1+ 2E[V] — LE[N]
2 2 2
1
—E[N] =1
EI
1
SEIN-2=1-2
E[N] =2
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Se SelecdoR escolher um pivé que faz uma divisdo de 25 — 75% ou
melhor,

L <plp] >p |
ent3o a Fase atual terminal

Ja que por defini¢do o subproblema (mesmo que for a maior
por¢do) é no maximo 75%

Lembre que metade dos elementos escolhidos vdo dar uma divisdo
nessa propor¢3o. E portanto a probabilidade de migrar para a
préxima fase é de 50%

Pense entdo que essa é a mesma probabilidade de jogar uma
moeda e obter "cara".

E[X;] < namero esperado de vezes que vocé precisa jogar uma
moeda para obter "cara".
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Tempo de execucio do

3 J
< .c- =
SelecdoR - Z X e (4) g

Fases j
E Fé,-xj'c'(i)j”] e E FZJX’G)J]
wer-en S el (2) <2 3 (3

Fases j Fases j

P.G. de razdo 3/4

= 2cn 1—|—§+ 3 2+ 3 3+
- 4 4 4
=2cn ! =2cn-4 =8cn

E[Tempo de execucdo do SelecioR] = O(n) O
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Um limitante inferior para Algoritmos de Ordenacéo

@ Algoritmos de Ordenacdo como o InsertionSort, BubbleSort,
SelectionSort, MergeSort, QuickSort e HeapSort baseiam seu
funcionamento em comparacdo entre seus elementos.

Teorema

Todo algoritmo de ordenacdo baseado em comparacdes tem um
tempo de execug¢do de pior caso Q(nlog n).

@ E o método usado quando nio podemos assumir nenhuma

propriedade sobre os elementos da entrada. @ Suponha uma entrada qualquer de comprimento n e um algoritmo

@ Ou quando n3o podemos acessar diretamente os elementos mas baseado em comparacdes que ordena corretamente esse arranjo.
apenas compara-los através de uma funcio.

Seja K o namero de comparacdes feitas pelo algoritmo
@ S3o algoritmos de propésitos gerais pois funcionam para qualquer
tipo de entrada.

Para cada comparacdo o algoritmo tem um resultado digamos 0
oul
o Existem algoritmos de ordenacio que se baseiam em outro tipo de

Portanto o numero total de resultados possiveis & 2K
interacdo com os dados. BucketSort, CountingSort, RadixSort.

@ O namero possivel de permutacdes do arranjo de entrada é n!
@ Mas esses algoritmos partem de alguma premissa sobre os dados.

Ex: S3o inteiros com N digitos, s3o valores de ponto flutuante
uniformemente distribuidos entre 0 e 1;
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Se 2K < n! pelo principio da casa dos pombos duas entradas
idénticas irdo obter os mesmos resultados, o que & um absurdo ja
que o algoritmo ordena corretamente. oK > (n/z)(n/2)

Portanto:
log 2K > log(n/2)("/?)

Klog2 > (n/2)log(n/2)

2K > K > (n/2)log(n/2)

=n(n—1)(n-2)...(n/2)...1
>n(n—1)(n—2)...(n/2)

Portanto K é Q(nlog n). O
n/2 termos 5 ‘ : or b asend y
@ Dessa forma nenhum algoritmo baseado em comparacdes pode ser
= (n/2)(n/2)(n/2). .. (n/2) melhor que O(nlogn).
n/2 termos @ Podemos afirmar que o problema da selecdo & mais facil que o
= (n/2)(”/2) problema da ordenac3o.
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