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Teoria dos Conjuntos (Revisao)

@ Um conjunto é um conceito primitivo, que
informalmente pode ser entendido como uma
colecdo nao ordenada de entidades distintas,
chamadas de elementos do conjunto.

@ Dizemos que um elemento x pertence a um conjunto
A se x € um elemento de A. Denotamos este fato por

X € A.
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Fontes

@ Gomide, Anamaria; Stolfi, Jorge. Elementos de Matematica Discreta para
Computagéo.

@ Rosen, Kenneth H. Discrete mathematics and its applications. McGraw-Hill
Education, 8th Edition, 2019.

@ Para denotar que x nao pertence a A, ou seja, que
X ndao € um elemento do conjunto A, escrevemos
X é&A.
@ A notacéo x, y, z € A € muito usada como uma
abreviacdode x c AeycAezeA
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@ Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que
A tem (ou possui) x, e escreve-se

A > X.

@ A negacéao desta afirmacao (A nao tem ou nao
possui x) é denotada por

A 3 X.
@ Na&o é correto dizer que A “contém” x, pois este

termo é usado em matematica com um sentido
diferente.

5/60

@ Outra maneira de especificar um conjunto é através
das propriedades de seus elementos.

@ Para tanto, usamos a notagéo { x : P(x)}, onde x é
uma variavel arbitraria e P(x) uma afirmagao
matematica que depende do valor de x.

@ Por exemplo, outra maneira de definir o conjunto
{-4,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,+4} é

{X:xéumnumerointeiroe —5<x<5}

@ Comumente também é usado o simbolo ‘| em vez de
‘.’ para significar "tais que".
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@ Podemos especificar um conjunto de diversas
formas. Se um conjunto tem poucos elementos,
podemos lista-los, um a um, em qualquer ordem,
entre chaves ‘{}.

@ Por exemplo, o conjunto cujos elementos sao os
nameros inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3, 5}.

@ Assim, por exemplo, temos que
3e{2,3,5},
mas

4 ¢1{2,3,5}.
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Existem alguns conjuntos de nimeros que s&o muito
usados em matematica, e tem notagdes convencionais
bem estabelecidas:

@ 0 conjunto dos numeros inteiros Z,

@ 0 conjunto dos numeros naturais
N={x:xeZex>0},

@ Obs: Alguns autores entendem que o conjunto dos
nuameros naturais nao inclui o zero. Em varias
linguas nao falamos "tenho zero bois". Em latim nem
sequer existia uma palavra para esse numero, que
nao pode ser escrito em algarismos romanos.
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@ 0 conjunto dos numeros racionais
Qz{%:a,beZeb;&O},e
@ 0 conjunto dos numeros reais R.

@ 0 conjunto dos numeros complexos
C={x+yi:x,yeR},emquei= V-1.
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Definicdes circulares e contraditérias

@ A definicao de um conjunto pode usar outros
conjuntos
“seja X o conjunto de todos os
elementos que estao no conjunto Y
mas nao no conjunto Z”.
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Exercicio

Escreva explicitamente os elementos dos seguintes
conjuntos:

QA :{x:erex2—2x+1 SO}.

QO A={x:x€Z 2<x<20exéprimo}.

QA :{x:xeRex2—2x:O}.

@ Porém, deve-se tomar cuidado para evitar definicoes
circulares, que podem nao ter sentido.
“seja X o0 conjunto de todos os
elementos que nao pertencem a X”

elemento que esta em X ndo estaem X, e
vice-versa.
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@ Suponha que o barbeiro de um quartel recebeu a
ordem de fazer a barba de todos 0s que nao
fizessem sua propria barba, e apenas esses.

@ O que o barbeiro faz com a sua barba?

@ Este contra-exemplo teve um papel muito importante
no desenvolvimento da teoria de conjuntos.

@ Ele é conhecido pelo nome Paradoxo de Russel,
por ter sido observado pelo matematico inglés
Bertrand Russel (1872—-1970).

@ Ele é conhecido também como Paradoxo do
Barbeiro
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lgualdade de conjuntos

@ Por definicdo, um conjunto A é igual a um conjunto
B se, e somente se, todo elemento de A é elemento
de B, e todo elemento de B é elemento de A.

@ Esta condigao, denotada por
A =B,

significa que A, B sao o mesmo conjunto.

15/60

@ Por outro lado, h& definigdes circulares de conjuntos
que sao perfeitamente validas.

@ Por exemplo, considere o conjunto de inteiros X que
possui o0 inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui X + 2
e x — 2 qualquer que seja o elemento x de X.

@ Pode-se verificar que o Unico conjunto X com estas
propriedades é o conjunto dos inteiros impares.

@ Para entender porque esta definicao € valida vamos
precisar do conceito de inducdo matematica, que
sera visto posteriormente.
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@ Dito de outra forma, dois conjuntos A e B sao
diferentes (A # B) se, e somente se, existe um
elemento de A que nao pertence a B, ou um
elemento de B que nao pertence a A.

@ Observe que, como 0s conjuntos ndo sao ordenados,
o conjunto {1, 2, 3} é igual ao conjunto {3, 2, 1}.
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Conjunto vazio

@ E possivel definir conjuntos sem elementos.

@ Dizemos que tal conjunto é vazio.

@ Por exemplo, considere o conjunto
A={x:xeRex=x+1}

@ Todos 0s conjuntos vazios sao iguais; ou seja existe
um unico conjunto vazio, que é geralmente denotado

por
0.
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@ Se existe um elemento de A que nao pertence a B,
entdo A ndo é subconjunto de B, e escrevemos

@ De acordo com esta definicdo, um conjunto esta
contido em si préprio? e contém o conjunto vazio?

sSim.
ACAelDCA,

para qualquer conjunto A.
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Relacao de inclusao

@ Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A é um
subconjunto de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B.

@ Neste caso, dizemos também que A esta contido
em B, denotado por

A C B,
@ ou que B contém A. Denotamos esta condicao por

B2A.
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@ Se AC Bmas A # B, dizemos que A € um
sub-conjunto préprio de B, que denotamos por
AcBouB>A.

@ Analogamente, A ¢ B significa que A ndo é um
subconjunto proprio de B.
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Cardinalidade

@ Informalmente, dizemos que um conjunto A é finito
se ele tem um ndmero finito n € N de elementos.

@ Este numero € a cardinalidade de A, denotada por
|A| ou # A.

@ Observe que |A| = 0 se e somente se A = 0.

@ Dizemos que um conjunto € infinito se ele ndo é
finito.
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Operagdes com conjuntos

Unido e intersecao

Para os proximos conceitos sejam A e B dois

conjuntos.

@ A uniao de A e B, denotada por A U B, é o conjunto
de todos os elementos que estao em pelo menos um
dos conjuntos, A ou B.

Exemplo: Se A ={1,2,3} e B ={2,3,4,5} entédo
AUB={1,2,3,4,5}.
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@ Os conjuntos N, Z, Q, e R sao infinitos.

@ Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos
listados explicitamente.

@ Informalmente, € comum usar ‘...’ nesses casos, por
exemplo
» N=1{0,1,2,...}
» Z=1{...,-8,-2,-1,0,+1,+2,+3,...}

Entretanto, esta notacado deve ser evitada pois pode
ser ambigua. Por exemplo, o que € o conjunto
{2,3,5,7,...}7
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@ Ainterseccao de A e B, denotadapor AnB,éo
conjunto de todos os elementos que estao em ambos
0s conjuntos, A e B.

Exemplo: Se A ={1,2,3} e B ={2,3,4,5} entado
ANB =123}

@ Se AN B = () dizemos que os conjuntos A e B sédo

disjuntos, ou nao tem interseccao, ou nao se

intersectam.

@ Diz também que trés ou mais conjuntos sao
disjuntos dois a dois se todos os pares desses
conjuntos sao disjuntos.
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Operagdes com conjuntos

Diferenca, universo, e complemento

@ A diferenca de A e B é o conjunto de todos os
elementos de A que nao estao em B. Este conjunto
€ também chamado A menos B, ou 0 complemento

de B em A, e € denotado por

A-BouA\B.
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Operagdes com conjuntos

Diferenga, universo, e complemento

Exercicio: Dé exemplos em que:

@ (AuB)-B=A
@ (AuB)-B=#A

Exercicio: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer.
Encontre uma formula matematica que relaciona |A|, |B],

IANB|el|AU B
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@ Em certos casos, é conveniente supor que todos os
elementos de todos os conjuntos que nos interessam
pertencem a um conjunto universal ou universo,
que denotaremos por U. Se A € o conjunto universo
U, entdo U — B é chamado o complemento de B e
denotado por B ou BC.

@ Observequese ACBentatoAUB=B, AnB=A
eBCA.
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Operagdes com conjuntos

Diferenca simétrica
Outra operacéo entre conjuntos é a diferenca
simétrica, denotada por A @ B ou A A B, que consiste
de todos os elementos que estdo em exatamente em

um dos dois conjuntos. Isto &,
AAB=(A\B)U(B\A) (1)

Exercicio: Se A A B = A o que se pode dizer dos
conjuntos A e B?
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Operagdes com conjuntos

Diagrama de Venn

Esta representacao grafica para conjuntos é chamada
de diagrama de Venn, por ter sido introduzida pelo
matematico inglés John Venn (1834—-1923).

@ @
A\B B\ A
@ @
AArB A
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Operagdes com conjuntos

Propriedades das operacées com conjuntos

@ @ @ Comutatividade:
A B A B » AUB = BUA.
A\ B B\A » ANB=BnA.
@ Associatividade:
» AU(BuUC)=(AuB)uUC.
»An(BnC)=(AnB)nC.
@ Distributividade:
A B A B »Au(BNnC)=(AuB)n(AUQC).
AAB 7 »An(BuC)=(AnB)U(ANnC).
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Operagdes com conjuntos

Propriedades das operagdes com conjuntos

e Idempoténcia: @ Propriedades do complemento:
- AUA =A. =
- ANA=A. :ﬁafzw
@ Leis de De Morgan: CANA =0
- AUB=ANB. - U=0.
- ANB=AUB. L 0=

Estas leis levam o0 nome do matematico inglés
Augustus de Morgan (1806—1871), mas eram
conhecidas desde a Antiguidade.
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Operagdes com conjuntos

Propriedades das operacées com conjuntos

@ Propriedades do conjunto universal:
- AUU =U.
- ANU = A.
@ Propriedades do conjunto vazio:
- AUD = A.
» ANO=0.

Exercicio: Use diagramas de Venn para verificar as
seguintes identidades:

Q@ A\(ANnB)=A\B.

Q@ Au(BNnC)=(AUB)n(AUC).
Q (AUB)\C=(A\C)U(B\C).
©Q AU(B\C)=(AUB)\(C\A).
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Exercicio: Usando diagramas de Venn, verifique que a
diferenca simétrica também é uma operacao associativa e
comutativa; isto é,que AAB=BAAe

(AaB)AC =AA(BaC), para quaisquer conjuntos A, B
e C.

Exercicio: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos
quaiquer. Encontre uma férmula matematica para

|A UBU C|em funcao de |A|, |B|, |C|,|ANBJ|,|AnNC]|,
IBNCle|lAnBnCl.
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Conjuntos de conjuntos

@ Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos.
@ Por exemplo, o conjunto

A=1{0,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos.

@ Se B é o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de
A (B € A), mas B nao é sub-conjuntode A (B £ A).
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Conjunto poténcia

@ O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto
A é chamado de conjunto poténciade A, e

denotado por P(A).
Exemplo: Se A ={1,2,3} entdo
P(A) ={0,{1}.{2},{3},{1,2},{1,8}.{2,8},{1,2,3}}.

@ Observe que se A = 0 entdo P(A) = {0}, e se
A = {0} entédo P(A) = {0,{0}}.
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A=1{0,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

@ Note que 0 € elemento de A e também subconjunto
de A, enquanto que {2} ndo € nem uma coisa nem
outra.

@ Em particular, o conjunto C = {0} nao é vazio, pois
ele tem um elemento — o conjunto vazio. Observe
que |C| = 1, enquanto que || = O.
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Conjunto poténcia

@ Se A é um conjunto finito, quanto é [P(A)|?

@ Se A é um conjunto finito, entdo [P(A)| = 2Al. Por
esta razdo, muitos autores denotam o conjunto
poténcia de A por 24,
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Particao

@ Seja A um conjunto, e P um conjunto cujos
elementos séo sub-conjuntos de A (isto &, P C P(A)).

@ Dizemos que P é uma particao de A se 0s
elementos de P sao nao vazios, disjuntos dois a dois,
e a unido de todos os elementos de P é A.

@ Nesse caso, cada elemento de P é também
chamado de uma parte ou bloco da particao.

Exemplo: Se A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, o conjunto
P =1{{1,2,5,6,7},{3},{4,8,10},{9}} € uma particao de A.
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Exercicio: Quais dos conjuntos abaixo sao particbes do
conjunto Z dos numeros inteiros?

e) {Po, Py, P>,...,Pg}, onde Py é o conjunto de todos 0s
inteiros cujo quadrado termina com o algarismo k.
(Por exemplo, Ps = {4,-4,6,-6,14,...})

f) {{0}}U{ Pk : k € N}, onde Py é o conjunto de todos os
inteiros cujo valor absoluto esta entre 2% (inclusive) e
2k+1 (exclusive).
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Exercicio: Quais dos conjuntos abaixo sao particbes do
conjunto Z dos numeros inteiros?

a) {P, I} onde P é o conjunto dos pares e | é o conjunto
dos impares.

b) {Z*,Z } onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, e
Z~ € o conjunto dos inteiros negativos.

c) {Ro, R1, R2} onde, para i = {0, 1,2}, R; € o conjunto
dos inteiros que tem resto i na divisao por 3.

d) {A, B, C} onde A é o conjunto dos inteiros menores
que —100, B é o conjunto dos inteiros com valor
absoluto menor ou igual a 100, e C é o conjunto dos
inteiros maiores que 100.

Produto cartesiano

@ Indicamos por (a, b) um par ordenado de
elementos, no qual a é o primeiro elementoe b é o

segundo elemento.
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@ Um par ordenado n&o deve ser confundido com um
conjunto de dois elementos, pois a ordem é
importante (por exemplo, o par (10, 20) é diferente do
par (20, 10)) e os dois elementos podem ser iguais
(como por exemplo no par (10, 10)).

@ Dois pares ordenados (a, b) e (c, d) sdo iguais (sdo
0 mesmo par) se, e somente se,a=ce b =d.
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Produto cartesiano

Produto cartesiano de véarios conjuntos

@ Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente
énupla, como sendo uma sequéncia finita de m
elementos (X1, Xz, ..., Xm).

@ Observe que, como em um par ordenado, a ordem
dos elementos € importante, e pode haver
repeticdes. Assim, por exemplo, as (10, 20, 20),
(10,10,20) e (20, 10, 20) sao trés énuplas diferentes.
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Produto cartesiano

Produto cartesiano de dois conjuntos
@ Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano,
denotado por A x B, € o conjunto de todos os pares
ordenados (a,b)comac Aeb e B.
@ Como os pares sdo ordenados, temos que
A XxB # BXxA (excetoquando A=BouA =0ou
B = 0).

Exercicio: Quanto elementos tem o conjunto A x B se 0
conjunto A tem m elementos, e o conjunto B tem n?
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@ Uma énupla com dois elementos pode ser
considerada um par ordenado, e € geralmente
chamada por esse nome.

@ Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quadrupla,
quintupla, séxtupla, séptupla, éctupla, etc..

@ Nao ha um nome especial consagrado quando
m=1.

@ Na escrita usam-se também as notagdes 2-upla,
3-upla, etc., e m-upla quando m é genérico.
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Produto cartesiano | )
Produto cartesiano de véarios conjuntos @ Se todos os conjuntos A4, Ao, ..., An SA0 0 mesmo

@ Em particular, uma 1-upla € uma sequéncia (a;) com conjunto A, o produto é denotado por A™. Por
apenas um elemento. Note que a 1-upla (10) ndo é a exemplo, se A = {10, 20, 30},
mesma coisa que o inteiro 10.

@ Ha uma dnica 0-upla, a énupla vazia, denotada por

0- e A" é o conjunto das 1-uplas {(10), (20), (30)}.

® O produto cartesiano de m conjuntos @ Para qualquer conjunto A, A° é o conjunto {()} que
A1, Ao, ..., An, denotado por Ay X Ao X -+ - X Am, €0 ) 9 9 J _ ’ ) 9
so tem a énupla vazia.

conjunto das m-uplas (as, az, ..., am), com a; € A;
parai=1,2,...,m.

A® ={(10,10,10),(10,10,20), (10,10, 30), (10,20, 10), ...
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Produto cartesiano Intervalos

Produto cartesiano de conjunto consigo mesmo
@ Se todos os conjuntos Ay, Ao, ..., A, S80 0 mesmo

conjunto, o produto cartesiano Ay X Ao X ... X A, €

m
I(ienotado pl)or A A _ 10.20.30! 1 numeros reais em R compreendidos entre dois
® Porexemplo, se A = {10,20, 30} temos valores especificos. H& quatro variagbes principais
A® = {(10,10,10),(10,10,20), (10,10,30), (10,20,10),....(3'  deste conceito:

A? = {(10,10),(10,20), (10, 30), (20, 10), .. ., (30, 30)} @ (a,b) ={x:x eRea < x<bj(intervalo aberto),
A" ={(10), (20), (30)} @ [a,b] = {x: x e R e a < x < b} (intervalo fechado),

A ={()}

@ Em matematica, um intervalo real ou simplesmente
intervalo geralmente significa o conjunto de todos os
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@ (a,b] = {x:xeRea<x < b} (intervalo fechado a Intervalos
direita),
@ [a,b) ={x:xeRea < x < b} (intervalo fechado a @ Também é comum usarmos intervalos semi-infinitos
esquerda), que sao limitados em apenas um lado.
@ a e b sdo numeros reais, chamados extremos, @ (—x,a)={x:xeRex<al,
limites ou pontas do intervalo. @ (—c0,a] ={x:xeRex<al,
@ Intervalos com as formas acima so ditos limitados. @ (a,+o)={x:xeRea<xl
O termo finito também é usado, embora esses @ [a,+)={x:xeReac<xl.

conjuntos em geral tenham infinitos elementos.
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Intervalos Caixas

Exercicio: Explique o significado das notagdes [a, b],

(a.b), [a.b) e (a,b] quando a — b e quando 2 > b. @ O produto cartesiano [10, 20] x [2, 4] é um retangulo

E D o no plano cartesiano R2,
cio: it o . |
Xercicio escreva 0S conjuntos abaixo o O prOdUtO cartesiano [1 O, 20] y [2’ 4] y [60, 70] o
Q (-x.2)n[-1,3]

— paralelepipedo no espaco cartesiano R3.

Q (0.5]
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