Matematica Discreta

Pedro Hokama

Introducao a Teoria de
Grafos

1/108

3/108

Fontes

@ Gomide, Anamaria; Stolfi, Jorge. Elementos de Matematica Discreta para
Computagéo.

@ Rosen, Kenneth H. Discrete mathematics and its applications. McGraw-Hill
Education, 8th Edition, 2019.

Introducao a Teoria de Grafos

@ Informalmente, um grafo € um modelo matematico
para representar uma colecao de objetos (chamados
vértices) que sao ligados aos pares por outra
colecdo de objetos (chamados arcos ou arestas).

@ Vértices sdo geralmente representados por pontos,
circulos ou caixas, e Arestas por linhas ligando os
vértices. As posi¢des dos vértices e a forma das
linhas sao irrelevantes; o grafo representa a
topologia, isto €, quem esta ligado a quem.
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@ Grafos sdo extremamente Uteis para modelar

A D E problemas em muitas areas de aplicagao.
/\ @ Por exemplo, a malha rodoviaria de um estado pode
C D ser representada por um grafo em que as cidades
E sdo0 os veértices, e cada trecho de estrada entre
cidades consecutivas € uma aresta.
@ Um circuito elétrico pode ser visto como um grafo
B C B A onde os vértices sdo condutores metalicos e as
arestas sao resistores, capacitores, e outros
componentes.
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@ Grafos s&do especialmente importantes em
computacao, para modelar conceitos tanto de
@ Uma molécula pode ser abstraida por um grafo onde hardware (desde circuitos digitais até a internet
0s atomos sdo os vértices e as arestas sao as mundial) quanto de software (como registros em
ligacdes covalentes. bancos de dados, blocos e modulos de programas,
@ Uma trelica metélica pode ser entendida como um protocolos de transmissao de dados e muito mais).
grafo onde as arestas sdo as barras e os vértices sdo @ Os vértices podem representar usuarios de uma rede
as juntas. social e as arestas suas conexoes.

@ Paginas web e links entre elas.
@ Maquinas (reais ou virtuais) e dependéncia de
servicos. Etc, etc.
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@ O conceito abstrato de grafo e o estudo matematico
de suas propriedades foi uma das muitas
contribuicdes do matematico suico Leonhard Euler

(1707-1783).

@ Um quebra-cabecas famoso na época era encontrar
um passeio que visitasse todas as pontes da cidade
de Kdnigsberg passando uma unica vez em cada

ponte.
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@ Euler resumiu as propriedades essenciais do mapa
por um diagrama de pontos ligados por linhas.

@ Apenas analisando esse diagrama abstrato, ele
provou que o tal passeio era impossivel.

@ Este trabalho (publicado em 1736) é considerado o
primeiro artigo da teoria de grafos.
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Definicao formal

@ Ha muitas maneiras de definir o conceito de grafo.
Qual delas é melhor depende da aplicacao. De modo
geral, adotaremos as seguintes definicbes de grafo.

@ Um grafo G € uma dupla da forma (V, E) onde V e
E séo conjuntos chamados de vértices e arestas;
cada elemento de E é um subconjunto de dois
vértices {u,viemqueue VevelV.
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@ A teoria matematica dos grafos foi desenvolvida
gradualmente no século 19, quando surgiram
importantes aplicacbes em quimica e engenharia.

@ Sua importancia cresceu muito no século 20, com o
surgimento das redes de telefonia, dos circuitos
digitais e, por fim, dos computadores.
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Definicao alternativa

@ Um grafo G é uma tripla da forma (V, E, F) onde V e
E sao conjuntos quaisquer, chamados de vértices e
arestas; e F € uma fungéo, chamada funcéao de
incidéncia, que a cada elemento e de E associa um
par F(e) de vértices, que sdo chamados de
extremos de e.

16/108



Orientacao

@ Ha também a possibilidade das arestas serem pares
ordenados (u, v) de vértices. Nesse caso as arestas
tem uma direcao, ou sentido. Muitas vezes nesses
casos chamamos de "arcos".
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Grafo Simples vs. Arestas paralelas e
lacos

@ Pelas definicbes acima, pode haver um numero
arbitrario de arestas com 0s mesmos extremos.

@ Ou seja podemos ter ¢’,e” € E com €’ # €’ mas
F(e’) = F(e”). Este modelo também permite lagos,
ou seja arestas e tais que F(e) = (u, u) (no caso
orientado) ou F(e) = {u, u} = {u} para algum u € V.
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@ Se esse for o caso, o grafo € dito orientado ou

dirigido.
g £l
Vi o V4 0‘5‘

{.F

Vi

b

d

Va V3
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@ Usaremos o termo grafo simples para significar um
grafo sem lagos e sem arestas paralelas. (Para
alguns autores, alias, grafo significa “grafo simples”
exclusivamente, e usam o termo multigrafo quando

h& arestas paralelas.)
A D A D

.

>

E
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Grafos finitos e infinitos

@ Um grafo pode ter infinitos vértices e/ou infinitas
arestas.

@ Tais grafos infinitos tem aplicacbes na matematica,
mas 0s que ocorrem em computagao geralmente sao
finitos em ambos os aspectos.

@ Aqui vamos considerar principalmente grafos finitos.
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@ Dominancia: Em um grafo orientado, pode-se dizer
que um vértice u domina ou atinge outro vértice v
se e somente se existe uma aresta de G com origem
u e destino v.

@ Grau do vértice: Em um grafo G, definimos o grau
de um vértice v como o numero de arestas de G
incidentes a v. Nesta defini¢cdo, cada laco deve ser
contado duas vezes. Denotaremos o grau por d(v).
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Conceitos fundamentais

@ Incidéncia: Se um vértice v de um grafo G é um dos
extremos de alguma aresta e de G, dizemos que e
incide em v, e vice-versa. (Podemos definir uma
relagdo de incidéncia)

@ Adjacéncia: Dois vértices u, v sdo ditos adjacentes
ou vizinhos em um grafo G se e somente se existe
uma aresta de G cujos extremos sdo u e v. Esta
relagdo (simétrica) entre vértices é a relacao de
adjacéncia (nao orientada) do grafo.
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@ Se o grafo G é orientado, podemos também definir o
grau de entrada e o grau de saida de um vértice v
como o numero de arestas que entram em v ou
saem de v, respectivamente. Denotaremos esses
numeros por d*(v) e d~(v), respectivamente. Note
que cada lago € contado uma vez em ambos os
graus. Nesse caso, temos que d(v) = d*(v) + d (v).
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Teorema: Em qualquer grafo G = (V, E), a soma dos
graus de todos os vértices é igual ao dobro do numero
de arestas. Isto é

> d(v) =2|E|

Prova: Cada aresta (laco ou ndo) contribui duas
unidades na soma dos graus.
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@ Grafos regulares: Um grafo G é regular se todos os
seus vértices tem o mesmo grau. Em particular se o
grau dos vértices é r entdo G é chamado r-regular—
regular de grau r. Se o grafo G € orientado os graus
de entrada e saida devem ser iguais.

¢ d

a b
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Corolario: Em todo grafo G = (V, E), o nimero de
vértices de grau impar € par.

Prova: Sejam P o conjunto dos vértices de grau par e
I 0 conjunto dos vértices de grau impar. Entao

D dv) = > dv)+ > d(v) =2|E|

veV veP vel

logo )" d(v) = 2|E|- > d(v)
vel veP
O lado direito da equacéo acima é par. Como a soma

de parcelas impares é par somente se o numero de
parcelas for par, concluimos que o |/] € par.

26/108

@ Grafos completos: Um grafo G € chamado
completo se ndo tem lacos e existe exatamente uma
aresta entre cada par de vértices. Note que um grafo
completo € sempre um grafo simples e
(n—1) -regular.

28/108



Exercicio: Quantas arestas tem um grafo completo com n
vértices?

Exercicio: Quantas arestas possui um grafo k-regular
com n vértices?
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@ Se as arestas eq, e», ..., ex sdo todas distintas o
passeio é chamado de trilha. Note que uma trilha
pode repetir vértices.

@ Um caminho em um grafo € um passeio que nao
repete vértices. E facil ver que um caminho néo pode
visitar mais de uma vez a mesma aresta, portanto
todo caminho também é uma trilha.

Note que um caminho de comprimento Kk visita
exatamente k + 1 vértices distintos e tem
exatamente k — 1 vértices internos.
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Percursos em grafos

Passeios, trilhas e caminhos

@ Um passeio em um grafo G é uma sequéncia
P = (vo, €1, V1,..., €k, V), Onde cada v; é um vértice
de G, cada e; € uma aresta de G, e os extremos de
e sdo vi_1 e v;. O inteiro k é o comprimento do
passeio, denotado por |P|. Quando o grafo é simples
podemos definir o passeio apenas pela sequéncia de
seus vértices. Em particular, um passeio pode ter
apenas um vértice e nenhuma aresta, P = (v). Tal
passeio é dito trivial, e seu comprimento é zero.
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Circuitos e ciclos

@ Dizemos que um passeio P = (vp, €1, V1, ..., €k, Vk)
com k > 1 é fechado se vy = vq, isto é, se ele
comeca e termina no mesmo vértice.

@ Um circuito ou ciclo em um grafo G € um passeio
fechado (vp, €1, V1, ..., €k—1, Vk—1, €k, Vk) COM K > 1
que nao repete vértices nem arestas exceto vy = .

@ Em grafos orientados, passeios, trilhas, caminho e
circuitos orientados seguem a mesma definicao, mas
0S arcos devem respeitar a orientagao.
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Subg rafos @ Dado o grafo G, cada subgrafo H é completamente
determinado pelos conjuntos Vy e Ey. Se Vy = Vg o
subgrafo H € chamado subgrafo gerador ou

@ Um grafo H € um subgrafo de outro grafo G se
subgrafo espalhado.

Vy C Vg, En C Eg, e cada aresta de E4 tem os

(a) (b) (c)

mesmos extremos em H e em G. 4 P oA, P
@ Se G é orientado, H também precisa ser orientado e , i ,

as arestas precisam ter também a mesma

orientagdo. Ou seja, Fy é a restricdo Fg a En. R c s c 5 c

Figura 13.6: (a) Um grafo. (b) Um dos seus subgrafos. (c) Um subgrafo gerador.
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Subgrafos Induzido L @,

@ Se X € um subconjunto de Vg, define-se o subgrafo Z y

de G induzido por X, denotado por G[X], como

B C B C

sendo o maior subgrafo de G cujo conjunto de
vértices € X. Isto €, o subgrafo com esses vértices
cujas arestas séo todas as arestas de G que
possuem ambos os extremos em X.

Figura 13.7: (a)Um grafo G. (b) O subgrafo induzido G[X]onde X = {A,B,C, E} € V' G.

@ Um subgrafo induzido por um conjunto de arestas,
contém somente aquelas arestas, e somente os
vértices que sao extremos dessas arestas.
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Grafos complementares
@ Dito de outra forma, dois grafos simples G e H séo

@ Dois grafos simples ndo orientados G e H sao ditos complementares se e somente se Vg = Vy,

complementares se eles tem 0 mesmo conjunto de
vértices V, e para qualquer par de vértices distintos
u,v € V, aaresta {u, v} estd em G se e somente se

EnnNnEg=0,e E4U Eg sao todos os pares de
vértices distintos. O grafo complementar de um grafo
simples G € chamado de complemento de G e

ela ndo esta em H.

@ No caso de grafos simples orientados, vale a mesma
definigdo, com o par ordenado (u, v) em vez de {u, v}.

denotado por G. Observe que G U G é o grafo
simples completo com vértices V.
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Representacao matricial de grafos
@ A matriz de adjacéncia de um grafo finito G é uma
representacao matricial da sua relacao de
adjacéncia. Ou seja, escolhida uma ordenagéo total
N Vo, V1, ..., Vo_q dOS vértices de G, construimos a
. " matriz booleana M de n linhas e n colunas onde M; é
Verdade se e somente se E inclui uma aresta com
extremos (Vv;, v;) no caso orientado, ou {v,-, v,-} no caso

nao orientado. Observe que, neste segundo caso, a
matriz sera simétrica (M; = Mj; para quaisquer i e j).
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(@) (b)

Vi V4 ¥ V4

Figura 13.10: (a) Um grafo G. (b) O seu complemento G



@ Se a definicao permite arestas multiplas, a matriz

booleana de adjacéncias ndo é mais suficiente para
representar completamente o grafo. Para tal fim,
podemos entretanto usar uma matriz M onde cada
elemento M; € um numero natural, especificamente o
namero de arestas com extremos (v;, v;) ou {vi, Vj},
conforme o caso. Porém, esta representacao ainda
nao permite saber quais arestas ligam esses dois
vértices.
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Dadas as listas de vértices e arestas, a matriz de
incidéncia determina completamente o grafo, mesmo
quando este possui lacos ou arestas paralelas.

Em algumas aplicacdes, é conveniente combinar
estas duas matrizes em uma Unica matriz M cujos
elementos sdo inteiros no conjunto {+1,0,—1}; sendo
que Mi é +1 se g, entraem v;, —1 se g, saide v;, e
0 se e ndo incide em v;. Ou seja, My = M, — M,
supondo que V =1 e F = 0. Entretanto, esta
representacao somente pode ser usada se o grafo
nao tiver lagos.
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Matriz de incidéncia

@ A matriz de incidéncia de um grafo finito ndo

orientado G é simplesmente a representacao
matricial da sua relagao de incidéncia. Ou seja,
escolhida uma ordenacéo total vy, vy,..., V,_1 dOS
vértices de G e uma ordenacéo total eg, €1, ..., em_1
das arestas, construimos a matriz booleana M de n
linhas e m colunas onde M, é V se, e somente se 0
vértice v; € um extremo da aresta e.
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Isomorfismos de grafos

Gy) (G2)

Vs V4 u
w
Vo > Vs
2 x ¥ z

vy %

(G3) (Gy)
4

d c

a b 1

[3+]

@ Observe os grafos Gy, G» e G3 tem a mesma

estrutura, diferindo apenas nos “nomes” dos vértices
e das arestas; enquanto que o grafo G4 tem uma
estrutura diferente. (Por exemplo, G4 € o Unico que
tem um circuito de comprimento 4.)
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Isomorfismos de grafos

@ Di [ a0 i . ~ ~
Dllzemosbque~d0|sfgr\e/1fos Gve H saoElsomz_rfos. se @ Ou seja, as funcdes f e g preservam as relacdes de
eX|ste,nj[. 1egoes : - G : HEeg: tG — EH talfs une incidéncias entre vértices e arestas. Se os grafos sao
Hm vertice v ex remcla € ima aresta e no graio simples, é suficiente que exista uma fungao bijetora
se e somente se f(v) é extremo da aresta g(e) no f: Vs — Vi que preserva as adjacéncias dos

rafo H. - ~ .
graio _ o vértices. Se G e H sdo o mesmo grafo, dizemos que

@ No caso de grafos orientados, a diregao da aresta f & um automorfismo de G.
tem que ser preservada também: a aresta e entra no
(resp. sai do) vértice vem G se e somente se g(e)
entra em (resp. sai de) f(v).
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Isomorfismos de grafos
Exercicio: Os grafos abaixo sdo isomorfos? Relacione-os
dois a dois. Demonstre que sao isomorfos, se o forem;
@ Escrevemos G = H para indicar que G e H sao caso contrario justifique porque ndo o sio.

isomorfos. Quando isto ocorre, qualquer propriedade
de G que pode ser definida apenas em termos de | 2 a ,
incidéncias também sera uma propriedade de H. Por

te ®3 ‘
esta razdo, isomorfismo é um dos conceitos mais NSNS * W

importantes da teoria dos grafos. @ f )
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@ Dados dois grafos G e H, com Vg = Vy = n, verificar

se G e H sao isomorfos € um problema dificil. @ O isomorfismo é uma relacdo de equivaléncia entre

e Uma maneira é na forca bruta, ou seja analisar todas grafos. Uma classe de equivaléncia desta relagao € o
as n! bijeces de Vg para Vy e verificar se alguma conjunto de todos os grafos que tem um determinado
delas satisfaz a condi¢&o de isomorfismo. diagrama (isto €, uma determinada estrutura) ,

@ Ha algoritmos mais eficientes, mas todos os métodos independentemente dos “rotulos™ dos vertices e das
conhecidos podem demorar demais em certos arestas.
casos, mesmo para grafos relativamente pequenos.
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Conexidade

em grafos ndo orientados

@ Pode-se verificar que todos os grafos simples
completos com n vértices sao isomorfos entre si.
Portanto, para cada natural n, existe apenas um
grafo nao rotulado completo com n vértices, que €
geralmente denotado por K.

@ Seja G = (V, E) um grafo néo orientado, Dizemos
que um vértice u € V esta conectado ou ligado em
G a um vértice v € V se e somente se existe um
passeio em G com inicio u e término v. Isto equivale
a dizer que existe um caminho em G de u para v.

@ Dizemos que um grafo € conexo se ele ndo é vazio e
quaisquer dois de seus vértices sdo conectados.
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@ As componentes (conexas) de um grafo G sao os

subgrafos conexos de G que sdo maximais na
relacdo “C” (“é subgrafo de”). Uma propriedade
importante das componentes é a seguinte:
Teorema: Um subgrafo H de um grafo n&o orientado
G € uma componente conexa de G se e somente se
H é conexo, e toda aresta de Eg que tem um
extremo em Vi esta em Ep (e portanto tem os dois
extremos em Vy).
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Seja e uma aresta de um grafo G. O grafo G \ {e} ou
tem o mesmo numero de componentes conexas que
G, ou tem uma componente a mais.

No segundo, caso dizemos que a aresta e é uma
aresta de corte.

Observe que, se retirarmos uma aresta de corte de
um grafo conexo, obtemos um grafo desconexo.

Exercicio: Prove que, em qualquer grafo nao orientado
G, a relacao “esta conectado a” € uma relacao de
equivaléncia.
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@ Esse teorema implica que cada componente de um

grafo G é essencialmente um grafo independente,
sem intersecao ou ligacdo com as outras
componentes.

Observe que um grafo é conexo se e somente se ele
tem exatamente uma componente conexa. Em
particular, o grafo vazio ndo é conexo. Alguns
autores usam o termo desconexo para um grafo
com duas ou mais componentes. Um grafo sem
arestas é dito totalmente desconexo.
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Conexidade

em grafos orientados

@ Um grafo orientado G é fortemente conexo se, para

quaisquer dois vértices u, v € V, existe um passeio
orientado de u para v e de v para u.

@ Isto equivale a dizer que existe um caminho

orientado de u para v e de v para u.
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@ Um subgrafo fortemente conexos de um grafo

orientado G que n&o esta contido em nenhum outro
subgrafo fortemente conexo de G é, por definicao,

uma componente fortemente conexa de G.

@ Isto é, as componentes fortemente conexas de G
sao os subgrafos fortemente conexos de G que sao

maximais sob “C”.
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@ Ao contrario do que ocorre em grafos ndo orientados,

uma componente fortemente conexa H de um grafo
G nao é necessariamente “isolada” das outras
componentes.

@ Pode existir uma (ou mais) aresta e de G que néao
estda em Ey mas tem origem ou destino em V.
(Nesse caso € facil provar que o outro extremo de e
nao esta em Vy.)

Arvores
@ Uma arvore é um grafo conexo aciclico.
@ Arvores sdo muito importantes, em computacéo e
em outras areas, e tem inUmeras propriedades
interessantes.
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@ Por exemplo, a maneira mais econémica de interligar
um conjunto de computadores e switches por cabos

é formando uma arvore.
@ Observe que uma arvore € necessariamente um
grafo simples.
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Teorema: Em uma arvore quaisquer dois vértices sdo
ligados por um Unico caminho.

Corolario: Toda aresta de uma arvore é uma aresta
de corte.

Teorema: Seja G uma arvore com n vértices e m
arestas,entaom=n-1.
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@ Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido
no qual todo vértice de A é adjacente a todo vértice
de B.

@ Verifica-se que uma condi¢do necessaria e suficiente
para que um grafo G = (V, E, F) tenha uma
biparticdo é que ele ndo possua ciclos de
comprimento impar.
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Grafos bipartidos

@ Seja G = (V, E, F) um grafo.

@ Uma biparticao de V é um par ndo ordenado de
subconjuntos Ae Bde V,taisque AuB =Ve
A N B = () e toda aresta do grafo tem um extremo em
A e o outro em B.

@ Um grafo G com uma biparticdo A, B é chamado um
grafo bipartido.
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@ Para cada par de numeros naturais m e n, existe
apenas um grafo nao rotulado bipartido completo
cuja biparticdo tem m vértices em um conjunto € n
vértices no outro. Esse grafo nao rotulado é
geralmente denotado por K, .
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Grafos eulerianos

@ Para mostrar que o problema das
pontes de Konigsberg ndo tem

.
solucao, Euler primeiro modelou o A@B
D

mapa da cidade por um grafo G
nao orientado.

@ No seu artigo de 1736, Euler fez mais do que
resolver o problema da cidade de Konigsberg.

@ Ele encontrou uma condicdo necessaria e suficiente
para que um grafo qualquer G tenha um tour
euleriano:

Teorema: Um grafo conexo tem um tour de Euler se
e somente se ele ndo tem vértices de grau impar.
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@ Neste modelo, o problema pede um passeio no grafo

G que atravessa exatamente uma vez cada aresta de
E, ou seja, uma trilha que atravessa por todas as
arestas.

Uma trilha com esta propriedade € chamada de
trilha euleriana ou trilha de Euler do grafo G. Se a
trilha é fechada ela € chamada de tour euleriano ou
tour de Euler. Um grafo é dito euleriano se ele
contém um tour de Euler.
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Outro quebra-cabecas classico que recai no mesmo
problema de grafos € desenhar cada um dos
diagramas abaixo sem levantar o lapis do papel e
sem tragar duas vezes a mesma linha.

(G)) G2)  h (Gs)

Vy V3 d ¢ X w

Vg

a b

Vi Va i v
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@ Cada desenho pode ser modelado por um grafo G,
onde os vértices sdo os extremos isolados de linhas
ou pontos onde trés ou mais linhas se encontram, e
as arestas sao as linhas ligando esses pontos.

@ Nesse caso, o que se pede é uma trilha euleriana,
uma trilha (n&o necessariamente fechada) que passa
por todas as arestas de G. O seguinte teorema é um
corolario do teorema de Euler:

Corolario: Um grafo conexo tem uma trilha de Euler
se, e somente se, ele tem no maximo dois vértices
de grau impar.
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Grafos hamiltonianos

@ Considere o seguinte quebra-cabecas: o Rei Artur

precisa designar os assentos para seus 24
Cavaleiros em volta da Tavola Redonda.

@ Nem todos eles sdo amigos; e é importante que cada

cavaleiro seja colocado entre dois de seus amigos.
@ Podemos descrever as relacdes de amizade como

um grafo simples G onde os vértices s&o 0s

Cavaleiros e uma aresta entre dois Cavaleiros se

eles sdo amigos (e podem sentar lado a lado).

Modred AU Galahad

A]ymwmelﬂt
Guinglain Gawaine

Brunar Percival
Degore Lionel
Dagonet Tristan

Ector Gareth

Kay Bedivere

Blioberis
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70/108

72/108



@ Um circuito com essas propriedades é chamado de
circuito hamiltoniano do grafo G.

@ Este nome homenageia o0 matematico irlandés
William Rowland Hamilton (1805-1861).

@ Em 1856 ele descreveu, em uma carta a um colega,
um jogo para duas pessoas derivado do dodecaedro.
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@ Nesse jogo, uma pessoa escolhe um caminho P
qualquer de cinco vértices no grafo G, e a outra deve
encontrar um circuito em G que comecgca com P e
passa por todos os vértices.
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(a)

(c)

(&)

Figura 13.19: (a) e (b) grafos hamiltonianos e (¢) e (d) grafos nio hamiltonianos.

@ Um grafo que possui pelo menos um circuito
hamiltoniano é chamado de grafo hamiltoniano.

@ Ha varios argumentos que podem ser usados para
demonstrar que um grafo ndo € hamiltoniano.
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@ Por exemplo, se G tem um vértice de grau 1, entdo G
nao é hamiltoniano. No exemplo da figura (c),
pode-se ver que qualquer passeio que visite 0s
vértices u e v deve repetir a aresta a, e portanto néo
pode ser um circuito.

@ No exemplo da figura (d), pode-se observar que os
cinco vértices brancos e os seis vértices pretos
formam uma biparticdo A, B de G. Como os dois
conjuntos tem cardinalidades diferentes, podemos
concluir que nao ha circuito que passe por todos 0s
vértices.

79/108 80/108



Grafos planares

@ Um quebra-cabecas classico pede para ligar trés

casas a trés centrais de servico — agua, esgoto e
internet banda-larga — sem que nenhuma dessas
ligagOes cruze qualquer outra.
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(a)
Figura 13.21: (a) Um grafo nao planar. (b) Um grafo planar.
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@ O problema pede para desenhar um grafo G (neste

caso, o grafo completo bipartido K3 3) no plano, de
modo que nenhuma aresta cruze outra aresta ou
passe por um vértice que ndo é seu extremo.

Um desenho deste tipo é chamado de
representacao planar do grafo G.

Se G pode ser desenhado desta forma, dizemos que
ele € um grafo planar.

Nem todo grafo é planar.
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Uma representacao planar de um grafo divide o
plano em uma ou mais regides, separadas pelos
desenhos dos vértices e arestas.

Essas regides sdo chamadas de faces da
representacdo. Na figura (b) ha cinco faces
(A,B,C,D,E). Note que uma dessas regides — a
face externa E — tem tamanho infinito, as demais

tem tamanho finito.
1 2 a b

6 3 A & B
C
(a) (b) ¢ 84/108
Figura 13.21: (a) Um grafo ndo planar. (b) Um grafo planar.




@ Teorema: Seja G uma representacao planar de um
grafo G. Uma aresta e de G pertence a um circuito
se, e somente se, ela separa duas faces distintas de
G.

@ Corolario: Um grafo é uma arvore se e somente se
ele tem uma representacéo planar com uma unica
face.
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@ Na figura por exemplo, no primeiro desenho as faces
A,B,C,Dtem 3, 3, 5 e 5 lados, respectivamente,
enquanto que no segundo as faces A’, B’, C’, D’ tem

3, 3, 4 e 6 lados, respectivamente.
1 b 4 1 D 4

(3=
(¥ ]
=]
(5]
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A férmula de Euler para grafos planares

@ Um mesmo grafo planar G pode ter varias
representacdes planares bem diferentes.
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@ No entanto, Euler descobriu que toda representacao
planar de um mesmo grafo G tem o0 mesmo numero
de faces.

@ Teorema: [Formula de Euler] Seja G uma
representacao planar de um grafo simples e conexo
G. Seja f o numero de faces de G. Entdo
f=e—-v+2,ondev=|V|ee=|E|
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Prova: Vamos provar usando indugdo no niimero de @ Passo de Inducao: Seja G uma representacao de
faces de G. um grafo conexo e planar G com f faces. Escolha

uma aresta a de G que nao seja uma aresta de corte.
anteriormente, G é uma arvore. Nesse caso, pelo Logo a pertence a algum circuito de G e portanto ela
temos e — v — 1. Portanto o enunciado vale para separa duas faces distintas de G. Entao retirando a
F—1 aresta a de G obtemos uma representacao G’ do
subgrafo G — a. Observe que G — a é conexo e que
G’ tem ' = f — 1 faces, pois as duas faces de G
separadas por a tornam-se uma face em G Sejam
v =vee =e—10numerode vértices e arestas
do grafo G — a.
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@ Base: Se f = 1 entéo, pelo corolario visto

@ Hipétese de Inducao: Suponhamos agora que f é
um inteiro maior ou igual a 2 e que a afirmacéao é
verdadeira para todas as representacoes planares de
grafos simples com o numero de faces menor que f.

Por hipétese de indugéo temos que

f=e-vi+t2 @ Uma consequéncia da formula de Euler € que um
ou seja grafo planar nao pode ter muitas arestas. Mais
(f-1)=(e-1)-v+2 precisamente:
e portanto
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Corolario: Seja G um grafo planar, simples e conexo,
com pelo menos trés vértices. Entdo |E| < 3|V| - 6.

Prova:
Seja S a soma dos lados. 3f < S < 2e. Logo Esse coroldrio permite concluir que o grafo completo
f<2/3e Ks ndo é planar, pois para ele temos |Vj;| = 5,
fee—v42 |Exs| =10,610>3-5-6=09.
2/3e>e—-v+2
v-22>1/3e
3v-62>e
Fim. 93/108 94/108

Esse corolario permite concluir que o grafo completo

Ks ndo é planar, pois para ele temos |Vj;| = 5,

Corolario: Seja G um grafo planar, simples e conexo, O teorema de Kuratowski
com pelo menos trés vértices. Se G nao possui ciclos

de comprimento 3, entdo |E| < 2|V| - 4. @ Em 1930, o matematico polonés Kasimierz
Kuratowski (1896—1980) descobriu que é possivel

Este corolario permite concluir que Ks 3 ndo € planar, caracterizar os grafos planares apenas em termos

pois ele nao tem ciclos de comprimento 3, tem discretos.

|Via| = 6. |Exys| =9.€9>2-6 -4 = 8. Observe que @ Para apresentar esse resultado precisamos do

este resultado mostra que o problema das trés casas conceito de subdivisdo de um grafo.

e trés servigcos ndo tem solucgao.

95/108 96/108



@ Dizemos que um grafo simples H € uma subdivisao
de outro grafo G se Vg C Vy, e para cada aresta

e € Eg existe um caminho C, em H ligando os
extremos e; sendo que toda aresta de Ey e todo
vértice de Vy \ Vg ocorre em exatamente um destes

caminhos.
G H

%]

(5]
%]
(¥
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Exemplo: A figura (a) mostra o chamado grafo de
Petersen (estudado pelo matematico dinamarqués
Julius Petersen, 1839-1910) que denotaremos por P.
H é isomorfo a uma subdivisdo do grafo completo Kj 3.
Note, por exemplo, que o caminho (e, a, f) de H
corresponde a aresta (1,4) de Kj 3.

(@) (b) (©) (d)
A A y 3
F D J F D J
c
v.‘v C A
A A H G
D C D C E 1 H E 1 H
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@ Teorema: [Teorema de Kuratowski] Um grafo G é
planar se e somente se ele ndo contém um subgrafo
que seja isomorfo a uma subdivisdo do Ks ou do Kj 3.
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Coloracao de grafos

Coloracao de mapas

@ E costume em mapas pintar os paises (estados,
municipios, etc) com cores variadas, de tal forma que
estados que tem fronteira comum tenham cores
diferentes — a fim de tornar as fronteiras mais
visiveis. Uma questdo antiga é quantas cores
diferentes sdo necessarias para esse fim.
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@ A experiéncia sugere que trés cores sao
insuficientes, mas quatro cores bastam (desde que
cada pais seja um unico territério continuo).

@ Sera que existe algum mapa que precisa de cinco
(ou mais) cores?
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@ Essa demonstracao causou bastante controvérsia,
pois 0s autores reduziram o problema a 2000 casos
separados, e utilizaram um programa de computador
para enumerar e verificar todos esses casos.

@ Por esse motivo muitos matematicos se recusaram a
considerar a demonstracao valida, e ela foi publicada
somente em 1989.

103/108

Em 1852 esta questao foi colocada como um
problema matematico pelo aluno inglés Francis
Guthrie (1831-1899), e foi amplamente divulgada
pelo seu professor Augustus De Morgan.

Em 1879, o matematico inglés Alfred Kempe
(1849-1922) publicou uma demonstracao de que
quatro cores eram suficientes.

Porém, em 1890 foi observado que havia uma falha
na demonstragdo de Kempe.

Uma demonstracéo correta foi obtida apenas em
1976, por Kenneth Appel e Wolfgang Haken.
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Em 1996 Robertson, Sanders, Seymour e Thomas
conseguiram simplificar a demonstragéo reduzindo a
lista para “apenas” 633 casos. (Hoje demonstracdes
usando computador tornaram-se ferramentas
importantes em matematica.)

Um mapa de paises pode ser visto como uma
representacao planar G de um grafo G: cada vértice
de G é um ponto do mapa onde trés ou mais paises
tem fronteira comum, e cada aresta é um trecho de
fronteira entre dois paises ligando dois desse pontos.
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@ Na representagao dual H de G, cada vértice é um
pais e existe uma aresta ligando dois paises se, e
somente se, eles tem um trecho de fronteira em
comum.

@ Portanto, o resultado de Appel e Haken pode ser

reformulado como segue

Teorema: [Teorema das quatro cores] Se H é um
grafo planar é sempre possivel colorir seus vértices
com quatro cores, de modo que quaisquer dois
vértices adjcentes tenham cores distintas.
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Coloracao de grafos em geral
@ O problema das quatro cores € um caso particular de

uma questdo mais geral sobre grafos arbitrarios (n&o
necessariamente planares).

Definimos uma k-coloracao de um grafo simples G
como uma atribuicdo de k cores aos vértices de tal
forma que vértices adjacentes ndo tem a mesma cor.
O numero cromatico de G € o menor nimero k de
cores tal que G tem uma k-coloracdo. Denotaremos
por x(G) o numero cromatico de um grafo G.
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@ Ainda nao se conhece um algoritmo eficiente para
determinar o niumero cromatico de um grafo simples
G arbitrario. Entretanto, existe um teorema que limita
esse numero:

@ E facil ver que o niimero cromético de G é 2 se e
somente se G é bipartido, € que 0 numero cromatico
do grafo completo K, € n.

@ O teorema das quatro cores diz que 0 numero

cromético de um grafo planar é no maximo 4. Teorema: Seja G um grafo simples e A o0 maior dos

graus de seus vértices. O numero cromatico de G é
no maximo A + 1.
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