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Introducao

O que ¢ a Teoria dos Jogos?

e Estudo da interacao entre agentes e dos resultados que
possam ocorrer a partir dessa interagao

Theory of Games and Economic Behavior,
von Neumann e Morgenstern (1944)
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Préemio Nobel em Ciéncias Economicas 1994

Nash, Harsanyi e Selten: “for their pioneering analysis of
equilibria in the theory of non-cooperative games”




Préemio Nobel em Ciéncias Economicas 2005
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Préemio Nobel em Ciéncias Economicas 2005

Aumann e Schelling: “for having enhanced our understanding of
conflict and cooperation through game-theory analysis.”
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Premio Nobel em Ciéncias Economicas 2007

Hurwicz, Maskin e Myerson: “for having laid the foundations of
mechanism design theory.”
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Préemio Nobel em Ciéncias Economicas 2012

Roth e Shapley: “for the theory of stable allocations and the
practice of market design.”
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Teoria dos Jogos para computologos

O que é Teoria dos Jogos Algoritmica?

e Interface entre a Teoria dos Jogos e a computagao

Nisan e Ronen, Algorithmic Mechanism Design, STOC’99:

“We consider algorithmic problems ... where the partici-
pants cannot be assumed to follow the algorithm but rather
their own self-interest. ... the algorithm designer should

ensure in advance that the agents’ interests are best served
by behaving correctly.”
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Exemplo: Problemas classicos revisitados

Problemas computacionais classicos como:
e Roteamento
e Balanceamento de carga

e Localizacao de instalagoes

Podem ser repensados utilizando a Teoria dos Jogos
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Exemplo: Leiloes de antincios

Google

Passagens Aéreas

Web  Shopping  Mapas  Imagens  Videos  Mais ~

Aproximadamente 898.000 resultados (0,21 segundos)

Ferramentas de pesquisa

|Ancincios relacionados a Passagens Aéreas ©

| mrege

Veja seu andncio aqui »
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Dilema do Prisioneiro

e Dois prisioneiros A e B interrogados separadamente
e Duas possiveis respostas: confessar ou silenciar

e Duracao da pena depende das respostas

Duragao da pena:

1 2 Confessar | Silenciar
4 5
Confessar 4 1
. . 1 2
Silenciar 5 0
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Anadlise do Dilema do Prisioneiro

1 2 Confessar | Silenciar
Confessar 4 £ 1 £
. . 1 2
Silenciar 5 5
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Anadlise do Dilema do Prisioneiro

1 2 Confessar | Silenciar
Confessar 4 £ 1 £
. . 1 2
Silenciar 5 5

Aniélise feita pelo jogador A:

e Se B Confessar, ¢ melhor Confessar e ficar 4 anos preso do que
Silenciar e ficar 5 anos preso

e Se B Silenciar, é melhor Confessar e ficar 1 ano preso do que
Silenciar e ficar 2 anos preso

Por simetria, para ambos os jogadores, é melhor Confessar
independente da estratégia do outro jogador
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e Cada jogador ¢ tem um conjunto 5; de estratégias

e Um perfil (de estratégias) é um vetor (sq,...,s,) onde s; € S;
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Formalizacao de um jogo simultaneo

Em um jogo:

Temos um conjunto N = {1,...,n} de jogadores

Cada jogador ¢ tem um conjunto S; de estratégias

Um perfil (de estratégias) é um vetor (sq,...,s,) onde s; € S;
S =5 x---x .5, éo conjunto de perfis

Cada jogador ¢ tem uma funcao u; de S em R

ui($1, ..., 5,) ¢ a utilidade (lucro) do jogador i quando o
perfil é (sq,...,$,)

Alternativamente, podemos considerar uma funcao de custo
¢; de S em R

» Podemos converter usando ¢;(s) = —u;(s)
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Racionalidade

Em geral, consideramos que os jogadores sao racionais
e Isto é, eles buscam maximizar sua utilidade

e Ou minimizar o seu custo

Vérios dos principais conceitos que veremos se baseiam na
racionalidade dos jogadores
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro

N = {4, B}
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro

N ={A, B}
Sa = {Confessar, Silenciar}
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro

N ={A, B}
Sa = {Confessar, Silenciar}
Sp = {Confessar, Silenciar}
S =8S,4x%xSg
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro
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N ={A, B}
Sa = {Confessar, Silenciar}
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro

N ={A, B}
Sa = {Confessar, Silenciar}
Sp = {Confessar, Silenciar}
S =8S,4x%xSg

4, se s = (Confessar, Confessar),
1, se s = (Confessar, Silenciar),

ca(s) = 5, se s = (Silenciar, Confessar),
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Formalizacao do Dilema do Prisioneiro

N ={A, B}
Sy = {Confessar, Silenciar}
Sp = {Confessar, Silenciar}

S =S54x8p
([ —4, se s = (Confessar, Confessar),
ua(s) = —1, se s = (Confessar, Silenciar),
AT ) =5, se s = (Silenciar, Confessar),
| —2, se s = (Silenciar, Silenciar)
([ —4, se s = (Confessar, Confessar),
up(s) = —5, se s = (Confessar, Silenciar),
B —1, se s = (Silenciar, Confessar),
| —2, se s = (Silenciar, Silenciar)
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Notacao

Considere um jogo dado por
e Conjunto N = {1,...,n} de jogadores
e Para cada jogador i:

» Conjunto S; de estratégias do jogador i
» Funcao de utilidade u; de S em R

Para um perfil s = (sq,...,s,) em S:
® s _;éovetor (S1,...,8i 1,8i11,---5n)
/ 2 /
o (si,5_;) 6 ovetor (S1,...,81,S; Sit1,---5n)
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Notacao

Considere um jogo dado por
e Conjunto N = {1,...,n} de jogadores
e Para cada jogador i:

» Conjunto S; de estratégias do jogador i
» Funcao de utilidade u; de S em R

Para um perfil s = (sq,...,s,) em S:
® s _;éovetor (S1,...,8i 1,8i11,---5n)
/ 2 /
o (si,5_;) 6 ovetor (S1,...,81,S; Sit1,---5n)

Essa notacao é util para comparar duas estratégias quando os
outros jogadores mantém suas escolhas
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Resposta 6tima e estratégia dominante

Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_; se,
para todo s; € S;, temos que
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Resposta 6tima e estratégia dominante

Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_; se,
para todo s; € S;, temos que

wi(5) = wil(Siy 5—s) = ui(5;, 5-4)
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Resposta 6tima e estratégia dominante

Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_; se,
para todo s; € S;, temos que

u;(8) = wi(si, 5—;) > (s}, s—;)

Uma estratégia s; € S; é uma estratégia dominante se, para todo
s_; € S_;, temos que s; é uma resposta otima para s_;
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e Confessar é uma resposta 6tima quando o outro jogador joga
Silenciar
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Dilema do Prisioneiro

1 2 Confessar Silenciar
—4 -5
Confessar 4 1
. . -1 —2
Silenciar 5 o

e Confessar é uma resposta 6tima quando o outro jogador joga
Silenciar

e Confessar é uma resposta 6tima quando o outro jogador joga
Confessar

e Confessar é uma estratégia dominante para ambos os jogadores




Jogo do Congestionamento




Jogo do Congestionamento

e Dois motoristas 1 e 2
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e Dois motoristas 1 e 2
e Duas rotas possiveis (A e B) de O para D

e Rota A é a mais rdapida
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Jogo do Congestionamento

e Dois motoristas 1 e 2
e Duas rotas possiveis (A e B) de O para D

e Rota A é a mais rdapida

)
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:

Anidlise feita pelo jogador 1:
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:

A

B

Anidlise feita pelo jogador 1:

e Se 2 escolher A, é melhor escolher B
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:

A

B

Anidlise feita pelo jogador 1:
e Se 2 escolher A, é melhor escolher B

e Se 2 escolher B, é melhor escolher A
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:

A

B

Anidlise feita pelo jogador 1:
e Se 2 escolher A, é melhor escolher B

e Se 2 escolher B, é melhor escolher A

A melhor rota para 1 depende da escolha de 2
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Jogo do Congestionamento

Tempo do percurso:

A

B

Anidlise feita pelo jogador 1:
e Se 2 escolher A, é melhor escolher B

e Se 2 escolher B, é melhor escolher A

A melhor rota para 1 depende da escolha de 2

Se ambos escolherem rotas diferentes, eles nao se arrependem

s em Computacao Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier
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Relembrando:
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Equilibrio de Nash

Relembrando:

e Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_;
se, para todo s; € S;, temos que

wi(8) = wi(si, 5-4) > wi(s, 5-4)
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Equilibrio de Nash

Relembrando:

e Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_;
se, para todo s; € S;, temos que

wi(s) = ui(s4,5-4) > (s, s-;)

Um perfil s = (s1,...,5,) é um equilibrio (de Nash) se, para todo
jogador 7, s; é uma resposta 6tima para s_;
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Equilibrio de Nash

Relembrando:
e Uma estratégia s; € S; é uma resposta 6tima para s_; € S_;
se, para todo s; € S;, temos que

wi(s) = ui(s4,5-4) > (s, s-;)

Um perfil s = (s1,...,5,) é um equilibrio (de Nash) se, para todo
jogador 7, s; é uma resposta 6tima para s_;

Isto é, nenhum jogador pode melhorar sua utilidade através de
uma mudanca individual de estratégia

24 / 38
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Jogo do Congestionamento

e (A, B) é um equilibrio de Nash
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Jogo do Congestionamento

e (A, B) é um equilibrio de Nash

e (B, A) também é um equilibrio de Nash
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Jogo do Congestionamento

e (A, B) é um equilibrio de Nash
e (B, A) também é um equilibrio de Nash

e Ou seja, um jogo pode ter mais de um equilibrio
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Jogo do Congestionamento

e (A, B) é um equilibrio de Nash
e (B, A) também é um equilibrio de Nash
e Ou seja, um jogo pode ter mais de um equilibrio

Qual equilibrio ocorrera?
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Par—ou—fmpar

1 2 Par fmpar
-1 1
Par 1 1
fmpa ! N
S | 1

em Comput Schouery, Lee, M



Par—ou—fmpar

1 2 Par fmpar
-1 1
Par 1 1
fmpar ! !
i -1 1

e Nao existe equilibrio para o jogo Par-ou-Impar




Par—ou—fmpar

1 2 Par fmpar
-1 1
Par 1 1
fmpa ! !
Pat 1 1

e Nao existe equilibrio para o jogo Par-ou-Impar

e Isto é, um jogo pode nao ter equilibrios




Par—ou—fmpar

1 2 Par fmpar
-1 1
Par 1 1
fmpar ! !
i -1 1

e Nao existe equilibrio para o jogo Par-ou-Impar

e Isto é, um jogo pode nao ter equilibrios

Como voceé joga Par-ou-Impar na vida real?




Estratégias mistas

Por enquanto, consideramos que cada jogador escolhe uma tnica
estratégia
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Por enquanto, consideramos que cada jogador escolhe uma tnica
estratégia

Podemos considerar também estratégias mistas:
e O jogador escolhe uma estratégia de forma aleatéria

e Uma estratégia mista para o jogador ¢ é uma distribuicao de
probabilidades no conjunto S;
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estratégia

Podemos considerar também estratégias mistas:
e O jogador escolhe uma estratégia de forma aleatéria

e Uma estratégia mista para o jogador ¢ é uma distribuicao de
probabilidades no conjunto S;

Estratégias puras:
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Estratégias mistas

Por enquanto, consideramos que cada jogador escolhe uma tnica
estratégia

Podemos considerar também estratégias mistas:
e O jogador escolhe uma estratégia de forma aleatéria

e Uma estratégia mista para o jogador ¢ é uma distribuicao de
probabilidades no conjunto S;

Estratégias puras:

e s5; € 5; é chamada de estratégia pura

e Uma estratégia pura s; pode ser vista como uma estratégia
mista onde a probabilidade de s; ser escolhida ¢ igual a 1




Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas
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Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas

e Ou seja, para cada jogador i, o; é uma distribuigao de
probabilidades em S;
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Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas

e Ou seja, para cada jogador i, o; é uma distribuigao de
probabilidades em S;

Qual é a utilidade esperada do jogador i para o7
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Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas

e Ou seja, para cada jogador i, o; é uma distribuigao de
probabilidades em S;

Qual é a utilidade esperada do jogador i para o7

Eluws(0)] = Y ui(s)Py(s),

s em Computacao Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas

e Ou seja, para cada jogador i, o; é uma distribuigao de
probabilidades em S;

Qual é a utilidade esperada do jogador i para o7
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Utilidade esperada

Seja o um vetor de estratégias mistas
e Ou seja, para cada jogador i, o; é uma distribuigao de
probabilidades em S;

Qual é a utilidade esperada do jogador i para o7

Eluws(0)] = Y ui(s)Py(s),

onde P,(s) = Hj a;(s5)

Dizemos que os jogadores sao neutros ao risco

s em Computacao Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Resposta 6tima e estratégia dominante
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Resposta 6tima e estratégia dominante

Uma estratégia mista o; é uma resposta étima para o_; se, para
todo o}, temos que

Elui(0)] = Elus(04, 0-5)] > Elui(o7, 0-4)]
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Resposta 6tima e estratégia dominante

Uma estratégia mista o; é uma resposta étima para o_; se, para
todo o}, temos que

Efui(0)] = Elui(0i,0-i)] > Elui(0;, 0-3)]

Uma estratégia mista o; ¢ dominante se, para todo o_;, temos que
0; € uma resposta otima para o_;
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Equilibrio misto de Nash
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Equilibrio misto de Nash

Um vetor o é um equilibrio misto (de Nash) se, para todo jogador
1, a estratégia o; é uma resposta 6tima para o_;
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Equilibrio misto de Nash

Um vetor o é um equilibrio misto (de Nash) se, para todo jogador
1, a estratégia o; é uma resposta 6tima para o_;

Exemplo: p; = py = (1/2,1/2) é um equilibrio misto de Nash para
o Par-ou-Impar
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Equilibrio misto de Nash
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Equilibrio misto de Nash

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um nimero finito de
jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um equilibrio
misto.
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Equilibrio misto de Nash

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um nimero finito de

jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um equilibrio
misto.

Existem jogos sem equilibrio misto de Nash

Teoria dos Jc em Compu
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Equilibrio misto de Nash

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um nimero finito de

jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um equilibrio
misto.

Existem jogos sem equilibrio misto de Nash

e com numero infinito de jogadores ou
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Equilibrio misto de Nash

Teorema (Nash, 1951): Todo jogo com um nimero finito de

jogadores e conjuntos finitos de estratégias tem um equilibrio
misto.

Existem jogos sem equilibrio misto de Nash
e com numero infinito de jogadores ou

e com conjuntos de estratégias infinitos

la Teoria dos Jc em Compu
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e Conjunto de n paises
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Jogo da Poluicao

e Conjunto de n paises
e Precisam decidir se poluem ou nao poluem

e Nao poluir custa 3
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Jogo da Poluicao

Conjunto de n paises

Precisam decidir se poluem ou nao poluem

Nao poluir custa 3

Cada pais paga 1 por cada pais poluente
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Jogo da Poluicao

Conjunto de n paises

Precisam decidir se poluem ou nao poluem

Nao poluir custa 3

Cada pais paga 1 por cada pais poluente

Suponha que k < n paises poluam
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Jogo da Poluicao

Conjunto de n paises

Precisam decidir se poluem ou nao poluem

Nao poluir custa 3

Cada pais paga 1 por cada pais poluente

Suponha que k < n paises poluam

e Um pais que nao polui paga k + 3
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Jogo da Poluicao

Conjunto de n paises

Precisam decidir se poluem ou nao poluem

Nao poluir custa 3

Cada pais paga 1 por cada pais poluente

Suponha que k < n paises poluam
e Um pais que nao polui paga k + 3

e Se ele passar a poluir, seu custo serd de k + 1
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Jogo da Poluicao

Conjunto de n paises

Precisam decidir se poluem ou nao poluem

Nao poluir custa 3

Cada pais paga 1 por cada pais poluente

Suponha que k < n paises poluam
e Um pais que nao polui paga k + 3
e Se ele passar a poluir, seu custo serd de k + 1

e O tnico equilibrio ocorre quando todos poluem

la Teoria dos Jc em Compu



Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade

Duas medidas:
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade

Duas medidas:

e Preco da Estabilidade: andlise de melhor caso
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade

Duas medidas:

e Preco da Estabilidade: andlise de melhor caso
» “preco” minimo que pagamos porque os jogadores sao
egoistas
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e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade

Duas medidas:

e Preco da Estabilidade: andlise de melhor caso
» “preco” minimo que pagamos porque os jogadores sao
egoistas

e Preco da Anarquia: analise de pior caso
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

e Custo total do tinico equilibrio do Jogo da Poluicao: n?

e Custo total do “melhor” para a sociedade: 3n

O valor n?/(3n) = n/3 indica quao ruim ¢ o equilibrio comparado
com o melhor para a sociedade

Duas medidas:

e Preco da Estabilidade: andlise de melhor caso
» “preco” minimo que pagamos porque os jogadores sao
egoistas
e Preco da Anarquia: analise de pior caso
» “preco”’” maximo que pagamos porque os jogadores sao
egoistas
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
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Preco da Anarquia e da Estabilidade
Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
e £(J): conjunto de equilibrios do jogo J
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
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» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
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Prego da Estabilidade (anélise de melhor caso):
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
e £(J): conjunto de equilibrios do jogo J

Prego da Estabilidade (anélise de melhor caso):

OPT(J)  _ E(J)}

PE:min{W. 5
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
e £(J): conjunto de equilibrios do jogo J

Prego da Estabilidade (anélise de melhor caso):

OPT(J)  _ E(J)}

PE:min{W. 5

Prego da Anarquia (andlise de pior caso):
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Para um jogo J (com utilidades):
e f(s): valor do bem-estar social do perfil de estratégias s
» Usualmente, f(s) = > ;o ui(s)
e OPT(J) = max{f(s):s € S}: valor maximo do bem-estar
social do jogo J
e £(J): conjunto de equilibrios do jogo J

Prego da Estabilidade (anélise de melhor caso):

OPT(J)  _ g(J)}

PE:min{W. 5

Prego da Anarquia (andlise de pior caso):

OPT(J)'SGg(J)}

PA = max { 20,
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Preco da Anarquia e da Estabilidade

Quando temos custos ao invés de utilidades, invertemos as razoes

Preco da Estabilidade:

PE = min{o%?]): s € E(J)}

Prego da Anarquia:

PA = max{Ts): s € S(J)}

s em Computacao Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier



Preco da Anarquia e da Estabilidade

Quando temos custos ao invés de utilidades, invertemos as razoes

Preco da Estabilidade:

PE = min{o%?]): s € E(J)}

Prego da Anarquia:

PA = max{Ts): s € S(J)}

Assim, tanto com custos quanto com utilidades, PA > PE > 1
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Jogo do Congestionamento

2

Preco da Estabilidade:

e O bem-estar social maximo ocorre para (A4, B) e (B, A)

» tem custo 3
e (A, B) também é um equilibrio puro

e Portanto, o Preco da Estabilidade é 1
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Jogo do Congestionamento

2 A B

Prego da Anarquia:
e O bem-estar social maximo tem custo 3
e Se considerarmos apenas equilibrios puros, Preco da Anarquia é 1

e E se considerarmos equilibrios mistos?

» Existe um equilibrio misto onde cada jogador tem custo 7/2
» Assim, o preco da anarquia é 7/3 (errata do livro)

Tépicos da Teoria dos Jogos em Computagao Schouery, Lee, Miyazawa e Xavier
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Recapitulacao

Vimos:

e O que é a Teoria dos Jogos Algoritmica

Formalizacao de um jogo simultaneo

Resposta otima e estratégia dominante
Equilibrio de Nash

Estratégias mistas e equilibrios mistos

Prego da Anarquia e da Estabilidade

Estes conceitos servirao de base para as proximas aulas
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