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Pseudocdédigo de SELECTION-SORT

SELECTION-SORT(A, n)
1 parai<—latén-1
2 min < i

3 paraj <« i+1atén
4 se A[j] < A[min]
5 min « j

6

Ali] & A[min]

Invariante

Ao inicio de cada iteracao:
1. A[1...i—1] esta ordenado,
2. A[l...i—-1]<A[i...n].
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Complexidade de SELECTION-SORT

SELECTION-SORT(A, n) Tempo
1 parai<—1latén-1 O(n)
2 min < i O(n)
3 paraj <« i+1atén O(n?)
4 se Alj] < A[min] O(n?)
5 min < j O(n?)
6 Ali] & A[min] O(n)

Consumo de tempo no pior caso? ©(n?)
E no melhor caso?
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2 max < MAXIMUM(A, i)
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Revendo a complexidade

SELECTION-SORT(A, n)

1 parai« ndecrescendo até 2
2 max < MAXIMUM(A, i)

3 Ali] & A[max]

> suponha que MaxiMUM(A, i) leva tempo O(t(i))

> entdo o tempo total é

T(n)=) O(ti) <) O(t(n)=0(n-t(n))
i=2 i=2

> vamos tentar otimizar a rotina MAXIMUM(A, i)



Heapsort



O algoritmo HEAP-SORT

Vamos estudar a fila de prioridade
> é uma estrutura de dados também chamada de max-heap
> implementa Maximum com tempo O(logn)
» usando um heap, podemos ordenar em O(nlogn)

> esse algoritmo de ordenacao é chamado de heapsort
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Representando um heap

Um heap é uma arvore binaria armazenada em vetor A[1...n]

» Filhos de um nd i

> o filho esquerdo é 2i
> o filho direito é 2i + 1

> Pais
> opaideumndiéli/2]
» ond 1l naotem pai.

» Folhas

» um nd i é folha se nao tiver filhos, i.e., se 2i > n.
» asfolhassao|n/2]+1,...,n—1,n.



Exemplo de um heap

1 nivel

1 2 3 456 7 8 91011 12
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ore completa

Um heap é uma arvore completa
» cadanivel/=0,1,2,... tem 2! nés (a ndo ser o Gltimo)

> se i estd no nivel £, o niumero nds nos niveis anteriores é

R L A e |

» entdo os nds do nivel £ sdo indices

262ty 1,2¢4 2,201 1
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O nivel de um né de indice i é [logs .

> se i estd no nivel £, entdo
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Arvore com pleta

Nivel de um nd

O nivel de um né de indice i é [logs .

> se i estd no nivel £, entdo

26 < i < 2t =
log>2! < logyi < logy2ft! =
¢ < logyi < ¢+1

> assim, { =|log,i]|

Portanto, a altura da arvore é [log> n|.
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Max-heaps

Um heap A[1...n] é chamado de max-heap se cada né tiver

valor maior que seus filhos, i.e., para cada i,
> Ali] = A[2i] e A[i]=A[2i+1]

> essa restricdo é a propriedade de max-heap
» o valor da raiz € um maximo do heap

» cada subarvore também é um max-heap



Exemplo de max-heap

1 nivel
51| e 0
2 3
46 1/ E—— 1
4 5 6 5
34 41 15 14|...2
8 9 10 11 12
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1 nivel
A6 0
2 3
41 174 E— 1
4 5 6 7
34 21 15 14| ...2
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12
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Consertando um max-heap

> suponha que as subarvores 2i e 2i + 1 sao max-heaps

» como transformar a subarvore i em um max-heap?

Max-HEAPIFY(A, n, i)

=

OC VWO NOOU A WN P

e« 2i

d<—2i+1

maior < i

see <neAl[e]>A[maior]
maior < e

sed<neA[d]>A[maior]
maior «— d

se maior # i
Ali] & A[maior]
Max-HEAPIFY(A, n, maior)
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Correcao de Max-HeapiFy

Lema

Max-HEAPIFY transforma a subarvore i em max-heap.

Ideia para demonstracado: indugcao na altura h dondi.
> se h =0, entdo i éfolha e o algoritmo esta correto

» considere um né i com altura h >0
> suponha que o algoritmo funciona para arvores menores

> antes da linha 8, temos A[maior] > A[i], A[2i],A[2i + 1]

> apos alinha 9, temos Ali] > A[2i], A[2i + 1]

> segue que A[i] € maximo no vetor

> pela hipétese de indugao, Max-HEeaPIFY transforma a
subarvore com raiz maior em max-heap

v

segue que i € max-heap



Complexidade de Max-HEAPIFY

MAX-HEAPIFY(A, n, i)

Tempo

1

O 0 N O » D W DN

=
o

e« 2i

d<2i+1

maior < i

see<neAle]>Ali]
maior < e

sed<neA[d]>A[maior]
maior < d

se maior # i
Ali] & A[maior]

MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

NN Y Y Y Y Y Y Y
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Complexidade de Max-HEAPIFY

MAX-HEAPIFY(A, n, i) Tempo
1 e« 2i o(1)
2 d<2i+1 o(1)
3 maior «i O(1)
4 see<neAl[e]>Ali] ©(1)
4 maior < e O(1)
6 sed<neA[d]>A[maior] o(1)
7 maior < d O(1)
8 se maior#i ©(1)
9 Ali] & A[maior] O(1)

10 Max-HEeaPIFY(A, n, maior) T(h-1)

O tempo de execucao é T(h)=T(h-1)+©(1)=O(h)
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Construindo um max-heap

Podemos consertar um vetor inteiro

| 2

vV vyvyy

recebemos um vetor A[1...n] desorganizado
mas cada folha ja é um heap

consertamos o penultimo nivel

depois o antependltimo

e assim por diante

BuiLb-Max-HEeapP(A, n)
1 parai« |n/2]decrescendo até 1
2 Max-HEeaPIFY(A, n, i)



Construcao de um max-heap

1

nivel
14 0
2 3
13 34 e 1
4 5 6 7
17 15 10 46| --.2
8 9 10 11 12
23 12 41 30 21 3

1 2 3 456 7 8 91011 12
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1 nivel
141 0
2 3
13 TS E— 1
4 5 6 7
23 41 21 34|...2
8 9 10 11 12
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Construcao de um max-heap

1 nivel
14| 0
2 3
41 46| - 1
4 5 6 7
23 13 21 34| ...2
8 9 10 11 12
17 12 15 30 10| e 3
1 2 3 456 7 8 91011 12

14141(46|23|13|21|34|17|12(15|30(|10
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1 nivel
141 0
2 3
41 46| - 1
4 5 6 7
23 30 21 34|...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

14|41(46|23|30(21|34(17|12(15|13|10
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1 nivel
S 0
2 3
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8 9 10 11 12
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Construcao de um max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 14 e 1
4 5 6 7
23 30 21 34|...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

46(41|14|23|30(21|34(17|12|15|13|10




Construcao de um max-heap

1 nivel
46| 0
2 3
41 34| s 1
4 5 6 7
23 30 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

46|41 |34|23(30(21{14|17|12|15
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Construcao de um max-heap

1 nivel
46| e 0
2 3
41 34| s 1
4 5 6 7
23 30 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

46|41|34|23(30(21(14|17|12|15

13|10




Analise de BuiLb-Max-HEAP

BuiLb-Max-HEeapP(A, n)
1 parai« |n/2]decrescendo até 1
2 Max-HEeaPIFY(A, n, i)
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No inicio de cada iteracdo, i + 1,...,n sao raizes de max-heaps.
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Analise de BuiLb-Max-HEAP

BuiLb-Max-HEeapP(A, n)
1 parai« |n/2]decrescendo até 1
2 Max-HEeaPIFY(A, n, i)

Invariante

No inicio de cada iteracdo, i + 1,...,n sao raizes de max-heaps.

Complexidade
> uma andlise rapida levaa T(n)=n-O(logn) = O(nlogn)

» mas na verdade mostraremos que T(n) é linear!
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Complexidade de BuiLb-Max-HEAP

Analise mais cuidadosa:
> seja k a altura da arvore inteira

> temos 1 né de altura k

> temos 2 nés de altura k — 1
> temos 4 nds de altura k — 2
> e assim por diante

» uma chamada de Max-HEeaPIFY leva tempo O(h)

> vamos somar os tempos de todas as chamadas
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Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

k

T(n)= sz h.0(h)=0(2* iih

h=1 h=1
Note que
ii_l+i+i+ L1
2h 7 2 7 2 7 23 2k



Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao



Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

k

T(n)=) 2X".0(m)=0(2")

h=1 h=1

Note que
i h_1 o1 11
Sh = 2 T 527 53 Sk
2”27 2272

11 1
+§+§+ "+2—k
1 1
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Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1 h=1
Note que
“h 11 1 . .
) T atmErE et E ) Lws
h=1
1 1 1
+§+§+“+Z_k
1 1
+_+..+_
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Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1
Note que

ii—1+1+1+

h— > 7527 53

h:lZ 2 2 2

1 1

+§+§

1
+§+

Ou seja,
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Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1 2
1 1 1
+ 22 + ? + -+ Sk 5
+ ! ot ! !
23 2k 4
Ou seja,
k-1 1
T(n)=0(2) =
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Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1
Note que
ii—1+1+1+
h~ 27527 53
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1 1
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1
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1
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Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1
Note que
ii— ! + ! + ! +
h~ 27527 53
h:12 2 2 2
1 1
+§+§
1
+§+
Ou seja,
k-1
T(n)=0(2")

h=1

1
1—?<1
1 1 1
2 2k T2
1 1 1
4 2k "4
0(2%).2



Complexidade de BuiLb-Max-HEAP (cont)

Seja k = |log> n| a altura da arvore inteira, entao

h=1
+t 5t =+t ! L2 < !
22 23 kf 2 2k 72
N 1 - 1 1 1 - 1
23 2k [ 4 2k "4
Ou seja,
k-1 1 0 1
T(n)=0(2")) = <0(2)-) 55=0(2")2=0(n)



O algoritmo HEAP-SORT

HeapP-SoRrT(A, n)

1 BuiLb-Max-Heapr(A, n)

para m < n decrescendo até 2
A[l] < A[m]
Max-HeaPIFY(A,m —1,1)

A WN



Execucao de HEAP-SORT
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46| e 0
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23 30 21 14]...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 10| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

46|41|34|23(30(21(14|17|12|15

13|10




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
10| 0
2 3
41 34 1
4 5 6 7
23 30 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| L 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

10(41(34|23|30(21|14|17|12|15|13|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
O 0
2 3
10 34 1
4 5 6 7
23 30 21 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| L 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

41]10(|34(23|30(21|14(17|12|15|13|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
A1 s 0
2 3
30 34 1
4 5 6 7
23 10 21 14|...2
8 9 10 11 12
17 12 15 13 46| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

41(30(|34(23|10(21|14(17|12|15|13|46




Execucao de HEAP-SORT
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O 0
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30 34 1
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1 nivel
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1 nivel
34 0
2 3
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1 nivel
34 0
2 3
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1 nivel
34 0
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1 nivel
10| 0
2 3
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1 nivel
10| 0
2 3
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10|30(21|23|15[13|14|17|12|34|41|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
30| e 0
2 3
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4 5 6 7
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1 2 3 456 7 8 91011 12
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Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
30 0
2 3
23 b2 | 1
4 5 6 7
10 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
17 12 34 41 46| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

30(23|21(10(15(13|14(17|12|34|41|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
30 0
2 3
23 b2 | 1
4 5 6 7
17 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

30(23|21(17|15(13|14|10|12|34|41|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
30 0
2 3
23 b2 1 1
4 5 6 7
17 15 13 14)...2
8 9 10 11 12
10 12 34 41 46| 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

30(23|21(17|15|13|14|10|12|34|41|46




Execucao de HEAP-SORT

1 nivel
12| 0
2 3
23 b2 1 1
4 5 6 7
17 15 13 14|...2
8 9 10 11 12
10 30 34 41 46| L 3

1 2 3 456 7 8 91011 12

12|23(21|17|15|13|14|10|30(34|41|46
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Andlise de HEAP-SORT

HEeAP-SORT(A, n)

1  BuiLb-Max-Heapr(A, n)

2 param < n decrescendo até 2
3 A[l] & A[m]

4 Max-HeaPIFY(A,m —1,1)

Invariantes

No inicio de cada iteracao vale
1. A[l...m]éum max-heap
2. Alm+1...n] é crescente
3. A[ll...m]<A[lm+1]
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HeaP-SoRrT(A, n) Tempo

1 BuiLb-Max-HEAP(A, n) O(n)

2 param < n decrescendo até 2 O(n)

3 A[l] & A[m] O(n)

4 Max-HeapPiFY(A,m —1,1) n-O(logn)

Consumo de tempo no pior caso? O(nlogn)



Fila de prioridades



Filas de prioridades

Definicao

Uma fila de prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades
associadas e permite as operagoes



Filas de prioridades

Definicao

Uma fila de prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades
associadas e permite as operagoes

> MaxiMuM(S) devolve um elemento de maior prioridade



Filas de prioridades

Definicao

Uma fila de prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades
associadas e permite as operagoes

> MaxiMuM(S) devolve um elemento de maior prioridade

> ExTRACT-MAX(S) remove um elemento de maior prioridade



Filas de prioridades

Definicao

Uma fila de prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades
associadas e permite as operagoes

> MaxiMuM(S) devolve um elemento de maior prioridade
> EXTRACT-MAX(S) remove um elemento de maior prioridade

» INCREASE-KEY(S, x, p) aumenta a prioridade de x para p



Filas de prioridades

Definicao

Uma fila de prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecdo S de itens com prioridades
associadas e permite as operagoes

> MaxiMuM(S) devolve um elemento de maior prioridade
> ExTRACT-MAX(S) remove um elemento de maior prioridade
» INCREASE-KEY(S, x, p) aumenta a prioridade de x para p

> INSERT(S, x, p) insere um elemento x com prioridade p
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Implementacao com max-heap

Heap-Max(A, n)
1 devolva A[1]

Complexidade de tempo: O(1)
Heap-ExTRACT-MAX(A, n)
1 A[l]< A[n]

2 nen-1
3  Max-Heapiry (A, n,1)

Complexidade de tempo: O(logn)



Implementacao com max-heap

HeaP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

1 Ali] < chave

enquanto i >1e A[i/2]] < A[i]
Ali] & A[Li/2]]
i—1i/2]

AW N
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Implementacao com max-heap

HeaP-INCREASE-KEY(A, i, chave)

1 Ali] < chave

2 enquantoi>1eA[li/2]]<A[i]
3 AlileAlli2]]

4 i—1i/2]

Complexidade de tempo: O(logn)

Max-HEAP-INSERT(A, n, chave)

1 nen+1

2 Aln]e« -

3 Heap-INCReASE-KEY(A, n, chave)

Complexidade de tempo: O(logn)
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