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Cotas inferiores



Cotas inferiores

» Cota inferior para ordenacao



Numero de comparacgodes para ordenacao

Vimos diversos algoritmos para o problema da ordenacgao

Todos eles baseados em comparacoes
> elas ditam a posicao relativa de dois elementos
> arelagao x; < x; determina se x; vem antes de x;

i =

» nao usamos outro tipo de informacao sobre elementos

Podemos contar o nimero de comparacdes
> o tempo de execucgao fornece uma cota superior
» as melhores cotas sao de MERGE-SORT e HEAP-SORT
> executam O(nlogn) comparag¢des no pior caso

> QUICKSORT também tem cota @ (nlogn) no caso médio



Cota inferior para o nUmero de comparacoes

Existe algoritmo para ordenar um vetor mais eficiente?
> se ele for baseado em comparacodes, vamos ver que nao!l

» qualquer algoritmo de ordenacgao precisa executar pelo
menos (2(nlogn) comparacoes

Para formalizar isso, restringiremos o modelo computacional
> so6 temos informacao sobre os elementos por meio de
comparagao x; < x;
> a execucao de um algoritmo nesse modelo computacional
induz o que chamamos de arvore de decisao



Arvores de decisao

Uma arvore de decisao é uma arvore binaria em que
> noés internos representam comparacoes executadas

> subarvores representam a continuacao do algoritmo
apds a comparacao

> folhas representam as saidas possiveis do algoritmo

Propriedades

> toda execucao do algoritmo deve corresponder a um
caminho entre a raiz e uma folha

> o numero de comparacodes realizada corresponde ao
ndmero de nés internos nesse caminho

> o pior caso corresponde a altura da arvore



Ordenacao como problema de permutacao

Podemos redefinir o problema da ordenacao

» Entrada: vetor de n inteiros xq, x,..., X,

> Saida: permutacao p tal que x,(1) < Xp(2) < ... < Xp(n)

Com isso, reinterpretamos a arvore de decisao

> um né interno representa a comparagao x; < X;

> oramo esquerdo corresponde a vetores com x; < Xx;
> oramo direito corresponde a vetores com x; > Xx;.
>

uma folha representa uma permutacao da entrada



Exemplo de arvore de decisao

Arvore de decisdo de INSERTION-SORT para 3 elementos:

((1,3,2)) ((3,1,2>) 62,3,1)) 63,2,19




Analisando o caso geral

Quantas folhas deve haver para um vetor com n elementos?

» cada permutacao de n indices corresponde a pelo menos
uma entrada do problema de ordenacao

> todas as permutacoes devem estar representas

> a arvore de decisao deve ter pelo menos n! folhas

Consequéncias para o tempo de execucao
» o pior caso corresponde a altura da arvore
» entdao o melhor algoritmo tem a arvore mais baixa

» quao baixa pode ser uma arvore binaria com n! folhas?



Considere uma arvore de decisao com altura h
> como ela é binaria, ha no maximo 2" folhas
» mas ha pelo menos n! folhas, entao n! < 2"

> portanto, h > log, n!
Desenvolvendo o limitante inferior

logon! =

n n

log2i> ) logyn/2>n/2-logyn/2
i=1 i:[n/2'|

Entdo h € Q(nlogn).



Conclusao

O que aprendemos sobre o problema da ordenacao?
> qualquer algoritmo executa €2(nlogn) comparacoes
> assim, (2(nlogn) é uma cota inferior para o problema

» portanto, MERGE-SORT e HEAP-SORT sdo algoritmos
assintoticamente étimos

E preciso atentar-se ao problema considerado!
> veremos algoritmos lineares para ordenacao depois
> mas eles nao sao baseados em comparacgao

> e tém restricdes adicionais sobre a entrada



Cotas inferiores

» Cota inferior para busca em vetor ordenado



Busca em vetor ordenado

Problema

» Entrada: vetor crescente A[p...r] e elemento x

> Saida: indice i com A[i] = x, ou —1 se nao existir.

Busca-BINARIA(A, p, 1, x)
1 sep<r

2 qellp+n)/2]

3 se Alg] > x

4 devolva Busca-BINARIA(A, p, g — 1, x)
5 se Alg] < x

6 devolva Busca-BINARIA(A, g+ 1, r, x)
7 devolva g

8 senao

9 devolva —1

Numero de comparacdes: O(logn).



Cota inferior para busca em vetor ordenado

E possivel projetar um algoritmo mais rapido?
> nao, se baseado em comparacoes A[i| < x ou A[i] > x
> um algoritmo deve executar {2(logn) comparacdes

» provamos isso usando uma arvore de decisao



vore de decisao para busca em vetor ordenado

Para cada algoritmo, definimos uma arvore de decisao
> noés internos correspondem comparagdes com x
> subarvores correspondem as saidas

> folhas correspondem as possiveis respostas

Obtendo uma cota inferior
> existem n + 1 respostas possiveis
> a arvore de decisao tem pelo menos n + 1 folhas

> dali, a altura é pelo menos (2(logn)



Cotas inferiores

» Cota inferior para problema do maximo



Problema do maximo

Problema

» Entrada: um vetor A[1...n]

» Saida: o maior elemento de A

O algoritmo trivial executa n —1 comparacgoes
> é o melhor algoritmo baseado em comparacoes

> para ver isso, vamos investigar um algoritmo genérico



Algoritmo genérico para o problema do maximo

Para uma algoritmo, defina uma colec¢do A de pares (1, )
» um par (i,j) representa uma A[i] < Alj]
» dizemos que i perdeu a disputa

> adicionamos um par para cada comparagao executada

MAxiMO(A, n)
A0
enquanto algoritmo nao encontrou o maximo
escolha indicesiejem{1,...,n}
se A[i] < A[j]
A — AU{(i, )}
senao
A< AU{(, 1)

devolva o maximo encontrado

00ONO U™ WN P



Cota inferior para problema do maximo

Considere a colecao de pares A
» o maximo nunca perde uma disputa
» cada um dos outros deve perder pelo menos uma vez

> assim A tem pelo menos n — 1 pares

Concluimos

> todo algoritmo para o problema do maximo baseado em
comparagoes executa pelo menos n — 1 comparagoes

> o algoritmo trivial dado é 6timo



Cotas inferiores

» Cotas inferiores a partir de outras cotas inferiores



Cotas inferiores a partir de cotas inferiores

conhecidas

E possivel mostrar que um problema P tem uma cota inferior
€2(Tp(n)) usando uma cota inferior (2(T(n)) ja conhecida para
algum problema Q.
A estratégia é a seguinte:
1. mostre que com um algoritmo Ap para resolver P pode-se
criar um algoritmo A para resolver Q

2. a complexidade de Ay dependera da de Ap

3. mostre que se Ap tem complexidade o(Tp(n)), entdo Ag
tem complexidade o(Tq(n))

4. mas ja sabemos que Ag roda em Q2(T(n)), logo, Ap ndo
pode estar em o(Tp(n))

5. ou seja, Ap deve ter complexidade Q2(Tp(n)) (QED)



Isso nos da uma prova do tipo “se o problema Q tem cota
inferior 2(T(n)), entdo o problema P tem cota inferior
Q(Tp(n))”
» quando ja conhecemos cotas inferiores para Q, obtemos
cotas inferiores para P

> mas mesmo quando nao conhecemos tais cotas, elas
podem ser conjecturadas e essa prova continua sendo Gtil

> nesse caso, podemos interpreta-la como “acredita-se que

Q tem cota inferior {2(To(n)), logo, P deve ter cota inferior
Q(Tp(n))”



Outra situacao Util para esse tipo de prova:

> podemos pensar que instancias com alguma estrutura
particular podem ser mais faceis, mas elas acabam nao
sendo

» por exemplo, calcular o quadrado é o mesmo que
multiplicar dois inteiros iguais

» temos o problema geral Q e definimos o problema
“restrito” P

» mostramos que P tem a mesma cota inferior que Q



MMV

Dados um vetor x € Z" e uma matriz A € Z"*", calcular o vetor
y=A-xeZ".

Mostre que se 2(n°*¢) é uma cota inferior para o problema de
multiplicacdo de matrizes inteiras n x n, entao 2(n*¢) é uma
cota inferior para MMV.



Inversao de matrizes (IM)

Dada uma matriz ndo singular A € R™", calcular A=t € R™",

Resolugdo de sistemas lineares (SL)

Dados uma matriz A € R™" e um vetor y € R", calcular x € R"
talque A-x =y.

Mostre que se 2(n*¢) é uma cota inferior SL, entao 2(n?*€) é

uma cota inferior para IM.

(Por contrapositiva: assuma um algoritmo A, que calcula A lem o(n2+€) e

compute x = A~1 -y. Calculou-se x em tempo o(n2+€) + O(n2) = o(n2+6),

entao, Q(n2+€) nao é uma cota inferior de SL)



Multiplicacao de matrizes (MM)

Dadas matrizes A, B € R"™*", calcular C = A -B € R™",

Multiplicacao de matrizes simétricas (MMS)
Dadas matrizes simétricas A, B € R™", calcular
C=A-BeR™",

2+e) é

Mostre que se Q2(n é uma cota inferior MM, entao (2(n?*¢) é

uma cota inferior para MMS.

0 A\ (o BT\ (AB 0O
AT 0o)\B o) \o ATBT



Um exemplo com polindmis

Vamos denotar por C[X] o conjunto de polindmios com
coeficientes complexos. Por exemplo,

> (2+i)-X+3,5-X0+i-X"eC[X]
> 2.X+3-X>eC[X]

> 1eC[X]

> (X=3)-(X2+(3+2i)-X+1)e C[X]

Uma raiz de um polinémio p(X) € C[X] é qualquer valor r € C
tal que p(r) = 0. Por exemplo,

> r=iéraizde p(X)=X2—-2i-X-1
» 1,2e5sdoraizesde X>+2-X2-13-X+10



Note que assim como avaliamos um polindémio p(X) num valor
qualquer, por exemplo, p(3) ou p(1), podemos avalia-lo em X?.

n 2n
a(X)= ZaiXi = a(X?) = Za,-XZi = ag+a; X2+ar X*+..+a, X"
i=0 i=0

Por exemplo
> a(X)=2X+5X3= a(X?)=2X2+5X°
> a(X)=9-3X2+iX> = a(X?)=9-3x4+ix10

Vamos chamar tais polindmios de barril.

Definicao

Um polinémio b(X) de grau 2n é barril se existir um polindmio
a(X)=Y Loa; X' tal que b(X) = a(X?).



Raiz de um polindmio qualquer (RQ)

» Entrada: a(X) € C[X] de grau n.
» Saida: qualquer raiz r € C de a(X).

Raiz de polindomio barril (RB)

» Entrada: b(X) € C[X] tal que b(X) é barril.
» Saida: qualquer raiz r € C de b(X).

Considerando a complexidade temporal com respeito ao
nimero de operacodes aritméticas em C, vamos mostrar que
se, para qualquer e > 0, RQ tem cota inferior Q2(n'*¢), entao RB

também tem cota inferior Q2(n'*¢).
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