Prefacio

A teoria de corpos finitos desenvolveu-se extensivamente no século
XIX, porém a sua origem data dos séculos XVII e XVIII. Os primeiros
pesquisadores a considerar corpos finitos foram Pierre de Fermat,
Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange, Adrien-Marie Legendre e
Carl Gauss. Na época, os tnicos corpos finitos conhecidos eram os
corpos contendo um nimero primo de elementos.

A aparicdo do artigo “Sur la théorie des nombres’ de Evariste
Galois [44], em 1830, foi fundamental para o surgimento de vérias
questdes quanto i estrutura de corpos finitos em geral. Em 1857,
Richard Dedekind caracterizou corpos finitos com p™ elementos, onde
p é primo, em termos de anéis quocientes de polindmios. Anos mais
tarde, em 1893, Eliakim Moore mostrou que qualquer corpo finito
contém p" elementos.

O livro de Leonard Dickson [35], publicado em 1901, ja tinha os
resultados mais importantes sobre a estrutura de corpos finitos. A
seguir, apresentamos uma pequena lista com alguns desses resultados:

1. O ntmero de elementos num corpo finito é uma poténcia da
caracteristica prima do corpo.

2. Se p é primo e n é um inteiro positivo, entdo existe um tnico
corpo finito com p" elementos, a menos de isomorfismos.

3. O grupo multiplicativo dos elementos ndo nulos de um corpo
finito é ciclico.

4. Seja F' um corpo com p” elementos. O namero de elementos
num subcorpo de F é da forma p?, onde d é um divisor de n.
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Reciprocamente, se d divide n, entdo existe um subcorpo de F
com p? elementos.

5. Todo elemento a num corpo finito com ¢ elementos satisfaz
a? = a.

No século XX, o uso de corpos finitos foi extremamente difun-
dido, em parte devido & apari¢cdo dos computadores. Algumas areas
de aplicacao de corpos finitos sdo: criptografia, teoria de c6digos, pro-
cessamento digital de sinais, seqiiéncias pseudo-aleatoérias, transfor-
mada discreta de Fourier e wavelets. Corpos finitos também aparecem
relacionados as adreas da matemaéatica como combinatéria, geometria
algébrica, geometria aritmética, geometria finita e teoria de nimeros.

Este livro é uma introdugdo a teoria de corpos finitos e as suas
aplicagoes em criptografia e teoria de codigos. Tentamos elaborar
um texto que fosse auto-contido e que tivesse um minimo de pré-
requisitos. No entanto, um curso de algebra e de algebra linear, assim
como uma certa maturidade algoritmica, seria adequado para uma
melhor compreensao do conteido. Pretendemos, por meio destas no-
tas, divulgar uma area que tem cada vez mais atraido pesquisadores
na matematica, ciéncia da computacio e engenharia. Sendo assim,
ao longo dos capitulos, apresentamos varios problemas em aberto,
que podem servir como temas para projetos de iniciacdo cientifica,
mestrado ou mesmo doutorado. O leitor perceberd que muitos prob-
lemas nesta area sao bastante simples de se entender, exigindo um
conhecimento minimo da teoria. Em algumas ocasioes, estaremos
sendo breves com a descri¢ao do problema, omitindo maiores detal-
hes. Gostariamos de deixar claro que a nossa proposta, neste sentido,
é apenas a de mostrar varias possiveis pontas de pesquisa que a teoria
de corpos finitos proporciona, esperando assim motiva-lo para uma
investigacdo mais profunda no assunto. Referéncias acerca de cada
problema sao fornecidas.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados na
teoria de anéis e de corpos em geral para entdo discutirmos a es-
trutura de corpos finitos. Em particular, provamos os resultados
da lista acima. Polindmios sdo elementos bastante presentes neste
livro. Assim, também mencionamos alguns resultados basicos sobre
os anéis de polindmios. A aritmética em corpos finitos é de grande
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importancia nas aplicagées que envolvem implementacdes no com-
putador. No Capitulo 2, discutimos alguns aspectos computacionais
das operagdes aritméticas, dependendo da forma escolhida para rep-
resentar os elementos num corpo finito, que pode ser via polindmios,
elementos primitivos e elementos normais. O Capitulo 3 é dedicado
aos polinémios irredutiveis sobre um corpo finito. Abordamos os
problemas de testar se um polindmio é irredutivel e de fatorar um
polindmio como um produto de irredutiveis. No Capitulo 4, apre-
sentamos alguns criptossistemas e o problema do logaritmo discreto.
As aplicacgoes na teoria de codigos aparecem no Capitulo 5. Nos
Apéndices A, B e C, cobrimos alguns tépicos da teoria de ntimeros
necessarios neste livro.

Ao leitor que deseja se aprofundar em alguns dos tépicos cobertos
neste livro, recomendamos os livros classicos de corpos finitos de Lidl
e Niederreiter [90] (para a teoria de corpos finitos), de von zur Gathen
e Gerhard [56] (para algoritmos e operagbes aritméticas em corpos
finitos), de Berlekamp [8] (para a teoria algébrica de codigos) e de
Golomb [61] (para seqiiéncias em corpos finitos e suas aplicagdes). As
revistas cientificas mais importantes, que tém contribuido para divul-
gar boa parte da pesquisa nesta area, sdo: Finite Fields and Their
Applications, IEEE Transactions on Information Theory e Designs,
Codes and Cryptography.

Finalmente, gostariamos de agradecer &s pessoas que contribuiram
para a existéncia deste livro. Agradecemos a Yoshiharu Kohayakawa
que sugeriu aos autores que propusessem um curso sobre corpos fini-
tos para o 26° Coloquio Brasileiro de Matemaética. Este livro contém
as notas de aula deste curso. Agradecemos também aos organizadores
do Coléquio pela excelente oportunidade.

Parte do material deste livro é proveniente das notas de aula dos
cursos de “Corpos Finitos e Teoria de Codigos” e “Algebra Com-
putacional Moderna”, ministrados nos ultimos seis anos, na School
of Mathematics and Statistics da Carleton University. Tais notas
foram editadas pelos alunos: Gerald Boamah, Joanne Charlebois, Co-
lette Haley, Zhaohuan Liu, Thomas Maloley, Zhiyuan Qiao, Sebastian
Raaphorst, Stephen Savard, David Steeves e Benjamin Young.

Varios pesquisadores leram partes de versdes preliminares deste
livro. Agradecimentos especiais vao para Ricardo Dahab, Julio Cesar
Lépez Hernandez, Lucia Moura, Virginia Rodrigues, Rogério Siquei-
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ra, Benjamin Steinberg e Vilmar Trevisan, por todos os comentéarios
e sugestdes tteis que ajudaram este livro a ter a forma presente. E
claro que os autores se responsabilizam por qualquer erro que possa
existir no livro. Uma lista de errata estara disponivel em

http://wuw.math.carleton.ca/~daniel/research/livroerrata.html

Também agradecemos a Rodrigo Hausen pela ajuda técnica.

Ariane Masuda gostaria de agradecer & School of Mathematics
and Statistics da Carleton University, onde parte deste livro foi pro-
duzida, ao Department of Mathematics and Statistics da University
of Ottawa, onde a outra parte foi elaborada, e ao NSERC (Natural
Sciences and Engineering Research Council of Canada) pelo apoio
financeiro.

Daniel Panario gostaria de agradecer ao NSERC pelo continuo
apoio financeiro & sua pesquisa, ao Department de Llenguatges i
Sistemes Informatics da Universitat Politécnica de Catalunya, onde
parte deste livro foi escrita durante o seu ano sabético, e ao Ministerio
de Educacién y Ciencia do Governo da Espana pelo apoio financeiro
durante este ano.

Ariane Masuda e Daniel Panario
Ottawa e Barcelona, maio de 2007.
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Capitulo 1

Fundamentos

O objetivo deste capitulo é introduzir o leitor & teoria de corpos
finitos. Comecgaremos com uma breve apresentacdo da teoria de anéis
e de corpos, nas Secoes 1.1 e 1.2. Polindmios sdo uma ferramenta
bastante presente nas areas de criptografia e teoria de codigos; por
isso, serdo discutidos na Secdo 1.3 com énfase especial. Em seguida,
na Secdo 1.4, concentraremos nossa aten¢do em corpos finitos.

Uma referéncia para este capitulo ¢ o livro de Hefez e Villela [69].

1.1 Anéis

Definigao 1.1.1. Um anel (R, +, -) é um conjunto R munido de
duas operagdes binédrias, adi¢ao e multiplicacao, tal que

(a) (R, +) é um grupo abeliano;
(b) a-(b-¢) = (a-b)-c para quaisquer a,b,c € R; e

(¢)a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c¢)-a=0b-a+ c-a para quaisquer
a,b,c € R.

Denotaremos por 0r, ou simplesmente por 0, o elemento neutro
da adi¢do e por —a o inverso aditivo de a. Segue dos axiomas acima

7
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[CAP. 1: FUNDAMENTOS

que a-0r = Og - a = Og para qualquer a num anel R. E comum
denotarmos o produto a - b apenas por ab.

Exemplo 1.1.2.

1.

Z,Q, R, Ce Z, sao anéis com as operacoes usuais de adicao e
multiplicacao.

. Seja R um anel. Dados dois polinémios f = > 1" a;x’ e g=

>0 bjz’ tais que cada a;,b; € R e m < n, definimos a soma
f + g eoproduto fg da seguinte maneira:

n m+n
f+g= (ax+b)a® e fg =Y (aobutarbe_r+---+arbo)a”,
k=0 k=0

onde a; = b; = 0 para quaisquer 4, j com ¢ > n, j > m.
O conjunto de todos os polindmios sobre R com essas duas
operacoes é um anel conhecido como o anel dos polinémios sobre
R e denotado por R[z].

Anéis com propriedades adicionais tém nomes especiais.

Definigao 1.1.3. Um anel R é chamado

(a)

(d)

()

um anel com identidade, se existe um elemento em R, denotado
por 1g, tal que a-1g = 1g-a = a para todo a € R (neste caso,
1r & chamado o elemento neutro da multiplicacdo, também
simplesmente denotado por 1);

um anel comutativo, se a multiplicacdo é comutativa, ou seja,
a-b=>-a para quaisquer a,b € R;

um dominio de integridade, se R é um anel comutativo com
identidade e se, para quaisquer a,b € R tais que a -b = 0,
tem-se que a = 0 ou b = 0;

um anel com divisao, se os elementos nao nulos de R formam
um grupo sob a multiplicacao;

um corpo, se € um anel comutativo com divisao.

Neste livro, todo anel ser considerado um anel comutativo com
identidade e assim, por simplicidade, diremos apenas anel.
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[SEC. 1.1: ANEIS 9

Exemplo 1.1.4.

1.

Z,Q, R, Ce Z, com p primo sdo dominios de integridade. De
fato, em C, se ab=0entdoa =00ou b =0. Em Z,, se ab=0
entdo p divide ab. Como p é primo, segue que p divide a ou b.

. Z,, com n composto ndo é um dominio de integridade. De fato,

escrevendo n = ab com 0 < a,b < n, vemos que a e b sdo ambos
diferentes de zero médulo n.

Seja R um anel. Se f(x) = apz™+- - -+a1x+ap € um polindmio
sobre R com a, # 0, dizemos que cada a; é um coeficiente de
f, an é o coeficiente do termo dominante de f e o grau de
f én. O polinémio nulo tem todos os coeficientes iguais a
zero e neste caso, por convencio, o grau é —oco. Se R é um
dominio de integridade, entdo, em R[x], temos que grau(fg) =
grau(f) + grau(g). Em particular, se f e g sdo polindmios no
nulos em R[z], entdo fg também é ndo nulo. Isto mostra que,
quando R é um dominio de integridade, R[z] também é um
dominio de integridade.

Z nao é um corpo ja que, para qualquer inteiro a # +1, ndo
existe um inteiro b tal que ab = 1. Por outro lado, temos que
Q, R e C sao corpos.

Z,, com p primo é um corpo. O seguinte resultado é uma prova
deste fato.

Teorema 1.1.5. Todo dominio de integridade finito é um corpo.

Demonstrag¢ao. Sejam R um dominio de integridade finito e a¢ um ele-
mento ndo nulo em R. Consideramos a aplica¢do ¢: R — R definida
por ¢(x) = ax. Como a(x —y) = 0 implica que x —y = 0, a apli-
cagdo ¢ é injetora. Por outro lado, R é finito e portanto ¢ também é
sobrejetora; em particular, existe @ € R tal que aa = 1. ]

A reciproca deste resultado é mais geral: qualquer corpo é um
dominio de integridade. Para isso, seja F' um corpo e suponhamos
que ab=0onde a,b € F e a # 0. Seja a € F tal que aa = 1. Entdo

b=1-b=(aa)b =a(ab)=a-0=0.
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Em vista do Exemplo 1.1.4 (2), estabelecemos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.1.6. Um elemento ndo nulo ¢ num anel R é um divisor
de zero, se existe um elemento nao nulo b em R tal que ab = 0.

Exemplo 1.1.7.

1.

2.

Um dominio de integridade ndo contém divisores de zero.

Os divisores de zero em Zi2 sdo0 2,3,4,6,8,9 e 10.

As seguintes terminologias serdo utilizadas freqiientemente.

Definicao 1.1.8. Seja R um anel.

(a)

Um elemento a € R é um divisor de b € R, se existe ¢ € R tal
que b = ac. Neste caso, escrevemos a | b.

Um elemento nao nulo r é um elemento invertivel em R, se

existe s € R tal que rs = 1. Neste caso, escrevemos r 1 = s.

Os elementos a e b em R sdo associados, se existe um elemento
invertivel r € R tal que a = rb.

Seja p um elemento ndo nulo que ndo seja invertivel em R.
Dizemos que p é irredutivel em R, se p = ab com a,b € R
implica que a ou b seja invertivel em R. Caso contrério, p é

redutivel em R.

Exemplo 1.1.9.

1.

2.

Em Z, os Ginicos elementos invertiveis sdo 1 e —1. Para qualquer
inteiro a, temos que a e —a sdo associados. Se p é um namero
primo, entdo p e —p sdo ambos irredutiveis.

Num corpo, qualquer elemento ndo nulo é um elemento in-
vertivel.
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3. Em Z,, um elemento ndo nulo a é um elemento invertivel se e
somente se a e n sdo relativamente primos. Com efeito, a ultima
condicao é equivalente a ter inteiros r e s com 1 = ar + ns e
assim a~! = r (mod n). Em particular, se n é primo, todos os
elementos nao nulos em 7Z,, sao invertiveis. Isto d4 uma outra
justificativa ao fato de que Z,, é um corpo, sempre que n for

primo (veja Exemplo 1.1.4 (5)).

4. Seja R um dominio de integridade. Usando a propriedade
do grau de um produto de polinémios mencionada no Exem-
plo 1.1.4 (3), segue que os elementos invertiveis de R e R[z]
coincidem.

5. Seja F' um corpo. Qualquer polindmio linear az + b com a # 0
é irredutivel em Fz].

6. Ao mencionarmos polindmios irredutiveis em R[z], é comum
também dizermos polinémios irredutiveis sobre R. Por exemplo,
o polinémio z? — 2 = (z — v/2)(x + V/2) é irredutivel sobre Q,
mas é redutivel sobre R.

7. Vamos generalizar o exemplo anterior. Dizemos que a é uma
raiz de f, se f(a) = 0. Sejam F um corpo, f € Flzx] e a € F.
Neste caso, o polindémio z — « divide f em F[x]. Além disso, se
grau(f) > 1, entdo f é redutivel sobre F. Isto da um critério de
irredutibilidade: se grau(f) = 2 ou 3 entdo f é irredutivel sobre
I se e somente se f ndo tem raizes em F. A restri¢do no grau do
polinémio se deve ao fato de que polindmios redutiveis de grau
maior que 3 ndo necessariamente possuem fatores lineares. Por
exemplo, em R[z], o polindmio z* + 42? + 3 = (22 +1)(2% + 3)
é redutivel, mas nao tem raizes em R.

8. Em CJ[z], qualquer polinémio de grau maior que 1 é redutivel
sobre C. Esta é um conseqiiéncia imediata do Teorema Funda-
mental da Algebra, que garante que tais polindmios sempre tém
uma raiz em C.

Sejam R um anel, a € R e n um inteiro. Definimos o produto na
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por
0 sen=~0

_Ja+---4+a sen>0
na = N———

n vezes

—((=n)a) sen <O.

Esta multiplicacdo tem a propriedade de que (na)(mb) = (nm)(ad)
para todos os inteiros n, m e para todos os elementos a,b em R.
Usando esta operacao, definimos agora a caracteristica de um anel.

Definigao 1.1.10. Seja R um anel para o qual existe um inteiro po-
sitivo n tal que
n-1=1+---+1=0.
—_——
n vezes

O menor tal inteiro positivo n é chamado a caracteristica de R e
denotado por car(R). Neste caso, também dizemos que R tem carac-
teristica positiva; além disso, se n é primo, entdo dizemos que R tem
caracteristica prima. Se R ndo tem caracteristica positiva, dizemos
que R tem caracteristica zero.

Exemplo 1.1.11. Z, Q, R e C tém caracteristica zero, enquanto Z,
tem caracteristica n quando n > 2.

Teorema 1.1.12. Seja R uwm anel. Se R tem caracteristica positiva
e se R nao contém divisores de zero, entdo a caracteristica de R é
prima.

Demonstrag¢do. Seja n > 2 a caracteristica de R. Escrevendo n = ab,
onde a,b € Ne 1 < a,b < n, obtemos que 0 =n-1 = (ab) -1 =
(a-1)(b-1). Como R nao contém divisores de zero, temos que a-1 =0
oub-1=0. Em qualquer caso, temos uma contradi¢cdo, pois n é a
caracteristica. O

Sejam R um anel e S um subconjunto de R. Dizemos que S é um
subanel de R, se S também é um anel sob as mesmas operacoes de
R com o mesmo elemento neutro da multiplicagdo de R. O seguinte
critério fornece um teste muito util para verificar que um subconjunto
de um anel é de fato um subanel.
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[SEC. 1.1: ANEIS 13

Teorema 1.1.13. Um subconjunto S de um anel R é um subanel se
e somente se 1gr € S e, para quaisquer s, t em S, temos que s —t e
st pertencem a S.

Nao é dificil verificar que as condicbes acima sdo suficientes, ja
que S herda varias propriedades por ser um subconjunto de um anel.
Usando o teste acima, podemos comprovar rapidamente os seguintes
exemplos.

Exemplo 1.1.14.

1. Z[i] = {m + ni: m,n € Z} é um subanel de C, também co-
nhecido como o anel dos inteiros de Gauss.

2. R[z?] = {f(2?): f € R[z]} é um subanel de R[z].

1
3. Z {5] = {% m,n € 7, nZO} é um subanel de Q.

Alguns anéis tém a mesma estrutura algébrica. Esta semelhanca
pode ser expressa por meio de uma aplicacao que preserva os elemen-
tos neutros da multiplicacao, a adicao e a multiplicacao.

Definigao 1.1.15. Sejam R e S anéis cujos elementos neutros da
multiplicacdo sdo 1i e 1g, respectivamente. Um homomorfismo de
anéis é uma aplicacdo ¢: R — S satisfazendo ¢(1r) = 1g, ¢p(a+b) =
o(a) + ¢(b), ¢(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer a,b € R. Além disso,
se ¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo e escrevemos R = .S
para dizer que R e S sdo isomorfos.

Como conseqiiéncia desta defini¢ao, qualquer homomorfismo tam-
bém preserva zeros, negativos, multiplica¢des por inteiros e poténcias.
Isto significa que se Or e Og s@o os zeros de R e S, respectivamente,
entdo 6(0,) = Os, d(—a) = —(a), é(na) = né(a) e ¢(a*) = d(a)*
para quaisquer a € R, n € Z ek € N.

Exemplo 1.1.16.

0 )
1. A aplicacdo ¢: Z — Zs definida por ¢(a) = { ) sea ? ?ar
1, se a é impar

é um homomorfismo.
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14 [CAP. 1: FUNDAMENTOS

2. A aplicacdo ¢: Z[i] — Z[i] definida por ¢(a + bi) = a — bi é um
isomorfismo.

3. O anel R formado pelos elementos 0, 8,16 de Zso,4 é isomorfo a
Zs, j4 que a aplicagdo ¢: R — Z3 dada por ¢(0) =0, ¢(8) = 2
e ¢(16) =1 é um isomorfismo.

Se ¢: R — S & um homomorfismo de anéis, a imagem de ¢,
definida por ¢(R) = {s € S: s = ¢(r) para algum r € R}, é um
subanel de S. Para verificarmos isso, observamos inicialmente que
1ls = ¢(1g), ou seja, 1g € ¢(R). Suponhamos que s; e s2 estejam
na imagem de ¢, digamos, ¢(r1) = s1 e ¢(rz) = s2 com ri,73 € R.
Entdo ¢(rq —ra) = s1 — s2 e ¢(r1r2) = s182. Logo, os elementos
$1 — S92 € s182 pertencem a ¢(R). No final desta se¢do, analisaremos
uma estrutura algébrica que é isomorfa a ¢(R) (Teorema 1.1.24).

Isomorfismos serao importantes para entendermos a estrutura de
um corpo finito. Na Secdo 1.4, determinaremos exatamente os valores
de ¢ para os quais um corpo contendo ¢ elementos existe. Além disso,
quando um corpo de g elementos existe, veremos que é Gnico a menos
de isomorfismos. Um outro conceito necessério neste resultado é o de
anel quociente, mas primeiro precisamos ver o que é um ideal.

Definigao 1.1.17. Um subgrupo aditivo I de um anel R é um ideal
de R, se ar € I para quaisquer a € I e r € R.

Exemplo 1.1.18.

1. Em qualquer anel R, os ideais triviais sdo {0} e R. O ideal
0 = {0} é conhecido como o ideal zero. Qualquer ideal I de R
é um ideal préprio, se I # R.

2. Para qualquer n > 0, o conjunto nZ de todos os miltiplos de n
é um ideal de Z.

3. O exemplo anterior pode ser generalizado para qualquer anel R.
Dado a € R, o conjunto {ra : r € R} é um ideal de R chamado
o ideal gerado por a e denotado por (a).

4. Sejam R e S anéis. Dado um homomorfismo de anéis ¢: R — 5,
o nicleo de ¢, definido por ker¢ = {r € R: ¢(r) = 0}, é um
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[SEC. 1.1: ANEIS 15

ideal de R. De fato, suponhamos que a e b estejam no ntcleo
de ¢. Segue que ¢(a —b) =0 e ¢(ar) = 0 para qualquer r € R.

O nicleo de um homomorfismo pode ser usado para verificar que
o homomorfismo é injetor. Com efeito, se ¢ é um homomorfismo,
entdo ¢ é injetor se e somente se ker¢ = {0}. A demonstragio
é bastante simples. Se ¢ é injetor e x € ker ¢ entao x = 0, pois
#(0) = 0. Reciprocamente, se ker ¢ = {0} e ¢(r1) = ¢(r2), temos que
@(r1 —r2) = 0, ou seja, r; — ro € ker ¢; logo r1 = 3.

A particdo de um anel em conjuntos disjuntos conhecidos como
classes laterais é bastante til no estudo de anéis, pois d4 uma manei-
ra de construir novos anéis a partir de dados anéis.

Definigao 1.1.19. Sejam R um anel e I um ideal de R. O conjunto
r+I={r+a:a€cl}comr e Rformauma classe lateral de I em
R. O conjunto de todas as classes laterais de I em R é conhecido
como o anel quociente de R por I e é denotado por R/I.

A relagdo' em R induzida por esta defini¢do é dada pela igualdade
r+1 = s+, sempre que r—s € I. Esta é uma relacdo de equivaléncia®
e portanto as classes laterais de I em R formam uma particio® de
R. Definindo as operagoes de adi¢do e de multiplicacdo em R/I de
maneira natural, ndo é dificil ver que R/I é um anel.

Teorema 1.1.20. Seja I um ideal de um anel R. Entdo R/I é um
anel com a adicdo e a multiplicacdo definidas por

(r+D)+(s+D)=(r+s)+1 e (r+D(s+1)=rs+1,

respectivamente.

De fato, em R/I, o elemento neutro da adi¢do é 0 + I, o inverso
aditivo de r+1 é —r+ I, o elemento neutro da multiplicacao é 1+ 1
e todas as outras condi¢Oes para ser um anel sdo satisfeitas ja que R
é um anel.

1Qualquer subconjunto S C R x R é uma relagdo em R. Denotamos tal relagio
por ~, onde a ~ b, se (a,b) € S.

2A relacdo ~ é de equivaléncia, se ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

3Se ~ é uma relacdo de equivaléncia, dizemos que a classe de equivaléncia de
a é formada por todos os elementos b € R tais que a ~ b. Neste caso, o conjunto
de todas as classes de equivaléncia forma uma parti¢do de R.
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Exemplo 1.1.21.
1. Z/nZ =2 Z,

2. Seja R = Z]i] o anel dos inteiros de Gauss e seja I o ideal gerado
por 2+ 3i. Mostraremos que R/I é um corpo descrevendo suas
classes laterais. Seja o = (m +ni)+ 1 € R/I, onde m,n € Z.
Como (1—1)(243i) = 5+, temos que i+1 = —5+1 e assim o =
(m —5n)+ I. Em outras palavras, « = a+ I onde a € Z. Uma
outra redugédo é obtida observando que 13 = (2 + 3i)(2 — 3i),
o que implica que 13+ I = 0+ I. Escrevendo a = 13¢ + r
com 0 < r < 12 da que o = r+ I. Além disso, quaisquer
duas tais classes laterais sdo distintas. Para mostrarmos isso,
suponhamos que r +1 = 7' + I com 0 < r,v’ < 12. Entdo
r —r'" = (2 + 3i)(m + ni) para certos m,n € Z. Tomando
os quadrados dos valores absolutos de ambos os lados produz
(r —r')? = 13(m? + n?), o que significa que 13 divide r — 1,
ie. » =1 Logo R/I = {r+1:0 < r < 12} possui 13
elementos. Além disso, a aplicagdo ¢ : R/I — Z3, definida
por ¢(r + I) = r, & um isomorfismo. Como Z;3 é um corpo,
concluimos que R/ também é um corpo.

Na verdade, ndo é uma coincidéncia que no ultimo exemplo ob-
tivemos um anel quociente R/I que é um corpo. De fato, caracteri-
zaremos os ideais que precisamente produzem anéis quocientes que
sao dominios de integridade e corpos. Isto sera realizado em termos
de ideais especiais.

Definigao 1.1.22. Seja R um anel.

(a) Um ideal I de R é principal, se existe a € R tal que I = (a).
Neste caso, I também é chamado o ideal principal gerado por
a.

(b) Um ideal P de R é primo, se P # R e se ab € P implica que
a€ PoubeP.

(¢) Um ideal M de R é maximal, se M # R e se os Unicos ideais I
de Rtaisque M CICRsaol=Mel=R.
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(d) O anel R & um dominio de ideais principais, se R € um dominio
de integridade e se cada ideal I de R é principal.

Agora podemos mostrar os resultados anunciados anteriormente.
Teorema 1.1.23. Seja R um anel.
1. Umideal M de R é mazimal se e somente se R/M ¢é um corpo.

2. Um ideal P de R é primo se e somente se R/P é um dominio
de integridade.

3. Todo ideal maximal é primo.

4. Se R é um dominio de ideais principais, entdo R/(p) é um corpo
se e somente se p € irredutivel em R.

5. Se R é um dominio de ideais principais e p # 0, entdo (p) é
um ideal primo se e somente se (p) é um ideal mazimal.

Demonstragio. Comegaremos com a prova de (1). Seja M um ideal
maximal de R. Dado a € R\ M, é suficiente mostrar que o + M é
invertivel em R/M. Para isso, vamos mostrar que A = {ar+m: r €
R,m € M} é um ideal contendo M. Claramente, A é um subgrupo
aditivo que contém M. Além disso, para todo r’ € R, temos que
(ar +m)r’ = arr’ + mr’ pertence a A e portanto A é um ideal. Ja
quea € Mea=a-1+0¢€ A, segue que M # A. Como M é
maximal, obtemos que A = R. Em particular, 1 = ar+m com r € R
e m € M. Portanto, (a+ M)(r+ M) =1+ M.

Reciprocamente, seja I um ideal de R tal que I # M e M C I.
Seja a € I\ M. Existe r € R satisfazendo (a + M)(r + M) =1+ M
e assim ar + m = 1 para algum m € M. Como ar +m € I, segue
que 1 € I e assim I = R. Logo M é maximal.

Para demonstrar (2), observamos que o anel quociente R/ P é um
dominio de integridade se e somente se (a+ P)(b+ P) = 0+ P implica
quea+P =0+ P oub+ P =0+ P, ou equivalentemente se ab € P
implica que a € P ou b € P.

Se M é um ideal maximal de R entdo R/M é um corpo por (1),
logo também é um dominio de integridade. Por (2), concluimos que
o ideal M é primo. Isto prova (3).
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Para a prova de (4), suponhamos que (p) seja maximal e que
p = ab. Entdo (p) C (a), o que implica que (a) = (p) ou (a) =
R. No primeiro caso, temos que a = pr para algum r € R, isto
é, p = prb, ou equivalentemente, p(1 — rb) = 0. Como R é um
dominio de integridade, segue que b = 1, ou seja, b é invertivel. No
outro caso, quando (a) = R, temos que a é invertivel, pois 1 € R e
portanto ra = 1 para algum r € R. Em qualquer caso, temos que p
é irredutivel.

Reciprocamente, suponhamos que p seja irredutivel. Entao p nao
é invertivel e portanto (p) # R. Suponhamos que (p) C (a). Segue
que p = ar onde r € R. Como p é irredutivel, obtemos que a ou
r € invertivel, o que implica que (a) = R ou (a) = (p). Logo (p) é
maximal.

Finalmente, provamos (5). Sabemos que os ideais maximais sdo
primos por (3). Entdo, basta provarmos que (p) primo implica que
(p) seja maximal quando p # 0. De acordo com (4), é suficiente
demonstar que p ¢é irredutivel. Suponhamos que p = ab. Entao,
ab =p € (p) e portanto a € (p) ou b € (p). Suponhamos sem perda
de generalidade que a € (p), ou seja, a = pc com ¢ € R. Portanto,
p = pcb, isto &, p(1 — ¢b) = 0. Como p # 0, temos que cb = 1, logo
b & invertivel. Concluimos que p é irredutivel e assim (p) é maximal
por (4). O

Para terminar esta se¢do, apresentamos o teorema de isomorfismo
de anéis.

Teorema 1.1.24. Se ¢: R — S € um homomorfismo de anéis, entao
R/ ker ¢ € isomorfo a ¢(R).

Demonstragio. Vamos mostrar que a aplicacdo ®: R/ ker ¢ — ¢(R)
com ®(r + ker ¢) = ¢(r) & um isomorfismo de anéis. Primeiramente,
veremos que ® estd bem definida e é injetora. Sejam 11,72 € R.
Temos que 71 +ker ¢ = ro+ker ¢ se e somente se ¢(r1 —ra) = 0, 0 que
é equivalente a ¢(r1) = ¢(r2). Como ¢ é um homomorfismo, segue
imediatamente que ® também é um homomorfismo. Além disso, ® é
claramente sobrejetora. O
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1.2 Corpos

Sejam F' um corpo e K um subconjunto de F'. Se K também é um
corpo sob as operagoes de F', dizemos que K é um subcorpo de F e
que F' é uma extensdo de K.

Exemplo 1.2.1. Q é um subcorpo de R e C; R é um subcorpo de
C.

Similarmente ao teste de subanel (Teorema 1.1.13), o seguinte
critério determina se um subconjunto de um corpo é um subcorpo.

Teorema 1.2.2. Um subconjunto K de um corpo F é um subcorpo
se e somente se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

1. K contém pelo menos um elemento nio nulo;
2. sea,be K entioa—be K;

3. sea,bc K eb#0 entio ab™! € K.

O subcorpo K é prdprio, se K # F. Um corpo que nao contém
nenhum subcorpo préprio é chamado um corpo primo.

Exemplo 1.2.3.

1. Z/pZ é um corpo primo. Com efeito, se K é um subcorpo de
Z/pZ, entdao 1 deve estar em K. Como K é fechado para a
adi¢do, todo elemento em Z/pZ estd em K e assim K = Z/pZ.

2. Q é um corpo primo, porque qualquer subcorpo de Q contém
1, mas entdo contém Q, ja que é fechado para a adicdo e por
inversos.

O préximo resultado mostra que os dois exemplos acima na ver-
dade representam todos os corpos primos a menos de isomorfismos,
j4 que um corpo primo pode ser visto como um subcorpo gerado pelo
elemento neutro 1.
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20 [CAP. 1: FUNDAMENTOS

Teorema 1.2.4. O subcorpo primo de um corpo F' é isomorfo a Z/pZ
ou a Q de acordo com a caracteristica de F ser prima ou zero.

Demonstragdo. Seja ¢: Z — F o homomorfismo de anéis definido
por ¢(n) = n-1p. O nicleo de ¢ é (carF)Z. Se carF = p para
algum primo p, entdo, pelo Teorema 1.1.24, ¢(Z) = Z/pZ que é um
corpo primo. Se carF = 0, entdo ¢ é injetora. Neste caso, ¢(Z) é
um anel isomorfo a Z. Definimos agora ¢': Q — F por ¢'(m/n) =
(m-1p)(n-1r)7% se n # 0. Temos que ¢’ é um homomorfismo
injetor. Com efeito,

(bl (m + @) = ((m1n2 + mgnl) . 1F)((7’L17’Lg) . 1F)_1
= (mi-1p)(n1-1p)"' + (ma-1p)(ng - 1)~

()
n1 )

((mymz) - 1p)((nang) - 1p) 7"
(my-1p)(n1-1p) " Y(mg - 1p)(ng - 17) "
o) ()

Além disso, se ¢'(m/n) = 0 entdo mlp = 0 e portanto m = 0, ja

que carF' = 0. Concluimos que ¢'(Q), que é o menor subcorpo de F'
contendo 1p, é isomorfo ao corpo primo Q. O

o (T m2
niy N2

A interseccdo de subcorpos de um corpo é um subcorpo. Logo,
corpos primos também podem ser obtidos considerando a interseccao
da colecao de todos os subcorpos de um dado corpo. Na verdade, a
idéia de tomar interseccoes pode ser generalizada para obter outros
COrpos.

Definigao 1.2.5. Sejam K um subcorpo do corpo F' e M um sub-
conjunto de F. O corpo K (M) é definido como a intersecgdo de
todos os subcorpos de F' contendo ambos K e M e é chamado o
corpo de extensao de K obtido pela adjung¢ao dos elementos de M.
Quando M = {61,04,...,0,}, escrevemos K(M) = K(61,60a,...,60,).
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Quando M = {6}, dizemos que L = K () é uma extensio simples de
K.

Se L é um corpo de extensao de K, entdo L pode ser visto como
um espago vetorial sobre K. Primeiramente, isto deve-se ao fato de
que os elementos de L formam um grupo abeliano sob a adi¢do. Além
disso, a multiplicacdo de um elemento o € L por um escalar r € K
da ra € L satisfazendo

rla+p8) = ra+rg

(r+s)a = ra+sa
(rs)a = r(sa)
lg-ao = «

para quaisquer 7, s € K e o, € L. Quando L é um espago vetorial
de dimens3o finita sobre K, a dimensdo é o grau de L sobre K e é
denotada por [L : K|. Neste caso, dizemos que L é uma ezxtensdio
finita de K.

Teorema 1.2.6. Se M € uma extensdo finita de L e L é uma exten-
s@o finita de K, entdo M ¢é uma extensdo finita de K com [M : K| =
[M : L|[L : K].

Demonstra¢do. Suponhamos que {a1, a2,...,am} e {61,02,.-.,0n}
sejam bases de M sobre L e de L sobre K, respectivamente. Entao
[M : L] =m, [L: K] = n e queremos provar que [M : K] = mn.
Qualquer elemento o € M pode ser escrito como

o =701 + 7202 + -+ Yo,
onde 71, ...,vm € L. Agora, para cada ¢ tal que 1 < ¢ < m, temos

Vi =T+ riefe + -+ Tinfn

onde r;1,...,74 € K. Logo, combinando as duas expressoes acima
d4 que
m m n
a= g Yie = g g T 0
i=1 i=1 j=1

onde cada r;; pertence a K. A seguir, mostraremos que o conjunto
{Bjci: 1 < j <n,1 <i<m} élinearmente independente e assim
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é uma base de M sobre K. Seja >.;", >°7_; sij0;a; = 0 onde cada
sij € K. Como {a,...,an} forma uma base de M sobre L, obtemos
Z?Zl sij3; = 0 para qualquer . Finalmente, como {f1,...,0,} é
uma base de L sobre K, concluimos que cada s;; é zero. O

1.3 Polinémios

Comecamos esta secdo com um resultado importante sobre polino-
mios.

Teorema 1.3.1. [Algoritmo da divisdo| Sejam F' um corpo e f,g €
Flz] com g # 0. Existem tnicos polinémios h, r € F[z] tais que
f=gh+r egrau(r) < grau(g).

Demonstragio. Seja S = {f—gh : h € Flz]}. Digamos que r = f—gh
é um polindmio em S de menor grau e que grau(r) = m, grau(g) = n.
Mostraremos que m < n.

Suponhamos por contradicdo que m > n. Seja a € F tal que o
produto de a e o coeficiente do termo dominante de g da o coeficiente
do termo dominante de r. Subtraindo az™ "¢ de ambos os lados de
r= f — gh da que

r—azx™ "g=f—gh—ax™ g,
onde o polindémio do lado esquerdo tem grau menor que m. O lado
direito é igual a f — g(h + az™™ ™) € S. Isto contradiz o fato de
que r é o polindmio de menor grau em S. Assim, existem polindémios
h,r € F[z] tais que f = gh+7rem <n.

Suponhamos que existam polindmios hy, ha, r1, o em F[z] tais
que f = ghy + 11, f = gha + 12, grau(ry) < grau(g) e grau(re) <
grau(g). Assim, ghy +r1 = gha +ro implica que g(h1 — ha) = ro —71.
Como grau(re—7r1) < grau(g), temos que h1—ho = 0 e assim ro—7r1 =
0. LOgO hl = h2 ery =rnrg. [l

Seja R um anel. Para que o algoritmo da divisdo seja valido em

RJz], é necessario que o coeficiente do termo dominante de ¢ seja
invertivel em R.

Definicao 1.3.2. Seja F' um corpo. Dados f e g € F[z], existe um
tnico polindmio ménico d € Fx] tal que
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(a) d divide f e g,

(b) qualquer polinémio h € Flz] dividindo ambos f e g divide
também d.

Este polinémio d é o mdzimo divisor comum de f e g, denotado por
mdc(f, g).

Observamos que o mdc(f, g) é o polinébmio monico de maior grau
dentre os polinémios que dividem ambos f e g em Flx].

A existéncia do mdc(f, g) vem do fato de que F[x] é um dominio de
ideais principais. Isto sera provado mais adiante (Teorema 1.3.6). De
fato, veremos que f e ¢ tém um divisor comum d tal que d = af + bg
para certos a, b € F[x]. Desta expressdo, resulta que qualquer divisor
comum de f e g divide d.

A fim de encontrar o mde(f, g), apresentaremos agora o algoritmo
euclideano, que é baseado em varias aplicagdes do algoritmo da di-
visdo. Comegamos com a divisdo de f por g, supondo que o resto
desta divisdo seja r1. A proxima divisdo é a de g por r1 com resto
ro, digamos. Dividindo r; por r2 e continuando com este processo,
obtemos:

[ = qg+n

g = g2m+r2

T = @3T2+7T3

(1.1)
Ts—3 = (s—1Ts—2 +Ts_1
Ts—2 = (sTs—11+7Ts
Ts—1 = (s+1Ts + 0,
onde q1,...,q4s+1,71,---,Ts 840 polindmios sobre F' e

grau(g) > grau(ry) > grau(rg) > - -+ > grau(rs—1) > grau(rs) > 0.

Como o grau(g) é finito, este processo de divisGes sempre termina com
uma divisdo exata. Quando isso acontece, temos que mdc(f,g) =
a~'r,, onde a é o coeficiente do termo dominante do tltimo resto
ndo nulo r,. Esta multiplicacdo de 7, por a~! é realizada para que

tenhamos um polindémio monico.
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Exemplo 1.3.3.

1. Sejam f(z) = 23+ 3 e g(x) = 222+ 2 onde f, g € Zs[z]. Temos
que

2%+ 3 32(22% +2) + (4z + 3)
202 +2 = (3 +4)(4x +3) +0.

Entdo mde(x® 43,222 4+2) = (47 1) (42 +3) = 4(4x+3) = v +2.

2. Sejam f(z) = 22° + 2® + 2® + 2 e g(z) = 2* + 2* + 22 onde
f,g € Zs[x]. Temos que

220 + 23 4 2% + 2 2z + D) (z* + 22 +22) + (z + 2)

st a? 42 = (PP 2+ D)z +2)+1
r+2 = (z+2)(1)+0.

Entdo mdc(f,g) = 1.

Quando mdc(f, g) = 1, dizemos que f e g sdo polindmios coprimos
ou relativamente primos.

Como dissemos antes, é possivel escrever o mdc(f, g) como uma
combinagdo linear de f e g, no sentido de que mdc(f,g) = af + bg
para certos polindmios a e b em F[z]. Esta representacio é muito
atil como veremos mais tarde. Vamos ver agora como encontrar tais
polinémios a e b usando o algoritmo euclideano estendido. Como o
proprio nome sugere, estaremos usando dados das divisdes efetuadas
no algoritmo euclideano. Escrevemos o resto de cada divisdo, em
termos dos outros polindmios envolvidos em cada expressao de (1.1).
Comecando de baixo para cima, pela peniltima expressdo, obtemos
que:

s = Ts—2 = (sTs—1
Ts—1 Ts—3 — (s—1Ts—2

r3 = T1—4g3r2
r2 = g-—q2r
n = f-aqg.
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Por simplicidade, suponhamos que s = 3. Combinamos as expressoes
acima da seguinte maneira:

rTs = T1—q3r2=7T1— 93(9 - QQTl)
= r(14+qq) — @9 =(f—ag)1+qq) — g9
f(1 4 q2q3) + 9(—q1 — q1G2q3 — g3)-

Portanto, a = 1 + q2g3 e b = —q¢1 — q1g2q3 — q3. No caso geral,
procedemos de foram analoga com esta série de substitui¢oes para
encontrar os polindémios a e b.

Exemplo 1.3.4. Sejam f(z) =22+ 2"+ 22 +1eg(z) =27 + 1
em Zsz[z]. Vamos escrever o mdc(f,g) como combinagio linear de f
e g. Pelo algoritmo euclideano, temos as seguintes expressoes:

200 42" +2°+1 = 228+ D"+ 1)+ (@ +2?)
41 = @ +2P+f 2+ )@+ + 227+ 1)
4t = (2242227 +1)+ (z+1)
207 +1 = (2z+1)(z+1)+0.

Logo mde(f,g) =  + 1. Além disso, temos

z+1
= (®+2°) — (2z+2)(22> +1)
= @®+2°) - 224+2)((z" +1) — (z* +22° + 2° + 22+ 1) («® + 7))
= (2°)(@® +2) + (z+1)(=" +1)
= 222" +2" +22+1) -2+ D"+ 1)+ (z+ 1) (=" +1)
= 2°22" + 2"+ 27+ 1)+ 28 + 2 + x4+ D) (z" +1).
Assim, obtemos que mdc(f, g) = (22°)f + (22% + 2° + 2 + 1)g.
Consideramos umas das propriedades mais importantes de F[z]:

a fatoragao unica de polinémios.

Teorema 1.3.5. [Fatoragio tnica de polindmios| Seja F' um corpo.
Qualquer polinémio f € Flx] de grau positivo pode ser escrito como

— €1 fe2 €k
f=afi" 5.  fi.F,

onde a € F,e1,ea,..., e €Ne f1, fa,..., fr sGo polindémios moni-
cos irredutiveis sobre F'. Além disso, esta fatoragdo € inica a menos
da ordem dos fatores.
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A prova deste teorema, que serd omitida neste livro, ndo é constru-
tiva, uma vez que ndo fornece um algoritmo para fatorar polinémios.
Veremos alguns métodos para fatorar polindmios sobre um corpo
finito no Capitulo 3.

O proximo resultado mostra que qualquer ideal em F[z] é prin-
cipal. A fatoracdo unica de polinémios e a existéncia do maximo
divisor comum sdo conseqiiéncias dele.

Teorema 1.3.6. Seja F' um corpo. Entdo Flx] é um dominio de
ideais principais. Mais precisamente, para qualquer ideal nao nulo I
de Fx], existe um dnico polindmio ménico f € F[z] tal que I = (f).
Demonstragio. Pelo Exemplo 1.1.4 (8), temos que F[z] é um dominio
de integridade. Seja I um ideal ndo nulo de Flz]. Seja f um
polinémio ménico nao constante de menor grau em I. Claramente
(f) € I. Para a outra inclusdo, seja g € I. Pelo algoritmo da di-
visdo (Teorema 1.3.1), escrevemos g = fh + r onde h,r € F[z] e
grau(r) < grau(f). Como r = g — fh estd em I, a minimalidade do
grau de f implica que r = 0. Portanto g = fh e assim I = (f).

Para a unicidade, suponhamos que I = ( f), onde f é um polino-
mio ménico sobre F. Entdo f | f e f | f, mas como f e f sdo ambos
monicos, obtemos f = f . 0

A seguir, discutiremos os quocientes F[x]/(f) do anel dos polino-
mios F[z] pelo ideal gerado pelo polinémio f. Primeiro, combinando
Teoremas 1.1.23(4) e 1.3.6, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.7. Sejam F um corpo e f um polindémio monico de
grau positivo sobre F. Entao F[x]/(f) é um corpo se e somente se f
€ irredutivel sobre F.

A fim de descrevermos os elementos em F|x]/(f), vamos explorar
o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.8. Mostraremos que
F=Rlz]/(z* +1) = {ro +ra:ro,71 ERea?+1=0}.

Primeiro observamos que x2 + 1 é irredutivel sobre R, logo F' ¢ um
corpo. Um elemento tipico em F é f = f+ (2?+1) onde f € R[z]. Se
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grau(f) > 2, pelo algoritmo da divisdo, temos que f = (2% + 1)h +r
onde 7 = rg + 17 € R[z]. Assim f =r+ (22 +1). Como 22 +1 €
(z2 +1), segue que 22 + 1 =0 em F. Logo f = ro + 71, onde o = T
e portanto a? + 1 = 0. As opera¢des em F satisfazem

f+9=f+3 e fg=1Fq

Mais explicitamente,

(a+ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a e
(a + ba)(c+ da) = (ac — bd) + (ad + be)a.

Como F' é um corpo, a pergunta natural é: como podemos calcular o
inverso de f se 7o e r; ndo sdo ambos nulos? Acontece que mdc(f, o+
1) = 1. Pelo algoritmo euclideano estendido, escrevemos fg + (a2 +
1)h =1 e assim f~! = g. Também, vé-se facilmente que (a+ba) ™! =
(a —ba)/(a® + b?)

No exemplo acima, substituindo « por %, obtemos que F' = R(i) =
C. Em geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.9. Sejam F um corpo e f um polinémio monico de
grau positivo n sobre F. Entdo o anel quociente Fx]/(f) pode ser
descrito como

{ap + a1+ +a,_ 10" ' ag,a1,...,an_1 € F e f(a) = 0}.

Veremos um tipo especial de extensao de corpos.

Definigao 1.3.10. Seja K uma extensdo do corpo F. Um elemento
0 € K & algébrico sobre F, se existe um polindmio f € F[z] tal que
f(8) = 0. Se todos os elementos de K sdo algébricos sobre F', dizemos
que a extensao K de F é algébrica.

Suponhamos que 6 seja algébrico sobre F. Seja M um polinémio
monico de menor grau dentre todos os polinémios f em F|x] tais
que f(0) = 0. Afirmamos que M divide qualquer polinémio f com
tal propriedade. De fato, escrevendo f = ¢M + r onde grau(r) <
grau(M), obtemos que r(f) = 0. Pela minimalidade do grau de M,
concluimos que r = 0. J& veremos que M é na verdade tnico. Esta
observagao nos motiva & seguinte definicdo.
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28 [CAP. 1: FUNDAMENTOS

Definigao 1.3.11. Seja 0 € K um elemento algébrico sobre F. O
tnico polindmio moénico M € F[z] que gera o ideal

I'={f € F[z]: f(6) =0}
é chamado o polinémio minimal de 6 sobre F'.

Reunimos agora o comentario acima e suas conseqiiéncias.

Teorema 1.3.12. Sejam K wma extensdo do corpo F e 0 € K um
elemento algébrico sobre F. O polindmio minimal M de 6 sobre F
possui as sequintes propriedades.

1. M € irredutivel sobre F'.

2. Seja f um polinémio em F[x]. Entao f(0) =0 se e somente se
M divide f.

3. M € o unico polindmio monico sobre F' de menor grau tal que
M(6) =0.

4. M € o inico polindémio moénico irredutivel sobre F' satisfazendo
M) = 0.

5. Temos que grau(M) divide [K : F)|. Em particular, grau(M) <
[K : F]. Além disso, grau(M) = [K : F] se e somente se
K = F(0).

Demonstragio. Vamos provar (1). Definimos um homomorfismo de
anéis ¢: Flz] — K por ¢(f) = f(6). Temos que ker ) = (M). Como
Flz]/(M) = ¢(F|z]) é um dominio de integridade, o ideal (M) é
primo e assim é maximal, pelo Teorema 1.1.23. Uma outra aplicagao
do mesmo teorema da que M é irredutivel sobre F'.

Segue diretamente da defini¢do de polindmio minimal e de (1) que
(2)—(4) se verificam.

Para provar (5), temos que Fx]/(M) é um corpo e é isomorfo a
Y(F[z]), que entao deve ser F'(#). Teorema 1.3.9 da que [F(0) : F] =
grau(M). Portanto, temos que grau(M) divide [K : F], pela férmula
dada pelo Teorema 1.2.6:

(K : F] = [K : F(0)][F(0) : F).
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Além disso, grau(M) = [K : F] se e somente se [K : F(6)] = 1. Em
outras palavras, K = F (). O

Polinémios minimais desempenham um papel fundamental na teo-
ria de cédigos. Na Secdo 5.2, veremos a relacdo entre este tipo de
polinémios e os codigos BCH. A Secdo 3.5 é dedicada a polindmios
minimais sobre corpos finitos.

Corpos de decomposicdo sao usados para descrever corpos finitos,
como veremos na préxima se¢ao.

Definigao 1.3.13. Sejam F e K corpos, onde K é uma extensao de
F. O corpo K é um corpo de decomposi¢do do polindmio f € F[x], se
f € um produto de fatores lineares em K[x] e se f ndo é um produto
de fatores lineares sobre qualquer subcorpo préprio de K contendo
F.

Em outras palavras, o corpo de decomposi¢cao de um polinémio f
sobre F' &€ o menor corpo que contém F' e as raizes de f. Assim, se
01,...,0, sdo as raizes de f numa extensdo de F, entdo F(01,...,0,)
é um corpo de decomposicdo de f. Na verdade, existe apenas um
unico corpo de decomposicdo de um polinémio, a menos de isomor-
fismos.

Teorema 1.3.14. Sejam F um corpo e [ wm polinémio sobre F.
Eziste uma extensao K de F que € um corpo de decomposicio de f.
Além disso, quaisquer dois corpos de decomposicio de f sobre F' sao
isomorfos.

Exemplo 1.3.15.
1. O corpo de decomposicio de 22 — 2 sobre Q é Q(v/2).
2. O corpo de decomposicao de z* — 522 +6 sobre Q & Q(v/2,v/3).

1.4 Corpos finitos

Seja F' um corpo com ¢ elementos, onde g < co. Neste caso, dizemos
que F' & um corpo finito e q é a ordem de I'. Um exemplo importante
de um corpo finito é o seguinte.
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30 [CAP. 1: FUNDAMENTOS

Exemplo 1.4.1. Sejam p um primo, F,, o conjunto {0,1,...,p — 1}
e ¢ : Z/pZ — F, a aplicagdo bijetora definida por ¢(a + pZ) = a.
Entdo F, com a estrutura de corpo induzida por Z/pZ é um corpo
finito de ordem p, que também é um corpo primo pelo Exemplo 1.2.3.

O proximo resultado mostra que corpos finitos tém caracteristica
positiva.

Corolario 1.4.2. A caracteristica de qualgquer corpo finito é prima.

Demonstrag¢do. Seja F' um corpo finito com identidade 1p. Existem
inteiros mencom 1l <m<nen-1p =m-1p, jA que I é finito.
Portanto (n —m) - 1p = 0 e logo F' tem caracteristica positiva. Pelo
Teorema 1.1.12, a caracteristica de F' é prima. 0

Agora vamos mostrar que a ordem de um corpo finito é uma
poténcia da caracteristica prima.

Teorema 1.4.3. Sejam K um corpo finito de ordem q e F uma
extensao finita de K de grau n. Entdo, o ordem de F é q". Em
particular, se F' é um corpo finito de ordem q e caracteristica p, entdo
g =p" onden € o grau da extensdo de F' sobre ).

Demonstragao. Seja {51, B2, - .., Bn} uma base para o espago vetorial
F sobre K. Qualquer elemento em F' tem uma expressdo dnica da
forma

a1f +axfe + -+ anfp

com aj,asq,...,a, € K. H4 g valores possiveis para cada a;, logo o
ntmero total de elementos em F' é ¢". Pelo Teorema 1.2.4, o corpo
F' contém o corpo primo F, e assim concluimos esta prova. O

Ha duas perguntas naturais que surgem deste resultado. Primeiro,
existe um corpo de ordem p™ para cada primo p e cada inteiro pos-
itivo n? Se sim, ele é unico? A reposta a ambas as perguntas é
sim, sendo que para a segunda pergunta consideramos a unicidade a
menos de isomorfismos. Um método para construir um corpo com
p"™ elementos é dado pelo Teorema 1.3.7, mas o problema é que nao
temos nenhuma garantia de que exista um polindmio irredutivel de
grau n sobre F,, para qualquer n. A seguir, apresentaremos uma
série de lemas preliminares, alguns dos quais serao usados na prova
da existéncia e da unicidade de corpos finitos.
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Lema 1.4.4. Num corpo finito F' de ordem q, qualquer a € F satisfaz
a? =a.

Demonstragao. Isto é trivial se « = 0. Caso contrario, como F™*
F\ {0} & um grupo multiplicativo de ordem ¢ — 1, segue que a?~! =
para todo a # 0.

O~

Usando este lema, temos o seguinte resultado.

Lema 1.4.5. Seja F' wm corpo finito de ordem q. Ser e s sao inteiros
tais que r = s (mod g — 1), entdo a” = a® para todo a € F.

Demonstragdo. Isto é trivial se a = 0. Suponhamos que a # 0 e
r —s = {(q — 1) para algum inteiro ¢. Pelo Lema 1.4.4, temos que
a’ = aerl(qfl) _ as(aqfl)l —as-1¢ = a5, 0

Outra conseqiiéncia do Lema 1.4.4 é que o polindémio z? — x é um
produto de fatores lineares num corpo de ordem g.

Lema 1.4.6. Seja ' um corpo de ordem q e caracteristica p. Entdo
o polinémio x? — x fatora-se em F[x] como

29—z = H(:c—a).

a€F

Além disso, F' é um corpo de decomposi¢ao de x? — x sobre IF),.

Demonstragdo. O polindmio ¢ — z tem no méximo ¢ raizes em F.
Pelo Lema 1.4.4, qualquer a € F' é uma raiz de 9 — x e assim x? — x
fatora-se sobre F', mas isto ndo acontece sobre qualquer outro sub-
corpo de F. O

O préximo lema é muito atil na aritmética de corpos finitos. Ele
implica que, num corpo finito de caracteristica p, a aplicacao a — a?
seja um automorfismo.

Lema 1.4.7. Seja F um corpo de caracteristica p. Entdo, para qual-
quer inteiro n > 0, temos que

(a+b)P" =a?" + 7",
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32 [CAP. 1: FUNDAMENTOS

Demonstragio. Usamos indu¢do em n para mostrar que (a + b)?" =
a?” 4+ bP" . Para n = 1, observamos que todo coeficiente binomial (f )
com 0 < ¢ < p na expansao de (a + b)? é zero, ja que

(p) _plp=1)...(p—i+l)

] 7!

=0 (mod p).

Segue da hipétese de indugao que

n+1 n+1

(a + b)pn+1 _ ((a + b)pn)p _ (apn + bpn)p _ ap + bp

Portanto (a + b)?" = a?" + b?" para todo inteiro n > 0. O

O seguinte corolario serd usado mais tarde.

Corolario 1.4.8. Seja ' um corpo de caracteristica p. A aplicagdo
0 : F — F dada por 6(a) = a? é um isomorfismo de anéis tal que
0(a) = a para todo a € Fp.

Demonstragio. Lema 1.4.7 mostra que 6(a + b) = 0(a) + 6(b). Ob-
viamente, 0(ab) = (ab)? = a?b? = 0(a)f(b) e (1) = 17 = 1. Logo 6
é um homomorfismo. Se a € kerf, entdo 0 = 0(a) = aP e portanto
a = 0. Sendo assim, concluimos que # é injetora e logo é bijetora.
Como F' tem caracteristica p, temos que F, C F. Pelo Lema 1.4.4,
temos que 6(a) = a? = a para qualquer a € F,,. O

Agora estamos preparados para demonstrar a existéncia e a uni-
cidade de corpos finitos.

Teorema 1.4.9. [Existéncia e unicidade de corpos finitos| Para qual-
quer primo p e qualquer inteiro positivo n, existe um corpo finito com
p" elementos. Além disso, qualquer corpo finito com p™ elementos é
isomorfo ao corpo de decomposicio de " — x sobre Fy.
Demonstra¢do. Suponhamos g = p™. Seja F' o corpo de decomposi¢do
de 29 — x sobre F,,. Todas as raizes de ¢ — x em F' sdo distintas. De
fato, se um polindmio f tem fatores repetidos, entdo mdc(f, f/) # 1
(veremos isso mais detalhadamente na Se¢éo 3.6). No nosso caso,

mdc(z?—z, (z7—2)") = mde(2?—2, gz? ' —1) = mdc(2? -2z, —1) = 1.

Assim S = {a € F : a? = a} tem ¢ elementos. A seguir, mostraremos
que S é um corpo. Vamos verificar as condi¢oes do Teorema 1.2.2.
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Claramente S é um subconjunto de F' que contém 0 e 1. Além disso,
usando o Lema 1.4.7, se a,b € S entdo

(a—b)1=al4+(=b)=a?—-bl=a-b
implica que a — b € S. Para b # 0, temos
(ab™1)? = a9(b?)~! = ab™!,

isto ¢, ab~! € S. Logo S é um corpo e contém todas as raizes de
x? — x, ou seja, x? — z fatora-se completamente em S. Portanto,
S =F e F é um corpo finito com ¢ elementos.

Para mostrar a unicidade, seja F' um corpo finito com ¢ = p" ele-
mentos. Entao F' tem caracteristica p e contém [, como um subcorpo
primo. Lema 1.4.6 implica que F seja um corpo de decomposicao de
29 — x sobre F,,. O Teorema 1.3.14 completa a prova. (I

Se p é primo e ¢ = p™, entdo o corpo de ordem ¢ é denotado por
F,. A seguir, apresentamos uma conseqiiéncia do Teorema 1.3.7.

Teorema 1.4.10. Seja ¢ = p™. Se f é um polinémio irredutivel
sobre F), de grau n entdo F, =T, [x]/(f).

Este isomorfismo fornece uma maneira de representar os elementos
num corpo finito como veremos na Se¢do 2.1. O seguinte resultado
também serd usado mais tarde.

Teorema 1.4.11. Seja f € Fy[z] irredutivel sobre F,. Entdo existe
uma extensdo simples de Fy sendo definida por uma raiz de f. Além
disso, se 0 é uma raiz de f, entio F,(0) =2 F,z]/(f).

Os subcorpos de um corpo finito podem ser precisamente de-
scritos. Para isso, precisamos de um lema elementar.

Lema 1.4.12. Sejam R um anel e r € R. Suponhamos que m e n
sejam inteiros positivos tais que m | n. Entdo (r™ —1) | (r™ —1).

Demonstragdo. Se n = fm, entdo temos que
Tn —1= (rm)f 1= (,rm _ 1) ((Tm)lfl + (Tm)272 N 1) ,

estabelecendo assim o lema. O
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Teorema 1.4.13. Seja F, um corpo finito com g = p" elementos.
Entao todo subcorpo de Fy tem ordem p™, onde m é um divisor pos-
itiwvo de n. Reciprocamente, se m é um divisor positivo de n, entdo
existe exatamente um subcorpo de Fy, com p™ elementos.

Demonstragio. Se ¢ = p", entdo qualquer subcorpo F' de F, tem
ordem p™ com 0 < m < n. Se [F, : F] = ¢, entdo p" = (p™)* = p™*,
pelo Teorema 1.4.3, e assim m | n.

Reciprocamente, se m é um divisor positivo de n, pelo Lema
1.4.12, obtemos que (p™ —1) | (p™ — 1) e assim

@ =1 @ -,

por uma outra aplicacdo do Lema 1.4.12, desta vez no anel Fp[z].
Deduzimos que toda raiz de 2" — z é uma raiz de 2" —z = 29—z
e portanto toda raiz de 2" — z pertence a F,. Segue que [F, deve
conter um corpo de decomposicio de 2P —z sobre F,. Teorema 1.4.9
implica que tal corpo de decomposicao contenha p™ elementos.
Portanto, existe exatamente um subcorpo com p™ elementos, car-
acterizado pelas raizes do polinémio 2P — z em F,. O

Exemplo 1.4.14.

1. Como os divisores positivos de 10 sdo 1, 2, 5 e 10, os subcorpos
de ]F210 sao ]FQ, ]F22, FQS (S ]Fglo.

2. F31s tem cinco subcorpos proprios: Fs3, Faz2, Fas, Fae e Fao.

Os exemplos acima estao ilustrados na Figura 1.1.
O nosso préoximo passo é definir os conjugados de um elemento
num corpo finito.

Definicao 1.4.15. Sejam F;» uma extensao de F; e a um elemento

2 m—1 ~ .
em Fgm. Os elementos o,a?,07 ,...,a sao chamados os conju-
gados de o com respeito a IFy.

A soma dos conjugados de « produz uma funcio especial muito
usada na préatica. Veremos algumas dessas aplica¢des mais adiante.
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Definicao 1.4.16. Para cada o € Fyn, o traco de o sobre F, é

/ 2<\ / IF3< >IE‘39
2\ e 2 Fa: Fas
F, \F /

Figura 1.1: Subcorpos de Foio e Fsis.

definido por

m—1

Trp o /r, () —at+al+al ... 4ol

A proxima proposi¢io contém algumas propriedades do traco co-
mo conseqiiéncias dos Lemas 1.4.4 e 1.4.7.

Proposicao 1.4.17. Sejam Fom uma extensdo de Fy, o, B € Fym e

a,b € F,. Entdo:

1.
2.
3.

TT]qu /Py (Oé) € Fq,
TT]qu /Fq (aa + bﬂ) =a Tr]qu /Fq (CY) + b’I‘r]qu /Fqy (ﬁ),

Trp, . /v, € uma transformagio linear de Fym em Fy, onde Fym
e F, sdo vistos como espagos vetoriais sobre IFy;

Trr, . /v, (@) = ma;

Trr 0 /5, (@) = Trp /7, (@)
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Capitulo 2

Aritmética em corpos
finitos

Neste capitulo, discutiremos brevemente as complexidades computa-
cionais das seguintes operagoes aritméticas em corpos finitos: adicdo,
multiplicagdo, exponenciagdo e célculo de inversos. As idéias de al-
guns métodos serdao apresentadas.

Corpos finitos oferecem a flexibilidade de que seus elementos po-
dem ser representados de maneiras diferentes. Dependendo da oper-
acao aritmética, uma representacao pode ser mais conveniente do que
outra em termos de custos computacionais. Veremos trés formas de
representar um elemento num corpo finito. As operagdes aritméticas
serao discutidas de acordo com cada tipo de representacao: através
de um polindmio, um elemento primitivo e um elemento normal, nas
Secoes 2.1, 2.2 e 2.3, respectivamente.

Independentemente da representagdo em questao, a aritmética em
F, dependera da aritmética em F,, onde p é a caracteristica de [,.
Lembramos que F, = Z,, onde a aritmética é feita médulo p. A
procura por implementacoes eficientes de operacées médulo p é in-
tensa e de grande importancia. No entanto, ndo as discutiremos neste
livro, pois elas nos desviariam do nosso objetivo, que é mostrar a arit-
mética ao nivel das extensdes de corpos finitos, em geral. A complex-
idade de uma operagdo em [F, pode ser dada em termos do nimero de

36
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operacoes em F,. Este enfoque é natural na busca por métodos efi-
cientes de operacoes em F,, j& que a comparagao destes métodos fica
assim independente dos métodos usados para a aritmética do corpo
primo.

Na pratica, o primo p pode ser bastante grande, chegando a ex-
ceder o tamanho de uma palavra do computador. Uma solugao uti-
lizada para este problema envolve operagdes com inteiros longos. Para
maiores detalhes, veja o livio de Knuth [83] e o pacote NTL! de
Shoup [125], por exemplo.

Neste livro, estaremos considerando o caso mais geral de contar
as operacoes em F,» em funcdo das operacoes em F,. Em particular,
q pode ser primo, que é o caso considerado acima.

Para a anélise assintoética do custo das operacoes aritméticas, us-
aremos a seguinte definigio. Sejam f e g fungoes de N (ou de RT)
em R. Dizemos que f é O(g) se existem constantes C € RT e ng € N
tais que |f(z)| < C|g(x)| para todo © > ng. Dizemos que f & o(g), se
f € 0(g) e gndo é O(f).

2.1 Representacao polinomial

Pelo Teorema 1.4.10, temos que Fg,n = Fy[z]/(f), onde f é um
polinémio irredutivel de grau n sobre ;. Assim, pelo Teorema 1.3.9,
temos que qualquer elemento em Fy» pode ser representado por um
polinémio em F,[z] de grau menor que n e que o proprio f é o zero
do corpo.

Ao operarmos com dois polindmios, se o grau do polindémio resul-
tante ultrapassar n, devemos fazer uma reducgdo para que tenhamos
uma representacao em termos de um polinémio de grau menor que
n. Para isso, seja r o resto da divisdo de g por f. Entao r tem grau
menor que n e os polindmios r e g representam o mesmo elemento
em Fgn. Neste caso, escrevemos g = r (mod f).

Exemplo 2.1.1. Observamos que f(x) = 22 + 2 + 1 tem grau 2 e
ndo possui raizes em Fy. Logo, pelo Exemplo 1.1.9 (7), o polinémio f
é irredutivel sobre Fo. Temos assim que Fy e Fa[z]/(f) sdo isomorfos.
Os elementos de 4, representados em termos de polinémios, sdo

INumber Theory Library.
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38 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

0,1, z e x + 1. A multiplicacdo de = por = + 1, por exemplo, é
z(z+1)=22+2 =1 (mod f). As tabelas completas de adi¢do e de
multiplicagao para F,4 sao:

+ | 0 1 T r+1
0 0 1 T z+1
1 1 0 z+1 T
T T rz+1 0 1
z+1|z+1 T 1 0
. |O 1 T z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T z+1
T 0 T z+1 1
z+1|0 x+1 1 T

Exemplo 2.1.2. A Tabela 2.1 mostra a adi¢ao e a multiplicacdo em
Fg visto como Fa[z]/(2® +x+1). O polinémio 23 + 2z +1 é irredutivel
sobre I, pois tem grau 3 e ndo possui raizes em Fo.

Em seguida, discutiremos as operacoes aritméticas em [Fy» através
da representacdo polinomial sobre F,. Inicialmente, discutiremos a
complexidade computacional destas operac¢des usando métodos dire-
tos. Em seguida, discutiremos as idéias de dois métodos especificos
para a multiplicacdo num corpo finito: o algoritmo de Karatsuba e
o algoritmo baseado na Transformada Discreta de Fourier (FFT, em
inglés). No fim desta sec¢do, apresentaremos o método da repetigdo
de quadrados usado para a exponenciacao.



+ 0 1 x z+1 z? 22 +1 224z 22441
0 0 1 T z+1 2 2+ 1 22+ 2 +r+1
1 1 0 r+1 x 22+ 1 z2 224+z+1 22+
x T T+ 1 0 1 224 224+x+1 x? 2241
r+1 z+1 x 1 0 22+r+1 2+ 2 +1 x?
z2 x? 2 +1 22+ 224+ x+1 0 1 x T+
2241 2241 x? 24z +1 224+ 1 0 z+1 T
22+ 2?4z 22441 z? 2 +1 x z+1 0 1
24+l 224+2+1 224z 2241 x? r+1 T 1 0
0 1 T r+1 z? 2 +1 22+ 22+r+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 T r+1 z? 22 +1 22+ 22+r+1
x 0 x x? 224z r+1 1 24+l 2?2 +1
x4+ 1 0 r+1 224 2 +1 224z +1 x? 1 T
x? 0 x? r+1 22+r+1 2?2+ T 2+ 1 1
241 0 2241 1 x? x 224+z+1 r+1 2?4
224z 0 224z 224+x+1 1 2241 z+1 T x?
224+z+110 2®+z+1 | x 1 2?4z x? r+1

Tabela 2.1: Tabelas de adigdo e de multiplicagdo de Fg visto como Fa[z]/(z3 + z + 1).
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40 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

2.1.1 Meétodos diretos

Sejam a e b elementos de F,» representados pelos polinoémios a(z) =
Zf:o aiz’ e b(x) = Y7 bja’ em Fyfz], respectivamente, onde £ >
m. Suponhamos sem perda de generalidade que £, m < n. A operacao
mais bésica entre polindmios é a adi¢ao:

¢
a(x) + b(x) = Z(ak + bk)xk,

k=0

onde by,+1 = --- = by = 0. O custo de adicionar dois polinémios é
O(¥) operagdes em F,.
Para a multiplicagdo, temos que a(z)b(z) = Ziigl cxz®, onde

C = Z aibj.

0<i<e

0<j<m

k=i+j
A questdo aqui é como calcular cada coeficiente c;. Se usarmos o
método tradicional (também conhecido como multiplicagao cldssica),
o custo de multiplicar dois polindémios de grau ¢ e m com ¢ > m
é O(¢?) operagdes em F,. Veremos mais adiante que ha métodos
melhores que este.

A exponenciagdo é um caso particular da multiplicacdo. Os méto-
dos classicos podem tornar a exponenciagao bastante cara, se a potén-
cia for muito grande. Na Secdo 2.1.4, veremos uma maneira mais
rapida baseada na repeticao de quadrados.

A maneira mais conhecida de calcular inversos num corpo finito é
através do algoritmo euclideano estendido. Suponhamos que a é nao
nulo. Como f ¢é irredutivel sobre F, e grau(a) < grau(f), temos que
mdc(a, f) = 1. Pelo algoritmo euclideano estendido, existem polino-
mios 7, s em F,[z] tais que ar + fs =1, isto é, o inverso de a em Fyn
é representado pelo polinémio r. O mdc de dois polinémios de grau
no méximo ¢ em F-[x] pode ser calculado com O(¢?) operagdes em
F, usando aritmética classica e o algoritmo euclideano. Portanto, o
custo de calcular inversos também é O(¢?).

Para finalizar esta se¢do, observamos que as complexidades apre-
sentadas acima para as operagoes de adi¢cao e multiplicacdo no corpo
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[SEC. 2.1: REPRESENTACAO POLINOMIAL 41

finito Fyn» equivalem as complexidades das respectivas operagdes no
anel de polindmios Fy[z]. Uma operagido que nio foi mencionada
acima explicitamente é a divisdo. Num corpo finito, a divisao é obtida
pelo calculo de um certo inverso seguido pela multiplicacao, isto &,
a/b = ab~'. Para a divisio de polindmios, sejam a,b € F,[z], onde
b é um polinémio moénico ndo nulo. Se usarmos a divisdao classica
com multiplicagdo classica, quando uma multiplicagdo polinomial é
necessdria, o custo da divisdo é O(m (¢ —m)) ou O(¢?) operagdes em
F,. Esta informagao serd usada no préximo capitulo.

2.1.2 Algoritmo de Karatsuba

Por simplicidade, suponhamos que os polindmios a serem multiplica-
dos tenham grau ¢ — 1 onde ¢/ = 2*. Se este ndo ¢ o caso, podemos
sempre preencher o polind6mio com zeros até a préxima poténcia de
dois menos um. H4a também outras maneiras eficientes de se lidar
com 0 caso em que £ ndo é uma poténcia de dois, mas que nao serao
discutidas aqui. Para m = ¢/2, escrevemos

a(z) = A1(z)x™ + Ag(z) e b(z) = By(z)z™ + Bo(x),

onde
Ai(x) = ap ™ e am,
Ao(z) = am_12™ P+ +ag,
Bi(z) = bpix™ 4 by,
Bo(xz) = bp1x™ 4+ bo.
Assim, temos que
a(x)b(z) = Ay(x)B(x)z’
+(Ao(z)B1(z) + A1(x) Bo(z))z™
+Ao(z)Bo(z).

Seja T'(¢) o pior custo de multiplicar dois polindmios de grau ¢ — 1.
Este custo é dado pela recorréncia

T = 1,
T() = 4T<§)+Clé, 0=2%>1,
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42 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

onde C1/ é o custo de calcular as adi¢oes de polindmios. Resolvendo
esta recorréncia, obtemos que T'(¢) é O({?) e assim ndo melhoramos
o algoritmo classico.

Karatsuba [82] propos calcular o produto de dois polinoémios de
grau £ — 1, calculando trés produtos de polinémios de grau (¢/2) — 1,
a saber, AgBy, A1B; e (AO + Al)(BO + Bl), pois

AgB1 + A1By = (Ao + A1) (Bo + B1) — AgBy — A1 By.
A recorréncia que da o custo deste algoritmo é
T1) = 1,
T() = 3T (é) +Cot, 0=2F>1,

onde C/ é o custo de calcular adigoes de polindmios. Resolvendo esta
recorréncia (exercicio), obtemos que T'(£) é O(£'°823) ou O(£1-59).

Implementagoes do método de Karatsuba mostram que nao so-
mente ele é rapido assintoticamente, mas também é pratico: para
quase todo /, este algoritmo é melhor do que a multiplicagao classica.

Observamos que o conhecido método de Strassen para multipli-
cacao de matrizes é baseado em idéias similares &s do método de
Karatsuba.

2.1.3 Mutiplicacao baseada no FFT

Um método de multiplicacdo mais rapido que o de Karatsuba, pelo
menos assintoticamente, sera apresentado nesta secdo. A idéia chave
é baseada na interpolagao polinomial, que é um processo que permite
obter um polinémio conhecendo apenas seus valores em certos pontos.
Em outras palavras, dados rg, ..., 7 € So,..., ¢ em Fyn, onde r; #
para i # j, é possivel encontrar um polinémio f de grau menor ou
igual a ¢ em Fyn[x] tal que f(r;) = s; para todo i, 0 < i < ¢. Além
disso, tal polinémio é tnico.

Sejam a(z) = Y3i_, aix’ e b(z) = Y'_, bz’ polinomios de grau
¢ sobre ;. Tomamos 2¢ 4 1 elementos, uo, ..., ug¢, dois a dois dis-
tintos, e multiplicamos as imagens desses valores segundo as funcoes
induzidas por a e b:

a(ug)b(ug), - - ., aluge)b(uge).
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Depois aplicamos algum método de interpolacio nesses valores a fim
de obter o produto desejado.

Precisamos de um método rapido para avaliar polindmios em
muitos pontos, assim como um método de interpolagdo rapido. O
método mais rapido para avaliar um polinémio a(x) num ponto par-
ticular v é o método de Horner, baseado na identidade

a(u) = (- ((aeu +ap—1)u+ar—2)---)u+ aog,

que requer O(¢) operagdes em F,. Se aplicarmos o método de Horner
para avaliar polinémios a e b nos pontos ug, ..., uss, terfamos um
custo total de O(¢?) operagdes em F,. Além disso, uma implemen-
tagao direta do algoritmo de interpolacao de Lagrange também pro-
duziria um custo de O(¢?). Assim, ndo terfamos nenhuma vantagem
sobre a multiplicagdo classica.

Schénhage e Strassen [118] superaram essas dificuldades usando o
FFT. Este método rapido de avaliar polinémios é baseado nas potén-
cias de uma raiz n-ésima primitiva da unidade, digamos, w. O passo
de interpolacdo também pode ser executado rapidamente usando o
algoritmo FFT com w™! ao invés de w. Para mais detalhes sobre o
assunto, veja, por exemplo, o livro de von zur Gathen e Gerhard [56].
Outras referéncias importantes sdo [18, 19, 117].

O custo de executar o FFT é O(¢log{loglog?). Logo, podemos
multiplicar dois polindmios de grau ¢ usando O({log ¢loglog¢) oper-
agoes em F,. Usando métodos rapidos de multiplicagao, o tempo ass-
intotico de uma divisdo de polindmios passa a ser O(¢log £loglog¢).
Ainda n&o esté claro se o algoritmo de multiplicacio rapida usando
FFT é pratico, mas alguns pesquisadores acreditam que sim [123].

Os métodos FFT também podem ser usados para calcular o mdc
e o inverso, usando O(£log® ¢ loglog ) operagdes em F,; veja [2].

Uma referéncia para a multiplicacdo de polinémios usando FFT
em outros anéis é o livro de Moreira e Saldanha [100].

2.1.4 Meétodo da repeticao de quadrados

Lembramos que estamos considerando F,» = F,[z]/(f), onde f é um
polinémio irredutivel de grau n sobre IF,. Nesta se¢do, veremos como
calcular g* médulo f, onde g € F,[z] e grau(g) < n. Pelo Lema 1.4.5,
podemos supor que 0 < k < q" — 1.
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44 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

. . . llog k|
O primeiro passo é calcular g, g2, g%, ..., g% , onde a base do

logaritmo é 2. Usando a representacao binaria de k, digamos, k =
log k|

Z b;2" onde b; € {0,1}, temos que

i=0

. ; [log k] ,
g = g(Z}L(‘f’” bi2') _ 1 &
i=0

Exemplo 2.1.3. Vamos calcular g?* (mod f) usando o método da
repeticdo dos quadrados. Temos que 23 = 1 + 2 + 22 + 2%, Calcu-
lamos g1 = g (mod f),g2 = g7 (mod f), g2 = g3 (mod f), gs = g3
(mod f), g16 = g2 (mod f). Entdo ¢** = g19294916 (mod f).

Este método é muito rapido ja que custa |log k| calculos de qua-
drados (ou multiplicagGes) e no méaximo outras |log k| multiplicages
para combinar os quadrados. Logo, requer aproximadamente 2|log k |
multiplicagoes, ao invés de & — 1 multiplicacoes no método direto.
Mais precisamente, o nimero de multiplicacOes necessarias é

llog k]| + v(k) — 1,

onde v (k) é o namero de 1’s na representagao binaria de k. Em geral,
sdo necessarias O(log k) multiplicagdes em Fyn. Como k < ¢", o custo
é O(n?log ¢") operagdes em F, ou seja, O(n®log q) operagdes em F,
usando métodos diretos e O(n?log qlognloglogn) operagdes em F,
usando métodos FFT.

Um caso de particular importancia nos algoritmos de fatoracado
é quando k = q. Veremos isto nas Sec¢oes 3.2 e 3.6. Neste caso, o
custo & de O(n?log q) operagdes em F, usando métodos diretos e de
O(nlog glognloglogn) operagdes em F, usando métodos FFT.

Na prética, em Fyn, calcular a? pode ser mais rapido do que mul-
tiplicar a - a. Por exemplo, segundo [27, Algoritmo 10.14], o célculo
do quadrado é aproximadamente 20% mais rapido do que a multipli-
cacao classica. Esta diferenca é bastante significante nas aplicacoes.
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2.2 Elementos primitivos

Uma propriedade importante de corpos finitos é que qualquer ele-
mento nao nulo é uma poténcia de um certo elemento fixo.

Teorema 2.2.1. O grupo multiplicativo de qualquer corpo finito é
ciclico.

Demonstragdo. Suponhamos g > 2. Pelo teorema de estrutura de
grupos abelianos finitos, temos que Fy = Z,,, X Zy, X - -+ X Zy, , onde

ny >2eny | na2| - | ng. Portanto, temos que a™ = 1 para todo
a € F;. Entdo F; consiste de raizes de 2"+ —1 e assim |F;| < ny. Por
outro lado, [F;| = ny---ny. Portanto, k =1e F; =Z,,. O

Definicao 2.2.2. Um gerador de F} ¢ chamado um elemento pri-
mitivo.

Teorema 2.2.1 fornece uma maneira bastante conveniente de re-
presentar os elementos nao nulos de um corpo finito. Suponhamos que
a seja um elemento primitivo de Fy. Entdo F; = {1,a,0?,..., a7 ?}.
Infelizmente a prova deste resultado ndo d4 nenhuma indicagao de
como encontrar tal elemento primitivo. O método mais ingénuo é o de
tentativa e eliminagao de erros, que consiste na busca de um elemento
a € F, cujaordem é ¢g—1, isto é, ¢—1 = min;en{i: o' = 1}. Uma vez
que encontramos tal «, entdo teremos encontrado todos os elementos
primitivos, a saber, qualquer of, onde i e ¢ — 1 sdo relativamente
primos. Assim, ha ¢(q¢ — 1) elementos primitivos, onde ¢ é a func¢io
de Euler (veja Apéndice C).

Exemplo 2.2.3. Em Fi3, temos que
3t=3, 32=9 3=1,

logo 3 nao é um elemento primitivo de Fy35. Por outro lado, temos
que

27 — 11’ 28 — 97 29 — 5’ 210 — 10’ 211 — 77 212 — 17

ou seja, 2 é um elemento primitivo de Fq15. Como ¢(12) = 4, ha trés
outros elementos primitivos de F13, a saber, 2° =6, 27 = 11, 2! = 7.
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No caso em que ¢ é muito grande, o método descrito acima nao é
muito conveniente. Na verdade, ainda ndo se conhece um algoritmo
de tempo polinomial em log ¢ para o problema de encontrar elementos
primitivos. Veremos na sec¢io seguinte o algoritmo de Gauss que é
eficiente para ¢ pequeno.

Ao representarmos um elemento num corpo finito como uma po-
téncia de um elemento primitivo, as operacoes de multiplicacao, ex-
ponenciacgdo e calculo de inversos sdo facilmente realizadas. Primeira-
mente, lembramos que, pelo Lema 1.4.5, se a > ¢ — 1 entdao podemos
tomar 7 tal que r = a (mod ¢ — 1) e 0 < r < ¢ — 1 para obtermos
v* =", para todo v € ;. Suponhamos que v é um elemento prim-
itivo de F,. Para a multiplicagdo, temos que v%7* = 4%*°. Para a
exponencia¢io, temos que (y*)* = ¥ para todo k € Z. Em partic-
ular, para o célculo de inversos, temos que (y¢)~! = y~%. Sempre
que o expoente for maior que ¢ — 1, podemos obter a reducao médulo
q — 1 discutida acima.

Exemplo 2.2.4. O elemento ~ correspondente ao polindmio 1 + x
¢ um elemento primitivo em Fi5 = Fa[z]/(2* + 2 + 1). De fato,
temos a seguinte tabela das poténcias de ~ juntamente com suas
representacgoes polinomiais.

poténcia de ~ polinémio
1 1
z+1
2241
B+l +z+1
T
22+
2+
242 +1
2
3 + 22
22 +z+1
2341
3
2441
B2+

=2

SN E SE P S N S
© 00 N O Ut ke WN

= = = = e
B W N = O

QD000 W
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Para ilustrarmos as operagoes aritméticas usando o elemento primi-
tivo 7, calculamos:

1. 47y = ~421 = 46; isto & muito mais rapido do que calcular
(23 4+ 22+ 1)(2® + 2% + 2)] (mod z* + 2 + 1);

2. (v¥*)7! = 4713 = 42; isto é muito mais rdpido do que calcular
(23 4+2+41)"! (mod z* 4+ x + 1) usando o algoritmo euclideano
estendido;

3. v = ~3 para todo i tal que i = 3 (mod 15); isto é muito mais
rapido do que calcular (z41)3'® (mod z*+x+1), por exemplo.

2.2.1 Algoritmo de Gauss

Apresentaremos um algoritmo desenvolvido por Gauss para encontrar
elementos primitivos, que é eficiente apenas para ¢ pequeno. Este
algoritmo fornece uma seqiiéncia de elementos oy, as,...,a; € Fy
tais que

ord(aq) < ord(ag) < -+ < ord(ey) = ¢ — 1.

Algoritmo 2.2.5. [Gauss]

(1) Inicialize i=1. Seja a; €F;. Defina t; = ord(aq).

(2) Se t; =q—1, ent8o pare. 0 elemento a; & um elemento
primitivo.

(3) Caso contrario, escolha um elemento S I que nao
H q?
sej a uma poténcia de (67

Seja s =ord(f). Se s=¢g—1, entfo atribua a;;; =0,
faca 1 =17+ 1 e pare.

(4) Encontre d e ¢ tais que d | t;, e | s, de = mmc(t;,s) e
mdc(d,e) =1. Sejam a1 = afi/dﬁs/e e tir1 = mmc(t;, s).

Faca i =17+ 1 e va para o passo 2.
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Seguem alguns comentarios sobre o algoritmo acima.

Observagoes:

(a) No passo 3, temos que s { ¢;, j4 que todas as solugoes de xti =1
devem ser poténcias de «;, e § ndo é uma poténcia de «;. Logo,
o mmc(t;, s) € um matiplo de t; que é maior que t;.

(b) No passo 4, usamos o fato de que, dados dois inteiros ¢; e s, é
possivel encontrar d e e tais que d | t;, e | s, mdc(d,e) = 1 e
mme(t;, s) = de (exercicio).

Exemplo 2.2.6. Como mmc(12,15) = 60, uma possivel es-
colha é d = 4, e = 15, ja que 4 | 12, 15 | 15, mde(4,15) = 1 e
415 = mme(12, 15) = 60.

(c) No passo 4, temos que ord(w;4+1) = mmc(¢;,s). Com efeito,
como «; tem ordem t;, entao afi/ 4 tem ordem d. Como G tem
ordem s, 3°/¢ tem ordem e. Por outro lado, usando o teorema

a seguir, o produto de afi/dﬁs/e tem ordem de = mmc(¢;, s),

quando d e e sao relativamente primos.

Teorema 2.2.7. Sejam ord(a) = m, ord(8) = n e mde(m,n) = 1.
Entdo ord(af) = mn.

Demonstragao. Seja ord(af) = £. Entao
1= (Oéﬁ)g _ (aﬂ)fm _ afmﬁfm _ ﬁ€m7

ja que ™ = 1. Assim, 3" = 1 e como ord(3) = n, temos que
n | fm. Como mdc(m,n) = 1, segue que n | 4.
Similarmente, temos que m | . Combinando os comentarios an-
teriores, temos que mdc(n,m) =1, m | £, n | £, mn | £ = ord(af).
Reciprocamente, (o)™ = o™"f™" = 1 e assim temos que
ord(af) | mn. Portanto mn = ord(af3). O

O algoritmo de Gauss gera sucessivamente os elementos ;1 com
ordem t;y1 = mmc(t;, s), jo que ;41 = a?/dﬁs/e, Ord(oz?/d) = d,
ord(3*/¢) = e e mdc(d, e) = 1. Portanto, o teorema anterior garante
que ord(a;4+1) = de = mmc(t;, $).
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Além disso, como o mmc(¢;, s) € um multiplo de ¢; e é maior que
t;, porque s 1 t;, pela Observagdo (a), este processo sempre termina
com um elemento primitivo.

Exemplo 2.2.8.
1. Vamos considerar F5.

(1) Tomamos a; = 2. Entdo a? = 4, af = 1. Assim, t; =
ord(ay) = 3.

(2) i#q-1=6

(3) Escolhemos f diferente de uma poténcia de «;. Digamos

que § =3 =23 =6,0" =4, =53 =1
Assim, ord(83) = 6. Pare, § = 3 é um elemento primitivo.

2. Seja Iz, definido como Fs[z]/(x* + 3).

=

=2z
8 _
3z, af =

(1) Tomamos a1 = z. Entdo oy = 2, a? = 22 = 2, «
af =222 =4, of =4z, of = 422 =3, o] =
322 = 1. Assim, t; = ord(ay) = 8.

@)t =8+4q—1=24.

(3) Escolhemos (3 diferente de uma poténcia de «;. Digamos,
B=x+1: B =224+22+1=22x+3, 32 =222+3 =2,
Br=2042 3 =222 +4x+2=4x+1, 85 =422 +1 =4,
B7 =dx+4, 3% =42 +3x+4=32+2, 57 =322+2=3,
B0 =3243,81 =322+2+3=0+4, 82 =22+4=1.
Entdo f=x + 1 tem ordem 12 e 12 # g — 1 = 24.

(4) o = z,ord(ay) =t =8; f=x+1, ord(f8) = s = 12.
Precisamos d, e tais que de = mmc(¢1,s) = mmc(8,12) =
24, mde(d,e) =1, d | t1 e e | s. Temos que

t1,=8=2-2-2, §s=12=2-2.3.
Assim, temos que mmc(8,12) =2-2-2-3 e mde(8,3) = 1.
Tomamos d = 8 e e = 3. Logo, encontramos d | 8, e | 12,

mdc(d, e) = 1 e mmc(t1,s) = de = 24. Entdo

g = ail/dﬁs/e _ a§/8612/3 — a5t
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50 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

Isto é
a = (x4 1)* = 2(2x + 2) = 222 + 22 = 2z + 4.

Portanto, as = 2z + 4 tem ordem de = mmc(t1,8) =
mme(8,12) = 24 = ¢ — 1. Logo, as é um elemento primi-
tivo em F5[z]/ (22 + 3).

Voltaremos ao problema de encontrar elementos primitivos na
Secao 3.4.

2.3 Elementos normais

Nesta se¢do, consideramos bases formadas por um elemento a € F»
e seus conjugados para [Fg» sobre F,.

Definigao 2.3.1. Seja o € Fy». Uma base normal de Fy» sobre F, é
uma base da forma N = {«,a9,..., i }. Neste caso, dizemos que
a é um elemento normal de Fy» sobre F, e que a gera a base normal
N. Os elementos em N sdo chamados os conjugados de a.

A defini¢do acima indica uma outra maneira de representar os ele-
mentos de um corpo finito. Elementos normais sdo desejados por pro-
duzirem implementacoes mais rapidas, principalmente em aplicagoes
onde a exponenciacdo é necessaria com certa freqiiéncia. Veremos
isso na Secdo 2.3.1.

Os elementos primitivos e os elementos normais sdo ambos defini-
dos em termos de certas poténcias de um tinico elemento. No entanto,
tém naturezas distintas. Os elementos primitivos geram por si sé
todos os elementos de Fy, no sentido de que qualquer elemento em [}
é uma poténcia de um elemento primitivo. Por exemplo, se v é um
elemento primitivo de F, e se a € Fy, entao a = ~* para certo i. Por
outro lado, elementos normais sdo elementos com a propriedade de
que suas ¢-poténcias formam uma base. Assim, se « é um elemento
normal de Fy» sobre F,, temos uma outra representacdo para a, a
saber, a = apa+a1a?+ - - —&—an_laqPI, para certos ag, aq, ..., an—1
em [F,.

Uma outra observacao imediata é que se o é normal, entao qual-
quer conjugado de o também é normal.
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[SEC. 2.3: ELEMENTOS NORMAIS 51

Bases normais existem em qualquer extensdo finita de um corpo
finito. Por volta de 1850, Eisenstein e SchOonemann apresentaram
independentemente provas parciais deste resultado, mas foi apenas
em 1888 que Hensel [70] conseguiu uma prova completa. Tal resultado
é conhecido como o Teorema da Base Normal, cuja prova pode ser
encontrada em [75, Teorema 3.1.1] e [90, Teorema 2.35], por exemplo.

Teorema 2.3.2. Para qualquer inteiro positivo n, existe uma base
normal de Fyn sobre F,.

O ntmero de elemento normais foi estabelecido por Ore em 1934;
veja o livro de Jungnickel [75, Teorema 3.1.5], por exemplo.

Teorema 2.3.3. Seja n um inteiro positivo. Escreva n = p®m, onde
m ndo é multiplo de p = car(F,). O nimero de bases normais de Fyn
sobre F, é

1 q" _ #(d)/oa(q)
~P "_1:_”(1_ Od(q)) ,
n gz ) " i q

onde ®,(f) € o nimero de polindmios de grau menor que o grau de
f relativamente primos com f, 0,(b) € a ordem de b mddulo n e ¢(d)
€ o numero de inteiros positivos menores que d relativamente primos
com d.

Apesar da féormula para o namero de bases normais existir, ela nao
é muito clara, ja que depende de outros parametros. Por isso, varios
autores tém pesquisado cotas inferiores e superiores para este nimero
que possam dar uma estimativa mais clara. Gao e Panario [51, Teo-
rema 3.4] obtiveram cotas, quando n = (¢ — 1)(¢> = 1)---(¢™ — 1) e
m & um inteiro maior que 1. O resultado é

n 1 n
4 < Py (a"—1) < q (2.1)

eV 8n(l +log,n) ~ n ~ ercan,/T+log, n’

onde ¢ = q/(q—1)(\/g—1) ey = 0.577216 . .. é a constante de Euler.
Veja também [43] para outras cotas obtidas por Frandsen. Von zur
Gathen e Giesbrecht [57] mostraram que a probabilidade de que um
elemento arbitrario em F,~» seja um elemento normal é maior que
1/(161og, n).

“topicos”
2007/6/4
page 51

e



52 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

As cotas mencionadas acima mostram que hi um grande niimero
de elementos normais num corpo finito. Para encontrar um elemento
normal em F;», um método simples é testar se um elemento escolhido
aleatoriamente uniforme é ou ndo normal, repetindo o teste enquanto
a resposta for negativa [57]. A questdo é como testar a normalidade
de um elemento. A seguir, apresentaremos um critério simples para
verificar a normalidade de um elemento em F,»; veja [75, Teorema
3.1.8] ou [90, Teorema 2.39].

Teorema 2.3.4. Um elemento o € normal em Fyn sobre F, se e
somente se mde(z" — 1,09 2" 4+ ...+ alz 4+ a) =1 em Fn[z].

2.3.1 Aritmética usando bases normais

Nesta se¢ao, discutiremos as operagoes basicas de aritmética entre
elementos num corpo finito usando a representacdo em termos de
bases normais. Para isso, seja N = {«ag,a1,...,a,_1} uma base de
F,n sobre F, com o; = . Sejam A e B elementos em Fyn definidos

por
n—1 n—1
A= E a; ;e B = E biai,
1=0 i=0

onde a;,b; € F;. Abusando a notacdo, também representaremos A e
B por A= (ao,...,an_l) e B= (bo,...,bn_l).
A adicdo de A e B é trivial:

A+B:(a0+b0,a1+b1,...,an71+bn,1).

O calculo da g-ésima poténcia também é imediata [70]. De fato,
temos

n—1 q n—1 n—1
— _ q_.q __ _
Al = E ajo; | = E a;a; = E ;i1 = (An-1,00,- - ., an-2),
i—o i=0 i=0

ou seja, calcular uma ¢-ésima poténcia é equivalente a efetuar um
deslocamento nas coordenadas, o que é muito barato em termos de
implementagao.
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[SEC. 2.3: ELEMENTOS NORMAIS 53

A complexidade da exponenciacido em geral foi analisada inicial-
mente por Stinson [127] para o caso ¢ = 2 e depois por von zur
Gathen [54] para qualquer ¢. Eles mostraram que a exponenci-
agdo pode ser feita com O(n/log,n) multiplicagdes em Fy, ou seja,
O(n?*loglog n) operagdes em F,; veja também [47, 48].

Seja C' = (coy...,Cn-1) = E?:_ol cia; o produto de A e B. Que-
remos calcular cada ¢, em funcdo dos a;’s e b;’s. Como

C = Z al-bjoziozj,
4,7

escrevemos cada o;a;; como combinacao linear dos elementos da base
N; digamos que

n—1
Qo = Z tz(-?ak (2.2)
k=0

para certos tl(»? € F,. Assim, obtemos que ¢ = ), aibjtl(»?, o que

sugere que ci € uma entrada do produto de certas matrizes. De fato,

considerando A e B como matrizes linhas e T}, = k)

;j COmMO uma
matriz de ordem n x n para cada k, 0 < k < n — 1, temos que
e = AT, BT onde BT é a matriz transposta de B. Portanto, para
multiplicarmos os elementos em I, usando N, basta calcularmos de
antemdo (T, ...,Th—1), conhecido como a tabela de multiplicagcdo da
base normal N.

Lema 2.3.5. Com a notagdo acima, temos que tl(-? = tz('(i)k,jfkf para
quaisquer i, j,k com 0 < 1,75,k <n—1, onde os indices sao tomados
mdédulo n.

Demonstragio. Elevando ambos os lados da Equagao (2.2) a poténcia
(k) (k)

1 .
g, obtemos 1041 =Y 1 ti g1 onde ay, = ag. Assim, t; =

tz('i-’l_,lj)JrD isto &, tz(',kj) = tz(']:,lj)q- Uma induc¢do da que t;kj) =
tz(-(i)k) j—k» onde os indices sdo tomados médulo n. O

Esta propriedade implica que as entradas de Ty = (tﬁ’j)) corres-

pondam exatamente as entradas de Ty = (tzgg)) em posicoes dife-
rentes. Isto significa que precisamos apenas de Tj para implementar
a multiplicacdo. De fato, cada coeficiente c¢x, 0 < k < n — 1, do
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54 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

produto AB pode ser obtido usando T} e deslocamentos ciclicos de k
posicoes dos coeficientes em A e B. Por simplicidade, seja T = Tp.
Temos assim a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.6. Sejam AF e B deslocamento ciclicos por k
posicoes de A e B, respectivamente. Entdo, temos

cp = A[k]T(B[k])T,

onde (B*)T ¢ a matriz transposta de BFl.

A matriz T tem um papel importante na implementacao da mul-
tiplicacdo baseada em elementos normais. O nimero de elementos
nao nulos em 7' d& a quantidade de portas légicas no circuito im-
plementando a base normal; veja por exemplo [93, 101]. Tal namero
é chamado a complexidade da base normal N e é denotado por cy.
Mullin, Onyszchuk, Vanstone e Wilson [101] provaram a seguinte cota
inferior para cy.

Teorema 2.3.7. Se N € uma base normal de Fyn sobre Fy, entdo
cN > 2n—1.

Bases normais de complexidade 2n — 1 sdo importantes na pratica,
j4 que possuem a menor complexidade possivel e assim recebem um
nome especial.

Definicao 2.3.8. Se N é uma base normal de F,» sobre F, cuja
complexidade ¢y é 2n — 1, entdo N é chamada uma base normal
dtima.

Uma multiplicagdo usando base normais geralmente custa O(n?)
operacoes em F,, segundo o método mais ingénuo descrito acima,

enquanto que esse custo cai para O(n?) operacgdes em Fy, usando
bases normais 6timas.

2.3.2 Bases normais 6timas

Apesar de bases normais sempre existirem, o mesmo ndo acontece
com bases normais 6timas. Mullin et al. [101] apresentaram condigdes
para a existéncia de bases normais 6timas. Como discutiremos em
seguida, na verdade, tais condi¢Oes sdo necessarias e suficientes.
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[SEC. 2.3: ELEMENTOS NORMAIS 55

Teorema 2.3.9. Sejam q uma poténcia de um primo e n + 1 um
primo. Se q € um elemento primitivo em Z,41, entdo existe uma
base normal étima de Fyn sobre IF,.

Teorema 2.3.10. Seja 2n+1 um primo. Suponhamos que 2 seja um
elemento primitivo em Zop11, ou que 2n+1 =3 (mod 4) e 2 gere os
residuos quadrdticos® em Zoni1. Entdo o = ¢ + (! gera wma base
normal étima para Faon sobre Fao, onde ( é uma raiz (2n + 1)-ésima
primitiva da unidade3

Uma, base normal 6tima proveniente do Teorema, 2.3.9 é chamada
uma base normal dtima do tipo I, enquanto a proveniente do Teo-
rema 2.3.10 é chamada uma base normal dtima do tipo II. Mullin
et al. [101] conjecturaram que toda base normal 6tima de Fyn sobre
F, é equivalente a uma base construida pelo Teorema 2.3.9 ou pelo
Teorema 2.3.10. Este resultado foi provado por Gao e Lenstra [50].

Na Tabela 2.2, apresentamos todos os valores de n < 2000 para
0s quais existe uma base normal 6tima de Fon sobre Fy. Esta tabela
apareceu na tese de Gao [45, paginas 69-70]. As seguintes convencoes
foram usadas por Gao: * indica que h& uma base do tipo I; { indica
que ha uma base do tipo I e uma base do tipo II; todas as demais
entradas indicam que ha uma base do tipo II.

Na proxima se¢do, consideraremos a seguinte questdo: o que faze-
mos quando ndo h4 uma base normal 6tima?

2.3.3 Elementos normais de complexidade baixa

Quando nenhuma base normal 6tima existe, elementos de “baixa com-
plexidade” sdo usados. Apesar de ndo existir uma defini¢do precisa
para o termo “baixa complexidade”, espera-se que o elemento normal
tenha a menor complexidade possivel.

Na préatica, elementos normais de baixa complexidade sao bas-
tante usados. Por exemplo, o NIST* [105] recomenda usar elementos

2Sejam a e n inteiros coprimos. Se existe um inteiro z tal que 22 =

dizemos que a é um residuo quadrdtico mddulo n.

3Um gerador do grupo ciclico das n-ésimas raizes da unidade é chamado uma
raiz n-ésima primitiva da unidade.

4National Institute of Standards and Technology.

a (mod n),
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56 [CAP. 2: ARITMETICA EM CORPOS FINITOS

normais de baixa complexidade na criptografia de curvas elipticas so-
bre Fom, para m = 163, 233, 283, 409 e 571. Observamos que existem
vérias implementagoes muito eficientes em software da multiplicagao
usando bases normais; veja [33, 113]|. Para maiores detalhes sobre as
implementacoes desses métodos, veja [34].

O problema de classificar bases normais de complexidade baixa
ainda esta em aberto. Na realidade, ndo h4 muitos artigos sobre este
assunto, apesar de o problema ser de grande interesse. Os poucos
artigos existentes s6 apareceram nos ultimos anos.

As primeiras contrugoes de elementos normais de baixa comple-
xidade apareceram em [4, 11]. Young e Panario [136] mostraram
experimentalmente que, em corpos finitos de caracteristica 2 e grau
de extensdo n, elemento normais de complexidade até 3n ocorrem
somente em corpos finitos que possuem elementos normais 6timos.
Com este resultado, eles obtiveram certas caracterizagOes de tais
elementos. Wan e Zhou [132] estenderam parte desses resultados para
corpos finitos de caracteristica impar. Outros experimentos e con-
jecturas para elementos de baixa complexidade em Fon podem ser
encontrados em [94]. Recentemente, uma construcdo de elementos de
complexidade baixa em F,~» baseada no traco de um elemento normal
6timo foi desenvolvida [22].
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Tabela 2.2: Valores de n < 2000 para os quais ha bases normais
6timas em Fy» sobre Fs.

100

106

113
119
130+
131
134
135
138
146
148%
155
158
162+
172
173
174
178
179
180+
183
186
189
191
194
196
209
2101
221
226
230
231
233
239
243
245
251
254
261
268
270
273
278
281
292+«

293
299
303
306
309
316%
323
326
329
330
338
346
348x
350
354
359
371
372x
375
37871
378
386
388x
393
398
410
411
413
414
418
419
420
426
429
431
438
441
442 %
443
453
460
466*
470

473
483
490
491
495
508
509
515
519
522
530
531
540
543
545
546 %
554
556*
558
561
562
575
585
586 %
593
606
611
612
614
615
618+
629
638
639
641
645
650
651
652
653
658
659
660*

676
683
686
690
T00*
T08x
713
719
723
725
726
741
743
746
749
755
T56 %
761
765
771
TT2x
774
779
783
785
786+
791
T96 %
803
809
810
818
820
826+
828
831
833
834
846
852
858
866
870

873
876
879
882x
891
893
906
911
923
930
933
935
938
939
940
946 *
950
953
965
974
975
986
989
993
998
1013
1014
1018x
1019
1026
1031
1034
1041
1043
1049
1055
1060
1065
1070
1090
1103
1106
1108

1110
1116
1118
1119
1121
1122
1133
1134
1146
1154
1155
1166
1169
1170
1178
1185
1186
1194
1199
1211
1212
1218
1223
1228
1229
1233
1236
1238
1251
1258
1265
1269
1271
1274
1275
1276
1278
1282
1289
1290
1295
1300
1306+

1310
1323
1329
1331
1338
1341
1346
1349
1353
1355
1359
1370
1372
1380
1394
1398
1401
1409
1418
1421
1425
1426*
1430
1439
1443
1450
1451
1452
1454
1463
1469
1478
1481
1482
1492
1498
1499
1505
1509
1511
1518
1522
1530

1533
1539
1541
1548x%
1559
1570
1583
1593
1601
1618
1620
1626
1636
1649
1653
1659
1661
1666*
1668
1673
1679
1685
1692
1703
1706
1730
1732
1733
1734
1740
1745
1746
1749
1755
1758
1763
1766
1769
1773
1778
1779
1785
1786

1790
1791
1806
1811
1818
1821
1829
1835
1838
1845
1850
1854
1859
1860+
1863
1866+
1876
1883
1889
1898
1900+
1901
1906
1923
1925
1926
1930+
1931
1938
1948+
1953
1955
1958
1959
1961
1965
1972+
1973
1978+
1983
1986+
1994
1996
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Capitulo 3

Polinémios irredutiveis

No Capitulo 2, vimos que podemos representar os elementos em F,
por meio de polindémios. Esta representacdo é possivel, pois [, é
isomorfo a F,[z]/(f), onde ¢ = p™ e f é um polinémio irredutivel
de grau n sobre F,. Isto ji explica o interesse, por parte de um
grande niimero de pesquisadores, em questdes envolvendo polinémios
irredutiveis. Na verdade, h4 inimeras outras aplicacoes, algumas das
quais serao apresentadas nos proximos capitulos.

Na Sec¢ao 3.1, mostraremos um resultado fundamental sobre poli-
nomios irredutiveis. O problema de determinar se um dado polinémio
é irredutivel ndo é trivial. Discutiremos um pouco sobre essa dificul-
dade na Secdo 3.2, mostrando que testes eficientes de irredutibilidade
existem.

A aritmética usando a representagdo polinomial depende da re-
duc¢ao médulo um polinémio irredutivel. Para esta tarefa, polinémios
irredutiveis com muitos coeficientes iguais a zero sao desejados. Dis-
cutiremos alguns resultados recentes sobre este assunto na Secdo 3.3.

Um tipo importante de polindmio irredutivel é o polinémio pri-
mitivo. Este tipo de polindmio tem a propriedade de que todas as
suas raizes sao elementos primitivos. Tais elementos, por sua vez, de-
terminam uma outra maneira de representar os elementos num corpo
finito, como vimos no Capitulo 2. Apresentaremos os polindmios
primitivos e uma aplicagdo relacionada as seqiliéncias representadas
por LSFR’s na Secdo 3.4.

58
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[SEC. 3.1: UM RESULTADO FUNDAMENTAL 59

Na Secao 3.5, poliné6mios minimais serdo abordados brevemente,
desta vez especificamente sobre corpos finitos.

Qualquer polindmio ndo constante sobre um corpo € um produto
de polindmios irredutiveis. Fatorar um polinémio significa obter tais
polinémios irredutiveis. O problema de fatorar polinémios sobre um
corpo finito é de extrema importancia em criptografia, teoria de codi-
gos e outra areas. A Secdo 3.6 é dedicada a alguns métodos classicos
de fatoracao.

3.1 Um resultado fundamental

Comecaremos com um resultado fundamental! sobre polinomios ir-
redutiveis. Sua importancia ser4 justificada em vérias ocasioes neste
capitulo.

Teorema 3.1.1. O produto de todos os polinémios mdnicos irre-
s . . .. L. n
dutiveis sobre Py cujos graus dividem n € igual a 9 — .

Demonstragio. O Lema 1.4.6 implica que z¢" — z seja um produto de
polinémios irredutiveis distintos sobre ;. Seja f um desses fatores
irredutiveis de grau m. Segue que Fy» contém uma raiz 6 de f e
portanto F,(§) C Fyn. Portanto [F,(6): Fy] = m divide [Fgn: Fy] =
n.

Reciprocamente, seja f um polindmio irredutivel sobre F, de grau
m onde m | n. Se 6 é uma raiz de f no seu corpo de decomposi¢io,
pelos Teoremas 1.4.11 e 1.4.13, concluimos que Fy(§) X Fgm C Fyn e
99" —0 = 0. Logo, pelo Teorema 1.3.12, obtemos que f é o polindmio
minimal de 6 e assim divide 29" — z. (|

Uma férmula para o nimero de polindmios irredutiveis de um
certo grau é a primeira conseqiiéncia imediata deste resultado. Este
numero serd dado em termos da funcdo de MoObius; para maiores
informagdes sobre esta fungio, veja Apéndice A.

Teorema 3.1.2. O nimero de polindmios monicos irredutiveis de
grau n sobre F, €é

1
I, =~ d)g™'@
ndE (d)g"",

I Contaremos um pouco sobre a historia deste resultado na Secio 3.6.2.
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60 [CAP. 3: POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

onde | € a funcdo de Mdébius.
Demonstra¢do. Comparando os graus dos polindmios no enunciado do
Teorema 3.1.1, obtemos que ¢" = > din dly. Pela férmula de inversao

de Mobius (Teorema A.0.3), temos que nl,, = >, , w(d)g™%, o que
d4 a férmula desejada. O

Exemplo 3.1.3. H4 ¢?* polinémios monicos de grau 24 em F,[z],
enquanto o nimero de polinémios moénicos irredutiveis sobre I, de
grau 24 é

s = o (08 + u(2)0 + p3)a" + p(A)a° + p(6)g*

+1(8)¢” + 1(12)g* + 1(24)q)

1
_ ﬂ(q24—q12—q8+q4).

Assim, a probabilidade de que um polinémio moénico de grau 24 seja
irredutivel sobre I, é

Iy 1 1 1 1+1 1
2t 24 g2 ¢80 ) Tog

Em geral, se o grau do polinémio é n, esta probabilidade é apro-
ximadamente 1/n. Isso d4 um algoritmo probabilistico para encon-
trar polindmios irredutiveis, como veremos a seguir.

3.2 Um teste de irredutibilidade

Uma outra conseqiiéncia do Teorema 3.1.1 & que ele pode ser us-
ado para testar a irredutibilidade de um polinémio sobre I, de uma
maneira bastante simples. O primeiro passo do processo consiste
em calcular o mdce(f,2? — x). Se esse mdc ndo é 1, entdo f tem
fatores lineares e portanto é redutivel. Caso contrario, calculamos
o mdc(f, 27 — x) para verificar se f tem fatores irredutiveis cujos
graus dividem 2. Na verdade, como f ndo tem nenhum fator linear,
estaremos testando se f tem algum fator irredutivel de grau exata-
mente igual a 2. Continuamos calculando o mdc(f, z? — 1), enquanto
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i < grau(f)/2 e o mdc ndo é 1. Essas idéias determinam o seguinte
algoritmo, que também é conhecido como o Algoritmo de Ben-Or [6].

Algoritmo 3.2.1. [Ben-Or]
Entrada: f € F,[z] de grau n.
Saida: “f irredutivel” ou “f redutivel”.

para i =1 até |[n/2| facga
se mdc(f, 29 —1z) # 1 entéo
{ retorne “f redutivel” e pare; }
retorne “f irredutivel’’;

Exemplo 3.2.2.

1. Como mdc(z*® — 1,21 — x) = 2° — 1, o polindmio x5 — 1 &
redutivel sobre F1;. Em particular, esse mdc mostra que z'° —1
tem cinco fatores lineares, a saber, t — 1, x — 3,z — 4,z —5 e
xr — 9.

2. Seja f(z) = 2% + 1025 + 2* + 142% + 1322 + 2 + 3 em Fy7[z].
Temos que mde(z'7 —z, f) = 1 e mde(2'” —z, f) = 1; portanto
f nao tem fatores lineares, nem quadréticos. No entanto, temos
que mde(z'™ —x, f) = f, 0 que mostra que f néo s6 é redutivel
sobre F17, mas também é o produto de dois fatores irredutiveis
de grau 3. De fato, f(z) = (23 + x + 3) (2% + 102 + 1).

Analisaremos agora o tempo de execu¢do do algoritmo acima
no pior caso. Primeiro vamos analisar como podemos calcular x?
(mod f). Usando o método da repeticdo de quadrados (veja Secao
2.1.4), podemos obter essa poténcia usando no méximo 2|log q| pro-
dutos, ao invés de ¢ — 1 produtos como no método tradicional. Para
calcular 27" (mod f), tendo calculado z? (mod f), observamos
que

(:Cq")q SN LN L/ L

Ao invés de calcularmos mdc(f, 2?7 — z), primeiro reduzimos z? — x
(mod f), ja que

mdc(f, 24 — z) = mdc(f, 27 — (mod f)).
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Isso representa um bom ganho no custo do algoritmo, pois o ultimo
mdc envolve polindmios de grau no maximo n.

No pior caso, este algoritmo calcula |n/2] ¢g-ésimas poténcias e um
mdc de polinémios de grau no maximo n. Pelos dados na Secdo 2.1,
concluimos que o custo é O(n? log® nloglog nlog q), usando multipli-
cagao baseada no FFT, e de O(n®logq), usando aritmética cléssica.
Entretanto, na média, o processo precisa apenas do valor esperado
do menor grau entre os fatores irredutiveis de f. Como o menor grau
esperado é da ordem de logn (veja [108, 109]), o custo esperado é
apenas O(nlog® nloglognlogq) e O(n?lognlog q), respectivamente.

3.3 Polindmios irredutiveis de baixo peso

O namero de coeficientes nao nulos num polindémio é chamado o peso
do polindmio. O problema de caracterizar polindmios irredutiveis
de peso baixo tem atraido varios pesquisadores nos dltimos anos.
Ja mencionamos que os elementos de um corpo finito podem ser
representados por meio de polinémios com operagdes médulo um
polindémio irredutivel. Acontece que se esse polindmio tem peso baixo,
essas operagOes serdo mais baratas. Por exemplo, vimos na Se¢ao
2.1.1 que a divisdo de um polinémio f de grau n por um polinémio
g de grau m < n tem um custo de m(n — m) operagdes no corpo
finito, ou seja, O(n?). Porém, se o polindémio g tem peso w(g), entdo
o custo é de w(g)(n — w(g)). Assim, se w(g) é constante, o custo
desta divisdo é somente O(n).

A maioria dos resultados existentes se concentram em Fs, dado
que provavelmente a maioria das aplicacoes envolvendo corpos finitos
usa Fy. Neste caso, uma observagdo imediata é a de que o peso de
um polinémio irredutivel sobre Fy é sempre impar; caso contrario, o
polinémio z + 1 seria sempre um de seus fatores.

Nesta dire¢do, um resultado bastante conhecido é devido a Swan
[129]. Ele caracteriza a paridade do nimero de fatores irredutiveis de
qualquer trinémio da forma f(x) = 2™ +2*+1 sobre Fy. Por exemplo,
ele mostra que 2" +2*+1, onde n é um maltiplo de 8, sempre tem um
numero par de fatores irredutiveis e portanto nao pode ser irredutivel
para qualquer n. Os resultados de Swan sdo baseados no teorema de
Stickelberger [126].
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Resultados experimentais como os de Seroussi [121] mostram que
trindmios irredutiveis sobre Fy existem somente para aproximada-
mente 50% dos graus. Os préximos polinémios irredutiveis de menor
peso sao os de peso igual a cinco, também conhecidos como pen-
tanomios. O uso de pentandémios, quando trindmios ndo existem, é
convencional de acordo com as especificacdes do IEEE? para, crip-
tografia de chave publica [73]. Existe evidéncia empirica de que pen-
tanomios irredutiveis de qualquer grau sobre Fy existem, mas ainda
nao ha uma prova disso.

O estudo do nimero de fatores irredutiveis de tetranémios sobre
F3, que sao polindmios de peso igual a quatro, foi recentemente com-
pletado por Hales e Newhart [64]; veja também o artigo de Bluher
[14].

Outros polinémios irredutiveis de peso baixo que tém recebido
atencio sao z" + g(z) € Fa[z], onde grau(g) < log, n. Comentaremos
sobre esse tipo de polinémios quando apresentarmos o algoritmo de
Coppersmith para calcular logaritmos discretos na Secio 4.4.4. Eles
também aparecem na geracao de elementos de ordem grande em cor-
pos finitos [46]. N&o se sabe muito sobre polinémios irredutiveis desta
forma (veja uma breve discussdo na Secdo 4.4.4).

Finalmente, citamos um sistema criptografico, que foi recente-
mente desenvolvido por Aumasson, Finiasz, Meier e Vaudenay, cha-
mado TCHo®. A seguranca deste sistema é garantida pela dificuldade
de se encontrar um miiltiplo de um polinémio irredutivel de baixo
peso; veja mais detalhes em [5].

3.4 Polindmios primitivos

Polindémios primitivos formam uma classe particular de polindmios
irredutiveis.

Definicao 3.4.1. Um polindmio f € Fy[z] de grau m é primitivo, se
f € o polindmio minimal sobre F, de algum elemento primitivo em
Fgm.

2Institute of Electrical and Electronics Engineers.
3Trapdoor Cipher, Hardware oriented.
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Em outras palavras, um polinémio primitivo de grau m é um
polindmio moénico e irredutivel com a propriedade adicional de que
se o € Fgm & uma raiz de f entdo a ordem de o é ¢™ — 1. Por-
tanto, as raizes de um polindmio primitivo sao geradores do grupo
multiplicativo Fm.

Na Secdo 2.2, vimos que o nimero de elementos primitivos em Fy,m
é ¢(p™ —1), onde ¢ é a fungao de Euler (veja Apéndice C). O ntimero
de polindmios primitivos em F,m[z] é ¢(p™ — 1)/m. Isto porque se
f é um polinémio primitivo e o é uma de suas raizes, entdo todos
os conjugados de « tém o mesmo polindmio primitivo f (veja [90,
Teorema 2.14]).

Hansen e Mullen [68] conjecturaram que, com excecdo de alguns
poucos valores pequenos de ¢ e de n, dadoa € Fyejcom 1 < j <
n — 1, sempre existe pelo menos um polinémio primitivo de grau n
sobre F, onde a ¢ o coeficiente de z7. Esta conjectura foi responsavel
por intensa pesquisa nos ultimos anos. Varios resultados parciais
surgiram até que uma série de artigos de Cohen e Han finalmente
completou a prova; veja [23, 24, 25, 26, 39, 65, 76, 99].

Na pratica, estamos interessados em polindmios primitivos sobre
F5 com baixo peso, seguindo a mesma linha de idéias ja discutidas
na Secdo 3.3. Neste caso, a melhor opc¢do tem sido usar trindmios
primitivos. N&o é dificil ver que se o trindmio f(x) = " + a® + 1,
0 < s < r, é primitivo, entdo 2" + 2"~ ° + 1 = 2" f(2~!) também
é primitivo. Logo, podemos supor que s < r/2. Trindmios primi-
tivos de grau grande sao necessarios em aplicacOes como a geracao
de nameros aleatérios. No entanto, o problema de encontrar tais
polinémios é dificil. Um grande avango foi obtido com o algoritmo
para testar a irredutibilidade de trinémios de grau impar sobre F,
desenvolvido por Brent et al. [15, 16, 17]. Usando o fato de que todo
trinémio irredutivel de grau r, onde r é um expoente de Mersenne?,
é necessariamente primitivo, Brent et al. encontraram os seguintes
trindmios primitivos: x3921377 4 5361604 4 1 g 53021377 4 51010202 4 1

4Se 2" — 1 é primo, dizemos que 2" — 1 é um primo de Mersenne e r & um
ezxpoente de Mersenne.
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3.4.1 Uma aplicacao: LFSR

As seqiiéncias em corpos finitos sdo usadas numa variedade de apli-
cagOes, nas areas de engenharia e criptografia. Por exemplo, elas
aparecem na emissao e na comunicagdo digital, na construcdo de
geradores de nimeros pseudo-aleatérios e nas cifras de fluxo. Na
Secdo 4.5.2, veremos esta ultima aplicagao.

Normalmente, representamos uma seqiiéncia usando um registra-
dor de deslocamento com realimentacdo linear. Neste livro, denotare-
mos este registrador por LFSR, que é a abreviacao das iniciais em
inglés (Linear Feedback Shift Register). Cada registrador do LFSR
contém um valor em F,. Chamamos de estado do LFSR a n-upla de
valores contida no LFSR. Ha entdo ¢" estados no LFSR. Denotare-
mos os estados do LFSR, por vetores em I}/, onde n é o nimero de
registradores do LFSR.

O LFSR muda de estado através de uma fungdo linear. A saida
do LFSR é usada como realimentacdo do LFSR para gerar o estado
seguinte. O estado inicial S_(; do LFSR é chamado a semente do reg-
istrador. O LFSR resulta deterministicamente num elemento em F,
de cada vez. Logo, a seqiiéncia de valores do LFSR é completamente
determinada pela sua semente.

Na maioria das aplicagOes praticas, o corpo finito usado é Fs e o
LFSR computa assim um bit. Porém, nesta se¢do, consideraremos o
caso mais geral de um corpo finito de ordem arbitraria.

LFSR’s sao usados para calcular seqiiéncias que satisfazem uma
recorréncia linear. Dizemos que uma seqiiéncia sg, 51, S2,... em F,
satisfaz uma recorréncia linear (homogénea) de ordem n se

Sk4+n — An—1Sk+n—1 + Ap—2Sk4+n—2 + -+ apSk, para k= 07 1a e
(3.1)

Para cada seqiiéncia, existe um LFSR que a computa.

Exemplo 3.4.2. Seja a seqiiéncia {s;} em Fs definida por

Sk4a = Sk41 + 8k, k>0, sp=85=35,=0, s3=1.

O LFSR correspondente tem 4 registradores. Sejam xq, x1, 22 € T3 08
valores atuais dos 4 registradores do LFSR, onde z( é o valor mais
& direita e x3 é o valor mais & esquerda do LFSR. Entao o estado

“topicos”
2007/6/4
page 65

e



66 [CAP. 3: POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

atual do LFSR ¢é o vetor (z3,z2,21,2). B claro que a funcéo lin-
ear A correspondente é o + 1 e a mudanca de estado é dada por
(z3,22,21,%0) — (xo+x1, T3, T2, 21). A semente é o vetor consistindo
dos valores iniciais da seqiiéncia, ou seja, S_(; = (s3,52,51,50) =
(1,0,0,0); veja a Figura 3.1.

saida

0‘0
b

Figura 3.1: LFSR de Sg44 = Sk41 + Sk-

] ]|

A saida de cada vez é o valor do ultimo registrador, portanto 0 sai
primeiro. Em seguida, aplica-se a func¢do A ao vetor (1,0,0,0) para
obter (0, 1,0, 0) nos registradores. A segunda saida é entdo 0 de novo.
No préximo passo, os registradores tém (0,0,1,0) e sai 0. Mais uma
aplicagdo de A produz (1,0,0, 1) nos registradores e uma saida de 1.
Continuando assim, vemos que os primeiros 15 termos da seqiiéncia
sdo 000100110101111.

A cada LFSR, ou seja, a cada seqiiéncia satisfazendo uma recor-
réncia da forma (3.1), associamos um polinémio em F,[z], chamado o
polinémio caracteristico do LFSR da seguinte maneira. Se o compri-
mento (ou o nimero de registradores) do LFSR é n, o polindmio car-
acteristico tem grau n. Além disso, seus coeficientes em F, preenchem
as portas logicas do LFSR de tal maneira que se (3.1) é satisfeita, en-
tao

fx)=2" —ap_ 12" ' — - —ayx —agp (3.2)

¢ 0 polindmio caracteristico do LFSR. Reciprocamente, dado o polino-
mio (3.2), podemos construir o LFSR correspondente. A funcéo linear
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associada é dada pela matriz

ap—1 (an-—2 ay ag

1 0 0 O

Al 0 1 0 0
: 0 :

0 0 1 0

que é essencialmente a matrlz companheira de f. Se Sg éa semente,
entao 0 pr0x1m0 estado é 81 = AS_(; Em geral, temos que Sk =
ASk,l = Ak Sg. Portanto, apés k passos, o LFSR tera S_>k nos seus
registradores. A k-ésima saida sera a ultima entrada de S—>k

Exemplo 3.4.3. Consideramos a seqiiéncia do Exemplo 3.4.2. O
polinémio caracteristico é z* + = + 1, a matriz companheira é

0 0 11
1 0 0 0
A= 01 00
0 01O

_
e a semente é So = (1,0,0,0).

O LFSR tem um numero finito de estados, pois se o LFSR tem n
registradores, entdo tem no méximo ¢" estados. Assim, deve repetir
um estado e depois daquele momento, a seqiiéncia de saidas serd
repetida. O comprimento do ciclo é chamado o periodo do LFSR. Nas
aplicagbes praticas, estamos interessados nos LFSR’s com periodos
maximais. Ciclos LFSR’s mazimais visitam todos os possiveis ¢" — 1
estados do registrador de deslocamentos com a exce¢do do estado em
que todas as entradas dos registradores sdo nulas. A propriedade
mais importante de um LFSR ¢é dada pelo proximo teorema.

Teorema 3.4.4. Uma condigdo necessdria e suficiente para o seqién-
cia gerada por um LFSR, com semente nao nula, ter comprimento
mazximal € que seu polindmio caracteristico seja primitivo.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada no livro
de Golomb e Gong [62, Sec¢do 4.3]. O LFSR do Exemplo 3.4.2 tem
comprimento maximal.
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Exemplo 3.4.5. Considere o LFSR da Figura 3.1. O polindmio car-
acteristico & f(x) = #* + 2 + 1. Como f é um polinémio primitivo, o
LFSR tem comprimento maximal. Como ja vimos, se usarmos a, se-
mente 1000, a seqiiéncia de periodo maximal 15 ¢ 000100110101111.
Se usarmos a semente 1111, por exemplo, a seqiiéncia gerada serd
111100010011010 (exercicio). De fato, cada uma das 15 possiveis
sementes ndo nulas gera uma seqiiéncia de periodo maximal 15. A
semente 0000 gera a seqiiéncia 00000000000000, que nao é interes-
sante.

A literatura sobre LFSR é bem vasta; veja, por exemplo, Golomb
[61], Berlekamp [8], Lidl e Niederreiter [89, Capitulo 8] e Jungnickel
[75, Capitulo 6].

3.5 Polinbmios minimais

Seja a € Fy. Pelo Lema 1.4.4, temos que a? = a, ou seja, a satisfaz
a equacdo z? —z = 0. Assim, « é algébrico sobre F, e portanto tem
um polinémio minimal M € F,[z].

Exemplo 3.5.1. Seja ¢ = 23, p = 2. Entdo Fys & Falz]/(2® +2+1).
Seja o =z + (2 + 2 + 1). Temos a sequinte tabela:

elemento | polindmio minimal
T
z+1
2441
2441
2 +22+1
B +r+1
22 +1
242 +1

S~ O

D Ut A W N

S Qo o Q

Observamos que, quando k¥ = 2m (mod 7), os elementos a™ e o

tém o mesmo polinémio minimal. Veremos que isto ndo é uma coin-
cidéncia.

Polin6mios minimais ndo sao interessantes apenas por si s6, mas
também por causa da sua relacao com cédigos ciclicos, por exemplo;
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veja Secdo 5.2. Apresentaremos aqui algumas conseqiiéncias imedi-
atas do Teorema 1.3.12.

Proposicao 3.5.2. Seja o € Fpm com polindémio minimal M sobre
F,. Entdo, temos que

1. M € irredutivel;

2. se f € Fplz] com f(a) =0, entdo M | f;

3. M| (2P" —x);

4. grau(M) < m;

5. se a é um elemento primitivo de Fpm, entio grau(M) = m e

M ¢é um polindmio primitivo.

A seguir, provamos um lema bésico na teoria de Galois que sera
necessario para mostrar um resultado sobre polindmios minimais.

Lema 3.5.3. Sejam K uma extensdo de um corpo F, 0 : K — K um
isomorfismo de anéis fizando F e f € F[z]. Suponhamos que o € K
seja uma raiz de f. Entdo 0(«) também é uma raiz de f.

Demonstragdo. Seja f(z) = anz"™ + ap_12" 1 +---+ap com a; € F
parai=1,...,n. Como f(a) =0 e 6(0) =0, temos que

0 = 0(f()
= Bana™ + ap_1a" 7+ 4 ag)
= 0(an)0(a)" 4+ 0(an_1)0(c)" 4 - +0(ao)
= a,0()" +a,_10(a)" P+ +ag
)

de onde obtemos que 6(a) é uma raiz de f. O

Caracterizamos agora os elementos de [, com o mesmo polindémio
minimal.

Proposicao 3.5.4. Sejam o € F, e p = car(F,). Entio, a e oP tém
o mesmo polindmio minimal sobre IF,.
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Demonstragio. Seja M o polindmio minimal de o sobre F,. No
Corolario 1.4.8, vimos que a aplicacdo 6 : F, — F, dada por 0(a) = a”
¢ um isomorfismo de anéis fixando IF,,. Resulta do Lema 3.5.3 que o”
é uma raiz de M. Como M é irredutivel, Teorema, 1.3.12 implica que
M seja o polindmio minimal de o®. 0

Agora sabemos porque o, & e a* tém o mesmo polindmio minimal

no Exemplo 3.5.1. Mais geralmente, elementos conjugados tém o
mesmo polinémio minimal.

Exemplo 3.5.5. Consideramos « € Foa. Assim,

2)2 4

:a7(a4)2 8

-« ,(a8)2 16

,Oé,(Oé =« = (.

Todos esses elementos tém 0 mesmo polindmio minimal. O mesmo
acontece com os elementos

a3,(a%)? = af, (a)? = a2, (a12)? = a?* = o?, (&%) = 18 = o®.

O exemplo acima sugere que podemos fazer uma parti¢ao de F,m
em blocos cujos elementos tém o mesmo polindmio minimal, a partir
da iteragdo do automorfismo o +— af. Sejamos mais precisos. Se
q = p™, entdo sabemos que o grupo ciclico Fy ¢ isomorfo ao grupo
aditivo Z,m_1. A exponenciagdo com expoente p em [, corresponde
& multiplicacdo por p em Z,m_1. Como p e p™ — 1 sdo relativamente
primos, a aplicacdo s — ps é uma permutacdo de Z,~_;. Podemos
considerar entdo a decomposicdo de Z,~_1 como sendo formada pelas
orbitas da permutagao.

Definigao 3.5.6. A operacgao de multiplicar por p particiona Zym _1
em conjuntos chamados as classes laterais ciclotémicas mddulo p™ —1.
A classe lateral ciclotdémica de s é

{S7p87p287 A 7pms_1s}7

onde m; € 0 menor inteiro positivo tal que p™=s = s (mod p™ — 1).

Exemplo 3.5.7. Parap =2, m=3ep™ —1=17, as classes laterais
ciclotémicas moédulo 7 sao

Co ={0}, C1 ={1,2,4}, C3 ={3,6,5}.
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Estas classes correspondem aos expoentes de a que tém o mesmo
polinémio minimal no Exemplo 3.5.1.

Usamos a seguinte convengdo: a classe lateral serd denotada por
Cs, onde s é o menor inteiro na classe.

Fixamos um elemento primitivo 3 € Fp=. Pelos comentérios
acima, todos os elementos /3° com i € C, tém o mesmo polindmio
minimal. Denotaremos por M* o polinémio minimal de 3 sobre F,,.
Segue imediatamente que se i pertence a classe lateral Cs entao

[[@-8)1 M)

Jjels

E possivel demonstrar que os elementos (37 com j € C; sdo todos os
conjugados de 3'. Isto é uma conseqiiéncia imediata do fato de que
o grupo de Galois de F,~ sobre F, é um grupo ciclico de ordem m
gerado pelo automorfismo o — aoP.

Teorema 3.5.8. Sejam q = p™ e 3 um elemento primitivo em IFy.
FEntao, para 0 < s <p™ —1ei € C, temos que

MO (2) = T] (- ).

Jjels

Além disso, como

w1z [Je-a= [ @-#)

o€l 0<j<q—1

temos que
27— 1= HM(S)(:E),

onde s varia sobre os representantes das classes laterais ciclotémicas
modulo p™ — 1.

Usaremos os resultados acima sobre polindmios minimais na Se¢ao
5.2.
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3.6 Fatoracao de polinémios

Seja f um polinémio em F,[z]. Fatorar f significa encontrar a € F,
e polinébmios monicos irredutiveis fi,..., f, dois a dois distintos,
tais que f = afy'--- f¢, onde cada e; é um inteiro positivo®. Pelo
Teorema 1.3.5, tal fatoragao é tinica a menos da ordem dos fatores.
Definimos a parte de f livre de quadrados como sendo f7 - -- f,.. Nesta
se¢do, vamos supor sem perda de generalidade que f seja monico.

A fatoracdo de polindmios é um requisito essencial em muitas
aplicagOes na teoria de codigos, algebra computacional, criptografia,
teoria computacional de nimeros e varias outras areas (veja referén-
cias em [58], por exemplo). No Capitulo 4, teremos a oportunidade
de ver uma dessas aplicacGes mais detidamente. Apesar do esforgo
de varios pesquisadores, fatorar polindémios sobre um corpo finito de
maneira efetiva ainda é um problema em aberto. Alguns surveys re-
centes sdo os de Kaltofen [77, 78], o Capitulo 14 de von zur Gathen
e Gerhard [56], e o de von zur Gathen e Panario [58].

Em seguida, mostraremos um método geral para fatorar polino-
mios sobre um corpo finito, que consiste de trés estigios: eliminagao
de fatores repetidos (ERF), fatoracdo em graus distintos (DDF) e
fatoracao de graus iguais (EDF)®. Antes de discutirmos como cada
um desses estagios funciona, exibimos um diagrama do método geral
através da Figura 3.2. A Figura 3.3 ilustra um exemplo de um
polinémio sendo fatorado usando o método descrito pela Figura 3.2.

3.6.1 Eliminacao de fatores repetidos (ERF)

O primeiro estigio, no método de fatoracdo que vamos descrever,
consiste em eliminar fatores repetidos. Uma vantagem desta redugao
é que o polinémio resultante freqlientemente tem grau menor, e ao
mesmo tempo contém todos os fatores irredutiveis do polinémio origi-
nal. Além disso, alguns métodos requerem que o dado polindmio nao

5Chamaremos esta decomposicio como sendo a fatoracdo completa de f; en-
quanto que qualquer outra decomposi¢ao é apenas uma fatorag¢do parcial de f.
SEstaremos usando as iniciais dos estagios em inglés.
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|

polinomio
eliminagao
ERF
de fatores repetidos
parte livre de quadrados outra parte
(cada fator aparece uma vez)  (fatores repetidos)
L]

fatoragao DDF

em graus distintos

polinémio contendo ... polindémio contendo
todos os fatores de grau 1 todos os fatores de grau |n/2]
fatoragao
de graus iguais EDF EDF
fatores irredutiveis ... fatores irredutiveis
de grau 1 de grau |n/2]

Figura 3.2: Método geral da fatoragdo de um polinémio através da

ERF, DDF e EDF.
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210 4 a1 4 a1 4 518 4+ 12 4 1821 4+ 4210 + 1229+
+112% + 1225 + 162° + 52* + 22° + 222 + 32 +1 € Fgla]

eliminacao
¢ , ERF
de fatores repetidos

28+ 28 4+ 22° + 1824 + 172 + 18 ——

28 + 27+ 22° + 1723 4+ 182 + 18

¢

fatoracao DDF

em graus distintos

!J ]
2? +18 P+t +33 4 o+ 1
fatoracao
de graus iguais EDF EDF

oo oo

(x—1) (z+1) (@B +z+1) (@P+a22+1)

Figura 3.3: Exemplo de um polinémio sendo fatorado através da

ERF, DDF e EDF.
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tenha fatores repetidos e assim este estigio é também de interesse
independente.

A fim de introduzir a idéia béasica, vamos considerar o polindémio
particular f = AB3, onde A é o produto dos fatores irredutiveis de
f que aparecem somente uma vez e B é o produto dos fatores irre-
dutiveis de f que aparecem trés vezes. Como f/ = A’B3+3AB?*B’' =
B?(A'B + 3AB’), temos que B? aparece na decomposigao de ambos
f e f', ou seja, B? é um divisor do mdc(f, f'). Assim, o polinémio
f/mdc(f, f') = AB néo contém fatores repetidos. Esta idéia é valida
em todos os corpos; contudo, em corpos finitos, onde a caracteris-
tica é diferente de zero, deve-se ter um certo cuidado. Por exem-
plo, o polindomio f = x'% em Fs5[x] revela que é possivel ter f' = 0,
mesmo f ndo sendo uma constante. Em geral, se p = car(F,) e

f= Z?:/S fipx'™, temos que

n/p
fr=2 ifipr"" =0,

i=1
e assim f/mdc(f, f') = 1. No entanto, o polinémio f contém fatores
repetidos, pois usando Teorema 1.4.7 podemos escrever f como

p
n/p

f= Z fiqp/PIi
i=0
Se f=1I;_, f{" é a fatoracdo de f em F,[x], segue que

DT | I SO o g

i=1 j#i i=1 i=1

e mdce(f;, f/) = 1, pois f; é irredutivel. Observamos que f/ = 0
implica que f; seja uma p-ésima poténcia, contradizendo a irredutibi-
lidade de f;. Por outro lado, grau(f/) < grau(f;). Novamente, a
irredutibilidade de f; implica que mde(f;, f/) = 1. Assim,

u = mdc(f, f') = mdc <Hff,261f{fi> = r[ffii1 r[fle
i=1 i=1 ! i=1 i=1

= =
ple plei
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Obtemos agora a parte livre de quadrados de f correspondente aos
fatores cujos expoentes nao sao multiplos de p:

f

~ mde(f, f7)

-1 Hfz

Mel

Para obtermos os outros fatores, suponhamos que n = grau(f) e

calculamos

Segue que

mdc(u, v"™

e portanto

i

ple;

i=1
ple;

mdc (u,v™)

fit

i=1
plei

y=mde | [T ] £ ,Hf"

Mel

212

plez

— H felfl

Mel

Podemos chamar o algoritmo recursivamente usando w'/? até obter-

mos TI[_, /.

O proximo algoritmo descreve os passos do método que acabamos

de descrever.

Algoritmo 3.6.1. [Eliminacao de fatores repetidos (ERF)]
Procedimento ERF(f)
Entrada: f € F,[z] monico de grau n.
Saida: a parte de f livre de quadrados.

p = car(F,);
w=mde(f, f');
se u=1 entdo retorne f;

!

v =

u

’
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u
wW=——">5;
mde(u, v™)’
z = wl/p;

retorne v.ERF(z).

Mostramos agora que podemos obter mais informacdo sobre os
fatores irredutiveis de f, além do produto de fatores distintos de
f- A fatoragio de f livre de quadrados é formada por polindmios
monicos gi, . .., gn € Fylz], cada um dos quais é livre de quadrados,
dois a dois relativamente primos, satisfazendo f = g1g3...¢". Cada
g; é o produto de todos os fatores irredutiveis que aparecem repetidos
i vezes na fatoracdo de f. Isso pode ser feito usando o algoritmo de
Yun [137], que sera descrito a seguir.

Algoritmo 3.6.2. [Fatoracio livre de quadrados (SFF)]

Procedimento SSF(f)

Entrada: f € Fy[x] monico.

Saida: a fatoracdo de f livre de quadrados, i.e. f = g193...9"
com cada g; moénico, livre de quadrados e dois a dois relativamente
primos.

p = car(F,);
i—1; S—1; g f';
se g #0 ent8o {
h — mde(f, 9);3
r— f/h;
enquanto r # 1 faga {
s« mde(r,h); t«—r/s;
S —tS; i—i+1;
rs; h—h/s };
se h# 1 entdo {
h «— nl/p,
S «— (SFF(h))?S}}
sendo {
fe fve;
S «— (SFF(f))r};

retorne(S).

Observamos que, no algoritmo SFF, a saida do algoritmo deve ser
interpretada de maneira simbdlica. Acontece que as poténcias dos
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fatores que aparecem nas chamadas recursivas (quando temos fatores
que aparecem um nimero de vezes multiplo da caracteristica) devem
ser combinadas para assim obtermos a poténcia final deste fator. No
préximo exemplo, ilustraremos esta situacao.

Exemplo 3.6.3. Suponhamos que f = AB?C3D? sobre F3, onde
A, B,C e D sao o produto de todos os fatores irredutiveis de mul-
tiplicidades 1,2,3 e 9, respectivamente. No entanto, nao sabemos a
fatoracao de f em termos de A, B, C, D. Temos que a derivada de f
é

f'=A'B2C3D® + 2ABB'C3D® 4+ 3AB*C*C'D° + 9AB?C* D8 D’
= A'B*C3D° + 2ABB'C®*D?
= BC3D%(A'B + 2AB').

Uma execugdo de SSF(f) com f = AB2C3D? e

f'=g=BC*D°(A'B+2AB)

da
i | h r | s|t] S
1| BC*D° | AB| B| A A
2 C3D? B 1| B AB?
3| C3D° 1
CD? AB2(SFF(CD?))3

Agora consideramos a chamada recursiva SSF(CD?) com f = CD?
e f'=¢9g=C'D3+3CD?*D' =C'D?:

i | h|r|s]|t] S

1| D3|Cl1]|C C

2| D1

D C(SFF(D))3

A seguir, consideramos a chamada recursiva SFF(D) com f = D e
ff=g=D"

i |h]r|s|t]|S

1/1|D|1|D|D

21111
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Finalmente temos que

f = AB?*(SFF(CD?))® = AB*(C*(SFF(D))?3)?
= AB?C®*(SFF(D))? = AB*C*D?,

que é a fatoracao de f livre de quadrados.

3.6.2 Fatoracao em graus distintos (DDF)

Teorema 3.1.1 desempenha um papel crucial na fatoracdo de um
polindémio em graus distintos. Antes de vermos cada passo do método,
iremos contar um pouco da histéria deste resultado.

Galois [44] foi o primeiro a provar e publicar o Teorema 3.1.1
em 1830. No entanto, Gauss tinha uma prova desde 1798, apesar de
nunca té-la publicado. Esta informacao sé foi aparecer nas suas obras
poéstumas. Antes de Gauss, Legendre [84] também tinha uma prova
para o caso ¢ = p. Essas idéias foram entdo reunidas para obter uma
decomposi¢ao parcial de f em fatores, cada um dos quais contendo o
produto de todos os fatores lineares, quadraticos, ternérios, etc. de
f- Este algoritmo deu origem & fatoragdo em graus distintos (DDF).
Contudo, Galois “esqueceu” um passo crucial: dividir o polinémio f
pelo mde(f, z7 —z) e assim eliminar os fatores irredutiveis de grau i.
Esse algoritmo de fatoragdo parcial foi desenvolvido por Serret [122],
e entdo redescoberto por Arwin [3], Cantor e Zassenhaus [20], entre
outros. Mais referéncias podem ser encontradas em [58].

A fatoragdo em graus distintos fornece um método para decompor
f em polindmios contendo todos os fatores de grau 1, grau 2, etc. Se
todos os fatores de f tém graus distintos, entdo temos assim a fa-
toragao completa de f. Para um polindémio escolhido aleatoriamente
de maneira uniforme, isso acontece mais da metade das vezes. De
fato, em Fy[z], a probabilidade é 0.6656, ¢ num corpo finito muito
grande, a probabilidade cai para e = 0.5614... (veja [40] para
mais resultados sobre polindmios aleatérios). Apresentamos a seguir
o algoritmo.

Algoritmo 3.6.4. [Fatoracdo em graus distintos (DDF)]
Procedimento DDF(f)
Entrada: um polinémio f € F,[z]| de grau n, livre de quadrados.
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Saida: polinémios g1, g2, - - ., gn tais que cada g; é o produto de
todos os fatores irredutiveis de f de grau .

ho —z; fo— f;

para i =1 até |n/2| faga {
calcule h; = h! ; (mod f) em F,[z];
calcule g; = mdc(h; — x, fi—1) em Fyfz];
fi=fi-1/9i5 ¥

para i = |[n/2|+1 até n faga g; <« 1;

k — grau(f|n/2));

se k> [n/2] entdo g — fln/2)3

retorne (gl, g2, ... ,gn) .

Note que se o polindmio f|,, /2| calculado acima tem grau k maior
que |n/2], temos que atualizar g, ja que o fator restante depois que
processarmos ¢ = |n/2| é irredutivel.

Exemplo 3.6.5. Seja f(x) = 2'5 — 1 € Fy;[z]. Temos que

mde(z?® — 1,z —2)=2°—-1 e

9

mdc(z112 — L+ 25 +1) =20 +2° + 1.

ADDF ¢ (2°—1,2'°+2°+1,1,...,1) e assim h4 5 fatores irredutiveis
lineares cujo produto é z® — 1 e ha 5 fatores irredutiveis quadrati-
cos cujo produto é x'® + x5 + 1. Para completar a fatoracio de f,
precisamos de um algoritmo de fatoragdo de graus iguais (EDF), que
decompde polindmios formados por polindmios irredutiveis de mesmo
grau.

No algoritmo DDF apresentado, o “loop” principal para quando
i = |n/2]. De fato, poderfamos parar antes de |n/2| usando “a
estratégia de abortar antes” como exemplificaremos a seguir.

Exemplo 3.6.6. Seja f um polinémio de grau 28 formado pelo pro-
duto de 20 fatores lineares e um fator de grau 8. A execucgdo de
DDF(f) da:

1 =1: g1 tem grau 20 (20 fatores lineares) e f; tem grau 8;

1= 2: fy tem grau 8§;

i=3: f3 tem grau 8;
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i =4: f4 tem grau §;
i =>5: e como 5 > 8/2, para com um fator irredutivel de grau 8.

Este exemplo mostra que nao precisamos considerar todos os graus
até [n/2] (14 no altimo exemplo), mas até o grau dos fatores restantes
dividos por 2. Isto aceleraria consideravelmente os célculos sem nen-
hum custo extra (veja [40] para mais detalhes).

3.6.3 Fatoracao de graus iguais (EDF)

O algoritmo que serd apresentado nesta se¢do foi desenvolvido por
Cantor e Zassenhaus [20]. Outros algoritmos de fatoragdo de graus
iguais podem ser encontrados em [6, 112]. Em contraste com os al-
goritmos anteriores, todos os algoritmos EDF rapidos sao probabilis-
ticos. De fato, o problema de encontrar um algoritmo deterministico
em tempo polinomial para EDF continua em aberto.

Inicialmente suponhamos que ¢ seja impar, r > 2e f = f1--- f;,
onde grau(f;) = d para cada i, 1 < i <r, e grau(f) = n = dr. Nesta
altura do processo, estaremos supondo que ndo temos esta fatoracao.
Pelo teorema chinés dos restos (veja Apéndice B), temos que

Folz]/(f)  — Fqlal/(fr) x - x Fqlz]/(fr)-
¢ (mod f) +— (¢ (mod f1),...,c¢ (mod f.))

¢ um isomorfismo. A idéia crucial é que se ¢ € Fy[z] ¢ tal que ¢ =
0 (mod f;) e ¢ # 0 (mod f;), para certos i e j distintos, entdo o
mdc(c, ) decompode f. Para qualquer i, 1 < i < r, temos

Fy CFylz]/(fi) = Fga.

Tomamos ¢ impar e m = (¢ — 1)/2. Escolha aleatoriamente um
elemento ¢ € Fy[z]/(f) ndo nulo de grau menor que grau(f) com
a v~ (ai,...,a), através do teorema chinés dos restos. Os elementos
a;’s, 1 < i < r, sao independentes e uniformemente distribuidos em
F?.. Temos que aj" = +1 com probabilidade 1/2 cada. As Gnicas
duas r-uplas que ndo contribuem na fatoragio de f sdo (0,...,0) e
(=2,...,—2). Logo, o mdc(a™ —1, f) ndo decompode f com probabil-
idade 2(3)" < 1, isto é, o mdc(a™ — 1, f) fatora f com probabilidade
igual a pelo menos 1/2.
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Depois de obter f = g192, podemos proceder de duas maneiras:
aplicando o algoritmo recursivamente para g1 e g2, ou “refinando”
uma fatoracdo ja calculada f = []_; u; pelo mdc(u;, h"™ — 1) para
h aleatério. A primeira opcao é 6bvia de modo que descreveremos
o algoritmo EDF para refinar o processo. Pode-se mostrar que para
qualquer ¢, 0 < ¢ < 1, com 2[log, é} tais escolhas aleatdrias, obte-
mos a fatoracdo completa de f com probabilidade igual a pelo menos
1—e.

Algoritmo 3.6.7. [Fatoragdo de graus iguais (EDF) de Cantor-
Zassenhaus|

Procedimento EDF(f,¢)

Entrada: ¢ uma poténcia de um primo impar, um polindmio
monico f € Fy[z] de grau n = rd livre de quadrado com r > 2 fatores
irredutiveis, cada um de grau d, e um pardmetro de confianca .

Saida: um conjunto de fatores monicos irredutiveis de f ou “fa-
lha”.

Fatores — {f}; k— 1; t 2(10g§];
enquanto k <t faga {
escolha aleatoriamente h € Fyfz] com grau(h) < n;
g < mdc(h, f);
se g=1 entdo g — hla"~D/2 _1 (mod f);
para cada u € Fatores com grau(u) > d faca {
se mdc(g,u) #1 e mde(g,u) # u entdo {
Fatores «— Fatores \ {u}
U{mdc(g, u),u/mde(g,u)}; }};
se #Fatores =r entdo retorne Fatores;
k—k+1; }

retorne ‘“falha’.

O procedimento anterior aplica-se somente a corpos finitos de car-
acteristica impar. Cantor e Zassenhaus também propdem um pro-
cedimento para corpos finitos de caracteristica 2. Porém, quando a
caracteristica é 2, h4 métodos mais simples baseados no célculo do
traco de elementos aleatérios em R = F,[z]/(f). Esta idéia aparece
em [6, 112] para ambas as caracteristicas, pares e impares, e funcio-
na da seguinte maneira. Escolhemos h € R aleatoriamente, entao
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calculamos seu traco,

d—1

i=0
A fungdo trago tem imagem [y, elevando g & poténcia (¢ — 1)/2
no caso da caracteristica ser impar, ou calculando Zf;é g% quando
q = 2%, leva a uma fatoracdo ndo trivial de f de maneira analoga, e
com probabilidades similares, como no algoritmo acima [20].

Observamos que a EDF pode ser calculada de maneira muito rap-

ida usando repetidamente qualquer um dos métodos acima (Cantor-
Zassenhauss quando a caracteristica é fmpar, ou a funcdo traco para

qualquer caracteristica). De fato, como vimos, se o namero de fa-
tores irredutiveis é r, a probabilidade de sucesso é

or _ 9 r—1
—1- ()
27 2

Entdo, quando r = 2, a probabilidade de sucesso é 1/2. Assim,
espera-se que um polinémio com dois fatores seja fatorado completa-
mente com duas iteragoes.

3.6.4 Tempo de execucgao

Os tempos de execugao dos algoritmos de fatoracio apresentados nas
secOes anteriores dependem da aritmética usada e da variante consi-
derada em cada estagio. O gargalo da execucdo do algoritmo é o
DDF. Varios pesquisadores propuseram variantes do algoritmo DDF
basico [55, 59, 81, 124]. Kaltofen e Shoup [81] tém um algoritmo com
tempo de execucgio essencialmente O(n'-#1®(log ¢)%-4°") operagoes em
F,. Este é o primeiro algoritmo de tempo subquadratico em n para
o estagio de fatoracdo em graus distintos e para o processo geral de
fatoracao. Contudo, o algoritmo usa multiplicacdo rapida de ma-
trizes, de maneira que sua praticidade nao é clara. Neste sentido,
Shoup [124] d4 uma versdo adaptada deste algoritmo com tempo de
execugdo essencialmente O(n?® 4+ n'*+°() log q) operagdes em F,, us-
ando um espago de O(n'-%) elementos em F,. Uma comparagao mais
precisa dos tempos de execugao de varias versoes de cada estagio pode
ser encontrada em [58].
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3.6.5 Algoritmo de Berlekamp

Um dos algoritmos mais classicos para fatorar polindmios de uma
variavel sobre um corpo finito foi desenvolvido por Berlekamp [7, 8,
9]. A dunica condigdo imposta pelo algoritmo é que o polinémio a
ser fatorado deve ser livre de quadrados. Lembramos ao leitor de
que um algoritmo para eliminar fatores repetidos foi apresentado na
Secao 3.6.1.

Descreveremos o método brevemente. Os detalhes completos,
bem como as provas dos teoremas envolvidos, podem ser encontrados
em [7, 8, 9].

Seja f um polindmio moénico de grau n e livre de quadrados,
digamos f = fi1---fr. Sejam R = F,[z]/(f) e Ri = Fylz]/(fi),
1 <4 < r. O teorema chinés dos restos garante que R = Ry X -+ X R,..

A seguinte aplicacdo é crucial no método de Berlekamp.

Definigao 3.6.8. A aplicagdo

®: R — R,
h +—— h4

é chamada o automorfismo de Frobenius em R.

Seja B ={h € R: h? = h} o conjunto dos pontos fixos de ®. Nao
é dificil ver que B é um subanel” de R que contém F,. Observamos
que, para g € Fy», temos g7 = g se e somente se g € F,. Assim, pelo
teorema chinés dos restos, obtemos

B=2F,x---xTF,.
—————

T vezes

Teorema 3.6.9. Seja h € B. Entdo [ = [],cp, mde(f,h — o).

A observacao fundamental aqui é que, para qualquer h € B com
grau(h) > 1, uma fatoragdo ndo trivial de f é

H mde(f, h — a),

a€cl,

j& que grau(h) < n.

7B também é conhecido como a subdlgebra de Berlekamp.
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Defini¢ao 3.6.10. Um conjunto S = {h1,...,h} é chamado um
conjunto separador de f se para quaisquer dois fatores irredutiveis
de f, digamos, f; e f;, existe b, € S tal que Haqu mdc(f, hy — @)
separa f; de f;.

Berlekamp finalmente demonstrou que uma base de B é um con-
junto separador.

Teorema 3.6.11. Se {1,vq,...,v,} € uma base para B, entio

{va,..., v}
€ um conjunto separador.

Podemos agora descrever o algoritmo. Estaremos usando I para
representar a aplicacao identidade.

Algoritmo 3.6.12. [Método de fatoragio de Berlekamp]

Entrada: um polindémio ménico f € Fy[z] de grau n, livre de
quadrados.

Saida: os fatores irredutiveis de f.

1. Obtenha a matriz da aplicag8o ®—J em termos da base
{l,2,...,2""'} de R;

2. obtenha uma base {1,vs,...,v.} do Nucleo(® —I) =B
usando eliminagdo Gaussiana;

3. calcule Haqu mdc(f,v2 — ) e refine a fatoragio
sucessivamente usando vs,...,v, até obter a fatoracgéo
completa de f.

Como podemos ver, o algoritmo de Berlekamp é baseado na solu-
¢ao de um sistema de equacoes. O ntimero de operacoes em F, deste
algoritmo é essencialmente cibico no grau n, usando a eliminagao
Gaussiana com a aritmética classica para encontrar uma base de B.

Se o grau n e o tamanho do corpo ¢ sdo grandes, o calculo da
base no algoritmo de Berlekamp pode ser calculado mais rapidamente
usando o método para resolver sistemas lineares esparsos de Wiede-
mann [134]. Kaltofen e Lobo [80] implementaram o algoritmo de
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Berlekamp no tempo esperado essencialmente O(n? + nlog q) oper-
agoes aritméticas em IFy. Eles usaram um algoritmo probabilistico
e o0 método de Wiedemann para encontrar elementos nao nulos no
nicleo de ® — I; veja mais detalhes em [29, 79].

Outros métodos existentes usam idéias similares as introduzidas
por Berlekamp (veja, por exemplo, o algoritmo de Niederreiter [104]).
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Capitulo 4

Criptografia

A criptografia € o estudo de técnicas para a seguranca e a protecdo de
dados. Em particular, as técnicas de encriptagao permitem que dois
ou mais usuérios possam comunicar-se de forma segura através de um
canal de comunicagdo como a internet, por exemplo. O lema bésico
da criptografia é garantir que uma certa mensagem seja enviada com
seguranca para os destinatarios desejados, sem a intercepcao de nen-
hum outro usuario. H4 também que se garantir que os destinatarios
tenham alguma prova de autenticidade quanto & mensagem recebida,
assim como quanto & identidade do remetente.

Clifragem é a terminologia usada para o processo de converter um
texto plano num texto cifrado. O processo que inverte esta opera-
¢do é chamado decifragem. Clifras sao os algoritmos de cifragem e
decifragem. As cifras, em geral, dependem de um parametro chamado
chave. Alguns métodos criptogréficos sdo baseados numa chave pii-
blica, o que significa que todos tém acesso & chave e podem usé-la para
encriptar uma mensagem. No entanto, para decifrar uma mensagem,
é necessario ter uma chave privada.

Na préatica, a criptografia anda cada vez mais presente no nosso
dia-a-dia. Uma simples transagdo bancaria, o comércio eletrénico e o
uso de cartdes inteligentes sdo apenas alguns exemplos.

Nos ultimos trinta anos, a criptografia tem sido responsavel pelo
desenvolvimento de varias areas na matemaética. Em particular, cor-
pos finitos tém recebido uma aten¢do especial, j4 que a maioria dos
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sistemas criptograficos (também conhecidos como criptossistemas)
baseados em corpos finitos tem mostrado serem eficientes. Os mais
conhecidos sdo Diffie-Hellman [36], ElGamal [38], RSA [86, 87, 8§],
o criptossistema baseado em codigos de Goppa [89, 96|, Chor-Rivest
[21], o powerline de Lenstra [85] e o criptossistema baseado em curvas
eliticas [13, 27, 98]. Os criptossistemas Chor-Rivest, Diffie-Hellman
e ElGamal serado introduzidos nas Segoes 4.1, 4.2 e 4.3.

Nenhum criptossistema é perfeito, porque a seguranca de todos
eles estd baseada em algum tipo de limitacao matematica e com-
putacional. Quando este limite deixa de existir, dizemos que o crip-
tossistema € quebrado. Por exemplo, o criptossistema RSA é um dos
mais antigos e conhecidos, tendo sido inventado em 1978 por Rivest,
Shamir e Adleman (as iniciais de RSA). Um dos fatores que garan-
tem a seguranca do RSA é o fato de que ndo se conhece um método
eficiente para fatorar um ntmero que é um produto de dois primos
grandes. Claramente, para que esse seja de fato um problema, os dois
primos devem ser convenientemente escolhidos.

A seguranca do RSA é garantido pelo fato de que ndo se conhece
um método eficiente para fatorar um niamero muito grande que é o
produto de apenas dois primos grandes

Neste sentido, um conceito importante na seguranca de um crip-
tossistema é o de funcado unidirecional. Este tipo de funcao tem a
propriedade de que é facil de usé-la, mas é dificil de inverté-la. A se-
guranga da criptografia de chave publica depende da existéncia deste
tipo de funcdo. No entanto, ndo sabemos se funcdes unidirecionais
existem. H4&, sim, candidatos a este tipo de funcdo. O exemplo
do RSA discutido acima corresponde & fun¢do que multiplica dois
primos. Neste caso, a func¢ao inversa consiste em fatorar um dado
inteiro como um produto de dois primos. Dependendo dos primos,
esta tarefa pode ser muito dificil. Uma outra func¢io deste género é a
exponenciagdo, cuja funcio inversa consiste em encontrar o logaritmo
discreto. Discutiremos esta fun¢do na Se¢do 4.4, onde também men-
cionaremos o método do calculo de indices, o algoritmo de Waterloo
e 0 método de Coppersmith.

Uma cifra de chave siméltrica usa a mesma chave para a cifragem
e a decifragem. Existem dois tipos de cifras de chave simétrica: as
cifras de blocos e de fluro. As cifras de blocos quebram um texto
em blocos e retornam blocos cifrados do mesmo tamanho. Elas sao
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usadas nas operagoes praticas e também na defesa de alguns ataques
criptograficos. As cifras de blocos padronizadas modernas sio DES!
e AES?, embora a cifra DES néo é mais considerada segura. As cifras
de fluxo recebem um fluxo continuo de texto e retornam um fluxo de
dados cifrados. O RC43, criado por Rivest em 1987, é um exemplo de
uma cifra de fluxo bem conhecida, pois é simples e é bastante rapido.
Na Secao 4.5, discutiremos brevemente algumas idéias das cifras de
blocos Rijndael e da cifra de fluxo WG*.

Cifras de chave simétrica estudam principalmente cifras de blo-
cos e de fluxo. Cifras de blocos toma um bloco de plaintext data e
uma chave, e retorna um bloco de dados com texto cifrado do mesmo
tamanho. Eles sao usados em operagoes praticas e também na defesa
de alguns ataques criptgraficos. As cifras de blocos classicas stan-
dards sdo DES e AES (embora DES é ndo é mais standard).

Ao descrevermos os métodos criptograficos, consideramos as men-
sagens como sendo n-uplas em R"™. No sistemas que veremos neste
capitulo, R é um conjunto de inteiros ou um corpo finito. Este pro-
cesso de conversao entre letras e simbolos pode ser feito de muitas
maneiras, tanto pela pessoa que envia como pela que recebe a men-
sagem. Omitimos esses dois passos pois eles ndo sdo interessantes do
ponto de vista matematico.

Os processos de encriptagido e decriptagdo de uma mensagem M
podem ser visto como funcbes E e D, respectivamente, tais que
E(D(M)) = M e D(E(M)) = M. O que torna o criptossistema
seguro é a dificuldade de se obter a fun¢do D.

4.1 Criptossistema de Chor-Rivest

Sejam ¢ = p™, m > 2, F, = F,[z]/(f) e g um elemento primitivo
de F, representado por um polindémio em F,[z]. Cada elemento em
F, é um polinémio de grau menor que m, que também pode ser
representado como uma poténcia de g. Logo, para cada 0 < i < p,

1Data Encryption Standard.

2 Advanced Encryption Standard.
3Rivest Code.

4Welch-Gong.
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existe um inteiro a; tal que 0 < a; <p™ —1e

x—i=g“ (mod f).
Dada uma permutagio II de {0, 1,...,p— 1}, definimos b;, 0 < i < p,
por b; = ar()-

Usando os dados acima, descrevemos agora o método de Chor-
Rivest.

Mensagem: M = (M, ..., M,_1) tal que cada M; e NU{0} e

p—1
ZMi <m
i=0

Chave piblica: {bg,b1,...,bp—1}

Chave privada: polinémios f, g e uma permutacao II
Encriptagao: E(M) = Y"") b;M; (mod ¢ — 1)

Decriptagao: dado o texto ¢, a mensagem M é formada pelos ex-
poentes dos fatores irredutiveis da reducao de g¢ médulo f.

Vamos justificar a decriptagdo. Suponhamos que ¢ = Z’;Ol b; M;
(mod ¢ — 1). Seja t = g¢ (mod f). Usando o Lema 1.4.5, temos que

—1
=1y ar B M
gzi:f] b M; = | l gble
=0

g =
p—1 p—1

= [[ome™ =[] -1G)™  (mod f).
=0 =0

Como Y~ M; < m, segue que t = [["—y ( — I1(i))M:. Portanto, a
mensagem é obtida fatorando ¢. Isto pode ser feito usando um dos
algoritmos do Capitulo 3. As multiplidades M; dos fatores determi-
narao a mensagem M.

Um outro aspecto do criptossistema de Chor-Rivest depende do
problema da mochila®. Na verdade, ha outros criptossistemas que
dependem deste problema.

50 problema da mochila é um problema famoso na otimizagio combinatéria
e é conhecido como “knapsack problem” em inglés.
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O método de Chor-Rivest jA ndo é mais seguro. De fato, Vaude-
nay [131] quebrou este sistema usando os parametros sugeridos, IF},24
e Fos625, na literatura. Para informagdes sobre aspectos de imple-
mentacdo, veja [71].

Baseado no trabalho de Chor e Rivest, Lenstra [85] introduziu o
criptossistema powerline. Ao invés de usar o problema da mochila,
ele usa a estrutura multiplicativa do corpo. Este método ainda nao
foi quebrado.

4.2 Esquema Diffie-Hellman

Apresentamos nesta se¢do o método de Diffie-Hellman para compar-
tilhar uma chave.

Suponhamos que Alice (A) e Bob (B) queiram ter uma chave em
comum. Suponhamos que A calcula um valor aleatorio a, B calcula
um valor aleatério b e vamos supor que « seja um elemento primitivo
em Fo». Entdo A calcula oy = a® e manda para B, enquanto B
calcula ap = o’ e transmite para A. Agora, A pode calcular (ap)® =
a® e B pode calcular (a4)” = a, e entdo eles compartilham o valor
da chave k = 2.

Piblico: F; e um elemento primitivo a.

A

a aleatério b aleatorio

ap
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A B

Calcule Calcule

k= (ap)" k= (o)

b acredita-se que sera com-

Mesmo se um intruso obtiver a® ou «
putacionalmente dificil para ele calcular a, b ou a®.

Como veremos na Secao 4.4, ha métodos rapidos para calcular
logaritmos em extensdes binérias. Os padroes internacionais para
o Diffie-Hellman sdo os corpos primos. Quando o Diffie-Hellman é
usado em criptografia de curvas eliticas, o padrdo é corpos primos
ou binarios. Por exemplo, a recomendagao IEEE para o método de
Diffie-Hellman é usar primos de 1024 a 8192 bits; veja [74].

Finalmente, é interessante comentar que o método de Diffie-Hell-
man é muito usado na pratica. Uma aplicacio recente apareceu em
telefones celulares com capacidade de encriptaciao de vozes. Nessas
aplicagoes, o Diffie-Hellman é usado para autenticar, enquanto o AES
é usado para encriptar.

4.3 O sistema ElGamal

O sistema que apresentamos nesta secdo foi introduzido por ElGa-
mal [38] em 1984 para assinatura digital. O método ElGamal é
baseado na chave piblica. Fixamos p primo e g um elemento primi-
tivo de IF,. Alice escolhe uma chave privada a onde 0 <a <p—1e
determina que a chave puablica é (g, g* (mod p),p). Os processos de
encriptacdo e decriptacao estao descritos abaixo.

Chave privada: a onde 0 < a < p — 1 onde p é primo

Chave ptblica: K = (g,b,p) onde p é primo, g é um elemento
primitivo em F,, e b = g* (mod p)

Mensagem: M onde 0 < M < p
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Encriptagao: Escolha um namero aleatério r, 1 < r < p—1. Em
seguida, calcule e; = ¢" (mod p) e e2 = Mb" (mod p). Retorne
EK(M) = (61, 62).
Decriptacao: Dg(M)(e1,e2) = e] “e2 (mod p)

Para verificarmos a decripacao, observamos que

D (M)(e1,e2) =(e1) ea =g Yea=Mbb"=M (mod p).

4.4 O problema do logaritmo discreto

Na Secdo 4.2, comentamos brevemente sobre o problema do loga-
ritmo discreto. Nesta secdo, mostraremos métodos subexponenci-
ais para calcular logaritmos discretos nas extensoes de corpos fini-
tos. Como conseqiiéncia destes resultados, calcular logaritmos nas
extensoes binarias é mais rapido do que nos corpos primos de mesmo
tamanho. Assim sendo, a seguranca do logaritmo discreto em exten-
soes bindrias estd comprometida quando comparada com a seguranca
do logaritmo discreto com corpos primos.

Definicao 4.4.1. Seja g um gerador de F,. Para todo h € F7, eziste
um inteiro z, 0 < x < qg— 2, tal que h = g*. Neste caso, dizemos que
x € o logaritmo discreto de h na base g e escrevemos x = log, h.

O problema do logaritmo discreto consite em encontrar um algo-
ritmo computacionalmente vidvel para calcular o logaritmo discreto
de um dado elemento h € FF}.

Na pratica, os corpos finitos mais interessantes sao Fon ou, em
geral, F)», onde p é um primo pequeno e n é grande.

A seguranca de muitos criptossistemas de chave publica se baseia
na dificuldade de resolver o problema do logaritmo discreto. Um
avanco importante nesta area se deve ao desenvolvimento do método
do cdlculo de indices, criado por Western e Miller [133]. Em seguida,
mostraremos como este método funciona e entao veremos sua anélise,
que foi rigorosamente estudada por Adleman e Odlyzko [1, 106].

4.4.1 Meétodo do calculo de indices

Seja S um conjunto de polindmios irredutiveis sobre I, onde p =
car(F,). Digamos que todos os polindmios em S tém grau menor
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ou igual a m. Estaremos interessados nos polindémios que fatoram-se
completamente em S. Tais polindmios sdo conhecidos como poliné-
mios m-suaves. Sejam F, = Fy[z]/(f) e g um gerador de F;. Além
disso, seja h* o elemento cujo logaritmo queremos calcular.

O método do céalculo de indices consiste de duas partes: a cons-
trucao de uma grande base de dados contendo logaritmos e o calculo
de logaritmos individuais.

Passo 1: Escolha um inteiro s, 1 < s < ¢ — 1, aleatoriamente
de maneira uniforme. Em seguida, determine h satisfazendo h = ¢°
(mod f) com grau(h) < n. Verifique se h fatora-se completamente
como um produto de irredutiveis em S. Se n&o, descarte s e repita o
processo escolhendo um novo inteiro s até encontrar h que fatora-se

em S; digamos,
h= H v (),
veS

Entao, salve a equacao

5= Z ey(h)log, v (mod ¢ — 1).
veES

Repita os calculos acima até obter “um pouco mais” que #S con-
gruéncias. Depois resolva o sistema para determinar log, v para todo
v ES.

Passo 2: Escolha um inteiro s, 1 < s < ¢ — 1, aleatoriamente
de maneira uniforme. Entdo calcule h tal que h = h*g® (mod f) com
grau(h) < n. Verifique se h se fatora completamente em irredutiveis
sobre S. Se ndo, descarte s e repita o processo escolhendo um novo
inteiro s. Se h se fatora em S, digamos,

h= H v (M)

veS

temos que o logaritmo discreto desejado é

Z ey(h)log,v (mod g —1).
veS

“topicos”
2007/6/4
page 94

e



[SEC. 4.4: O PROBLEMA DO LOGARITMO DISCRETO 95

O algoritmo apresentado da uma estrutura basica na qual méto-
dos diferentes podem ser empregados para calcular as tarefas inter-
mediarias. Odlyzko [106] determinou algumas variantes desses calcu-
los. Uma tarefa crucial no Passo 1 é determinar o tamanho do sistema
para obter uma base de dados de logaritmos discretos; veja [106, pagi-
nas 238-243]. A base de dados é entdo usada no Passo 2 para calcular
logaritmos discretos particulares.

4.4.2 Analise do método do calculo de indices

A anélise do método do célculo de indices requer o estudo da pro-
babilidade de que um polinémio é m-suave. De fato, em ambos os pas-
sos descritos na se¢ao anterior, tomamos polindmios aleatoriamente
de maneira uniforme até obter um polindmio m-suave. Assim, esta
probabilidade daria as condi¢oes para parar o algoritmo.

A estimativa desta probabilidade é feita da seguinte maneira.
Primeiro, obtemos uma representacao do problema de enumeracao
de polindmios suaves, em termos de uma funcio geradora. Entdo,
usando a féormula de Cauchy com métodos de integracao de contorno
e com o método do ponto de sela, derivamos resultados assintoticos.
Esta estratégia foi desenvolvida por Odlyzko em [106] e tem sido usa-
da com sucesso em muitos problemas; veja [42, 119]. Qutras variantes
desta estratégia seguem o mesmo esquema [37, 52, 53].

Continuaremos com a anélise de Odlyzko. O ntmero de polind-
mios monicos de grau n sobre I, é ¢". Assim, a funcdo geradora de
polinémios sobre I, é

P2) =Y ¢heF = ——

>0 1—gqz

Uma outra maneira de contar o nimero de polinémios sobre I, é
através da fatoragfo tinica de polindmios em fatores irredutiveis. Seja
I, 0 nimero de polindmios moénicos irredutiveis sobre F, de grau k.
Um enumerador de um fator irredutivel fixo de grau k£ é dado por

L4222k 4.

no sentido de que ele conta o nimero de vezes em que este polindmio
irredutivel aparece na decomposicao de um polinémio. Usando agora
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a fatoracdo tnica de polindmios, segue que a fungdo geradora de
polinémios sobre [F; pode também ser escrita como

Iy,
P(Z)—H(1+zk+z2k+...)1’“_H<ﬁ> .

k>1 k>1

Concluimos que

P =11 (ﬁ)lk - 1—1qz'

k>1

Seja Ng4(m;n) o nimero de polindmios monicos sobre Fy de grau n
que sdo m-suaves. Usando o argumento anterior, devemos considerar
fatores irredutiveis de grau até m. Neste caso, a fun¢do geradora é

() = 3" Ny(mim)" = [ (ﬁ)l .

n>0 k=1

O namero desejado de polindmios m-suaves em F[x] é o coeficiente de
2" em Sy, (2), denotado por [2"]S,,(z). Se m é constante, a extracdo
do coeficiente é simples, usando o método da anélise de singularidades
desenvolvido por Flajolet e Odlyzko [41, 107]. No entanto, para a
aplicagdo do método do calculo de indices, precisamos de m — oo
quando n — oo e isso complica consideravelmente a analise.

Odlyzko [106] conseguiu uma estimativa assintotica de Ny(m;n),
quando n — oo, uniformemente para m no intervalo

pl/100 <y < 99/100
Observamos que os exponentes sdo arbitrarios e de fato os resultados

sdo validos paran® <m <n'"%ed > 0.
A prova baseia-se na férmula de Cauchy

1
N(m;n) = o L S (2)27 "1 dz
= S Sm (Tew) r e ™0 49
2 J_, ’
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para um ntmero real r, 0 < r < 1. Odlyzko estimou esta integral
assintoticamente através de uma aplicacao usual do método do ponto
de sela. Apresentaremos a derivagao dele para um ¢ geral, embora a
prova original de Odlyzko é para Fy; veja [106, Apéndice A].

Seja 1o = ro(m,n) a tnica solu¢do da equagao

rSi, (1)
S (1)

Quando n — oo (e uniformemente para m no intervalo n’ < m <
n'=?), temos

onde

Odlyzko também mostrou que ro = 79(m, n) é assintoticamente dado
por

ro = lexp <1og(n/m) + loglog(n/m) + o(l)) ,
q m

entao no intervalo dado obtemos que

1 1
To———0<0g6n>.
q n

Além disso, ele mostrou que b(rg) ~ 4mn. Combinando esses resul-
tados, concluimos que

Ny(min) = gqre~ (o) toa(),

Podemos acelerar o Passo 2, aumentando m. Contudo, isso im-
plicaria num armazenamento maior de base de dados e um tempo
de execu¢ao maior do Passo 1. Otimizando todos os parametros do
algoritmo, Odlyzko obtém, para ¢ = 2, o melhor valor para m:

_— nlogn
—\ 2log2”
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Finalmente, se usamos L(n) = e(l+te()vnloen “entio o tempo
de execucao do algoritmo bésico, que calcula os indices, é limitado
por L(n)¢, onde ¢ & uma constante calculavel que, para ¢ = 2, é

V2log2 =1.1774.. .

4.4.3 Algoritmo de Waterloo

Blake et al. [10, 12] propuseram uma variante do método do calculo de
indices, agora conhecido como o algoritmo de Waterloo. Esta variante
melhora o tempo de execugao do método, introduzindo um argumento
heuristico que faz a analise ndo ser rigorosa. O melhoramento ndo é de
ordem assintotica. Contudo, acelera o algoritmo consideravelmente
na prética, com um aumento entre duas e dez vezes; veja [106].

O algoritmo é similar & versdao basica apresentada na se¢do ante-
rior. Exempleficaremos a mudancga, usando apenas o segundo estagio
do algoritmo, isto &, o calculo dos logaritmos individuais, uma vez que
calculamos a base de dados de logaritmos de polindmios irredutiveis
de grau menor ou igual a m. Um argumento similar pode ser usado
no primeiro estagio; veja [10, 12, 106].

O algoritmo depende do célculo do logaritmo de um elemento em
F, =F,[z]/(f), onde f é um polindmio monico irredutivel de grau n
sobre IF),.

A idéia principal do algoritmo é baseada no seguinte fato: é mais
provavel que dois polindmios de grau no maximo (n — 1)/2 tenham
todos os seus fatores irredutiveis de grau menor ou igual a m do que
um polindémio de grau no maximo n — 1 tenha todos os seus fatores
irredutiveis de grau menor ou igual a m. Blake et al. propuseram
encontrar dois polindmios de grau aproximadamente em torno da
metade de n, executando o algoritmo euclideano estendido (Segdo 1.3)
para os polindmios h e f. Acontece que se aplicarmos este algoritmo
para h e f, existe um passo, em que ambos os polinémios 7 e ¢
sdo tais que th = r (mod f) e tém grau menor ou igual a (n —
1)/2. Observamos que esta propriedade era conhecida mesmo antes
do trabalho de Blake et al. (veja [95]). Apresentamos agora o segundo
passo do algoritmo de Waterloo.

Variante de Waterloo:
Passo 1: Defina A como sendo 0. Se grau(h) < m e h(z) =
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[I; hi(z)%, entdo log, h(x) = >, e;log, hi(x) (mod ¢ — 1). Pare.

Passo 2: Gere um inteiro aleatério a, atualize A por A+a e h por
hg®. Aplique o algoritmo euclideano estendido para h e f. Obtenha
polinémios 7 e t tais que

t(x)h(z) =r(x) (mod f)
e grau(r), grau(t) < (n—1)/2.

Passo 3: Fatore t(z) = [[;pi(z)% e r(z) = ijj(:c)dj. Se
grau(p;) < m e grau(p;) < m para quaisquer i,j, entdo calcule o
logaritmo discreto desejado através de

log, h(z) = Z djlog, pj(x) — Z dilog, pi(z) — A
j i

e pare. Caso contrario, volte ao Passo 2.

A analise do tempo de execugdo do algoritmo de Waterloo requer
o estudo da probabilidade de que dois polinémios moénicos de grau
menor ou igual a (n — 1)/2, escolhidos aleatoriamente de maneira
uniforme, sejam relativamente primos e se fatorem como um produto
de polinémios irredutiveis de grau menor que m. No artigo original,
Blake et. al supuseram que os polinémios r e t de grau menor ou igual
a (n—1)/2 podiam ser considerados como sendo relativamente primos.
Se este é o caso, entao podemos imediatamente obter a probabilidade
desejada e o tempo de execugdo dos algoritmos, aplicando a anélise
de Odlyzko para a versdo basica. De fato, se P(m;(n —1)/2) é a
probabilidade de que um polindémio de grau (n — 1)/2 é m-suave
e P(m;(n —1)/2,(n — 1)/2) & a probabilidade de que um par de
polindmios, cada um de grau (n — 1)/2, é m-suave, podemos estimar
P(m; (n — 1)/2, (n — 1)/2) por P2(m; (n — 1)/2).

A anilise rigorosa do tempo de execucao do algoritmo implica em
dar estimativas para o par de polinémios suaves com a condicao adi-
cional de que os polinémios sejam relativamente primos. Drmota e
Panario [37] provaram que a aproximagdo de Blake et al. é correta,
em termos assintéticos, e dao uma estimativa precisa para esta re-
lacao, provando rigorosamente o tempo de execugao do algoritmo de
Waterloo. Eles usaram a estratégia do ponto de sela duplo anéloga
ao ponto de sela de uma variavel de Odlyzko.
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4.4.4 Variante de Coppersmith

O método mais rapido para o calculo de logaritmos discretos em
Fan & devido a Coppersmith [28]; veja também [106]. Em seguida,
descreveremos os principais ingredientes desta variante.

O método de Coppersmith foi desenvolvido para corpos finitos de
caracteristica par e depende de hipdteses que nao foram provadas,
mas mesmo assim tém demonstrado serem razoéveis, pelo menos na
pratica. Este foi o primeiro método a ser conjecturado com tempo

de execucao
eleto(1)n'/?(logn)®/?
)

onde ¢ é uma constante efetivamente calculavel [28, 106].

O método assume que o polindmio monico irredutivel f de grau n
usado para definir Fa» é da forma f(z) = 2™+ f1(z), onde grau(f;) <
log, n. Pouco se sabe sobre a irredutibilidade deste tipo de polinémio;
veja [49] e a Segdo 3.3. Existem polindmios irredutiveis desta forma
para alguns valores de n. Por outro lado, se consideramos f; de grau
no maximo log, n + ¢, onde ¢; é um inteiro positivo pequeno, entdo
h4 polinémios irredutiveis desta forma para todos os valores de n que
tenham interesse pratico [49]. Contudo, mesmo neste caso, ndo ha
provas quanto & existéncia de polindmios irredutiveis desta forma.
De fato, a melhor cota foi encontrada por Hsu [72], que permite que
a metade superior ou inferior do polindmio seja fixa, o que produz
um numero muito menor de coeficientes fixos do que os comentados
acima.

No primeiro estagio do algoritmo, dois polindémios w; e wy sdo
construidos de maneira que wy = w%k (mod f), onde k é um parame-
tro escolhido tal que 2* & da ordem n'/3(logn)~'/2. A construcio de
w1 e we é baseada em manipulagoes algébricas que sao independentes
do conjunto S. Em seguida, a suposi¢io heuristica feita é que wy e
wy se comportam como polindmios aleatérios independentes de grau
no maximo da ordem n?/3(logn)'/3. A anélise segue usando essen-
cialmente 0os mesmos argumentos de Odlyzko. A anélise do segundo
estigio é feita de maneira similar.

Conjectura-se que o método de Coppersmith tem o melhor tempo
de execuc¢ado para o problema do logaritmo discreto em Fin. Para
uma descri¢do detalhada do algoritmo, veja o artigo original de Cop-
persmith [28] e o survey de Odlyzko [106]. Um outro algoritmo para
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[SEC. 4.5: CIFRAS 101

o célculo de logaritmos discretos em corpos finitos ndo primos foi
desenvolvido por Semaev [120].

4.5 Cifras

Nesta secao, apresentaremos brevemente as cifras de blocos Rijndael
e a cifra de fluxo WG.

A cifra de blocos AES ¢é Rijndael e foi desenvolvida por Daemen
e Rijmen [32].

Rijndael tem comprimentos de bloco e de chave varidveis, ambos
especificados para serem de tamanho 128, 192 ou 256 bits. A maioria
das operagoes em Rijndael envolve bytes (8 bits), que sdo represen-
tados por elementos em Fos. Algumas outras operagdes funcionam
com palavras formadas por 4 bytes (32 bits). As operagbes em Fas
podem ser eficientemente implementadas tanto em hardware como
em software. Uma vantagem deste projeto é que ele é muito rapido
e facil de ser implementado. Além disso, do ponto de vista de corpos
finitos, ndo é muito sofisticado. Os elementos chaves de Rijndael sao
0s seguintes.

e A maioria da aritmética é feita em FFos, usando o polindomio
irredutivel 28 + z* + 2% + z + 1.

e Todas as multiplicagoes sao rapidas, consistindo apenas de mul-
tiplicacbes por x, que sao simples deslocamentos, ou de multi-
plicagbes por z seguidas por uma soma “+41”. Tais operagoes
sao rapidamente implementadas em hardware.

e O célculo de inversos é feito usando o algoritmo euclideano es-
tendido (Secdo 1.3).

e H4 algumas outras fungoes que operam em Fys e também varias
outras operagdes que funcionam com bits e bytes para misturar
a mensagem encriptada.

Os detalhes de implementacao e a justificativa criptografica para
a selecdo do parametro podem ser encontrados em [32].
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4.5.1 Cifras de blocos Rijndael

A cifra de blocos AES (Rijndael) foi desenvolvida por Daemen e Rij-
men) e é padronizada por NIST [32]. Rijndael usa blocos de 128 bits
e chaves de tamanho 128, 192 ou 256 bits. A maioria das operacoes
em Rijndael envolve bytes (8 bits), que sdo representados por ele-
mentos em Fos. Algumas outras operacdes funcionam com palavras
formadas por 4 bytes (32 bits). As operagoes em Fos podem ser efi-
cientemente implementadas tanto em hardware como em software.
Uma vantagem deste projeto é que ele é muito rapido e facil de ser
implementado. Além disso, do ponto de vista de corpos finitos, nao é
muito sofisticado. Os elementos chaves de Rijndael sdo os seguintes.

e A maioria da aritmética é feita em [Fys, usando o polinémio
irredutivel 28 + z* + 23 + z + 1.

e Todas as multiplicacoes sao rapidas, consistindo apenas de mul-
tiplicacbes por x, que sao simples deslocamentos, ou de multi-
plicacoes por x seguidas por uma soma “+1”. Tais operacoes
sao rapidamente implementadas em hardware.

e Os blocos de 128 bits sao interpretados como matrizes de 4x4
bytes.

e O célculo de inversos é feito usando o algoritmo euclideano es-
tendido (Secdo 1.3).

e H4 algumas outras fungoes que operam em Fas e também varias
outras operagoes que funcionam com bits e bytes para misturar
a mensagem encriptada.

Os detalhes de implementacdo e a justificativa criptografica para
a selegdo do pardmetro podem ser encontrados em [32]. Para mais
informagoes sobre a aritmética em corpos binarios, veja [67].

4.5.2 Cifra de luxo WG

Uma cifra muito interessante do ponto de vista de corpos finitos é
chamada WG e foi recentemente proposta por Nawaz e Gong para
possivel padronizac¢do [102]. A lista completa de cifras de fluxo sub-
metidas pode ser encontrada em http://www.ecrypt.eu.org/stream/.
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[SEC. 4.5: CIFRAS 103

Os elementos chaves da cifra WG sao os seguintes.
e A aritmética é feita em Fy20, usando o polindmio primitivo

g(-T) — I29+I28+$24+I21 +I20+$19+I18+CE17+
{E14+I12+$11+I10+I7+I6+I4+I+1.

e Se  é uma raiz de g, definimos v € Fy20 como sendo v =
(3464730077 - Agsim, podemos verificar que v é um elemento nor-
mal em F229.

e Seja

10 19 | 59 19 _ 59 19 | 510 _
t(m):x+x2 +1+(E2 +2+1+(E2 2+1+(E2 +2 1'

A transformada Welch-Gong é uma funcdo f: Fy20 — Fy defini-
da por
fz) =Tr(t(x+1)+ 1),

onde Tr é a funcao traco definida em Fg20 sobre Fs.

e O fluxo da chave é formado pelos seguintes componentes:

1. um LFSR sobre Fy29, definido pelo polindémio primitivo
p(z):1}11+I10+CC9+566+CC3+CC—|—’}/,

fornecendo assim uma seqiiéncia de comprimento maximo,
e

2. de uma transformada Welch-Gonyg.

e Todas as operacbes nas transformadas LFSR e WG sao rea-
lizadas rapidamente com o uso de bases normais; veja Secao 2.3.
Por exemplo, uma exponenciacdo é apenas um deslocamento
4 direita, o calculo do traco de um elemento pode ser feito
adicionando seus bits (o trago dos elementos da base é 1), etc.
Eles sao essencialmente deslocamentos e XORs.

e Hi poucas outras fungdes que operam em Fy20 e varias outras
operagoes que funcionam com bits. Elas sdo importantes tanto
para esconder informagoes, como também para operar com elas.
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104 [CAP. 4: CRIPTOGRAFIA

A extensdo de grau 29 foi escolhida, ji que ela contém elementos
normais 6timos (veja Tabela 2.2), a transformada WG existe em Faz2o
e 29 é perto do tamanho da palavra usada (32 bits).

Os autores mostraram que a cifra WG produz um fluxo da chave
com boas propriedades de aleatoriedade tais como balanco, periodo
longo, complexidade linear grande, autocorrelagdo aditiva de nivel
3 e a autocorrelacdo ideal multiplicativa de nivel 3. Para uma ex-
plicacdo desses conceitos, veja por exemplo o livro de Golomb e
Gong [62]. Essas propriedades criptograficas sdo derivadas da trans-
formada WG [63]. Eles também mostraram que WG ¢ resistente a
vérios ataques. Contudo, Wu e Preneel mostraram recentemente que
a cifra de fluxo WG é vulneravel a certos ataques criptograficos; veja
detalhes em [103, 135].
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Capitulo 5

Teoria de Codigos

Com a crescente inovagao tecnoldgica, a preocupacgdo com a transmis-
sao de informacao com confianca tem aumentado consideravelmente.
O problema é que dependemos de instrumentos eletronicos que nao
sd0 inteiramente confidveis. Assim, estamos sempre sujeitos a er-
ros como, por exemplo, a perda e o deslocamento de simbolos na
mensagem enviada. Problemas como esses podem causar um nao en-
tendimento da mensagem recebida e, no pior dos casos, a perda total
da mensagem. A Teoria de Cédigos estuda justamente técnicas que
tentam detectar e corrigir tais erros. Essas duas tarefas sao indepen-
dentes, no sentido de que um modelo de transmissao de dados pode
ser mais eficiente para uma tarefa do que para a outra. Por exemplo,
veremos alguns modelos que conseguem detectar erros, mas que nao
0s conseguem COrrigir.

Introduziremos agora algumas terminologias. Queremos transmi-
tir uma mensagem através de um canal com ruido. A mensagem
consiste de uma seqiiéncia finita de k simbolos de um certo alfabeto.
Consideramos o alfabeto como sendo um corpo finito. Suponhamos
que a mensagem a seja codificada por uma palavra-cédigo ¢ de n sim-
bolos, através de uma funcao f chamada o esquema de codificacao:

. k n
f: F; — Fy,

a:(ala"'va’k) U C:(Cla"'acn)

onde n > k. A idéia é enviar a palavra ¢ = f(a) ao canal de maneira

105
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106 [CAP. 5: TEORIA DE CODIGOS

que a mensagem recebida, digamos, c+e¢, seja tal que o erro e possa ser
detectado e/ou corrigido. O eddigo € o conjunto imagem de f, ou seja,
o conjunto de todas as palavras-cédigo. A funcdo g : Fy; — F’;, que
associa a mensagem recebida & mensagem decodificada, é chamada
um esquema de decodificagdo. O seguinte diagrama redne todos esses

conceitos:

c=cj...cn cte

mensagem canal mensagem
codificada com ruido recebida
f1 gl
a=ajag...ap a
mensagem mensagem
original decodificada

Canais perfeitos ndo existem, mas isto nao quer dizer que havera
erros constantemente, apenas que nao s&o 100% confidveis. Assim,
ao projetar um modelo de codificacdo e decodificacdo, é importante
considerar também o caso em que a mensagem é transmitida sem
nenhuma alteragao.

A teoria de codigos foi uma das primeiras areas de aplicagdo de
corpos finitos, sendo Fy 0 mais utilizado. Neste capitulo, introduzire-
mos algumas idéias classicas de modelos algébricos usados na codifi-
cacdo e decodificacdo de mensagens. Na Secdo 5.1, apresentaremos
os codigos lineares. Os cddigos ciclicos sdo tipos especiais de codi-
gos lineares e serdo estudados na Segdo 5.2. Em particular, veremos
os cddigos de Hamming e os codigos BCH! que corrigem dois erros.
Finalmente, a Secao 5.3 é dedicada aos cédigos BCH que corrigem t
erros e os codigos Reed-Solomon.

As referéncias classicas da teoria de cddigos relacionadas aos cor-
pos finitos sdo os livros de Belekamp [8], de Hankerson et al. [66], de
Lidl e Niederreiter [89, Capitulo 8], de MacWilliams e Sloane [92],
de McEliece [95] e de Pless [110]. Veja também os livros de Costa et
al. [30] e de Hefez e Villela [69].

A nossa abordagem neste capitulo serd um pouco diferente dos
ultimos trés capitulos, uma vez que estaremos discutindo modelos

las iniciais de seus criadores: Bose, Chaudhuri e Hocquenghem.
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[SEC. 5.1: CODIGOS LINEARES 107

classicos de codigos e isso nos afasta um pouco dos problemas em
aberto nesta irea. Baseamos essas notas nos livros de Lidl e Nieder-
reiter [89], e de MacWilliams e Sloane [92].

5.1 Cobdigos lineares

Como o préprio nome sugere, os cddigos lineares estao baseados em
vérias ferramentas da 4lgebra linear. Assim, é importante visualizar
F,» ndo apenas como um corpo finito, mas também como um espago
vetorial sobre IF,.

Definicao 5.1.1. Seja H uma matriz (n — k) X n com entradas em
IF,. Dizemos que o conjunto

Cz{CEIFZ:HcTzo}

é um cddigo linear sobre F,, também denotado por C(n, k), enquanto
que n é o comprimento e k é a dimensdo do cédigo. Os elementos de
C sdo chamados palavras-cédigo (ou vetores-cédigo) e H é chamada
a matriz de paridade de C. Se q = 2, dizemos que C é um cddigo
bindrio. Se G é uma matriz k X n cujo espago gerado pelas linhas é
igual a C, entao dizemos que G é uma matriz geradora de C.

O codigo C(n, k) &€ um subespaco k-dimensional de Fy, pois é o
nicleo de H e assim é fechado para a adi¢do e para a multiplicacao
por escalares. De fato, se c1,c; € C e a € Fy, temos que

H(ci+e)' =Hel +HE =0 e H(ae)t =aHcT =0.

Em particular, o vetor nulo é uma palavra-codigo.

Pela defini¢ao da matriz G, qualquer ¢ = aG com a € ]F’qc é uma,
palavra-cédigo. Portanto, ambas as matrizes G' e H podem ser usadas
para obter C.

Em seguida, veremos exemplos de c6digos lineares.

Exemplo 5.1.2. [Codigo verificador de paridade]
Este é um dos c6digos mais bésicos e usados. Definimos o esquema
de codificacdo binaria f da seguinte maneira:

(ara2---ar) +— (cica-- - CKChy1),
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108 [CAP. 5: TEORIA DE CODIGOS

. k L .
onde a; = ¢; parat = 1,...,k e cpp1 =y, a;. O ultimo digito
ck+1 € chamado o simbolo de controle e serve como um verificador de
paridade pois, em Fo,

k+1

k k
Zci = Zai + Cry1 = 22(% =0.

Assim, a soma dos digitos recebidos deve ser 0; caso contrério, had um
erro. Este tipo de c6digo detecta um erro, mas nao o corrige, pois
ndo ha como identificar a coordenada do erro. Se hé dois erros, eles
compensardo a paridade. Logo, este codigo ndo pode detectar dois
ou mais erros.

Este modelo é um c6digo linear binario (k + 1,k) com H =
(11---1) e G= (I 1).

Exemplo 5.1.3. [Codigo de repeticio]

A proposta deste codigo é oposta & dos cddigos verificadores de
paridade. No cddigo de repetigcdo, cada palavra-cdédigo contém um
simbolo de mensagem e n — 1 simbolos de controle, de maneira que

Cy =C3 =" =Cph = ay.
Logo, o esquema de codificagdo f: F, — Fy é dada por
aq — (alal---al).

Este & um c6digo linear (n, 1) com matriz de paridade da forma H =

(-1,I,_1) e G = (11---1).
O sistema Hc! = 0 é formado pelas equagdes
_Cl + C2 = O
_Cl + C3 = O
—Cc1+cn = 07
o que implica que ¢y = co = -+ = ¢p.

Este codigo detecta até n — 1 erros, j4 que se ha quaisquer dois
simbolos com valores diferentes, deve haver algum erro. Se todos os
simbolos s&o os mesmos, entdo ndo podemos detectar se houve ou
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[SEC. 5.1: CODIGOS LINEARES 109

nao mudancas na transmissao, isto €, se todos os n simbolos foram
trocados. Assim nao podemos detectar n erros.

Por outro lado, o codigo de repetigdo pode corrigir até |(n—1)/2]
erros. De fato, se hd no méximo |(n — 1)/2] erros, entdo é possivel
deduzir a mensagem original corretamente, considerando o simbolo
mais comum na seqiiéncia recebida como sendo o simbolo enviado.

Por exemplo, suponhamos que n = 10 e que a mensagem original
seja 1. Entao se recebermos trés 0’s e sete 1’s, saberemos que houve
um erro, simplesmente pelo fato de haver simbolos diferentes. Como
ha no maximo |(10 — 1)/2| = 4 erros, sabemos que a mensagem oOri-
ginal é 1. Se ha mais que quatro erros, o erro ndo pode ser identificado
corretamente, mas a nossa hipotese é que nao ha mais que quatro
erros.

5.1.1 Distancia de Hamming

Para corrigir erros de cédigos em geral, precisamos de uma nog¢ao de
distdncia entre vetores.

Definicao 5.1.4. Sejam z e y vetores em Fj. A distdncia de Ham-

ming d(x,y) é o nimero de coordenadas nas quais x e y se diferem.

A distancia de Hamming é uma métrica em Fy, isto é, satisfaz as
seguintes propriedades: para quaisquer z,y, z € Fj/, temos

1. d(z,y) > 0,

2. d(x,y) = 0 se e somente se © =y,

3. d(z,y) = d(y, z),

4. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Um conceito relacionado com a distancia de Hamming é o peso

de Hamming. O peso de Hamming é o nimero de coordenadas ndo
nulas de z e é denotado por w(x).
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Exemplo 5.1.5. d((1,0,1,0,1),(0,1,1,1,0)) = 4 e w(1,0,0,1,1) =
3.

A distancia e o peso de Hamming estdo relacionados pela identi-
dade d(z,y) = w(x — y).
A seguir definimos erro e cddigos que corrigem t erros.

Definigao 5.1.6. Se c é uma palavra-c6digo e y é uma palavra rece-
bida, entao o erro é a diferenca e = y — c.

Definicao 5.1.7. Seja ¢ um inteiro positivo. Um cdédigo C € Fy
corrige t erros se, para cada palavra recebida y € Fy/, hd no maximo
um ¢ € C tal que d(c,y) < t.

Dito de outra maneira, se uma bola fechada de raio t centrada
em y contém pelo menos duas palavras-cédigo, o cdédigo nao corrige
t erros.

A correcao do erro é feita por verossimilhanca, que simplesmente
consiste em procurar pela palavra-cédigo mais proxima possivel. Esta
nocao de proximidade sera formalizada com a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.1.8. A distdncia minima de um codigo C é definida por

de = min (u,v) = min w(c). (5.1)
uF#v c#0

Agora podemos determinar o nimero maximo de erros que um
cédigo pode corrigir.

Teorema 5.1.9. Um cédigo C com distdncia minima dc pode corri-
gir até t erros, se do > 2t + 1.

Demonstragio. A bola fechada Bi(r) de raio t e centro z € Fy ¢é
formada por todos os vetores y € IFy tais que d(z,y) < t. A regra de
decodificacdo por verossimilhanca garante que cada palavra recebida
com no méximo t erros deve estar numa bola com centro na palavra
transmitida e raio t. Suponhamos que u € Bi(z) N B:(y) onde x,y €
C. Entdo d(z,y) < d(z,u) + d(u,y) < 2t, o que é uma contradigio,
pois do > 2t + 1. O

Para sabermos se um cédigo corrige ¢ erros, devemos investigar
dc. Calcular de percorrendo as ¢* palavras-cédigo pode ser uma
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tarefa bem cara. Uma alternativa é proposta com o seguinte resul-
tado.

Teorema 5.1.10. Um cddigo linear C com matriz de paridade H tem
distdncia minima do > s+ 1 se e somente se quaisquer s colunas de
H sao linearmente independentes.

Demonstragdo. Suponhamos que H tenha s colunas linearmente de-
pendentes, digamos, D;,, D,,, ..., D; . Entao existem constantes «;, ,
Qy, - - -, O, N30 todas nulas, tais que ijl a;; Dy, = 0.

Seja c € Fy tal que ¢;; = a;; para j = 1,2,...,s e todas as outras
coordenadas de ¢ sdo nulas. Temos que Hc? = Z;Il a;; Di; = 0.
Logo ¢ € C. Além disso, ¢ # 0 e w(c) < s, ou seja, do < s.

Por outro lado, se quaisquer s colunas de H sado linearmente in-
dependentes, entao ndo existe ¢ € C nao nulo de peso no maximo
s. De fato, se existe uma palavra-codigo ¢ # 0 com w(c) < s, entdo
> 51 ¢iyHi; = 0 implica que ¢;; = 0 paratodo j = 1,2,...,s. Assim,
o0 unico ¢ € C com w(c) < s éc=0. O

No préximo exemplo, combinaremos os dois ultimos resultados
para achar o nimero maximo de erros que o cddigo pode corrigir.

Exemplo 5.1.11. Vamos considerar a matriz de paridade sobre Fs:
1101 1 00
H={1 011010 ]. (5.2)
011100 1
Quaisquer duas colunas de H sdo linearmente independentes. Pelo
Teorema, 5.1.10, dc > 3. No entanto, como

coluna 4 = coluna 3 + coluna 5,

temos que d¢ < 4, ou seja, dc = 3. Logo, pelo Teorema 5.1.9, o
codigo C' corrige um erro.

5.1.2 Decodificagao de coédigos lineares

Consideramos agora o problema de decodificar a palavra recebida
y. Uma possibilidade é estudar a distancia de y a cada palavra-
codigo e corrigir a mensagem pela palavra-cédigo de menor distancia.
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Este método é impraticavel para codigos com dimensdo k grande ja
que requer ¢* computacoes. Nesta secdo, veremos um método mais
eficiente para decodificar palavras recebidas.

Consideramos um cédigo linear C(n, k) sobre F,. Sejam 0 = (1),
., (@) ag palavras-codigo. Observamos que C' é um ideal de
Fy. O anel quociente Fy/C' é formado pelas classes laterais a +
C ={a+c:ceC}, onde a € Fy. O nimero de elementos em
cada classe lateral é #C = ¢* e o nimero de classes laterais é ¢"*.
Particionamos Fy como

F'=(@a? +C0)w @V +C)w--w (™ +0),

onde al® =0e s =¢g" "

— 1. Seja y € F; uma palavra recebida,
digamos, y € a” 4+ C, ou mais especificamente, y = a9 + ¢\), onde
0<i<sel<j;< ¢®. Suponhamos que a palavra transmitida seja
c. Entaooerroé e =y —c = a® + ¢l — ¢. Como C' é um espago
vetorial, é fechado para a adicdo. Portanto, o erro pertence 4 mesma
classe lateral que a mensagem recebida.

A seguir veremos como achar as classes laterais. Primeiro intro-

duzimos o seguinte conceito.

Definigao 5.1.12. Sejam H uma matriz de paridade de um cédigo
linear C(n, k) e y € F7'. O vetor S(y) = Hy” € F~* é chamado a
stndrome de y.

O proximo resultado serd fundamental para os nossos propoésitos.
Teorema 5.1.13. Para y,z € Fj/, temos que

1. S(y) =0 se e somente se y € C,

2. S(y) = S(z) se e somente se y+C =z + C.

Demonstragio. A afirmagdo (1) segue imediatamente da defini¢do de
sindrome. Para provar (2), observamos que S(y) = S(z) se e somente
se H(y—z)T = 0. Isto significa que y —z € C, i.e. y+C =2+ C. O

Pela regra de decodificagdo por verossimilhanga, queremos que o
erro seja um elemento de menor peso na classe lateral da mensagem
recebida. Isto ficard mais claro mais adiante.

“topicos”
2007/6/4
page 112

e



[SEC. 5.1: CODIGOS LINEARES 113

Definic¢ao 5.1.14. Seja C(n, k) um codigo linear sobre F,. Um ele-
mento de peso minimo numa classe lateral a + C € Fy/C é chamado
um lider da classe lateral. Se ha mais de um vetor com peso minimo
em a + C, escolhemos qualquer um deles para ser o lider.

Vamos supor que os elementos a(!), ..., a® considerados ante-
riormente sdo na verdade os lideres das classes laterais. Usando a
notagao padrao de vetores, descrevemos a seguir os elementos de Fy
distribuidos pelas classes laterais.

linha 00...0 00...01 (q—l)...(q—l)
mensagem
palavras-cédigo C(l) 6(2) e C(qk)
a4 e oD@ a4l
classes a® + S EAC)) + @ a® + C(qk)
laterais
restantes a® + Vg 4@ a® + ¢(d")
coluna dos
lideres

Como o erro é o lider da classe lateral de y, temos que e = a(” e
a mensagem transmitida é

r=y—e=a® 1) _ g =),

Se soubermos como calcular os lideres da classe lateral, teremos um
método eficiente de decodificacdo. O problema de encontrar um lider
de uma classe lateral em Fy /C pode ser resolvido usando a nogdo de
sindrome. Para corrigir erros na mensagem recebida y, calculamos
S(y) e encontramos os lideres da classe lateral a(Y com sindrome
igual a S(y). Entdo, decodificamos y através de = = y — a(?, onde
x é a palavra-codigo que esta a uma distancia de y igual & distancia
minima do cédigo.

Exemplo 5.1.15. Seja C'(4,2) um codigo binario linear com matriz

geradora
10 1 1
G = ( 0110 )
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e matriz de paridade
1110
H = ( 1 0 0 1 >
Ha 4 mensagens distintas, 4 palavras-codigo e 4 classes laterais. A
seguinte tabela contém os elementos de Fy4 particionados em classes

segundo este codigo. Em seguida, explicaremos a distribui¢do desta
tabela.

linha 00 01 10 11 Sindrome

mensagem
palavras-c6digo 0000 0110 1011 1101
0o01 0111 1010 1100

classes 0010 0100 1001 1111
laterais restantes 1110 0011 0101

NN S
HRORROOO
—_ e e

1000
—~~

coluna dos
lideres

Calculamos as palavras-cédigo usando aG = ¢ ou He!' = 0. Em
seguida, obtemos os elementos das classes laterais restantes, tomando
um lider da classe lateral e adicionando a ele cada palavra-cédigo.
Observamos que podemos calcular a tabela inteira se conhecemos os
lideres das classes laterais e as sindromes.

Para obtermos os lideres das classes laterais, consideramos os ve-
tores, um por um, verificando se a sindrome é nova ou ndo. Se é
nova, armazenamos temporariamente este elemento como o lider da
classe lateral. Se ja ha um lider da classe lateral para aquela sin-
drome, devemos verificar se 0 novo elemento tem peso menor que o
lider corrente, atualizando a informacao sempre que for conveniente.
No fim do processo, todos os lideres da classe lateral terao sido calcu-
lados. H4 varias maneiras de melhorar este algoritmo; por exemplo,
considerando os vetores ordenados pelo peso.

Se a palavra recebida é y = 0101, entdo S(y) = (}) Tomamos o
lider da classe lateral como sendo o erro e a mensagem transmitida é

z =1y —e= (1101 + 1000) — 1000 = 1101.

A palavra transmitida é 1101 com mensagem original 11.
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O seguinte teorema da uma caracterizacio das posic¢oes dos erros,
em termos das colunas da matriz de paridade de cédigos binéarios.

Teorema 5.1.16. Num cdédigo bindrio linear C(n, k) com matriz de
paridade H, a sindrome é a soma das colunas de H que correspondem
as posigoes onde 0s erros ocorreram.

Demonstragio. Sejam y € Fy a mensagem recebida, = a palavra-
codigo transmitida e e o erro. Vamos supor que as coordenadas nao
nulas de e sejam ¢;,,¢€;,,...,¢e;, . Temos que

Sy) = S+e)=5(x)+S(e) = Ha™ + He” = He"
= Hiei, +Hiei, +---+ Hyey = Hyy + Hiy +- - + Hyy,
onde H; é a i-ésima coluna de H. 0

Quando o decodificador recebe y € F4, calcula a sindrome. Se h&
apenas um erro, ele pode ser corrigido pois, pelo teorema anterior, a
sindrome indica a coluna de H em que a posi¢do de y é incorreta. Se
h& mais que um erro, entdo o decodificador recebe a soma das colunas
e nao pode decodificar a mensagem corretamente. Logo temos um
c6digo que corrige um erro.

5.2 Cddigos ciclicos

Um cddigo ciclico é um cédigo linear tal que o deslocamento ciclico
dos simbolos numa, palavra-cédigo produz uma palavra-cédigo.

Definicao 5.2.1. Um c6digo linear C'(n, k) sobre F, é ciclico, se
(coy---,¢en—1) € C implica que (¢n—1,Co,---,Cn—2) € C.

Exemplo 5.2.2. Seja C = {000,110,101,011}. Por inspecédo, C é
um codigo ciclico.

Exemplo 5.2.3. Consideramos a seguinte matriz de paridade para
o cédigo de Hamming C5 sobre Fs:

11101 00
H=101 11 0 10
0 01 1101
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O vetor ¢=(0,1,0,1,1,0,0) é uma palavra-codigo, pois

1 0 1 0
HT =1+l 1]+l 0]=1(o0
0 1 1 0

O deslocamento ciclico no vetor ¢ produz ¢ = (0,0,1,0,1,1,0). Cal-
culamos

1 1 0 0
H =1 |+lo0o ]+l 1]=]0o0
1 1 0 0

e concluimos que ¢ também é uma palavra-codigo. De fato, este
coddigo é ciclico. Para mostrarmos isso, calculamos a forma geral de
uma palavra-cédigo:

(r+s+t s+t+u r+s4+u r s t u),

onde r, s,t,u € Fy. Como

H(u r+s+t s+t+u r+s+u r s t)T:O7

temos o resultado desejavel.

Consideramos Fj representado por polinémios de grau menor
que n em F,[z]/(z™ — 1), associando o vetor ¢ = (cq,...,Cn—1) a0
polinémio c(z) = co + 12 + ... + ¢,_12" L. O deslocamento ciclico
das coordenadas de ¢ corresponde & multiplicagdo de ¢(z) por z, pois

-1
ze(z) = z(co+caz+...+cp_12"7)
= cur+cr+.. . +ep1a”
2 -1
= c¢p1tcortceixt ..o+ ep ",
éovetor (¢p—1,¢0,C1,- -, Cn—2), jdque ™ = 1 médulo 2™ —1. Usando
esta representacao polinomial, podemos caracterizar cédigos ciclicos
algebricamente.

Teorema 5.2.4. Um cddigo linear C(n,k) sobre Fy é ciclico se e
somente se C' é um ideal de Fy[z]/(z™ —1).
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Demonstragio. Se C é um codigo ciclico e ¢(x) € C, temos que zc(z),
z?c(x), z°c(x),. .. também pertencem a C. Seja a(z) = >, a;a’ €
Fylz]/(2™ —1). Como a(z)c(z) = >, ai(z'c(x)) e C é um subespago
vetorial sobre F,, temos que C' é um ideal.

Reciprocamente, se C' é um ideal de F,[z]/(z" — 1) e ¢(z) =

n—1 i 2 2 1: ~ . 4

Y oiso ciz' é uma palavra-codigo, entdo zc(x) também é uma palavra-
codigo. Logo, o cédigo C é ciclico. O

Pelo Teorema 1.3.6, temos que Fy[z] ¢ um dominio de ideais prin-
cipais. Assim, todo ideal ndo nulo em F [x]/(2™ —1) é gerado por um
polinémio ménico g de grau minimo no ideal. Portanto, pelo teorema
anterior, todo cédigo ciclico é gerado por um polinémio.

Definigao 5.2.5. Seja C' = (g) um codigo ciclico. Dizemos que g é
o polinémio gerador de C e h = (2™ — 1)/g & o polinémio verificador
de C.

O préximo teorema mostra algumas propriedades do polindmio
gerador. Entre elas, estd o fato de que ¢ divide 2" — 1, mostrando
assim que o polindémio verificador esta bem definido.

Teorema 5.2.6. Seja C' um ideal ndo nulo em Fylz]/(z™ — 1), isto
é, C é um cddigo ciclico de comprimento n.

1. O cédigo C € gerado por um unico polindémio monico g de grau
minimo em C.

2. O polindmio gerador g de C' é um fator de ™ — 1.

3. Em F,[z], qualquer ¢ € C pode ser escrito unicamente como
¢ = fg, onde grau(f) < n —r e grau(g) = r. Além disso, a
dimensao de C é n — .

4. Se g(x) = go + g1 + -+ + gr2", entdo C é gerado como um
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subespago de Fy pelas linhas da matriz geradora

—go g1 - : - g 0 0 O
A
L0 - 0 g0 91 - - - g
[ g(zy O o0 - - - -0 0
_ 0 xg(x) 0 - - - - 0 0
| O 0O 0 - - - - 0 av " lg(x)

Demonstragio. A afirmagio (1) segue da prova do Teorema 1.3.6.
Para mostrar (2), escrevemos ™ —1 = hg 4+ r onde r,g € Fylx] e
grau(r) < grau(g). Em Fy[z]/(z™ — 1), isto implica que r = —hg.
Como grau(r) < grau(g), temos que r = 0 e assim ¢ | (z" — 1).

Seja ¢ € C onde grau(c) < n. Por (2), exite um polindmio ¢ tal
que ¢ = gq em Fy[z]/(z™ —1). Por (3), suponhamos que 2" — 1 = gh.
Em F,[z], temos que ¢ = qg + {(z™ — 1) para algum ¢ € F [x], isto &,
c=(q+¢th)g. Seja f =q+ th. Entdo ¢ = fge grau(f) <n—r—1.
Assim o codigo é formado por miltiplos de g, que sdo polindmios de
grau no maximo n—r — 1 avaliado em Fy[z] e ndo em Fy[z]/(z™ —1).

H4& n — r maltiplos de g linearmente independentes, a saber, g, zg,
z2g,..., 2" "=Dg. Os vetores correspondentes sio as linhas da ma-
triz geradora GG. Portanto, o c6digo tem dimensdo n — r. O

Mostraremos agora o papel do polinémio verificador h. Seja f
uma mensagem codificada pela multiplicacdo por g:

n—1

c= fg= Zci:ri.

=0
Entdo ch = fgh = f(2" — 1), isto &, ch = 0 em Fy[z]/(z™ — 1).

Digamos que
n—1 k
ch = (Z cixi> (Z hgl'Z) ,
i=0 £=0

onde hy # 0. O coeficiente de 27 neste produto é

n—1
Z Cihj_i = O, (53)
=0
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para j = 0,1,...,n — 1, onde os subindices sao tomados médulo n.
Se ¢ € C, a Equacdo (5.3) implica que He! = 0, onde a matriz de
paridade H é dada por

0 - - - 0 hg hg1 - - - h1 ho

he hp—1 - - - hi ho O - - - 0

Em notagdo polinomial usada para G, temos

0 00 - - - - 0 hx)
H = o b0 0 sh@ 0
2" *1h(z) 0 0 - - - . 0 0

A dimensdo do codigo é dim C = n — grau(g) = grau(h) = k.
Lembramos que, pelo Teorema 3.5.8, se i € C entao

H (x — o) = M(2).
J€Cs

A seguir, generalizaremos a construgao ciclotémica para n # p™ — 1
com mdc(n,q) = 1. A classe lateral ciclotdmica médulo n sobre F,
que contém s é

OS = {57 q57q287 et qms_ls}7

onde ¢™*s = s (mod n). Inteiros médulo n sdo particionados em
classes laterais ciclotomicas.
Como antes, digamos que o polinémio minimal de o*® é

MS(:E) = H (‘T - aj)a

Jjels

isto é, M* é um polindmio ménico com coeficientes em F; e com o
menor grau entre os polindmios tendo a® como uma raiz. Além disso,

" —1= I_IM(S)(gc)7
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onde s percorre um conjunto de representantes de classes laterais
modulo n. Esta também é a fatoragdo de 2™ — 1 como um produto
de irredutiveis, j4 que polindmios minimais sdo irredutiveis sobre [,.
Finalmente, o grau do polindomio minimal M () é igual ao nimero de
elementos na classe lateral ciclotéomica contendo :.

Exemplo 5.2.7. Paran =7, ¢ =2 e m = 3, temos

Co ={0},C1 ={1,2,4},C5 = {3,6,5},

2T —1=MOMOMO = 1+ 2)1 + 22 +2°) (1 + 2 + 2%),

onde (1+ 22 +23) e (1 +x + 2%) sdo polinoémios irredutiveis de grau
3 sobre Fs.

A seguir, mostraremos duas aplica¢oes dos polindmios minimais
na teoria de codigos: os cédigos de Hamming e os c6digos BCH que
corrigem dois erros.

5.2.1 Cobdigos de Hamming

Definicao 5.2.8. Seja m um inteiro maior ou igual a 2. Um cddigo
binario C},, de comprimento n = 2™ — 1 com uma matriz de paridade
H de ordem m x (2™ — 1) é chamado um cddigo bindrio de Ham-
ming, se as colunas de H correspondem as representacoes binarias
dos inteiros 1,2,...,2™ — 1.

Exemplo 5.2.9. O c6digo bindrio de Hamming C'3 tem comprimento
7 e matriz de paridade

0 001 1 11
H=|1 011 00 11
101 01 01

Observamos que a matriz H tem posto m. Portanto a dimens&o de
Cyp € 2™ —1—m, usando o teorema do posto e da nulidade. Quaisquer
duas colunas sao linearmente independentes, j4 que nenhuma coluna é
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multipla da outra. Por outro lado, ha trés colunas que sdo linearmente
dependentes. Por exemplo,

0 0 0
: + —

0 1 1
1 0 1

Pelos Teoremas 5.1.9 e 5.1.10, a distancia minima do c6digo é 241 = 3
e o codigo corrige um erro.

O seguinte teorema resume as observacoes anteriores e caracteriza
a matriz geradora para o cddigo de Hamming.

Teorema 5.2.10. O cédigo de Hamming com pardmetros n = 2™ —1,
k=n—m ed=3 é um cidigo ciclico com polindmio gerador g =
M® . Uma matriz geradora para o cédigo é

M@ 0 S 0
o 0 aeM® 0
0 . L. xn—m—lM(l)

Demonstragdo. Consideramos o c6digo binario de Hamming de com-
primento n = 2™ — 1. A matriz de paridade contém 2™ — 1 colunas
que sdo as m—uplas nao nulas distintas em F5. Seja o um elemento
primitivo de Fom. Entdo 1,0, 02,...,a%" ! sdo distintos e podem
ser representados por m—uplas ndo nulas distintas. Assim, o cddigo
binario de Hamming com parametros n =2 —1, k=n—m, d =3
tem uma matriz de paridade

H=(1,a,0% ... ,a2m_2)

)

onde cada entrada o' é substituida pelo vetor correspondente de m
0’s e l’s.

Um vetor ¢ = (cp,¢1,...,¢n—1) pertence ao c6digo de Hamming
se e somente se Hc!' = 0. Usando a correspondéncia do vetor
(co,€1,---,Cn_1) com o polinémio cy + - -+ + ¢,_12" !, temos que

(co,C1y..yCn1) €EC = Hc'' =0
= Y lcal=0
— (o) =0.
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Como a é uma raiz de ¢, temos que o polinémio minimal de « deve
dividir ¢, isto &, M) | c. Em outras palavras, um c6digo de Hamming
é formado pelos multiplos de M 1), O

Exemplo 5.2.11. Paran = 23 —1 = 7 e m = 3, a matriz geradora é

1
0
1
1

OO O
OO~ =
O = = O
— O~ O
O = OO
—_ o O O

ja que M (z) = 1 + 2 + 2° é o polinémio minimal dos elementos
na classe lateral ciclotomica Cy = {1,2,4} médulo 7. Cada elemento
restante na matriz é zero.

Se ndo conhecemos a matriz de paridade H, podemos usar o
polinémio verificador para encontri-la. Como h(z) = (27 — 1)/(x3 +
r+1)=a2*+2% + 2+ 1, temos que

0010111
H=(101 01 1 10
101 1100

5.2.2 Cobdigos BCH que corrigem dois erros

Acabamos de ver que os cddigos de Hamming podem corrigir um
erro. Introduziremos agora uma variagao conhecida como cddigos
BCH que corrigem dois erros. Estes cédigos foram desenvolvidos
com o objetivo de corrigir dois erros usando uma matriz similar & dos
codigos de Hamming,.

Como na sec¢do anterior, suponhamos que a é um elemento prim-
itivo de Fom. Entdo, os elementos 1, o, a?,...,a%" ~! sdo distintos e
podem ser representados por m—uplas ndo nulas distintas.

A idéia foi considerar uma matriz de paridade com 2m linhas (ao
invés de m linhas) de tal maneira que as primeiras m linhas fossem
iguais as da matriz do c6digo de Hamming, enquanto que as m linhas
restantes tivessem o propoésito de corrigir dois erros.
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Definigao 5.2.12. Seja m um inteiro maior ou igual a 2. Definimos
o cddigo bindrio BCH que corrige dois erros como sendo o cddigo
C de comprimento n = 2™ — 1 com matriz de paridade de ordem
2m x (2™ — 1) dada por

1 a o - a?" 2
H:<1 a3 ab ... a3(2’"—2)>7

onde « é um elemento primitivo de Fom.
Neste caso, temos

ceC < HI=0
= e =0 e Srae® =0
— cla)=0¢e c(a®)=0
— MO |ceM®|c

onde M®) ¢ o polindmio minimal de a®*. Como M) e M®) sio irre-
dutiveis e distintos, temos que ¢ € C se e somente se MV M) divide
c¢. Provamos assim que MMM ®) ¢ um gerador do codigo binario
BCH que corrige dois erros. Nao é dificil demonstrar que, quando
p=2en=2"—1comm >3, temos grau(M 1)) = grau(M®) =m
(exercicio). Assim, grau(g) = 2m e kK = n — 2m. A condi¢do
k = n —2m pode ser obtida verificando que o nimero de linhas de H
én—k = 2m ou que k = grau(h) = n—grau(g) = n—2m. Temos en-
tao o seguinte resultado, onde a parte da distancia serd demonstrada
mais tarde.

Teorema 5.2.13. O cddigo bindrio BCH que corrige dois erros com
pardmetros n = 2™ — 1, k=n—2m,d > 5 em > 3 € um cddigo
ciclico com polinomio gerador g = MMM®) | onde grau(M™) =
grau(M®)) = m.

Exemplo 5.2.14. Consideremos o cédigo binario BCH que corrige
dois erros com comprimento n =15, m =4 e

Hﬁ 1 a a2 DY a/L DY a14
T\l 1 3 ab .. o ... gsun |-
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Sejam Fou = Fylz]/(z* + 2 + 1) e a um elemento primitivo de Fa.
As classes laterais ciclotdmicas médulo 15 sao

Co = {0}, C; ={1,2,4,8}, Cs = {3,6,12,9},
Cs = {5,10}, C7 = {7,14,13,11}.

Como « é primitivo, o polinémio minimal de o é 2* + 2 + 1. O
polindmio minimal de o é 2* + 2% + 2% + 2 + 1, entdo

gx)= @'+ + D)@' + 23 + 22 + 24+ 1).

O polinémio verificador é h(x) = (2!° — 1)/g(z) e agora & facil de se
obter a matriz geradora e a matriz de paridade do cédigo.

5.3 Cobdigos BCH que corrigem t erros

Em geral, é muito dificil encontrar a distancia minima d de um certo
c6digo. A seguir, mostraremos uma cota inferior para d, dado que os
zeros do polinémio gerador g sejam conhecidos.

Definicao 5.3.1. Seja C um cbdigo ciclico com polinémio gerador
g. Como g | (z™ — 1), temos que

g@) = T @~ a?),
JEK

onde K é a unido de algumas classes laterais ciclotomicas. Assim,
a’ & um elemento nulo do cddigo se i € K. Caso contrario, o’ é um
elemento nao nulo do codigo.

Observamos que os elementos ndo nulos do cédigo sdo os zeros do
polinémio h.

No proéximo resultado, consideramos polinémios geradores g que
tem como raizes uma seqiiéncia de poténcias consecutivas de uma
raiz n-ésima primitiva da unidade, digamos «.

Teorema 5.3.2. [Cota BCH]| Seja C um cddigo ciclico com polinémio
gerador g tal que, para certos inteiros b >0 e D > 1, temos que

g(a®) = g(a™*) = - = g(a**P7%) =0

Entao, a distdncia minima d do cédigo satisfaz d > D.
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Demonstragio. Como o polinémio gerador é zero em o, ..., aTP~2
temos que para ¢ = (cg,c1,...,¢h—1) € C

c(a®) = c(a®) = . = ¢(a"TP7H) = 0.

Isto implica que a matriz

1 ab o2t . a(nfl)b

1 Oéb+1 a2(b+1) L a(n—l)(b-l—l)
H =

i ab+‘D72 a2(b+.D72) . a(nfl)(‘b+D72)

satisfaz H'c¢T = 0.

Vamos provar que quaisquer D — 1 colunas de H' sdo linearmente
independentes e entdo, pelo Teorema 5.1.10, temos que d > D. Se
pudéssemos provar que existem D colunas linearmente dependentes,
entdo a distancia minima d seria exatamente D.

Suponhamos por contradi¢ao que c¢ tenha peso no maximo D — 1,
digamos, ¢; = 0 se e somente se i € {ay,as,...,ar}. Entdo H'cT =0
implica que a matriz formada pelas colunas de H' que multiplicam
¢; # 0 satisfaz

aib agh agb

e e e e Ca, 0
a1 (+1) a®2(+1) L e (b+1) Can 0
Q1 (b+D=2)  ja2(b+D=2)  ay(b+D-2) Cay 0

E importante observar que o nimero de colunas é no méximo D — 1.

Temos um sistema homogéneo de equagdes. Se o determinante da
matriz é ndo nula, a tnica solugdo é a solucio nula. Se as colunas
sao linearmente dependentes, entao o determinante deve ser igual a
zero. Temos

b a®2b . a®ed
a® (b+1) aag(b-{-l) o ade (b+1)
a® (b+D-2) aag(b+D—2) ™ (b+D—2)
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1 1 .. 1
btanh X a  a® ... a™
— Oéal +azb+---+ay 0420'1 0420'2 L 0421” # 0

Este é um determinante do tipo Vandermonde. Logo o determinante
é o produto de a* — a%, para todos 7, j, e portanto é diferente de
zero. Entao as colunas sdo linearmente independentes e d > D. [

Exemplo 5.3.3. O cddigo binario de Hamming tem polinémio ge-
rador M) e assim M()(a) = 0. Os polinémios minimais de « e de
o = o2 sio os mesmos. Entdo MV (a?) = 0 e temos duas poténcias
consecutivas de « que sdo zero. Pelo teorema anterior, a distancia
minima d é pelo menos 3.

Exemplo 5.3.4. O codigo BCH que corrige dois erros tem polindémio
gerador MMM ®G) | onde

M(l)(a) = M(l)(a2) = M(l)(a4) =0 e

M(g)(ag) = M(g)(aG) =0.

Temos quatro poténcias consecutivas de a que sdo zeros de g =
MMM®G) Assim, d > 5 e isto completa a prova do Teorema 5.2.13.

Definigao 5.3.5. Um cédigo ciclico de comprimento n sobre I, é um
cédigo BCH de distdncia de projeto D se, para certos inteiros b > 0
e D > 1, temos que

g(x) = mme(M® MY ppe+D=2))

Em outras palavras, g é o polindmio minimal de menor grau sobre

F, que possui a’, a1 ... a**P=2 como zeros, e temos
c(a®) = c(a®t)y = ... = ¢(a® P73 =0
se e somente se ¢ = (¢g, ¢1,...,¢p—1) € C.
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O teorema anterior implica que d > D. Se D > 2t + 1, podemos
corrigir ¢ erros. Logo, isto nos permite obter codigos com distancia
de projeto D e capacidade de corrigir ¢ erros.

Vamos estudar a matriz de paridade H. Temos que ¢ € C se e

somente se c¢(a’) = c(a’T1) = ... = ¢(a?tP~2) =0, ou seja,
1 a? a? e an—1b
1 bt Q204D (=) (D)
H = . . . . . )
| obtD—2 204D-2)  (n-1)(b+D-2)

onde cada entrada é substituida pela coluna correspondente de m
elementos em F,. Temos que grau(g) = n — dim(C). Como

g= mmc(M(b), MO ,M(b+D_2))

e grau(M @) < m, temos que grau(g) < m(D — 1) e assim dim(C) >
n —m(D — 1). Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.3.6. Um cidigo BCH sobre F, de comprimento n e
distdncia de projeto D tem distdncia minima d > D e dimensdo
>n—m(D —1).

Em certos casos particulares, os codigo BCH tem nomes especiais.

1. Se b =1, o codigo é chamado BCH no sentido estrito.

2. Sen = q"™ —1, o cédigo BCH é chamado primitivo. Neste caso,
« é um elemento primitivo.

3. Sen=q—1, o codigo BCH é chamado o cddigo Reed-Solomon
(esses codigos serdo analisados com detalhes na Secéo 5.3.1).

Damos a seguir exemplos de cédigos BCH no sentido estrito e
primitivo. Esses exemplos aparecem em [92].

Exemplo 5.3.7. Esta é uma lista de todos os c6digos BCH (binério,
no sentido estrito, primitivo) de comprimento 15:
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distancia polinémio expoentes das dimensao distancia
de projeto gerador raizes de g n — grau(g) real

1 1 E 15 1
3 M® () 1,2,4,8 11 3
5 M® MG 1-4, 6, 8,9, 12 7 5
7 MM p® pr) 1-6, 8-10, 12 5 7
9,11,13,15 MO M@ pr® pr™ 1-14 1 15

Exemplo 5.3.8. Esta é uma lista de todos os codigos BCH (binério,
no sentido estrito, primitivo) de comprimento 31:

distancia polinémio dimensao distancia
de projeto gerador n — grau(g(x)) real
1 1 31 1
3 MO (z) 26 3
5 M® MG 21 5
7 M® @ pr) 16 7
9 or 11 MO M@ prG) pr(™ 11 11
13 or 15 M® @ pr® pr(m pran 6 15
17,19, ...,31 M MG pr® pr(M pra pras) 1 31

Exemplo 5.3.9. Seja ¢ = 2. Consideramos n = 23 (ndo primitivo).
Comecamos calculando as classes laterais ciclotomicas:

CO = {0}7
C, = {1,2,4,8,16,9,18,13,3,6,12},
Cs = {5,10,20,17,11,22,21,19,15,7, 14}.

Isto implica que

|Cy| =11, grau(MM) =11 e
|Cs5| =11, grau(M®)) = 11.

A fatoracdo de 22 — 1 ¢
2B —1=(x—-1)MDMO),
Calculamos os polinémios minimais M) e M ®);

MY = My T4 b a1,
MO = g 4104 20 405 4t 42?41,

Finalmente temos a seguinte tabela.
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distancia polinémio  dimensdao  distancia
de projeto gerador  n — grau(g) real

1 1 23 1
3 ou b MM 12 7
7,9,...,23 MMOMO) 1 23

5.3.1 Cobdigos Reed-Solomon

Cédigos Reed-Solomon tem, por definicdo, comprimento n igual a
q—1. Nao consideramos g = 2, porém o corpo pode ser uma extensao
de FQ.

Os codigos Reed-Solomon sdo usados na pratica em muitos prob-
lemas. Por exemplo, ele sdo usados na comunicacdo pela NASA e
pela Agéncia Espacial Européia. Em algumas aplicac¢des, os codigos
Reed-Solomon sdo usados em combinagdo com outros codigos, tais
como os codigos convolucionais; veja [95], por exemplo. Sdo também
usados para recuperar erros em CDs.

Como n = g — 1, temos que

" —1=211 1= H(I—ﬂ)

BEF;,

Isto implica que o polinémio minimal de o' seja M) (z) =  — .
Portanto, um cédigo Reed-Solomon de comprimento n = g — 1 e
distancia de projeto D tem polinémio gerador

9(z) = (z — a®)(x — aP*1) - (& — a¥TD2),
onde é usual tomar b = 1, ou seja, no sentido estrito.

Exemplo 5.3.10. Sejam ¢ =5en = q— 1= 4. Queremos distancia
de projeto D = 3. Um elemento primitivo em F5 é a = 2. Entao
g(@) = (z —a)(x —a?) = (z - 2)(x —4) = 22 + 42 + 3. Como
k =n—grau(g) = 4—2 = 2, a dimenséo do codigo & 2. Assim, temos
q* = 5% = 25 palavras-cédigo. A matriz geradora é

410
G_<0341>'
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Alguns exemplos de palavras-codigo sdo:

0 0)G (000 0),
(10)G = (3410),
20)G = (1320),
(30)G = (4230),
(40)G = (2140)

Exemplo 5.3.11. Sejam ¢ =4 en =q—1 = 3. Queremos distancia
de projeto D = 2 e b = 2 (ndo no sentido estrito). Se consideramos
2? + 2+ 1 € Fa[z] como o polindmio irredutivel definindo Fy:, temos
Fy = {0,1,a,a + 1}, onde « é uma raiz de #? + x + 1 (neste caso,

= a+1=a?). Entdo o polinémio gerador é g(z) =z —a? =2 —
B P g 9

. . (B8 1 0
e a matriz geradora é G = < 08 1)

A dimens3o de um c6digo Reed-Solomon é sempre
k=n—grau(g) =n—D+ 1.
A distancia minima d é, pela cota BCH, pelo menos D:
d>D=n—-k+1.

Para codigos Reed-Solomon, tem-se que d < n — k + 1, logo d =
n—k+ 1. Em geral, codigos com d = n — k + 1 sdo chamados MDS?
(distancia méaxima separavel). Esses codigos conseguem atingir a
distancia minima mais alta possivel. Assim, os c6digos Reed-Solomon
sao codigos MDS.

2Maximum Distance Separable.
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Apéndice A
Funcao de Mobius

Ao leitor que deseja aprender mais sobre os assuntos neste e nos
proximos apéndices, recomendamos os livros de Coutinho [31], de
Moreira e Saldanha [100] e de Santos [116].

Definicao A.0.1. A funcio p de Mobius é a funcdo u: N — N
definida por

1 sen =1,
p(n) =< (=1)*¥ sen éum produto de k primos distintos,
0 caso contréario.

Exemplo A.0.2. u(7) = —1, u(6) = (—=1)2 =1, u(12) =0

A seguir, apresentamos duas propriedades importantes da fungao
de Mdbius.

Lema A.0.3. Para todo n € N, temos que

1 sen=1,
Zu(d)—{ 0 sen>1.

d|n

Demonstragdo. O caso n = 1 & trivial, uma vez que _,,, u(d) =
n(1) = 1. Se n > 1, & suficiente considerar a soma }_,, u(d) para

131
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os valores d = 1 e os divisores d de n que tém uma fatoracdo em
nimeros primos distintos, dado que p(d) = 0 para todos os outros
valores de d. Suponhamos que p1, p2, - .. pxr sejam os divisores primos
distintos de n. Temos que

k
dould) = pM)+> up)+ > wlpipi)
dln i=1 1<iy <ia<k
+ Z 1(Pir PinPis) + - + p(pip2 - - - pr)
1<i; <i2<iz<k
= 1+ (I;) (- + (I;) (=14 + (:) (—=1)k
= (1+(-1)=0

Teorema A.0.4. [Férmula de inversdo de Mobius| Sejam f e g
fungoes de N num grupo abeliano aditivo. Entdo, para todo n € N,

temos que f(n) = Zg(d) se e somente se g(n) = Zu(d)f (%)
d|n

d|n

Demonstragdo. Suponhamos que f(n) = Zg(d). Se c e d sdo divi-
d

sores de n, entdo ¢ divide n/d se e somente se d divide n/c. Portanto,

Zu(d)f(g) = Y uld)d gl
d|n d|n

c|§

= ) > uld)gle)

cln d| %
= D g(0))_ )
cln d|

= g(n),

onde o tltimo passo se deve ao fato de que, pelo Lema A.0.3, é su-
ficiente considerar o caso ¢ = n. A reciproca é provada de maneira
similar. g
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Apéndice B
Teorema chinés dos restos

Sejam R um dominio de ideais principais, 71, ..., 7, elementos em
R relativamente primos dois a dois e » = ryry---7,,. Para cada i,
1 < i < 'm, consideramos o homomorfismo canonico de anéis

a — a+(r;).

Combinando as aplicagbes acima, construimos um outro homomor-
fismo
O=1I; x---xI,,: R — R/(r1)x---xR/(rm)
a — (a+(r1),...,a+(rm)).

O teorema chinés dos restos diz que II induz um isomorfismo.

Teorema B.0.5. [Teorema chinés dos restos|] Com a notagio ante-
rior, temos que

R/(r) 2 R/(r1) X -+ x R/(rm).

Demonstragdo. Por uma inducao simples, basta considerarmos o caso
m = 2. E evidente que a € kerlIl se e somente se r; e ro dividem
a. Como mdc(rq,72) = 1, temos que r = rire divide a, ou seja,
ker IT = (7). Vamos provar agora que o homormofismo II é sobrejetor.

133
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Existem a e b em R tais que ary + bro = 1, ja que mde(ry, ) = 1.

Portanto, brg + (1) =1+ (r1) e ary + (r2) = 1 4 (r2). Assim, dado
(C + (Tl), d—+ (7”2)) S R/(Tl) X R/(TQ),

temos que

II(dary + cbra) = (dary + cbrg + (1), dary + cbra + (r2))
= (cbrg + (r1),dary + (r2))
= (c+(r1),d+ (r2)).

Pelo Teorema 1.1.24, obtemos o isomorfismo desejado. 0
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Apéndice C
Funcao de Euler

Definicao C.0.6. A funcio de Euler é uma funcdo ¢: N — N, onde
¢(n) é definido como sendo o nimero de inteiros m, 1 < m < n, com
a propriedade de que m e n sao relativamente primos.

Exemplo C.0.7.
L ¢(5) =4, ¢(6) =2, ¢(12) =4

2. Seja Z; o conjunto dos elementos invertiveis em Z,. Pelo Ex-
emplo 1.1.9 (3), o nimero de elementos em Z; é ¢(n).

A funcdo de Euler também pode ser dada em termos de uma
féormula.

. ) 1
Teorema C.0.8. 1. Sep € um primo, entio ¢(p’) = p/ <1 — —)
p
para todo j € N.

2. Se m e n sdo inteiros relativamente primos, entdo ¢(mn) =

S
d(m)o(n).

3. Sejam = pi'...p¢" ondepy,...,p, sio primos distintos. Entdo

)
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Demonstracdo.

Para mostrarmos (1), observamos que, dentre os p’ niimeros me-
nores ou iguais a p’, ha exatamente p’~! multiplos de p. Portanto,
o(p’) =p’ —p 7t

A segunda afirmagao segue do teorema chinés dos restos, de onde
obtemos o seguinte isomorfismo de anéis

L, = Loy, X L,

Assim, temos o seguinte isomofismo de grupos de elementos inverti-
veis
* * *
Loy 22, X L.

Parte (3) resulta imediatamente de (1) e (2). O
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