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R
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S

u �,�D���f	���D� M
I
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a
S

� ¬ �9.PEz�
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P
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R
H � �T���f� M �D�

P 6= R
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ab ∈ P �
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a ∈ P ��> b ∈ P S

� 	��9.PE¨�[/9�,��<
M
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R
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M 6= R
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R
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I = R

S



���������
	�����
���������������������� �i

i
i

i

i
i

i
i

� � � � ���	� �	� ��� ��� � 	 �
� / � U ��61��<

R
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R
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R
�9�"���W��� �

� S � � �����i���
M
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R
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R
�*�9� ���� �������y��*�����i���[� � �T��� �C� � ���[��# ����� ���

R/(p)
�2�9� �i��� � �
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p
�$���T���i���9� �������Q���

R
�

¢ S �®�
R
�\�9�´���������3������\����i���[� � �T��� ��� � ���[���

p 6= 0
#G����� ���

(p)
�

�9�¨����.��� � �T�����\���¥�x�C���������@�y�C�
(p)
�$�9�¨�����i���V�f� �������� �

�|�C�f�����T� ���	
 ��	� q �E��,}���-��,E���0	���E �f�1-.��:��\/9� � � � St³ �  �
M
>1E �[/9�,��<

Ef��B9�
Ef��< /9�
R
S ¤L�/9�

α ∈ R \M M H|�D>143	C�
��6����¥E���D��-i��-LX�>1� α +M
H

�
6;:���-���²
:��,<��,E
R/M

S `A��-.�x�[�.�D� M :���E|���sE������.-.��-FX�>1�
A = {αr+m : r ∈

R,m ∈ M} H$>1E �[/9�,��<Q	���6����,6�/9� M S q <
��-.��E|�,6���� M A H¥>1E �D>�¬1��-.>1�W��/9�7�.�=:��X�>1��	C�6���H�E
M
S + <
H�E /9�[����� M ����-i�p�.�;/1�

r′ ∈ R
M ���,E����X�>1�

(αr +m)r′ = αrr′ +mr′
�3�,-D�.��6�	��¥�

A
�$�W��-��.��6����

A
H¥>1E �
/1�,��< SPl �

X�>1�
α 6∈ M

�
α = α · 1 + 0 ∈ A

M �����>1�^X�>1�
M 6= A

S q �E|�
M
H

Ef��B9�
Ef��< M ��¬1����E����AX>��
A = R

S jsE ����-D�.�
	�>1<[��- M
1 = αr+m

	C��E
r ∈ R�

m ∈M S ` ��-��.��6��.� M (α+M)(r +M) = 1 +M.£ �I	C�
�1-.�;	,��E���6��.� M �D�  �
I
>1E¶�
/9�I��<A/9�

R
�.��< X�>1�

I 6= M
�
M ⊆ I

S
³ �  �

a ∈ I \M S jbB;�[�D��� r ∈ R �.���.�
�D]���§,��6�/1� (a+M)(r +M) = 1 +M�f���.���=E
ar + m = 1

�3��-i�^��<=�>1E
m ∈ M S q �E|� ar + m ∈ I M �����>1�X�>1�

1 ∈ I �y���.�D�
E I = R
Sbg �����

M
HxEf��B9�
Ef��< S
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��6��.�
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�x/9�*�=6��.����-.�[/1��/9�*���2�O����E���6��.�2���

(a+P )(b+P ) = 0+P
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X�>1�
a+P = 0 +P

��>
b+P = 0 + P

M �>Y�,X�>1�
:���<
��6����,E���6����t�D�
ab ∈ P�
E��1<=�[	��fX�>1�

a ∈ P ��> b ∈ P S³ �
M
H$>1E �
/9�I��<QE���B9�=Ef��<8/9�
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R/M
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M
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���������
	�����
����������������������,�i

i
i

i

i
i

i
i

	�? � ���������	��
��� ����� ���������

` ��-.���«�1-.��:���/9� ��� � M �D>1�W��6�h���E���^X�>1�
(p)
���  ��E���B9�=Ef��<L�cX�>1�

p = ab
S jb6��.~��

(p) ⊆ (a)
M �«X>��p�=E��1<
�
	,�«X�>1�

(a) = (p)
��>

(a) =
R
S u �«��-��
E����
-��«	���D� M �.��E���YX>��

a = pr
�3��-i����<=�>1E

r ∈ R
M �[���.�

H M
p = prb

M ��> �IX>��=:���<
��6��.��E���6���� M
p(1 − rb) = 0

S q ��E��
R
Hc>1E

/9��E�²
61�
�\/9�x�=6��.����-.�[/1��/9� M ������>��tX�>1�
rb = 1

M �>o�D�  � M
b
Hx�
6;:���-���²
:��,< SFu �

��>9�.-��v	���D� M X�>���6�/9�
(a) = R

M �.��E���tX�>1�
a
H��=6;:��,-D�.²=:��< M �3��
�

1 ∈ R ��3�-D�i��6����
ra = 1

�3��-i�f��<
��>1E
r ∈ R S jbE X�>���<
X�>1�,-L	���D� M ���,E���GX>�� pHt�=-.-��I/9>9�.²=:��< S

£ �,	��=�1-.�9	���E|�,6���� M ��>1�W��61h���E���2X>��
p
�D�  �$�
-.-��I/9>9��²
:��,< S jb6��.~��

p
6�~��

H¥�
6;:��,-D�.²=:��<8�|�W��-��.��6����
(p) 6= R

S¥³ >1�W��6�h���E���tX�>1�
(p) ⊆ (a)

S|³ ����>��
X�>1�

p = ar
�6�/9�

r ∈ R
S q ��E��

p
H^�
-�-.�,/1>9��²
:��,< M ��¬1����E����¥X�>1�

a
�>

r
Hf�
6;:���-���²
:��,< M ��X�>1�f�
E��1<
�
	,�vX�>1�

(a) = R
��>

(a) = (p)
SYg ����

(p)
H

Ef��B9�=Ef��< S
dQ�
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(p)
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(p)
�D�  �eE���B9�=Ef��<0X�>���6�/9�

p 6= 0
S ¤P���	C�-./9�e	C�E ��� � M Ho��>943	��=�,6����/9��E��6����i��-YX�>1�

p
Ho�
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S jb6��.~�� M

ab = p ∈ (p)
�y�W��-��.��6�.�

a ∈ (p)
�>

b ∈ (p)
SG³ >1�W��6�h���E���L�D�,E �3�,-./1�

/9�����,61��-i��<
�
/���/9�|X>��
a ∈ (p)
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c ∈ R S ` �-D�i��6���� M

p = pcb
M �
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p(1 − cb) = 0
S q ��E��

p 6= 0
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b
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�
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/9�x��61H,�
� S

�.���, ;�&� � 	:77	:7 � � 7 �®�
φ : R→ S

�P�9� �����f���f��� �A�T�f�����G���W���[��# ����� ���
R/ kerφ

�x�[��������� �C�v�
φ(R)

�

�¥���f���1�T����� 
 ��� � R ��E����LE������.-.��-LX�>1�¥�^���1<
�[	���},~��
Φ: R/ kerφ → φ(R)	C�E

Φ(r + kerφ) = φ(r)
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Φ
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r1, r2 ∈ R
S

� �,E��� X�>1�
r1+kerφ = r2+kerφ

�D�2�O�D�E���6����*�D�
φ(r1−r2) = 0

M �GX�>1�
H��,X�>1�
:���<=�,6����f�

φ(r1) = φ(r2)
S q ��E��

φ
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���.��E|�,6����LX�>1�
Φ
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Φ
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K
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� S ���
a, b ∈ K � b 6= 0
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ab−1 ∈ K �

U ��>1¬®	C��-.�W�
K
H � � � � �T��� M ���

K 6= F
S .PEz	C�-��W�^X�>1��6�~��^	C�6���H�E

61�,61h;>1E{��>1¬®	C�-��W���1-
��1-.�=�|Hx	ih���Ef��/1�¥>1E �i��� � � � �T����� S
, � ��� -�67� 	�7 � 76� 7
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K
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1
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K
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K
Hv]_�,	ih3��/9������-i���
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��E��,6�.�¥�,E
Z/pZ

�,�D�.�¥��E
K
�x���.���=E
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S
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Q
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1
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Q
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 �yX�>1�O>�E 	���-.�3�x�1-.�
E|�x�W�9/9�P����-b:;�[���.�y	C�E|�x>�E ��>1¬®	C��-.�W�x����-i��/1�G�W��<
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F
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Q
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F
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φ : Z → F

�«h���E���E���-�43��E��e/1�o��61H,�
�\/1�C4�61�[/9�
�3�-

φ(n) = n · 1F
SkU 6;w�	�<=�,��/1�

φ
H

(carF )Z
S ³ �

carF = p
����-i�

��<
��>1E"�1-.�=E��
p
M ��6��.~�� M �3�,<=� � �,��-.��Ef��� S � S ��� M

φ(Z) ∼= Z/pZ
X>��¥H¥>1E
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E�� So³ �
carF = 0

M ��6��.~��
φ
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6  ������-i� S�u �I���.�Y	���D� M

φ(Z)
H
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Z
S ¤L�C4361�=E����x�����-.�

φ′ : Q → F
�W��-

φ′(m/n) =
(m · 1F )(n · 1F )−1 M �D� n 6= 0

S � �,E���fX�>1�
φ′
H�>1Eah1��E���E��-D43��E��

�=6  �C���- S q �E¨�C]_�,�7�.� M

φ′
(
m1

n1
+
m2

n2

)

= ((m1n2 +m2n1) · 1F )((n1n2) · 1F )−1

= (m1 · 1F )(n1 · 1F )−1 + (m2 · 1F )(n2 · 1F )−1

= φ′
(
m1

n1

)

+ φ′
(
m2

n2

)

�

φ′
(
m1

n1
· m2

n2

)

= ((m1m2) · 1F )((n1n2) · 1F )−1

= (m1 · 1F )(n1 · 1F )−1(m2 · 1F )(n2 · 1F )−1

= φ′
(
m1

n1

)

· φ′
(
m2

n2

)

.
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H�E´/9�[����� M ���
φ′(m/n) = 0
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m = 0
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/1�\	���<
�,}�~��\/9�y�.�9/9��P��G�D>1¬®	C�-��W��P/9�$>1E /1�/9�Y	���-.�3� SPu �f:��-i/1��/1� M �
�
/1H��[�^/9�¥���Ef��-G�=6����,-.���,	,}C�;�,�L�W�;/1�|����-t���,61��-i��<
�
§,��/��f����-i�\�¬9���,-L�>9��-.��
	C�-��W�� S
6 �&/1�" ��! � 	�7 � 7 > 7 ³ �  ��E

K
>1Ez�D>�¬W	���-.�3�Y/1�v	���-.�3�

F
�
M
>1Ez��>1¬9?

	C�6  >16�����/1�
F
S U 	C�-��W�

K(M)
H�/9��4�61�[/9�Z	���E�� �«�
6�.��-i�D�I	�},~�� /9�

���9/9���f��\��>1¬®	C�-��W��\/1�
F
	C��6��.��6�/9� ��E$¬W��

K
�
M
�oH�	ih3��Ef��/9�e�

�i��� � �����^� ��@�C������o��
K
��¬1���[/9���3�,<
�«��� �T�9� 
 ���p/1��t��<
��E��,6�.��x/9�

M
S

7L>���63/9�
M = {θ1, θ2, . . . , θn}

M �,�.	C-.��:��E���
K(M) = K(θ1, θ2, . . . , θn)

S
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� � � � ���	� � ��������� ��� � 	
7L>���6�/9�

M = {θ} M /9�
§���E����sX�>1� L = K(θ)
HP>�E��v� ��@�C������$�T��� � �=�T�t/9�

K
S
³ �
L
Hx>1E 	C�-��W�f/9�x�CB;�.��6��.~��f/9�

K
M ��6��.~��

L
�W�9/9�$����-O:;�
�D���f	���E��

>1E �I�D���}C�\:�C�.��-.�
��<Q����¬1-.�
K
S `b-��
E����
-.��E���6���� M �[���.�^/9�,:���?n���$���\]������^/9�

X�>1�*��Q��<
��E��,6�.�� /9�
L
]_��-.E���E¯>1E �-�>1�W�t��¬W��<
�
��61�L����¬|�G�/9�[}�~�� S + <
H�E

/9�[�.�D� M �YE$>1<=���
�1<
�
	,��},~��Y/9�|>1E �,<=�,E|�,6����
α ∈ L �3�-L>1E �I��	,��<[��- r ∈ K/1�

rα ∈ L �������[��]���§��,6�/9�
r(α + β) = rα + rβ

(r + s)α = rα + sα

(rs)α = r(sα)

1K · α = α

����-.�fX�>����
�.X�>1��-
r, s ∈ K � α, β ∈ L S 7L>���63/9� L Hy>�E"�I�D�3��}C�f:�C�.��-.�
��</9�f/9�
E���6��.~��^4�61�=�.�p����¬�-��

K
M ��/9�
E���6��.~��vH�� !�������/9�

L
����¬1-.�

K
��H

/9�,61���i��/1�o�3�-
[L : K]

Seu �I���.�^	���D� M /9�=§,��E���|X�>1�
L
HY>1Ef�Z� ��n���1���

�s�����@�f/9�
K
S

� ���� ;����� 	:7 ��7 2 7 �®�
M
�t�9���|� ���@���1���� �b�3���n����

L
�
L
�G�9�f�|� ��n���

����� �s�����@�¥��
K
# ����� ���

M
�L�9�f��� ��@�C��� �� �s�����@�¥��

K
�i���

[M : K] =
[M : L][L : K]

�
�|�C�f�����T� ���	
 ��	� ³ >1�3�61h���E|���PX�>1� {α1, α2, . . . , αm}

� {β1, β2, . . . , βn}���  ��E"¬3�����,�G/9�
M
����¬1-.�

L
�¥/9�

L
����¬1-.�

K
M -.�,���W�,	T�.�=:���E|�,6���� S jb6��.~��

[M : L] = m
M
[L : K] = n

�YX�>1��-.��E����x�1-.��:���-yX�>1�
[M : K] = mn

S
7L>���<
X�>1�,-*��<
��E���6����

α ∈M �3�9/9�x����-O�,�.	C-.�=���f	C�E|�
α = γ1α1 + γ2α2 + · · ·+ γmαm�6�/9�

γ1, . . . , γm ∈ L
S + ���-.� M �3��-i�¥	,��/1�

i
�i��<VX�>1�

1 ≤ i ≤ m M ���,E|���
γi = ri1β1 + ri2β2 + · · ·+ rinβn�6�/9�

ri1, . . . , rin ∈ K
S¥g ���� M 	C�E$¬1�
6���6�/9�����t/9>���L��B9�1-��I�����;�,�G��	��=Ef�

/1��X�>1�
α =

m∑

i=1

γiαi =
m∑

i=1

n∑

j=1

rijβjαi

�6�/9��	���/��
rij
�W��-����,6�	C�|�

K
S + �����>1�=- M E���D��-i��-.��E���LX>��$��	C��6  >16����

{βjαi : 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m} Hf<=�
61�I��-.E|�,6����f�
6�/9���W��63/9��6����Y�\���.�D�
E
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� � � ���������	��
��� ����� ���������

H$>1Ef�^¬������¥/1�
M
����¬�-��

K
Sy³ �  � ∑m

i=1

∑n
j=1 sijβjαi = 0

��63/9�|	,��/1�
sij ∈ K

S q �E�� {α1, . . . , αm}
]_�-�Ef�L>1Ef�P¬���D�*/9�

M
�D�¬1-.�

L
M ��¬9�.��E���

∑n
j=1 sijβj = 0

����-.��X>3��<[X>���-
i
S d8�=63��<
E|�,6���� M 	���E�� {β1, . . . , βn}

H
>1Ef�|¬������x/9�

L
�D�¬1-��

K
M 	���6�	�<=>�²=E���OX�>1�y	,��/1�

sij
Hx§��,-�� S

�

)+*�� � ���525.���� 2 � 4
q ��E��,},��E���y�,�D�.�o���,},~���	���E >1E´-��I�D>�<7�i��/9�p�
E��3�-D�i��6����v�D�¬1-��Y�3�<=�
61©�?
E��=��� S
�.���, ;�&� ��	�76� 7$	�7 � + <
����-.�=��E��f/1�f/9�
:��[�.~�� � �®�������

F
�9� �i��� � �^�

f, g ∈
F [x]

�i���
g 6= 0

� � ��[�T�@�C� �9�3���i��� � ���7�������|�����
h
#
r ∈ F [x]

�@���[� �����
f = gh+ r

�
grau(r) < grau(g)

�
�¥���f���1�T����� 
 ��� � ³ �  �

S = {f−gh : h ∈ F [x]} S ¤L�
���E����QX�>1� r = f−ghH*>1E �W��<
�=6�©�E��=�t�,E
S
/9�*E|�,61��-A�-.��>$�0X�>1�

grau(r) = m
M
grau(g) = n

S
mp��D��-i��-.��E����FX�>1�

m < n
S

³ >1�W��61h���E���t�W��-y	C�6���-i��/9�[}�~��vX�>1�
m ≥ n

SY³ �  �
a ∈ F �i��<sX�>1����1-.�;/1>9���x/9�

a
�0�x	C�;�C43	��=�,6����0/9�t�.��-.E|�y/1��E��=63��6����0/9�

g
/1�x�x	C�;�C4W	C�
��6����

/9�¥����-.E��f/9��E��
6���6����t/9�
r
Ss³ >1¬9�.-.���=63/9�

axm−ng
/9�x��E¥¬3���2��2<
�/9��*/9�

r = f − gh /1��X�>1�
r − axm−ng = f − gh− axm−ng,

��6�/1�$�v�3�<=�
61©�E��
�^/9�v<[��/9�^�,�.X>���-i/9�\�.��E ��-i��>�E|�,61��-tX�>1�
m
S¥U <[��/1�

/9�
-��,�7�.�cH��
��>���<0�
f − g(h + axm−n) ∈ S

S K ���.�e	���6���-i��/1�=§^�c]������«/9�
X�>1�

r
HL�$�W��<
�=61©E��=�$/1�LE���6���-s�-.��>f��E

S
S + �.�D�
E M �CB9�
�D���,E �3�<=�
61©�E��
��

h, r ∈ F [x]
�.���
�OX�>1�

f = gh+ r
�
m < n

S
³ >1�W��61h���E���tX�>1�¥��B9�
�D�.��E �3�<=�
61©�E��
��

h1
M
h2
M
r1
M
r2
�,E

F [x]
�.���
�

X�>1�
f = gh1 + r1

M
f = gh2 + r2

M
grau(r1) < grau(g)

�
grau(r2) <

grau(g)
S + �.�D�
E M

gh1 +r1 = gh2 +r2
�
E��1<
�
	,�yX�>1�

g(h1−h2) = r2−r1
S

q ��E��
grau(r2−r1) < grau(g)

M ���,E|���VX�>1�
h1−h2 = 0

�F������=E
r2−r1 =

0
SAg ����

h1 = h2
�
r1 = r2

S
�³ �  �

R
>�E ��61��< S `A��-.�\X�>1�¥�^��<=���-.�7�.E|�\/��Y/9�
:;�
�.~��Y���  �\:���<=�[/9�^��E

R[x]
M Hp61�,	��,�.����-��
�cX�>1�p�«	C�;��43	C�
��6����o/1�c�.��-.E��e/1��E��=63��6����p/9�

g
���  �

�=6;:��-���²
:���<®�,E
R
S

6 �&/1�" ��! � 	:7 � 7 ��7 ³ �  �
F
>�E 	���-.�3� S ¤L�/9��

f
�
g ∈ F [x]

M ��B9�
�D���y>�E
w161�[	C���W��<
�=61©E��=��E�©�61�[	C�

d ∈ F [x]
�i��<5X�>1�
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� � � � ���	� � ��� ��� � ��� � � ��� � �

� � �
d
/9�
:��[/9�

f
�
g
M

� ¬ ��X�>���<[X�>1��-v�3�<=�
61©E|�
�
h ∈ F [x]

/9�
:;�
/1�=6�/1� ��E$¬W��
f
�
g
/9�
:;�
/1�

�.��E$¬WH�E
d
S

js�D���x�W��<
�
61©�E��
�
d
HG����� ����f�Y�����I�[������.���¥�9� ���

f
�
g
M /9��61���.�/9���3�-

mdc(f, g)
S

U ¬�����-.:���E���FX�>1�L�
mdc(f, g)

HG�¥�W��<
�=6�©�E��=�|E�©�61�[	C�|/9�tEf���
��-2��-i��>
/9�,6���-.�G���*�3�<=�
61©E|�
��OX�>1�x/9�
:;�
/1��E{��E$¬W��

f
�
g
�,E

F [x]
S+ ��B;�[�D��±�63	C�[�O/9�

mdc(f, g)
:��EN/9�O]����.�0/9�bX�>1�

F [x]
HA>1EN/1��E�²=6��=�0/9�

�[/9�,���
�b�1-��
6�	��=�����
� S8K ���.�t����-i�G�1-.��:��/9�tEf���[�b��/9�[��6��.� � � �,��-.��Ef��� S � S � � S ¤L�]������ M :��,-��,E���sX�>1�
f
�
g
��±�E >1E(/1�=:;�[�D�-F	C�E$>1E

d
�.��<WX�>1�

d = af + bg����-.�x	���-������
a, b ∈ F [x]

S ¤L�,�D�.�y�CB9�1-.�,�.��~�� M -.�,��>1<7�i�xX�>1�PX�>���<[X�>1��-F/9�=:;�[�D�-
	���E$>�E¨/9�

f
�
g
/9�
:;�
/1�

d
S+ 4�E /9�*��6�	���6���-i��- �
mdc(f, g)

M ���1-��I�D�,6��.��-.��E����Q������-i�L�f��� !����T�������
��� �C�7�����i���®� M X�>1�fH\¬���D�I��/9�v��E :���-.�
��x���1<
�
	,��}����I�t/9�o��<
���-��=��E��p/1�p/9�=?
:;�[��~�� S q ��E��,},��E���$	C��E �o/9�
:;�
�.~���/1�

f
�3�-

g
M ��>1�3�6�/9��X�>1�^�p-��I���.�

/9�I���i��/9�=:;�[��~��v���  �
r1
S + �1-���B;�
Ef�^/1�=:;�[��~��^Hf��/9�

g
�3�-

r1
	���E -.�,�D���

r2
M /1�=����E��� S ¤L�
:��[/9�
6�/9�

r1
�3�-

r2
�f	C�6�.�=6;>���6�/9��	C�Ez�,�D�����1-.�9	C�,�.��� M

�¬9���,E|����°
f = q1g + r1
g = q2r1 + r2
r1 = q3r2 + r3SSS

rs−3 = qs−1rs−2 + rs−1

rs−2 = qsrs−1 + rs
rs−1 = qs+1rs + 0,

� � S � �

�6�/9�
q1, . . . , qs+1, r1, . . . , rs

�.~����W��<
�=61©E��=���O�D�¬1-��
F
�

grau(g) > grau(r1) > grau(r2) > · · · > grau(rs−1) > grau(rs) ≥ 0.

q �E|�P�
grau(g)

HA4361�7�.� M �I���.�b�1-.�;	��,�.�D�0/1�F/9�
:;�
���;�,�V����E��1-.�A�.��-.E|�
6��0	���E
>1Ef�e/9�
:;�
�.~��c�CB1���i� S 7L>���6�/9���
�.�����	C��6��.�,	C� M ���,E|���fX�>1�

mdc(f, g) =
a−1rs

M ��6�/1�
a
Hv�«	C�;�C4W	C�
��6�����/9���.��-.E���/9�E��=6���6�����/9�ew1<7�.�=E���-��I���.�

6�~��^6;>1<
�
rs
S jF���i�^E¥>1<=���
�1<=�[	��}�~��v/9�

rs
�W��-

a−1 H|-.�,��<=�
§,�/1�f����-.�vX�>1��.��61h���E���*>1E{�3�<=�
61©�E��
��E|©61�[	C� S
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� � � ���������	��
��� ����� ���������

,�� ��� -16$� 	:7 � 7 � 7
� S0³ �  ��E

f(x) = x3 + 3
�
g(x) = 2x2 + 2

�6�/9�
f, g ∈ Z5[x]

S � ��E���
X�>1�

x3 + 3 = 3x(2x2 + 2) + (4x+ 3)

2x2 + 2 = (3x+ 4)(4x+ 3) + 0.

jb6��i~��
mdc(x3 +3, 2x2 +2) = (4−1)(4x+3) = 4(4x+3) = x+2

S
� S0³ �  ��E

f(x) = 2x6 + x3 + x2 + 2
�
g(x) = x4 + x2 + 2x

�6�/9�
f, g ∈ Z3[x]

S � �,E|���OX�>1�

2x6 + x3 + x2 + 2 = (2x2 + 1)(x4 + x2 + 2x) + (x+ 2)

x4 + x2 + 2x = (x3 + x2 + 2x+ 1)(x+ 2) + 1

x+ 2 = (x+ 2)(1) + 0.

jb6��i~��
mdc(f, g) = 1

S
7L>���6�/1�

mdc(f, g) = 1
M /9�
§���E����QX�>1�

f
�
g
�.~��O�W��<
�
61©�E��
��2�i� � �T���f���

��>������=�����������������@� � �T���f��� S
q ��E��v/1�
�.�D�,E���t��6����I� M H|�W��.�D²
:��,<8�I��	�-��,:��,-P�

mdc(f, g)
	C�E|�v>1Ef�

	C�E$¬1�
6���},~��^<=�
61�,��-x/9�
f
�
g
M 61������6����[/9�p/9�fX�>1�

mdc(f, g) = af + bg����-i�p	C�,-D�.��$�3�<=�
61©�E��
��
a
�
b
��E

F [x]
S js�D�.��-��,�1-.�,����6��.�}�~���H^E$>1�=���

w9���
<V	���E��¥:��-.��E���2Ef���[�2�.��-./1� S R ��E���*:��-O�����-i�$	���E�����6�	���6���-i��-F�.���
�
�3�<=�
61©E|�
��

a
�
b
>��.��6�/9�v� ��� !����T�����f�c��� �C�7�����i���®���C�i�@���W������ S q �E��^�

�1-����1-.�=�¥61��E��t�D>�����-.� M �,�D�.��-��,E���F>�����6�/9��/1��/1��*/1���*/9�
:;�
���;�,�2�C]_����>��/1���
61� ��<
���-��=��E�����>�	�<=�[/9�I��61� S js�.	C-.��:��E�����«-.�,�D��� /9�o	,��/1�«/1�=:;�[��~�� M ��E
���,-�E���F/9��F��>1��-.��F�3�<=�
61©�E��
��s��6;:��<=:;�[/9��s��E(	��/1�x��B;��-��I���.~��$/1� � � S �,� Sq ��E��,},��6�/1�Y/9�$¬3���=B;�Y����-i�\	C�
Ef� M �W��<[�\�W��6;w1<=���
E��^�CB9�1-.�,�.�.~�� M ��¬9�.��E���
X�>1��°

rs = rs−2 − qsrs−1

rs−1 = rs−3 − qs−1rs−2SSS
r3 = r1 − q3r2
r2 = g − q2r1
r1 = f − q1g.
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� � � � ���	� � ��� ��� � ��� � � ��� ��>
` ��-F�D�
E��1<=�[	C�[/1�/9� M �D>1�W��6�h���E���AX�>1�

s = 3
S q �E$¬1�
6���E����A��� �CB9�1-.�,�.�����I�

�	C�
E���/1�������>1�=6��.�GEf��61���
-.��°
r3 = r1 − q3r2 = r1 − q3(g − q2r1)

= r1(1 + q2q3)− q3g = (f − q1g)(1 + q2q3)− q3g
= f(1 + q2q3) + g(−q1 − q1q2q3 − q3).` ��-��.��6���� M
a = 1 + q2q3

�
b = −q1 − q1q2q3 − q3

S¯u ��	,�����«����-i��< M
�1-.�9	C�I/9��E���|/9�^]_��-i��E´��63��<
�����	C��E´�I���i����H�-.�=��/9���D>�¬����.�7�.>1�[}C�;�,�|����-.�
�,6�	C�6�.-.��-*��*�W��<
�=61©E��=���

a
�
b
S

, � ��� -�67� 	:7 � 7 � 7 ³ �  ��E
f(x) = 2x10 + x7 + x2 + 1

�
g(x) = x7 + 1�,E

Z3[x]
SPR ��E���P�,�.	C-.��:��,-0�

mdc(f, g)
	C�E|�^	C��E¥¬1�
6���},~��f<
�=61�I��-P/1�

f�
g
S `8�,<=�f��<=���-.�7�.E|�|��>3	C<
�
/9�I��61� M ���,E|���O���O�����>1�=6��.�,�*�CB9�1-.�,�.�����I��°

2x
10 + x

7 + x
2 + 1 = (2x

3 + 1)(x7 + 1) + (x3 + x
2)

x
7 + 1 = (x4 + 2x

3 + x
2 + 2x + 1)(x3 + x

2) + (2x
2 + 1)

x
3 + x

2 = (2x + 2)(2x
2 + 1) + (x + 1)

2x
2 + 1 = (2x + 1)(x + 1) + 0.g ����

mdc(f, g) = x+ 1
S + <=H,E{/9�[�.�D� M ����E����

x + 1

= (x3 + x
2) − (2x + 2)(2x

2 + 1)

= (x3 + x
2) − (2x + 2)((x7 + 1) − (x4 + 2x

3 + x
2 + 2x + 1)(x3 + x

2))

= (2x
5)(x3 + x

2) + (x + 1)(x7 + 1)

= (2x
5)((2x

10 + x
7 + x

2 + 1) − (2x
3 + 1)(x7 + 1)) + (x + 1)(x7 + 1)

= 2x
5(2x

10 + x
7 + x

2 + 1) + (2x
8 + x

5 + x + 1)(x7 + 1).+ �.�D�
E M ��¬9�.��E���OX�>1�
mdc(f, g) = (2x5)f + (2x8 + x5 + x+ 1)g

S
q �6��D�[/9�,-.��E|���O>1Ef���G/1��P�1-.����-��
�,/1�/9�,�PEf���[�P�
E��3�-D�i��6����I�L/9�

F [x]
°

���C���@���.� 
 ��� �9�����i�Y�� � ���7�������|����� S
� ���� ;����� 	:7 � 7 >�7 � d������-.�}�~��|w161�[	��Y/9�x�3�<=�
61©E|�
�� � �®�����

F
�9� �i��� � �	�

� ����� �C����� � ��� �������¥���
f ∈ F [x]

��� !��.��� � ���T��� ����� � �I���y���C�$�C�3�C�T���@� �i�����
f = af e1

1 fe2
2 . . . fek

k ,
���W���

a ∈ F # e1
#
e2, . . . , ek ∈ N

�
f1, f2, . . . , fk

���� � ��� �������¥�����$� �����
��i���t���T���i���9� �����C�[�t���������

F
� � �=���"���[�.��� #2�T�T�@� �C���@�����	
 ��^� �9�����i�\���f���W���

��^��������� ������C���@���.�T� �
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+ �1-.��:��2/1�,�D���b�.���-��,E�� M X�>1�2�D�,-.�2��E��=���[/1�O61�I���.�s<
�=:;-.� M 6�~��OHF	C��63���.-�>9?
���
:�� M >1Ef�y:��§PX�>1�L6�~��$]_��-.61�,	��0>1E(��<
���-��=��E��x����-.�x]������-.��-s�W��<
�=6�©�E��=��� S
R ��-.��E������<=�>16��vE�HC���9/9��������-i�«]������-.��-v�W��<
�
61©�E��
����D�¬1-.�c>1E 	C��-.�W�
4�61�=����61� q ���1²7�.>1<
��� S
U �1-���B9�=E��v-��I�D>1<=�.�/9�vE|�����.-.��X�>1�fX�>���<[X�>1��-t�[/9�,��<A��E

F [x]
H��1-��
69?

	C�
����< S + ]������-.�}�~���w161�[	���/9�p�3�<=�
61©E|�
��\�o�e�CB9�
�D��±,6�	C�[�«/9�«Ef��B9�
E��
/9�
:��[����-O	C�E$>1E¨�.~��f	���6����,X��1±,6�	C�[���*/9�,<=� S
�.���, ;�&� � 	:7 � 7 2 7 �®�����

F
�9� �i��� � � � � ��� ���

F [x]
���9� ���� ������� ��

�����i���[� � �T��� ��� � ���[� �������[� � �����C�[�����������@��# � ����� ������� �C�����x�����i���Q����\�3�9�=�
I���

F [x]
#F� ���[�T�@�t�9� �9�3���.� � ���7�������|���f� ���3���i�

f ∈ F [x]
�@��� �����

I = (f)
�

�¥���f���1�T����� 
 ��� ��` �,<=�tjAB9��E��1<
�f� S � S �� � � M �.��E���AX�>1�
F [x]

HO>1E /9��E�²
61�=�
/9���
6����,��-.�
/1�/9� S&³ �  �

I
>1E �[/9�,��<¥63~�� 6;>1<
� /9�

F [x]
S ³ �  �

f
>1E

�3�<=�
61©E|�
�pE�©�61�[	C��6�~��o	���6��D�.��6�.�Y/9�\E��,61��-y�-.��>e��E
I
S q <[��-i��E���6��.�

(f) ⊆ I
S ` ��-.�p�o��>9�.-.���
6�	C<
>��.~�� M ���  �

g ∈ I
S ` ��<
����<=���-.�7�.E|�o/��o/9�=?

:;�
�.~�� � � ���-��,E��Z� S � S � � M �I��	�-��,:���E����
g = fh + r

�6�/9�
h, r ∈ F [x]

�
grau(r) < grau(f)

S q ��E��
r = g − fh �,�D�.�\��E I

M �fE��
61�=Ef��<=�[/1��/1�$/9�
��-i��>v/9�

f
�
E��1<=�[	���X�>1�

r = 0
S ` ��-��.��6����

g = fh
�y���.���=E

I = (f)
S

` ��-.����>16��
	��
/1�/9� M �D>��3�61h���E����OX>��
I = (f̂)

M ��63/9�
f̂
Hy>1E"�3�<=�
61©�?

E��=�|E�©�61�[	C���D�¬1-.�
F
S jb6��.~��

f | f̂ � f̂ | f M E���*	C��E�� f � f̂ �.~��|��E$¬W��E�©�61�[	C��� M ��¬1����E����
f = f̂

S
�+ �����>1�=- M /9�
�.	C>1���
-��,E|���s���FX�>1�9	��=�,6�.�,�

F [x]/(f)
/9�¥��61��<®/9��2�W��<
�=6�©�?

E��=���
F [x]

�W��<
�$�[/9�,��<3���-i��/9�y�W��<
�$�W��<
�
61©�E��
�
f
S `b-��
E����
-�� M 	���E¥¬1�=63��6�/9�

� �,��-.��Ef���G� S � S � � �_� �A�f� S � S � M �¬9���,E���*�f�D�,��>1�
6����t-.�,��>1<7�i��/9� S
�.���, ;�&� � 	:7 � 7 ��7 � � �����

F
�9� �i��� � �«�

f
�9� � ��� �������¥���e� ���3���i����

!��.��� � ���i�������������������
F
� � �3� ��

F [x]/(f)
�x�9� �i��� � �����y�x�����f�C�3�n�G���

f�x���T���i���9� �����C�V���������
F
�

+ 4�E(/9�G/9�,�.	C-.��:��-.E��� ��F��<
��E��,6�.��s��E
F [x]/(f)

M :���E���s�CB9�1<
��-i��-
�f�D�,��>1�
6����t�CB9��E��1<
� S
,�� ��� -16$� 	:7 � 7 ? 7 mp��D��-i��-.��E���2X�>1�

F = R[x]/(x2 + 1) = {r0 + r1α : r0, r1 ∈ R
�
α2 + 1 = 0}.

`b-.�=E����
-.�Y��¬3�D�,-�:���E����PX�>1�
x2 + 1

H|�=-.-.�,/9>9�.²=:��< �D�¬1-.�
R
M <
�����

F
H|>1E

	C�-��W� S .0E �,<=�,E���6����G��²
�1�[	C�t��E
F
H
f̄ = f+(x2 +1)

��6�/1�
f ∈ R[x]

Sb³ �
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� � � � ���	� � ��� ��� � ��� � � ��� ���

grau(f) > 2
M �W��<
�f��<
���-��=��E��¥/��|/1�=:;�[��~�� M ���,E���OX�>1�

f = (x2 + 1)h+ r�6�/9�
r = r0 + r1x ∈ R[x]

S + �.���=E
f̄ = r + (x2 + 1)

S q ��E��
x2 + 1 ∈

(x2 + 1)
M �D�,��>1�PX�>1�

x2 + 1 = 0̄
�,E

F
SAg �����

f̄ = r0 + r1α
M ��6�/1�

α = x̄�x�W��-��.��6�.�
α2 + 1 = 0

S + �O���W��-i��}����I�s�,E
F
�������[��]���§��,E

f + g = f̄ + ḡ
�

fg = f̄ ḡ.mo���
�*��B9�1<=�[	C�=�.��E���6���� M
(a+ bα) + (c+ dα) = (a+ c) + (b+ d)α

�
(a+ bα)(c+ dα) = (ac− bd) + (ad+ bc)α.q �E|�

F
H0>1E(	C�-��W� M �x�W��-.��>16��.�y6����.>1-.��<�H°8	���E��y�W�;/1��E���2	���<
	�>1<
��-b�

�
6;:���-i���*/1�
f̄
���
r0
�
r1
6�~��0�.~��O��E¥¬3��� 6;>1<
���� + 	C�6����,	��bX�>1�

mdc(f̄ , α2+
1) = 1

S ` �,<=�\��<=���-.�7�.E|���,>�	C<
�
/1�,��6��f�,�D����63/9�
/1� M �I��	�-��,:���E����
f̄ ḡ + (α2 +

1)h̄ = 1
�O���.���=E

f̄−1 = ḡ
S � ��E¥¬3H,E M :�±�?n���s]��	C�
<=E��,6�.�OX>��

(a+bα)−1 =
(a− bα)/(a2 + b2)u �L��B;�,E��1<=�x�	C�
E�� M �D>�¬����.�7�.>1�
6�/9�

α
�W��-

i
M ��¬9�.��E��� X�>1�

F = R(i) =
C
S jbE{���,-.��< M ���,E���O�f������>��=6����t-.�,��>1<=�.��/1� S

� ���� ;����� 	�76� 7 � 7 �®�������
F
�9� �i��� � �«�

f
�9� � ��� ��� ���|���e� �������i�«���

!������ � ���T���������
n
���������

F
� � �3� ��c�c���W��� ����� �C�������@�

F [x]/(f)
� �,��\�����

��T�3���T���n�9�i���f�
{a0 + a1α+ · · ·+ an−1α

n−1 : a0, a1, . . . , an−1 ∈ F
�
f(α) = 0}.

R �,-��,E|���2>1E(�.�=�W�f�,���3�I	C�[��<5/9�x��B;����63��~��|/9�y	���-.�3��� S
6 �&/���"��"! � 	:7 � 77	�� 7 ³ �  �

K
>1Ef�|�CB;�.��6��.~���/9�f	C�-��W�

F
S .PE¨�,<=�,E|�,6����

θ ∈ K Hv��� !�I���T���.���C��C�.� F M �D�¥�CB9�
�D���¥>1E �W��<
�=61©E��=� f ∈ F [x]
�.��<AX>��

f(θ) = 0
S ³ �2���9/9���V���Q�,<=�,E���6������Q/9�

K
��~��L��<
��H,¬1-.�
	���V����¬�-��

F
M /9�=§,��E���

X�>1�y�|�CB;�.��6��.~��
K
/9�

F
HY��� !�I���T���.� S

³ >��3�61h���E����2X�>1�
θ
�D�  �¥��<=�H�¬1-.�[	C�¥����¬�-��

F
SA³ �  �

M
>1E¨�3�<=�
61©�E��
�

E�©�6��
	��e/1�pE|�,61��-Y��-i��>Z/1��6���-.�����9/9��������W��<
�=61©E��=���
f
�,E

F [x]
�i���[�

X�>1�
f(θ) = 0

S + 43-�Ef��E����GX�>1�
M
/9�=:;�[/9�fX�>���<[X�>1��-t�W��<
�=61©E��=�

f
	���E

�i��<2�1-���1-.�=�I/1��/9� S ¤L�Y]������ M �,�.	C-.��:��,6�/9�
f = qM + r

�6�/9�
grau(r) <

grau(M)
M ��¬1����E����LX�>1�

r(θ) = 0
S ` ��<[�\E��=6��=Ef��<
�[/1��/9��/9�^��-i��>�/9�

M
M

	���6�	�<=>1²
E���LX>��
r = 0

SPl �f:��,-��,E|���0X�>1�
M
H$63�\:��,-./���/9�xw16��
	�� S js�D�.�

�¬��D�,-�:��}�~��¥61��*E������
:����f�����>1�=6��.�t/1�C4�61�[}�~�� S
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6 �&/1�" ��! � 	:7 � 77	,	�7 ³ �  �
θ ∈ K >1E ��<
��E���6��.�o��<
��H�¬�-��[	C���D�¬1-.� F S�Uw161�[	C���W��<
�=61©E��=��E�©�61�[	C�
M ∈ F [x]

X�>1�x���-i�$���[/9�,��<
I = {f ∈ F [x] : f(θ) = 0}

Hx	ih���Ef��/1�¥� � ��� ��� ���|���Y�|�������f���A/9�
θ
����¬1-.�

F
S

£ ��>16��=E���O�����-.�¥�f	C��E��,6�i��-.�=����	��=Ef�¥�y�D>3���O	C�6����,X��1±�63	C�[��� S
�.���, ;�&� � 	:7 � 77	 � 7 � � �����

K
�9����� ���@���1����p�� �.��� � �

F
�
θ ∈ K �9��C�
�C�f�C�3�n����� !��,���T���i���C��C�.�

F
� � � ��� �������¥�����¥���3�������

M
���
θ
���������

F� ���i�i�9�s���t�C� !��9�����@�T� � �.� � �T���i������C� �
� S
M
�$���T���i���9� �������5���������

F
�

� S � � ���
f
�9� � ��� �������¥���^�C�

F [x]
� � ��� ���

f(θ) = 0
���y�G�����f�����@�G���

M
�����I�����

f
�

� S
M
��� �9�����i� � ��� �������¥���v� ���3���.�Y���������

F
���|�f���W��� !������o�@��� �����

M(θ) = 0
�

� S
M
�y� �9�3���.� � ���7�������|���f� ���3���i�����T���i���9� �������®���������

F
�C��� �[� �C� �,���W��

M(θ) = 0
�

¢ S �3�C�f��� �C���
grau(M)

�����I�����
[K : F ]

� � � � ���T�����C�9�=����#
grau(M) ≤

[K : F ]
� � �=���¡���[�i���,#

grau(M) = [K : F ]
���e���C���������@�����

K = F (θ)
�

�¥���f���1�T����� 
 ��� � R ��E���t�1-.��:���- � �,� S ¤L�C4361�=E����x>1E¶h���E���E���-�43��E��v/9���61H,�
�
ψ : F [x]→ K

�3�-
ψ(f) = f(θ)

S	� �,E|���sX�>1�
kerψ = (M)

S q �E|�
F [x]/(M) ∼= ψ(F [x])

Hp>1E /9��E�²
61�
�e/1�p�=6����,��-.�
/���/9� M �e�[/9�,��<
(M)

H
�1-.�=E��y�t���.�D�
E HLEf��B9�
Ef��< M �W��<
� � ���-��,E��\� S � S � � S .0Ef�¥��>9�.-.�y���1<
�
	,��}�~��/9��E��,��E|�|�.����-.��Ef�|/1�fX�>1�

M
Hx�
-�-.�,/1>9��²
:��,<5�D�¬1-��

F
S

³ ���>1�O/9�=-.�C�i��E���6��.�*/��G/1�C4�61�[}�~��G/1�2�W��<
�
61©�E��
�GE��
61�
E���<9�O/9� � �,�QX�>1�
� � ��� ��� �2���G:��-.�74W	���E S` ��-.�\�1-���:���- � ¢�� M ����E����PX�>1�

F [x]/(M)
H$>1E 	C�-��W�f�$H$�
����E���-�]_�\�

ψ(F [x])
M X�>1�L��6��.~��$/9��:�L����-

F (θ)
S � ���-��,Ef��� S � S ªy/1�yX�>1�

[F (θ) : F ] =
grau(M)

S ` �-D�i��6���� M �.��E���2X�>1�
grau(M)

/9�
:;�
/1�
[K : F ]

M �W��<[�$] ��-.E$>1<[�
/1��/��¥�W��<
� � �,��-.��Ef�^� S � S � °

[K : F ] = [K : F (θ)][F (θ) : F ].
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 � � � ����� � �

+ <=H,E /1�
�.�D� M
grau(M) = [K : F ]

�D�y�¥�D�E|�,6����$���
[K : F (θ)] = 1

S jbE
�>9��-i���2����<
��:;-i��� M

K = F (θ)
S

�` ��<
�
61©�E��
��®E��=6��=Ef���[�V/1�,����E��3�,61h���E >1E �����3�,<�]_>163/1��E���6��i��<�6��O������?
-.�
��/9�Y	��9/9�
����� Sou � ³ �I}�~���¢ S � M :���-.��E����y�p-.��<[��}�~�����6���-.�\�,�D���Y���
�3�c/9��W��<
�=6�©�E��=���G�|���t	��9/9�
���� � q 1 S + ³ �I}�~��v� S ¢YHf/9�,/9�[	��/1�v�Y�W��<
�=6�©�E��=���
E��
61�=Ef���
�0����¬�-��t	C�-��W��F4�61�=����� S
$ ��� � ���x���y����.��� � ���T� 
 �����.~��y>3���/9��s����-i�y/9�I��	�-��,:���-F	C��-.�W��A4361�7�.�� M

	���E���:���-.��E����F63�¥��-
��B9�
E��|���,}�~�� S
6 �&/���"��"! � 	�76� 7$	 � 7 ³ �  ��E
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∏
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p
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a, b ∈ S ��6��.~��
(a− b)q = aq + (−b)q = aq − bq = a− b

�
E��1<=�[	��fX�>1�
a− b ∈ S S `A��-.� b 6= � M ����E����

(ab−1)q = aq(bq)−1 = ab−1,

�[���.�oH M
ab−1 ∈ S

Scg ����
S
HY>1E´	���-.�3�p�v	C��6��.H�E ���9/1��$���$-.��²=§,�,�y/1�

xq − x
M ��>k�D�  � M

xq − x
]������-.��?n���^	���E��1<
�C�.��E���6�������E

S
S `8�-D�i��6���� M

S = F
�
F
Hx>1E"	C�-��W�$4361�7�.�\	C�E

q
�,<=�,E���6������ S

`A��-i�tE���D��-i��-2�x>161�[	C�[/1��/1� M �D�  �
F
>1E 	���-.�3�x4361�7�.�¥	���E

q = pn �,<=��?E���6��.�� S jb6��.~��
F
�.��E 	,��-i��	T�.��-.²
�D���[	��

p
�2	���6���H,E

Fp
	C��E��0>�E �D>1¬®	C�-��W�

�1-.�
E|� SAg ��Ef�^� S � S � �
E��1<
�
	,�|X�>1�
F
���  �|>1E{	C��-.�W�¥/9�x/9�I	C��E��W����
},~��|/9�

xq − x ����¬1-.� Fp
SFU � ����-.��Ef�v� S � S � � 	C�E|��<=���.�����1-.��:�� S

�³ �
p
Hx�1-��
E��f�

q = pn M ��6��.~��f�\	C��-.�W��/1�y��-i/9��E q
Hy/9��61���.�/9�f�3�-

Fq
S + �D�,��>1�
- M ���1-.�,����6��.��E|���s>�E��f	���6����,X��1±,6�	C�[�|/9� � �,��-.��Ef�Y� S � S � S

� ���� ;����� 	:7 � 77	�� 7 �®�����
q = pn � �®� f ���9� � ���7�������|���Z���T���i���9� ����������������

Fp
��� !������

n
�C�3� ��

Fq
∼= Fp[x]/(f)

S
js�D���s�
����E���-�43��E��s]_�-�61�I	C�A>1Ef�*Ef��6����
-.�O/9�A-.����-��I�D�,6�i��-®��5��<
��E���6������

6;>1E¶	���-.�3�^4�61�=���o	���E��v:���-.��E����L63� ³ �I}�~�� � S � S�U �D�,��>1�
6�����-��I�D>�<7�i��/9��i��E$¬WH�E"�D�,-.�¥>��.��/9��Ef���[�2�.��-./1� S
� ���� ;����� 	�7 � 7$	�	:7 �®�����

f ∈ Fq[x]
���T���i���9� �����C�Q���������

Fq
� � ��� ���p� ���[�T�@�

�9�f�\� ���@���1����¥�T��� � �=�C�$���
Fq
�C���W��\��� �b�3����� � ���x�9���|����� �$��

f
� � �=���

���[�.��� #b���
θ
�$�9�f�f����� �¥��

f
#F����� ���

Fq(θ) ∼= Fq[x]/(f)
�

U �p��>1¬®	C��-.�W���/9�«>1E�	���-.�3� 4�6��7�.� �3�9/9�,E ����-��1-.�,	C�[�.��E���6����«/9��?
�.	C-.�7�.�� S ` ��-.�¥�[����� M �1-.�,	��
�.��E����2/1�G>�E¨<
��Ef����<
��E���6��i��- S
� �&� � 	:7 � 77	 � 7 �®�������

R
�9� ���®�C�b�

r ∈ R �\�3� � ���;�����f�����C���
m
�
n��������� �����@�C���.��� � ���T��� �������y�@���[� �����

m | n � � �3� �� (rm − 1) | (rn − 1)
�

�|�C�f�����T� ���	
 ��	� ³ �
n = `m

M ��6��.~��¥�.��E���OX�>1�
rn − 1 = (rm)` − 1 = (rm − 1)

(
(rm)`−1 + (rm)`−2 + · · ·+ 1

)
,

�I���i��¬W��<
�,	C�,6�/9�f���.���=E(��<
��Ef� S
�
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Fq
�9� �i��� � � �b�3���n� �i���

q = pn �C�
�C�f�C�3�n��� �
� ��� ���f�n�I���|�T�����i��� � �Y��

Fq
�@���{������C�

pm #s���®��� m �y�9�"�����I�[�C��� � ��� ���� �����o��
n
���P���C� � ��� �.���������@� #O�C�

m
���9� �����,�[����� � ���T���������c���

n
#L����� ���

� ��[�T�@�$� �����n���������@�x�9�{�T�����.��� � �^���
Fq
�i���

pm �C�
�C�f�C�3�n��� �
�¥���f���1�T����� 
 ��� � ³ �

q = pn M �,6��.~��«X�>���<
X�>1�,-Y�D>�¬W	���-.�3� F /9� Fq
�.��E

��-i/9��E
pm 	���E 0 < m ≤ n S2³ � [Fq : F ] = `

M �,6�i~��
pn = (pm)` = pm` M�3�,<=� � ���-��,E��^� S � S � M �x������=E

m | n S£ �,	��=�1-.�9	���E|�,6���� M ���
m
He>1E /9�=:;�[�D�-��3���D�=���
:��k/9�

n
M �3�,<=� g �,Ef�

� S � S � � M �¬9���,E|���OX�>1�
(pm − 1) | (pn − 1)

�x������=E

(xpm−1 − 1) | (xpn−1 − 1),

�3�-�>1Ef���>9��-i�c���1<
�
	,��}�~��c/9� g �,Ef�Z� S � S � � M /9�I���i��:��§v61�«��61�,<
Fp[x]

S
¤P�I/9>1§,�=E���*X�>1�G���9/1�¥-i���
§G/9�

xpm − x HG>�E��¥-i���
§G/9� xpn − x = xq − x���3�-D�i��6����v���9/1�v-i���
§|/1�
xpm − x �W��-����,6�	C�\� Fq

SY³ ���>1�fX>��
Fq
/9��:�

	C�6�.��-8>1E 	���-.�3�t/9�*/9�,	���E��3���D�[}�~��L/9�
xpm−x ����¬�-�� Fq

S � ����-.��Ef�$� S � S ª�=E��1<
�[	���X�>1�t�.��<5	C��-.�W��/1�t/1�,	C�E��3���D�[}�~��|	���6����,61h��
pm �,<=�,E|�,6����� S`8�-D�i��6���� M �CB9�[���.�2��B1���.��E���6����*>1E �D>1¬®	C�-��W�t	C��E
pm �,<=�,E|�,6����� M 	���-D?��	C����-.�
§,��/1�$�W��<[���O-i��²
§��I�2/1�|�W��<
�
61©�E��
�

xpm − x ��E Fq
S

�

,�� ��� -16$� 	:7 � 77	�� 7
� S q �E|�$��2/9�=:;�[�D�-��I�A�W����7�.�=:��s/1�

10
�.~��

1
M
2
M
5
�

10
M ���s��>1¬W	���-.�3���

/9�
F210

��~��
F2
M
F22

M
F25

�
F210

S
� S

F318

�.��E"	C�
6�	C�\��>1¬®	C��-.�W��2�1-����1-.�=����°
F3
M
F32

M
F33

M
F36

�
F39

S
U �*�CB9��E��1<
��O�	C�
E��|�I���i~��|�=<
>��D��-i��/9���*6���dQ�
��>�-.�^� S � S
U 6���.�D�o��-
��B9�
E|�p�3���.�D�pHv/9�C4�6��=-¥�� �i��� �T��!��������v/9�Y>1Eµ��<
��E���6����

6;>1E¨	C�-��W�|4�61�=��� S
6 �&/1�" ��! � 	:7 � 77	 > 7 ³ �  ��E

Fqm

>1Ef�$�CB;���,6���~��$/9�
Fq
�
α
>1E ��<
��E���6����

��E
Fqm

SLU �P��<
��E���6��.��
α, αq , αq2

, . . . , αqm−1 ��~��Y	ih���E��/9��*���8�i��� �T� �!������x/1�
α
	C�E(-��I�D�W���=���f�

Fq
S

+ ����Ef�v/9��t	���6  >1����/9���L/1�
α
��-��9/9>1§|>1Ef�^]_>16�},~��v�,���3�I	C�[��< E$>1�=���

>��.��/1�¥6����1-i���.�
	,� S8R ��-.��E���O��<=�>1Ef���*/9�,�.�.���O����<=�[	��}C�;�,�2Ef���[�O��/9�[��6��.� S
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F39

F318

F33

F22 F25

F3

F36

F210

F2

F32

d8�
��>1-i�v� S ��° ³ >1¬®	C�-��W��O/1�
F210

�
F318

S

6 �&/���"��"! � 	�7 � 7$	 2 7 `A��-i�«	��/1�
α ∈ Fqm

M � � ���	
I��/9�
α
�D�¬1-.�

Fq
H

/9��4�61�[/9�f�W��-

TrFqm /Fq
(α) = α+ αq + αq2

+ · · ·+ αqm−1

.

+ �1-���B9�=Ef�y��-���3���D�[}�~��¥	C�6���H�E(��<=�>1Ef���2�1-.���1-.�
�,/1�/9�,�2/9�|��-i��}��¥	C��?
E��f	C�6��D�IX��1±�6�	��
��*/9�� g ��Ef���t� S � S � �f� S � S � S
3  ;�,- �,�'"��"! � 	�7 � 7$	 � 7 � � �����

Fqm

�9���v� ��@�C����������
Fq
#
α, β ∈ Fqm

�
a, b ∈ Fq

� � �3� �� �
� S

TrFqm /Fq
(α) ∈ Fq

�

� S
TrFqm /Fq

(aα + bβ) = aTrFqm/Fq
(α) + bTrFqm/Fq

(β)
�

� S
TrFqm /Fq

�x�9�f��� �.���1� �C���T���	
 ��f� ���®�.���y���
Fqm

�C�
Fq
#s���®���

Fqm�
Fq
���� �I�[�T�n�����.�����v�C� � � 
���� �����n���T�����[�x���������

Fq
�

� S
TrFqm /Fq

(a) = ma
�

¢ S
TrFqm /Fq

(αq) = TrFqm /Fq
(α)

�
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u �I���.�G	,���1²=��>1<
� M /1�
�.	C>9�.�=-.��E����F¬�-��,:���E��,6�.�L��2	���E��1<
�CB9�[/1��/9�I�*	C��E��1>1�.��?	C�
��6����
�A/����A������>��=6����I�A���W��-i��}��;�,� ��-.�7�.E�HC���[	��� ��E 	C�-��W��84�6��7�.��,°Q��/1�
},~�� M
E$>1<=���
�1<
�
	,��},~�� M ��B;�W��6���6�	��
�}�~��^�f	���<[	C>�<=�v/9���=6;:��,-.���� S + �t�[/9H,�
��G/1����<7?
��>163�*E|H����9/9���O�D�,-.~��|���1-��I�D�,6��.��/���� S
q ��-.�3���24�61�=����0��]_��-.�,	���E"� �3�CB9�=¬��=<
�
/���/9�$/1�yX>��y�D�,>��O��<
��E��,6�.��*�W��?

/9��E"�D�,-O-��,�1-.�,����6��.�/9��*/9�xEf��6����
-.��2/1�7]_�,-��,6�.�,� S ¤L���W��6�/9�,6�/9�\/1����3�,-D?��},~��L��-��=��E�H����[	�� M >1Ef�P-.���1-.�,����6��i��}�~��P�W�9/9�O�D�,-8Ef���
�A	���6;:��,61�=�,6����F/1�tX�>1�
��>9�.-.���,E"����-.E���G/9�$	�>����.��G	C�E|��>9�.�	C�
��6����
� SOR ��-.��E���0��-.±,�0]_��-.E���P/9�
-��,�1-.�,����6��.��-b>1E(�,<=�,E|�,6����|6�>�E(	C��-.�W�y4�61�=��� S + �2���W��-i��}��;�,�s��-��=��E�H����[	����
�D�,-.~��Y/9�[��	�>9���[/1��x/9�|�	C�-./9�v	C�Ez	���/��\�.�=�W�p/9�¥-.����-��I�D�,6�i��},~���°0����-i��:�HI�
/9�G>1E(�W��<
�=61©E��=� M >�E ��<
��E���6����|�1-.�=E��=���
:��¥�G>�E ��<
��E���6����|61�-�Ef��< M 6����
³ �,}��;�,� � S � M � S � � � S � M -.�,���3�I	T�.�=:���E��,6�.� S
K 6�/9���W��63/9��6����,E���6����O/1�L-��,�1-.�,����6��.�}�~��O�,E X�>1�,�D�.~�� M �G��-.�7�.E|H����[	��P��E

Fq
/9���W��6�/1��-i�^/1�v��-.�=��E�HC�.�
	,�Y�,E

Fp
M ��6�/1�

p
H��v	,��-i��	C����-.²[���.�
	,�\/9�

Fq
S

g �,E$¬1-i��E����X�>1�
Fp
∼= Zp

M �6�/9�p�«��-.�7�.E�HC���[	��cH�]_���=�.�eE �9/9>1<
�
p
S +

�1-.�;	�>1-i�^�W��-x�
E��1<
��E���6��.�}C�;�,�y�C43	��=�,6�.�,�y/1�\���W��-i��}����I�GE �9/9>�<=�
p
Hf�
69?

���,6����P�2/1�2�-.��6�/9�F�=E��W��-�����63	C�[� SVu �L�,6�i��6���� M 6�~��G��� /9�[��	�>9���
-.��E���Q61�,�D���
<=�
:;-�� M �3��
� �,<
��V61��� /9�,��:;�
��-��[��E¯/9�G61��.���P��¬  �C���
:�� M X�>1�FH2E���D��-i��- �L��-��=�D?
E�HC���[	��x���t61²=:��<�/����A��B��.��6����;�,�b/1�0	C��-.�W��84�61�=����� M ��E ���,-.��< S + 	C�E|��<=��B�?
�
/���/9�*/9�O>1Ef�G���W��-i��},~��P�,E

Fq
�3�9/9�0����-A/1�/1�L��E �.��-.E��� /9�t6;w1E���-.�G/9�
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p
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� � ¢ � M �W��-O��B;�,E��1<=� Su �,�D����<=�
:;-�� M �,�D�.��-��,E���G	C��63�D�[/9��-i��63/9�^�p	,�����^Ef���[�t���,-.��<8/1�\	C��6��i��-
��b���W��-i��}��;�,�A�,E

Fqn
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Fq
S jsE ����-����[	C>1<[��- M

q
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f
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N
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R
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f
H
O(g)

���P�CB9�[���.��E 	C�6��D�.��6��.�,�
C ∈ R+ � n0 ∈ N�i���[�FX�>1� |f(x)| ≤ C|g(x)| ����-.�G�.�;/1� x ≥ n0
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§��,E|���FX�>1�
f
H
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M ���

f
H
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�
g
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O(f)
S
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	��� � 
 ���525. ��� 2�	��
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� � ���-��,E�� � S � S � � M �.��E���cX�>1�

Fqn ∼= Fq [x]/(f)
M ��6�/1�

f
HZ>1E
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�=6�©�E��=�$�=-.-��I/9>9�.²=:��<�/9�L��-i��>
n
�D�¬1-.�
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n
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g ≡ r (mod f)
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§��I� ��E
F2
S g ���� M �W��<
�xjAB9��E��1<
�f� S � S ª ��� � M �t�W��<
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x + 1
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x + 1
M �W��-Y�CB9��E��1<
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x(x+ 1) = x2 + x ≡ 1 (mod f)
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+ 0 1 x x+ 1
0 0 1 x x+ 1
1 1 0 x+ 1 x
x x x+ 1 0 1

x+ 1 x+ 1 x 1 0

· 0 1 x x+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 x x+ 1
x 0 x x+ 1 1

x+ 1 0 x+ 1 1 x
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F8
:;�
�D���y	���E��

F2[x]/(x
3 +x+1)
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M �W���[�2����E{��-i��>

3
�G63~����3������>1� -i��²
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	C�E|��<=��B;�[/1�/9�x	C��E��1>1�.��	��=�6���< /9�I���i���*��3�,-.�}C�;�,�2>��.��6�/1�|E�H����9/9��P/9�=-.�C?
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+ 0 1 x x + 1 x
2

x
2 + 1 x

2 + x x
2 + x + 1

0 0 1 x x + 1 x
2

x
2 + 1 x

2 + x x
2 + x + 1

1 1 0 x + 1 x x
2 + 1 x

2
x

2 + x + 1 x
2 + x

x x x + 1 0 1 x
2 + x x

2 + x + 1 x
2

x
2 + 1

x + 1 x + 1 x 1 0 x
2 + x + 1 x

2 + x x
2 + 1 x

2

x
2

x
2

x
2 + 1 x

2 + x x
2 + x + 1 0 1 x x + 1

x
2 + 1 x

2 + 1 x
2

x
2 + x + 1 x

2 + x 1 0 x + 1 x

x
2 + x x

2 + x x
2 + x + 1 x

2
x

2 + 1 x x + 1 0 1
x

2 + x + 1 x
2 + x + 1 x

2 + x x
2 + 1 x

2
x + 1 x 1 0

· 0 1 x x + 1 x
2

x
2 + 1 x

2 + x x
2 + x + 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 x x + 1 x

2
x

2 + 1 x
2 + x x

2 + x + 1
x 0 x x

2
x

2 + x x + 1 1 x
2 + x + 1 x

2 + 1
x + 1 0 x + 1 x

2 + x x
2 + 1 x

2 + x + 1 x
2 1 x

x
2 0 x

2
x + 1 x

2 + x + 1 x
2 + x x x

2 + 1 1
x

2 + 1 0 x
2 + 1 1 x

2
x x

2 + x + 1 x + 1 x
2 + x

x
2 + x 0 x
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2

x
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2 + x + 1 x
2 + 1 x 1 x

2 + x x
2

x + 1
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a
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b
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Fqn

-��,�1-.�,����6��.�/9��s�3�,<=���*�3�<=�
61©�E��
��
a(x) =

∑`
i=0 aix

i � b(x) =
∑m

j=0 bjx
j �,E Fq[x]

M -.�,���W�,	T�.�=:���E|�,6���� M �6�/9�
` ≥

m
S ³ >1�W��61h3��E���Q�D�,EN�W��-i/1�0/1�s���,61��-i��<
�[/1��/9�bX�>1�

`,m < n
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�
61©�E��
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a(x) + b(x) =
∑̀

k=0

(ak + bk)xk,

��6�/1�
bm+1 = · · · = b` = 0
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a(x)b(x) =
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k=0 ckx

k M ��63/9�

ck =
∑

0≤i≤`

0≤j≤m

k=i+j

aibj .
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E�HC���9/9�y��-i��/9�[	C�
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�
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	C��E
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O(`2)
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a
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grau(a) < grau(f)
M �.��E���0X�>1�

mdc(a, f) = 1
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�
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61©�E��
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m = `/2

M �I��	�-��,:���E����
a(x) = A1(x)x

m +A0(x)
�

b(x) = B1(x)x
m +B0(x),�6�/9�

A1(x) = a`−1x
m−1 + · · ·+ am,

A0(x) = am−1x
m−1 + · · ·+ a0,

B1(x) = b`−1x
m−1 + · · ·+ bm,

B0(x) = bm−1x
m−1 + · · ·+ b0.+ �����=E M �.��E���OX�>1�

a(x)b(x) = A1(x)B1(x)x
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m
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�v�1�=�-L	�>����.�^/9�|E$>�<7�.�=�1<
�[	���-t/9��
�L�3�<=�
61©E|�
��G/9�|��-i��>
` − 1

S
js�D���y	�>��D����Hy/1��/1�|�W��<[�|-��I	C�-�-.±�6�	��
�

T (1) = 1,

T (`) = 4T

(
`

2

)

+ C1`, ` = 2k > 1,
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S � ��Ef��E���

2` + 1
��<
��E���6��.�� M
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O(`)

��3�,-.�}C�;�,� �,E
Fq
Sb³ �0���1<=�[	���-�E���� �yE�HC���9/9�¥/9� 10�-�6���-

����-.�e��:���<
�[��-��3�<=�
61©E|�
��
a
�
b
61�����3�6�����
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�.�D� M >1Ef�v�=E��1<
��E���61?

�i��}�~��f/9�=-.�C�i�f/9�\��<
���-��=��E���/9�y�
6�����-.�W��<[��}�~��|/1� g ���-.��61���L�.��E$¬WH�E"�1-.��?
/9>�§��
-��[�|>1E{	�>����.�\/9�

O(`2)
S + �����
E M 6�~��|���,-�²[��E����*61��61h;>1Ef��:���6��i�����,E
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M �6�/9�
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HL>1E
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“
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i
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∏
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i
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��E���
g1 ≡ g (mod f), g2 ≡ g2

1 (mod f)
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g4 ≡ g2
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4
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S ` ��<
�^�.���-��,E���/9�f�I���.-�>1��>1-i�^/1�
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��61��b4�61�=����� M ���,E|���FX�>1�
F∗

q
∼= Zn1 ×Zn2 ×· · ·×Znk

M �6�/9�
n1 ≥ 2

�
n1 | n2 | · · · | nk

S ` �-D�i��6���� M �.��E���tX�>1�
ank = 1

����-i�f�.�9/9�
a ∈ F∗

q
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F∗
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S
�
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:��t/9�

Fq
S jb6��.~��

F∗
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E|�=���
:��o/1�

F13
S ` ��-y�>9��-.��<
�/9� M ���,E|���

X�>1�
21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 3, 25 = 6, 26 = 12,

27 = 11, 28 = 9, 29 = 5, 210 = 10, 211 = 7, 212 = 1,�>����  � M
2
Hx>1E"��<
��E���6��.�f�1-��
E��7�.�=:�f/9�

F13
S q ��E��

φ(12) = 4
M h��|��-.±,�

�>9��-.�� �,<=�,E|�,6�����b�1-��
E��7�.�=:��A/9�
F13
M �x�.��¬W��- M

25 = 6
M
27 = 11

M
211 = 7

S
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��2 � ��� � � � � � � � ��� � � � ��� � � ����������� 
 � � � �����

u ��	������$�,E(X�>1�
q
HLE¥>1�7�.�¥�-.��6�/9� M �¥E�HC���9/9��/9�I��	�-��=���|��	C�
Ef�$63~��$H

E$>1�=���^	C��6;:��61�
��6���� SOu �\:��-i/1��/1� M ���=6�/��f6�~��^�D�$	���61h��,	C�$>1E ��<
����-.�=��E��
/9�b�.��E��W�P�W��<
�=61�E��
��<�,E

log q
�3��-i�O�0�1-.��¬1<
��Ef�0/1�F�,6�	C�6�.-.��-5��<
��E��,6�.��

�1-.�=E��=���
:��� SvR ��-.��E���x63�o�D�I}�~��o�D�,��>1�
6����f����<=���-.�7�.E|�p/9��rt��>��.�yX�>1�\H
�C43	��=�,6����t����-i�

q
�W�,X�>1�,61� S+ �f-��,�1-��I�D�,6��.��-.E���2>1E"��<
��E���6��.�f6�>�E"	���-.�3�|4�61�=���^	C��E��f>1Ef���W��?

��±,6�	C�[�\/9�¥>1E ��<
��E���6����Y�1-��
E��7�.�=:� M ���0��3�,-.�}C�;�,�P/9�yE$>�<7�.�=�1<
�[	���},~�� M ��B�?
�3�61��63	C�[��}�~��0�F	,��<[	C>1<
�L/1�F�
6;:���-i����V�.~��0]���	C�
<
E|�,6����2-��I��<
�=§I��/1�� S `b-.�
E|�,�=-i��?
E���6���� M <
��E¥¬1-i��E���2X�>1� M �W��<
� g ��Ef�^� S � S ¢ M �D�

a > q− 1
�,6�i~��¥�3�9/9�,E|���

���E���-
r
�.��<bX�>1�

r ≡ a (mod q − 1)
�

0 ≤ r < q − 1
����-.�^��¬9�.��-.E���

γa = γr M �3��-i�y�.�;/1� γ ∈ Fq
Ss³ >1�W��61h3��E���OX�>1�

γ
Hx>1E(�,<=�,E���6������1-.�=E|?

�7�.�=:�p/9�
Fq
S `A��-.���vE$>1<=���
�1<
�
	,��},~�� M ���,E|���xX�>1�

γaγb = γa+b S `A��-i�^��CB9�W��61�,6�	C�[��},~�� M �.��E���PX>��
(γa)k = γak ����-.�¥�.�;/1� k ∈ Z

S jbE ����-����[	T?
>1<[��- M ����-.���o	,��<[	C>1<
�o/9�\�
6;:���-i���� M ���,E|���yX�>1�

(γa)−1 = γ−a S�³ �,E��1-��X�>1�O�y�CB9�W�;��6����*]_�-sEf���
��-bX�>1�
q−1

M �W�9/9��E����A��¬9�.��-s�y-��I/9>�}�~��tE �9/9>�<=�
q − 1

/9�
�.	C>1���[/1�f��	��=Ef� S
,�� ��� -16$� � 7 � 7 � 7 U ��<
��E��,6�.�

γ
	C��-.-.�,���3�6�/9��6��.�|���v�W��<
�
61©�E��
�

1 + xHo>1E �,<=�,E|�,6���� �1-.�
E|�=���
:�����E
F16
∼= F2[x]/(x

4 + x + 1)
S ¤P��]������ M

���,E|���^� ������>��=6������.��¬3�,<
� /1���^�W����±,6�	C�[���v/9�
γ
 >16��.��E��,6�.��	���E¡��>����

-��,�1-.�,����6��.�}C�;�,�F�3�<=�
61�E|�[���[� S
�W����±,6�	C�[��/9�

γ
�3�<=�
61©E|�
�

1 1
γ x+ 1
γ2 x2 + 1
γ3 x3 + x2 + x+ 1
γ4 x
γ5 x2 + x
γ6 x3 + x
γ7 x3 + x2 + 1
γ8 x2

γ9 x3 + x2

γ10 x2 + x+ 1
γ11 x3 + 1
γ12 x3

γ13 x3 + x+ 1
γ14 x3 + x2 + x
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� � � � � � � � � � � � � �������� � � � � � � � � ��� � �
`A��-i�f�
<=>3���.-.��-�E���P���0��3�,-.�}C�;�,�P��-.�7�.E|H����[	���O>��.��6�/9�Y�Y��<
��E��,6�.�\�1-.�=E��=?
�.�=:�

γ
M 	���<
	�>1<[��E���,°

� S
γ7γ14 = γ21 = γ6 'F�[�D����HvE¥>1�=����E����
�|-i���1�[/9��/9��X�>1��	���<
	�>1<[��-
[(x3 + x2 + 1)(x3 + x2 + x)] (mod x4 + x+ 1)

'
� S

(γ13)−1 = γ−13 = γ2 '3�
�D���fHxE¥>1�7�.�\Ef���[�*-.���1�[/9�\/9�\X�>1�y	���<
	�>1<[��-
(x3 +x+1)−1 (mod x4 +x+1)

>��.��6�/1�y�$��<
���-��=��E��x�,>�	C<
�
/1�,��6��
�,�D���,6�/9�[/9� '

� S
γi = γ3 ����-.�|�.�;/1� i �i��<8X>�� i ≡ 3 (mod 15)

'��[�D���\H¥E$>1�=���\Ef���
�
-.���1�[/9�L/9�tX�>1�*	���<[	C>�<
��-

(x+1)318 (mod x4+x+1)
M �W��- �CB9��E��1<
� S

��� ����� ����� � � � 
�� � � ��� 
 ��� �
+ �1-��I�D�,6��.��-.��E���� >1E¯��<
���-��=��E��O/9�,����6;:��<
:��[/9�O�W��- rt��>��.�5����-.�*�,6�	C�6���-i��-
�,<=�,E|�,6�����¥�1-.�=E��=���
:���� M X�>1�^H^��43	C�
��6��.�v���3�,6����¥����-i�

q
�3�IX>���61� S js���.�

��<=���-.�7�.E|��]_�-�61�I	C�p>1Ef�«���,X��1±,6�	C�[�«/9�o�,<=�,E|�,6�����
α1, α2, . . . , αi ∈ Fq�i���[�OX>��

ord(α1) < ord(α2) < · · · < ord(αi) = q − 1.

� 6����� ;":�'��� � 7 � 7 > 7 � rt��>��.� �
�������
	���������������

i = 1 ��� ����� α1 ∈ F∗
q ��� �����
	 � t1 = ord(α1) �

�"!#� � � ti = q−1 $ ��	�%�&�')( �+*�� ��, ������-��+	�%�'
αi .0/ -�������-��+	�%�'

(�*��1-2��%��
3�' �
�"4#�65���7+'8+'+	�%�*�9�*���' $ � 7�+'���: � / -;�����
-��+	�%�'

β ∈ F∗
q $=< / �0	 &�'

7+����� / -��0( '�%�>�	�����@?��
αi �

� ����� s = ord(β) �A� � s = q − 1 $ ��	�%�&�'B��%�*��
C / � αi+1 = β $����D+�
i = i+ 1

�0( ��*�� �
�FE��HG�	�+'+	�%�*��

d
�
e
%��#��7 < / � d | ti $ e | s $ de = mmc(ti, s)

�
mdc(d, e) = 1 �I� �����
- αi+1 = α

ti/d
i βs/e �

ti+1 = mmc(ti, s) �J ��D+�
i = i+ 1

��3�90( ��*��B'0( � 7�7+'�! �
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 � � � �����

³ ���>1��E¨��<=�>16��O	���E���6��.��-��
��*����¬1-.�G����<=���-.�7�.E��|�	C�
E�� S
� '1���& #= ����� �&���
� � � u �y�����.���t� M �.��E���bX�>1�

s - ti
M� �xX�>1�O�.�9/1���b��b����<
>�}C�;�,�A/1�

xti = 1/9�,:��,E ����- �3����±,6�	C�[���b/1�
αi
M �
β
6�~��tHO>1Ef�G�W����±,6�	C�[�x/9�

αi
SAg ���� M

�
mmc(ti, s)

Hx>1E{E$w9�.�=�1<
�f/9�
ti
X�>1�xHtEf���
��-0X�>1�

ti
S

� ¬ � u �Y�������� � M >��.��E���P�f]����.�^/9�|X>�� M /1��/9���P/9��
�L�
6�.���
-����
ti
�
s
M H

�W��.�D²
:��,<A��6�	���6���-i��-
d
�
e
�.���[�xX�>1�

d | ti
M
e | s M mdc(d, e) = 1

�
mmc(ti, s) = de

� �CB9�,-.	�²
	��=�&� S
, � ��� -�67� ��7 ��7 2 7 q ��E��

mmc(12, 15) = 60
M >1Ef�e�W��.�D²
:��,<O�,�D?

	���<
h��\H
d = 4

M
e = 15

M �vX>��
4 | 12

M
15 | 15

M
mdc(4, 15) = 1

�
4 · 15 = mmc(12, 15) = 60

S
� 	�� u ���3���.�D� � M ����E����fX>��

ord(αi+1) = mmc(ti, s)
S q �E �C]_�,�7�.� M

	���E��
αi
����E"��-i/9�,E

ti
M ��6��.~��

α
ti/d
i

���,E¨��-i/9�,E
d
S q ��E��

β
���,E

�-./9�,E
s
M
βs/e �.��E{��-i/9��E e

S ` ��-O��>1��-.�|<[��/1� M >��.��63/9���������-��,Ef�
�o�����>1�
- M �o�1-.�9/9>9���c/9�

α
ti/d
i βs/e ���,E �-./1��E de = mmc(ti, s)

MX�>���6�/9�
d
�
e
�.~��|-��,<
�����
:���E���6����t�1-.�=E���� S

�.���, ;�&� � ��7 ��7 ��7 �®�������
ord(α) = m

#
ord(β) = n

�
mdc(m,n) = 1

�
� ��� ���

ord(αβ) = mn
�

�¥���f���1�T����� 
 ��� � ³ �  �
ord(αβ) = `

S jb6��.~��
1 = (αβ)` = (αβ)`m = α`mβ`m = β`m,

 �eX>��
αm = 1

S + �.�D�
E M
β`m = 1

�p	���E��
ord(β) = n

M ���,E|���fX�>1�
n | `m S q ��E�� mdc(m,n) = 1

M �����>1�xX>��
n | ` S³ �=E��
<
��-�E��,6�.� M ���,E���GX>��

m | ` S q ��E$¬��=6���6�/9�\���L	���E���6��i��-.�=���0��69?���,-��
��-.�,� M ����E����OX>��
mdc(n,m) = 1

M
m | ` M n | ` M mn | ` = ord(αβ)

S
£ �,	��=�1-.�9	���E|�,6���� M

(αβ)mn = αmnβmn = 1
��������
E¡���,E���oX�>1�

ord(αβ) | mn S `8�-D�i��6���� mn = ord(αβ)
S

�U ��<=���-.�7�.E|�x/9�Prt��>��.�A���,-.�t��>�	C�I�����=:���E|�,6����*��A�,<=�,E���6������
αi+1

	���E
��-i/9��E

ti+1 = mmc(ti, s)
MW �oX�>1�

αi+1 = α
ti/d
i βs/e M ord(α

ti/d
i ) = d

M
ord(βs/e) = e

�
mdc(d, e) = 1

S ` �-D�i��6���� M �������-��,Ef�|��6�����-.�
��-O���-.��6����
X�>1�

ord(αi+1) = de = mmc(ti, s)
S
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� � � � � � � � � � � � � �������� � � � � � � � � ��� � �

+ <=H,E{/9�[����� M 	���E����
mmc(ti, s)

Ht>1E{E$>1<=���
�1<
�\/9�
ti
�xHtEf���
��-0X�>1�

ti
M �3�-.X�>1�

s - ti
M �W��<[� U ¬�����-.:���},~�� � � � M �I���.�¥�1-.�9	C�I�����Y����E��1-.�y���,-�E��
6��	���E(>1E{��<
��E���6��.�|��-��
E��7�.�=:� S

, � ��� -�67� � 7 � 7 ? 7
� S*R ��E���O	���6����[/9��-i��-

F∗
7

S
� �,� � ��Ef��E����

α1 = 2
S js6�i~��

α2
1 = 4

M
α3

1 = 1
S + �����=E M

t1 =
ord(α1) = 3

S
� � �

t1 6= q − 1 = 6
� � �\js�.	C�<=h���E���

β
/9�=]_��-.��6����|/9�$>1Ef�f�W���.±�6�	��
�^/9�

α1
S ¤P�
���E���

X�>1�
β = 3

°
β2 = 2

M
β3 = 6

M
β4 = 4

M
β5 = 5

M
β6 = 1

S+ �����=E M
ord(β) = 6

S ` ��-�� M
β = 3

Hx>1E¨�,<=�,E���6������1-.�=E��=���
:�� S
� S0³ �  �

F∗
52

/9�C4361�
/1�\	C��E��
F5[x]/(x

2 + 3)
S

� �,� � ��Ef��E����
α1 = x

S jb6��.~��
α1 = x

M
α2

1 = x2 = 2
M
α3

1 = 2x
M

α4
1 = 2x2 = 4

M
α5

1 = 4x
M
α6

1 = 4x2 = 3
M
α7

1 = 3x
M
α8

1 =
3x2 = 1

S + �.�D�
E M
t1 = ord(α1) = 8

S
� � �

t1 = 8 6= q − 1 = 24
S

� � �\js�.	C�<=h���E���
β
/9�=]_��-.��6����x/9�t>1Ef���W���.±�6�	��
��/9�

α1
S ¤L�=����E��� M

β = x + 1
°
β2 = x2 + 2x+ 1 = 2x+ 3

M
β3 = 2x2 + 3 = 2

M
β4 = 2x+2

M
β5 = 2x2 +4x+2 = 4x+1

M
β6 = 4x2 +1 = 4

M
β7 = 4x+4

M
β8 = 4x2 +3x+4 = 3x+2

M
β9 = 3x2 +2 = 3

M
β10 = 3x+3

M
β11 = 3x2 +x+3 = x+4

M
β12 = x2 +4 = 1

S
jb6��i~��

β = x+ 1
���,E¨��-i/9�,E � � �

12 6= q − 1 = 24
S

�_� �
α1 = x, ord(α1) = t1 = 8

'
β = x + 1

M
ord(β) = s = 12

S
`b-.�,	��
�.��E����

d, e
�i���[�PX�>1�

de = mmc(t1, s) = mmc(8, 12) =
24
M
mdc(d, e) = 1

M
d | t1

�
e | s S � ��E���OX�>1�

t1 = 8 = 2 · 2 · 2, s = 12 = 2 · 2 · 3.
+ �����=E M ���,E���2X>��

mmc(8, 12) = 2 · 2 · 2 · 3 � mdc(8, 3) = 1
S

� ��Ef��E����
d = 8

�
e = 3

S0g ���� M ��6�	���6���-i��E����
d | 8 M e | 12

M
mdc(d, e) = 1

�
mmc(t1, s) = de = 24

S js6�i~��

α2 = α
t1/d
1 βs/e = α

8/8
1 β12/3 = α1β

4.
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 � � � �����

K ���.��H
α2 = x(x+ 1)4 = x(2x+ 2) = 2x2 + 2x = 2x+ 4.

` ��-��.��6��.� M
α2 = 2x + 4

���,E ��-i/9��E
de = mmc(t1, s) =

mmc(8, 12) = 24 = q − 1
S*g ���� M

α2
Hy>1E"��<
��E���6����f��-��
E��7?

���
:�����E
F5[x]/(x

2 + 3)
S

R ��<=�.��-.��E����v���Z��-��¬1<=�,Ef� /1���,6�	C�6���-i��-v��<
��E���6��������1-.�=E��=���
:���v6��
³ �,},~���� S � S

� *�� � ��� � �3. � �+4 . �	� � 	+254
u �I���i�|���,},~�� M 	���6����[/9��-i��E���F¬���D�I�s]_�-�Ef�/1���2�W��-O>1E{��<
��E���6����

α ∈ Fqn�x�D�,>��O	C�6  >1��/9��2����-.�
Fqn

����¬1-.�
Fq
S

6 �&/1�" ��! � ��7 � 77	:7 ³ �  �
α ∈ Fqn

S .0Ef�v�.�����x�W���T�����/9�
Fqn

�D�¬1-��
Fq
H

>1Ef�y¬���D�G/1�$]_��-.E��
N = {α, αq , . . . , αqn−1} SAu �,�D���t	������ M /9�
§��,E|���FX�>1�

α
HL>1E¶���=���������@�|�W���T������/1�

Fqn

����¬1-.�
Fq
�GX�>1�

α
!�����L�$¬3�����P61�-�Ef��<

N
SsU �*��<
��E���6��.��*��E

N
�.~��f	ih���Ef��/9���F���(�i��� �T��!�������O/9�

α
S

+ /1�C4�61�[}�~��G�	C�
Ef�P�
6�/9�[	��G>1Ef�G��>9�.-.�PEf��61�,�=-i�L/1�2-.����-��I�D�,6�i��-Q��8��<
�C?
E���6������Q/9�*>1E 	C��-.�W�04�61�=��� S js<=�,E|�,6�����861�-�Ef���
�8��~��L/9�I�D�  ��/9���V�W��- �1-.��?
/9>1§,�=-.��E �
E��1<=�,E���6��.�}C�;�,�FEf���[�F-i�����
/1�� M �1-.�=63	C�
����<
E���6����G��E(���1<=�[	��}C�;�,�
��6�/1�v���CB9�W��61�,6�	C�[��},~��cHv6��,	C�I���.��-.�[��	C�E 	C�,-D�i��]_-.�,X��1±,6�	C�[� SZR ��-.��E���
�
�.���¥6�� ³ �,}�~�� � S � S � SU �b��<
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Fq

�
U 6;w1E���-.�$/9�L��<
��E���6��.�$61�-�Ef���[�A]_��3�I���i��¬W��<
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∏
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√
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 � � � 
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-.��E���8���Q���W��-i��}����I�V¬3�����
	,���V/1�2��-��=��E�HC�.�
	,�P�,6���-.�
��<
��E���6��.��f6;>1E 	C�-��W�«4�6��7�.� >��.��6�/9�Z�«-��,�1-.�,����6��.�}�~��e�,E �.��-.E|���Y/9�
¬������,�P61��-.Ef���[� S `A��-i�\�[����� M �D�  �

N = {α0, α1, . . . , αn−1}
>1Ef�Y¬������¥/9�

Fqn

����¬1-.�
Fq
	���E

αi = αqi Sb³ �  ��E
A
�
B
��<
��E���6������b�,E

Fqn

/9��4�61�[/9��
�3�-

A =

n−1∑

i=0

aiαi
�

B =

n−1∑

i=0

biαi,

��6�/1�
ai, bi ∈ Fq

S + ¬1>��.��6�/1����6����.�}�~�� M �.��E$¬WH�E{-��,�1-��I�D�,6��.��-.��E����
A
�

B
�3�-

A = (a0, . . . , an−1)
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U 	���<[	C>�<=�Y/��
q
?nH,���=Ef�f�W���.±�6�	��
�\�.��E¥¬3H,E H$�
E|�I/9�[���.�o� ����� S ¤L�y]����.� M���,E|���

Aq =

(
n−1∑
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� SeU 6;w1E��,-���/1�^�,<=�,E|�,6�����
6�~��c6;>1<=���|��E

T
/1����X>3��6����[/1��/1�^/9���W��-��.���¥< �����[	���$6��c	C�
-i	C>1�=�����=E|?

�1<
��E���6��.��6�/9�f�|¬������t61��-.Ef��< '9:��  ���3�-O�CB9��E��1<
��� ª� M � � � � S � ��<56;w1E���-.�H|	ih3��Ef��/9��� �.��� � �=� ���������y/1�^¬������|61��-.Ef��<
N
�|Hf/9��6����.�/9�v�3�-

cN
S

mp>1<
<=�
6 MU 6&+9�D§I	ih;>1¦ M,R ��6����.��61�F� � �
<
����6Y�=� � � � �1-.��:���-.��E �L�D�,��>1�
6����F	����i��=61]_��-.�=�-2�3��-i�
cN
S

�.���, ;�&� � � 76� 7 � 7 �®�
N
�Y�9���c�i�����^�W���T�f���*���

Fqn

�C��C�.�
Fq
#x����� ���

cN ≥ 2n− 1
�

� ��D�I�V6���-.E����
�8/9�*	C�E|��<=��B;�[/1�/9�
2n−1

�.~��P�
E��3�-D�i��6����I�V6��L�1-i���.�
	,� M
 �\X�>1�y�W��.�D>���E{�\E|�,61��-L	C��E��1<
�CB9�[/1��/1�x�3������²=:��<5�|���.�D�
E¨-.�,	���¬W��E">1E
61��E��t�,���W�,	C�[��< S
6 �&/1�" ��! � ��7 � 7 ? 7 ³ �

N
Hp>1Ef�e¬�������61��-.Ef��<O/9�

Fqn

����¬1-.�
Fq
	C>  �

	C�E|��<=��B;�[/1�/9�
cN
H

2n − 1
M ��6��.~��

N
Ho	ih���Ef�/1��>1Ef� �i�����o�®���T�f���

� ������� S
.0Ef�fE$>�<7�.�=�1<
�[	���},~��f>��.��63/9�f¬������x61�-�Ef���[�*���,-.��<=E��,6�.�x	C>��D�.�

O(n3)���W��-i��}����I�|��E
Fq
M �D�,��>163/9�e�«E|H����9/9�«Ef���[�f�
61��±,6;>1�«/9�,�.	C-.�7�.� ��	��=Ef� M

��6�X�>���6����«X�>1�o�,�.���o	C>��D��� 	,���P�3��-i�
O(n2)

���W��-i��}C�;�I����E
Fq
M >��.��6�/1�

¬������,�261�-�Ef���
� �����
E��� S
��� ��� � � 
�� � � 
�� � � 
������ 
�� � 
 �

+ �W�,�.��-f/9�v¬������,�|61�-�Ef���
�|�D�,E��1-��v�CB9�[���.�=-.��E M ��E��,��E���63~��c�	C�6�.�,	��
	C�E ¬���D�I�V6���-.E����
� ���.�=Ef��� S mp>�<=<
�=6¥�C� ��< S �
� � � � ���1-.�,����6��.��-.��E 	C�6�/9�[}C�;�,�����-i���p�CB9�[���.±�6�	��
��/9�\¬���D�I�x61��-.Ef���[� ���.�=Ef�� S q ��E���/9�[�.	C>9�.�=-.��E���y��E
�D�,��>1�[/1� M 63��:���-i/1�/9� M �.���
�O	���6�/1�
}����I�O��~��¥6��,	C�I���.��-.�[���F�y�D>94W	C�
��6����I� S
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q
�9�f� � ���4��� �����«�����9� � �T�����«�

n + 1
�9�

� �T����� � �®�
q
���9�a���=���������@� � �T���|��� ���������

Zn+1
#¥����� ��� � ��[�T�n���9�f�

�i�����$�W���T����� � �����f�Y���
Fqn

�C��C�.�
Fq

�

� ���� ;����� � 76� 7$	� 7 �®�����
2n+1

�9� � �T���f�	�0�3� � ���;�����f��� �����
2
�������y�9�

���=���������@� � �T���|��� �����\���
Z2n+1

#b��� �����
2n+1 ≡ 3 (mod 4)

�
2
!�����x���

���C� ��������� ��������� �������.�������C�
Z2n+1

� � ��� ���
α = ζ + ζ−1 !�����v�9�f�p�.������®���T�f��� � ������� � �����

F2n

���������
F2
#P���®���

ζ
�f�9���^����� �

(2n + 1) �
�C�T�����

� �T���¥������������f�9���������0�
.PE��y¬������061�-�Ef��< ���.�=Ef�x�1-.��:��,61�
��6����0/9� � �,��-.��Ef� � S � S ªtHL	ih���Ef��/1�>1Ef�k�i�������W���T����� � �������«��e� � � � �TM �,6�X�>���6���������-���:��61�
��6����^/9� � ����?-.��Ef� � S � S � � Hp	ih���Ef��/��c>�E�� �i�����o�W���T�f��� � �������Z���«��� � � � �CS mp>1<
<=�
6���G��< S �
� � � � 	���6  �I	T�.>1-.��-.��E¨X�>1�y�.�9/1�f¬���D�x61�-�Ef��< ���.�=Ef�\/1�

Fqn

����¬�-��
Fq
H��,X�>1�
:���<
��6������Y>�E��v¬���D��	C�6��D��-.>1²
/��\�W��<
� � ���-��,Ef� � S � S ª\�>c�W��<
�

� ���-��,E�� � S � S � � S jF���.�x-��I�D>1<=�.�/9�|]_��� �1-.��:���/9�|�W��-Prt����� g ��6��D��-i�Y� ¢ ��� S
u � � ��¬W��<[� � S � M ���1-.�,����6��i��E���P���9/9���L���G:���<=�-��I�t/9�

n ≤ 2000
����-i�

���OX>3���[�F��B9�
�D���x>1Ef�|¬���D�G61��-.Ef��< �����
E���/9�
F2n

����¬�-��
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S jF���i�|�.��¬W��<[�

������-.�,	���>|6��L���,���0/9�Lrt����� � ¢ M �������
6���� � ª�? ����� S + �b������>��=6����I�A	C�6�:��6�}��;�,�]_�-.��E¨>��.��/1��*�3�-Lrt���3° ∗ �
6�/9�[	��fX�>1�xh��f>�E���¬3�����y/9�����
�3� K ' † �=63/9�
	,�X�>1�fh���>�E���¬3�����\/9�����
�3� K �f>1Ef��¬���D�f/9���.�=�W� K�K '5���9/1��x���y/1��Ef���[�
�,6�.-.�/1���2�
6�/9�[	���E{X�>1�th��|>1Ef��¬������x/9�|���
�3� K�KTS
u �t�1-
��B9�
Ef�G���,},~�� M 	C�6��D�[/9�,-.��-��,E|��� �x�D�,��>1�
6����0X�>1�,�D�.~���°Q�yX>��*]���§���?

E���OX�>���6�/9��6�~��|h3�¥>�E��|¬���D�t61�-�Ef��< �����
Ef� �
������� � � � � � � 
 
���� 
 � � � 
���� � � � � ��� � ��� ����
���� ��
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7L>���6�/9�06���61h;>1Ef�0¬3�����b61��-.Ef��< �����
Ef�0��B;�[�D��� M �,<=�,E|�,6�����Q/9�8�D¬����7B1�0	���E|?
�1<
�CB9�[/1��/1�T�|�.~��v>��.��/9��� S + �W�,�.��-y/9��6�~��^��B;�[�D���
-G>�E���/9��4�61�[}�~��v��-��I	C�[���
����-.�y�y���,-�E��t��¬����7B1�y	���E��1<
�CB9�[/1��/9�C� M �,���W��-i��?@�D�PX�>1�L�$�,<=�,E|�,6����|61��-.Ef��<
�.��61h��f�|E���6���-0	C�E��1<=��B9�
/1�/9�G�3������²=:��< S
u �c��-.�����[	�� M ��<
��E���6�������61��-.Ef���[��/9��¬����=B1��	���E��1<
�CB9�[/1��/9���.~���¬����D?

�i��6����L>����/9�� S `8�-F��B9��E��1<
� M � u0KD³ ��� �
� � ¢ � -.�,	���E���63/1�x>��.��-F��<
��E���6������
= V �! L��%

a
�

n
Q��#"���Q��!���a��� : �!Q�%5��� 1 V � ��P�Q��L"L� 
% Q��/"L��Q��L�

x
"4������
�

x2 ≡ a (mod n) ;<Q�Y���%5���Z�/
�
a $ 
% 'L)0\�� A D�.[C0D+ A '	�#cKEKI4.�
�� A D�* . n 1U� %����0�L��<���Z<�����!
 : �W��������Q��0�S<O���

n � $ �LQ�%&��� �L����Y0���Z<O�S
��Q�<O��<� $ � �O��%&��<�B
�%&�'!+#E �
n ��� \4E�
W+SbJ'NE�
BE]c E]F�+ A +[D�HOE A + A ) 1� ` �?"�Q��������� ��L"LQ "L
�"�� � ^ V "����<O���!<�T����< �6��� ��������� � 1
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>�2 � ��� � � � � � � � ��� � � � ��� � � ����������� 
 � � � �����

61��-.Ef���[�A/9�O¬����7B1�x	C�E��1<=��B9�
/1�/9�*6��x	C-.�
�9�����-i��43�G/9�P	�>1-�:��� ��<
²=�9�.�
	,���b����?
¬1-.�

F2m

M �3��-i�
m = 163, 233, 283, 409

�
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�D���,E
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��E��,6�i��}����I�O/9�,�.���,�2E�HC���9/9��� M :��  �^� � ��� SU ��-��¬1<=�,Ef�o/9�^	�<
������=43	���-x¬������,�$61��-.Ef���[�y/9�^	���E��1<
�CB9�[/1��/9�Y¬����=B1�
���
6�/1�x�I���i�y�,E ��¬3�,-D�.� S u �$-��I��<
�
/1�/9� M 6�~��yh��yE¥>1�=����2��-����
�����b����¬1-.�0�,�D���
���.�D>�6�.� M ���W�,�.��-�/9�v���1-.��¬�<=�,E��c�D�,-|/1�^�-.��6�/9�\�
6�����-.�,�.��� S�U �$�W��>3	C��
��-����
�����s��B;�[�D����6��.�,�O�
��������-.�,	���-i��E 61���*w1<7�.�=E����0��61��� S+ �t�1-.�=E��,�=-i���t	C�6���-.>�}C�;�,�G/9����<
��E��,6�.��t61�-�Ef���
�G/9�f¬����7B1�v	C��E��1<
�C?
B9�
/1�/9��������-.�,	���-i��E �,E � � M ��� � S 'b��>161����`A��6���-��
� �
�,� �I� E���D��-i��-i��E�CB9�W��-.�=E���6��i��<
E|�,6����¥X�>1� M ��Ez	C�-��W��04�61�=�����G/1�|	,��-i��	T�.��-.²
�D���[	��

2
�$�-.��>

/9���CB;���,6��.~��
n
M ��<
��E��,6�.�c6���-.E����
��/9�p	���E��1<
�CB9�
/���/9�����.H

3n
�9	C�-�-.��E

�D�E���6����^��E 	C�-��W��$4�61�=�����¥X�>1�v�W��.�D>1�,E´��<
��E���6��.��¥61��-.Ef���[� �����
E|��� S
q ��E �,�D���«-.�,��>1<7�i��/9� M ��<
�,�p�¬9���
:��,-.��E�	C�,-D�i���p	,��-i��	T�.��-.�=§I��}����I��/9�e�.���
���<
��E���6��.�� S �e��6|� 4 h1�>Y�
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E|�3��- S«U >9�.-����y��B;�W��-.�
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��E���6�������/9�^¬3���=B9��	C�E��1<=��B9�
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F2n
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��E���6��.��b/9�	C�E|��<=��B;�[/1�/9�F¬3���=B9�G�,E

Fqn
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n ≤ 2000
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�
�����
E���*��E

F2n

�D�¬1-.�
F2
S
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† ����� ��� � ���	� 
��	
 ∗ ���	� ����	� �	����� �	���� �	� � �
� ��� � ���� ���� 
��� ���	
 ∗ ����	
 ∗ �	� � � �	�� � �	� � �
� ∗ �	�� ∗ ���� � � � ∗ 
��
 ��� � ������ �	� ��� ������ �	���

� �	��� ���
 � � � 
 � � ��� � ∗ ���� � �	����� �	�	��� ∗ ������

 �	�	� ��� � � � � ��� ∗ � � � �� � � �	���� �	�� � �������� �	�� ����
 ∗ ���� ∗ ��� ∗ � � � �� �� ∗ �	�	��� ������ ∗ �	� � �
�	� ∗ �	�� ∗ � � � ��� � ����� � �
 ∗ ��	�� �	�	��
 ������� �	� ��

��� ����
 � � 
 ����� ��� � � �� ��	�� �	�� � �	� � � ������
� � ∗ ����� ∗ � �� ��� � � � � ��� � �����
 �	���� �	
��� ������
��� �	�� ���� � �� ∗ � � � � �� ��	�� �	���� �	
��	� ∗ ������
�	� † �	�� ���� ���� � � 
 � �� ��	��� �	��� � �	
 � � ∗ ������� � �	
 � ∗ ���
 ∗ ����� �	��� � �� ��	
�
 �	���	� �	
 � 
 �����	�� 
 �� � ∗ ���� ∗ ���� ∗ �	��� � ��� ��	
 � �	��� � ∗ ��
���
 ∗ �	��� �� � ∗ ��	� ���� ���� �	��
 � � � ���� ∗ �	���� ∗ ��
� � �	��
� ∗��� ���� ���	� ���� �	� � � ��� ∗ ���� �	� � � �	
��� ����
�
��� ��	� ∗ ��� � ���
 ∗ ��� � ��
 ∗ ��	�� �	� � � ��
�� � �	��

 †
��� �� � ����� ���	� ��
 ∗ � �� ��	��
 ∗ ������� �	

�� �����	
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��� �	�� ∗ ��� � ∗ ���
 ∗ �
�� � ��� �� � � ����� � ��
�
�
 ∗ �	����
��
 ∗ �	�� ���	� ���� �
� � 
� �� ��� ������� �	

�� ∗ ����� �

� � �	�
 ���	� † ��
�� ����� � ��� � � ��� ��� � � �	
��� ��� � �
��� �	� � ���	� ∗ ��
 � ∗ ��� � ∗ � �� � � � � ∗ ��� � � ��
�� � � � �� ∗
��� � � � ���
 ���	� ����� � �
 � � �	� ��� � 
 ∗ �	
��� � � ���
��� � � � ���� ∗ ���� ��� � � � � � ��� � ������ �	
 ��� ∗ � � �
 ∗
� � ∗ � � 
 ∗ � � � ���
 ∗ ��� �� � � ��� � ∗ ����� � �	���� � ��� �
��� � � � � � � � � � ��� ��� � � ����� ������� ��	��
 � ��� �
��� ∗ � ��� † ����� 
��
 ��
 ∗ �����	� � � �� ������� ∗ �	���� � ��� 
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�� ��� 
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�� � ∗ � � 
 ∗ �����	� ∗ � � �� ����� � ∗ �	���� � � ���

�
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� ������ ∗ � � ��� ∗
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���� † ����� �	���� � � 
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 �� ����� �	��� � � 
 � �����	� �����
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��� � � � ∗ �	�	��� � � ��� ������� ���� � � � ��
��� � ��� � �� 
�� � � � 
 ∗ �	�	��� � � �	� ����� � ∗ ��	��� � � � �

��
 � ��� ����� 
��� � � � ∗ �	�	� � � � �� ��� �� ∗ ��	��� � � 
��
� � � �	� ���� 
��� ����� �	���� � � �
 ∗ ��� � � ∗ ��	
�� � � 
�� � � 
�� ����� 
��� ���� �	�
�� ∗ � � �� ��� �� ��	
�
 � � � � ∗� � � 
� ∗ ��� � ∗ 
���� ���	� �	�
�� � � � � ∗ �	���� �	�
 � � � �	�� � � �	� ����� 
�� � ∗ ���
 �	���� � � � � �	��� � ���� � � �	� ∗��� � �	� ���� 
��� ��� � ∗ �	� � � ∗ � ��� � ∗ �	����� �	���� � � ��
�	�� ∗ � �	� ��
� ∗ 
��� ∗ ���� ∗ ��	��� � ��� � �	���	� �	��� � � � �
 ∗
�	�� � ��� ��

 ∗ 
�� � ��

 ������
 ������� ∗ �	� �� ∗ �	���� � ��� �
�	�
 ∗ ����

∗ ���	� 
�
� ∗ ���	� ��	��� ∗ �����
 ∗ �	���� ∗ �	���
 ∗ � ��� 
 ∗
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� *,) � � ���34������
	�� ����� .�� 	�� �3. �
	��
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n
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f
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m
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θ
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�
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n
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f
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θ
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∑
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f(x) = (x3 + x+ 3)(x3 + 10x2 + 1)

S
+ 6���<
�
�.��-.��E����p�����-.� � �.��E��W� /9����B9�,	C>3}�~�� /1� ��<
���-��=��E�� ��	��=Ef�

61�«���=�-Y	���D� S `b-.�=E��,�=-.�«:���E���f��6���<
�
�.��-\	���E��«�W�;/1��E���\	,��<[	C>1<[��-
xq

(mod f)
S .P�.��6�/1�\�\E�HC�.�;/1�^/1�f-.���W�C�.�
},~��\/9�|X�>���/9-i��/1�� � :�  � ³ �,}�~��

� S � S � � M �3�9/9�,E���*��¬1����-*�I���.�y�W���.±�6�	��
�|>��.��6�/1�¥61�|Ef��B9�
E|�
2blog qc ��-���?/9>1���� M �����
6;:�H,�*/9�

q − 1
�1-.�9/9>9�.��*	C�E|��61��E�HC�.�9/9�|��-i��/9�[	C�
��6���< S `A��-i�

	,��<[	C>1<[��-
xqi+1

(mod f)
M �.��6�/1� 	���<
	�>1<[��/9�

xqi

(mod f)
M �¬�����-.:���E���

X�>1�
(xqi

)q = xqi

xqi · · ·xqi

= xqqi

= xqi+1

.

+ �|�=6;:H,�*/9�x	���<
	�>1<
��-�E����
mdc(f, xqi − x) M �1-.�=E��,�=-.�¥-.�,/1>1§��
E��� xqi − x

(mod f)
M� ��X�>1�

mdc(f, xqi − x) = mdc(f, xqi − x (mod f)).
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2 � � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

K �����f-.���1-.�,����6��.��>�E{¬W��E ���61h1�f61�^	C>��D���Y/1�Y��<
���-��=��E�� M �3��
�P�\w1<=���
E|�
mdc

��6;:��<=:�L�W��<
�=6�©�E��=���O/9�x��-i��>^61��Ef��B9�=E��
n
S

u �0�1�
��-8	���D� M �I���.�s��<
���-��=��E��0	���<
	�>1<[� bn/2c q ?�HI�D�
Ef��� �W���.±�6�	��
��5�s>�E
mdc

/9�x�W��<
�=61©E��=���O/9�x��-i��>v61��Ef��B9�=E��
n
S ` ��<
��O/1�/9��*63� ³ �,},~�� � S � M	C�6�	C<
>1²
E|���sX�>1�G�¥	�>����.�$H

O(n2 log2 n log logn log q)
M >��.��6�/9�¥E$>1<=���
�1<
�7?

	��}�~��f¬3�����,��/��¥6��^d d �tM �$/1�
O(n3 log q)

M >��.��6�/9�^��-.�7�.E|H����[	��\	�<
������[	�� S
jb6���-.�C�i��6���� M 6��oE|HI/9�[� M �o�1-.�9	C�,�.���p�1-��I	C�[���p���3�,6����$/9�o:���<
��-y�I�D�W��-i��/1�
/9�xE���61�-s�-.��>|�,6���-.�O��A]������-��I�A�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�A/9�

f
S q ��E��x�yE��,61��-b�-.��>

�,���3�,-.�/9�pH^/��o��-i/9�,E /9�
logn

� :�  �«�
� � � M � � ª � � M �c	C>3���.�o�,���3�,-.�/9�oH���W��6���
O(n log3 n log logn log q)

�
O(n2 logn log q)

M -��I�D�W�,	C���
:���E���6���� S

� *�� � ���525.���� 2 � 4 2 ��� � ��� ����� �3254 � � 
 	+2�� � 
 �34 �
U 6�w�E|�,-��¥/9�P	C�;��43	C�
��6����I�b6�~��y6;>1<
��b6;>1E �W��<
�=6�©�E��=�$HL	ih���E��/9�x� � �T���
��� � ��� �������¥��� S¨U �1-��¬1<
��Ef�«/9�c	,��-i��	C����-.�
§,��-f�W��<
�
61©�E��
��\�
-.-��I/9>9��²
:��,�
�/9���W�,��� ¬����=B9�«���,E¡����-i��²[/9� :���-��
��^�3�I��X�>1�[�.��/9�-��I�f61��^w1<=���
E������61��� S
l �ZE���6�	��=�6���E����vX�>1�e���^�,<=�,E���6������p/9�e>1E 	���-.�3�Z4�61�=���k�W�;/1��E ����-
-��,�1-.�,����6��.�/9��Y�3�-pE|�,�=� /9�e�W��<
�=6�©�E��=����	C��E����W��-i��}C�;�I�^E �9/9>1<
�k>1E
�3�<=�
61©E|�
�0�
-�-.�,/1>9��²
:��,< S + 	���6����I	C�bX�>1�2�D�b�I�����b�W��<
�=6�©�E��=�0����E �W�,���0¬����7B9� M
�,�.����$��3�,-.�}C�;�,�|����-i~���Ef���
�|¬���-.���.��� S ` ��-��CB9�,E|��<=� M :;�=E����¥63� ³ �I}�~��
� S � S �$X�>1�¥�^/9�
:��[�.~��Y/9�¥>1E �W��<
�=61©E��=�

f
/9�$�-.��>

n
�W��-G>1E �W��<
�=6�©�E��=�

g
/1�^�-.��>

m ≤ n
���,E´>1E 	C>��D����/9�

m(n − m)
��3�,-.�}C�;�,�$61�c	���-.�3�

4�61�=��� M �>^���  � M
O(n2)

S ` ��-.H�E M �D�G�¥�W��<
�
61©�E��
�
g
����E¨�3�I�D�

w(g)
M �,6�i~��

�c	�>����.�cHv/9�
w(g)(n − w(g))

S + �.���=E M ���
w(g)

Hv	���6��D�.��6���� M ��	C>��D���
/9�,�D�.��/9�
:;�
�.~��|Hy����E���6����

O(n)
S

+ Ef���
��-.�
��/9���x-��I�D>�<7�i��/9���t�CB9�
�D���,6����,�$�D�Y	���6�	���6���-i��E¶��E
F2
M /1��/1�

X�>1�O�1-.��:���:��<
E���6����*�GE����=�-��[�t/1���s���1<
�
	,��}����I�8��6;:��<=:��6�/9�t	C�-��W��84361�7�.��
>��.�

F2
Sfu �,�D���f	,����� M >1Ef����¬3�D�,-�:���},~��\�
E��,/9�[���i�vH���/9�fX�>1�����3�I�D�p/9�>1E¨�W��<
�
61©�E��
�f�=-.-��I/9>9�.²=:��<V����¬1-.�

F2
Hy����E��1-.�x²=E�����-,'W	���D�f	C�6���-i��-.�=� M �

�3�<=�
61©E|�
�
x+ 1

����-.�
�|����E��1-.�G>�E{/9�y����>��2]������-��I� S
u �,�D�.�f/1�=-.�,},~�� M >1E{-��I�D>�<7�i��/9��¬�����i��6����x	C�61h1�I	C�[/9��Hy/9��:;�[/9�f� ³ �2��6

�=� � ª � S jb<=�L	���-i��	C���,-��
§,�G�x����-��[/1��/1�*/1�x6�w�E|�,-��y/1�O]����.��-.�,� �
-�-.�,/9>1��²
:����[�b/9�X�>���<[X�>1��- �.-��
61©E|�
�L/��*]_��-.Ef�
f(x) = xn+xk+1

�D�¬1-.�
F2
S ` ��-Q�CB9��E��1<
� M

��<
�FE������.-.�LX>��
xn+xk+1

M ��63/9�
n
HF>1E E$w1<=���
�1<
�G/9�

8
M ����E��1-.�F����E >1E

6;w1E���-.�L����-b/9�*]����.��-.�,�8�
-�-.�,/9>1��²
:����[� �*�3�-D�i��6����t6�~��L�W�9/9�0����-A�
-�-.�,/9>1��²
:���<
����-i�yX�>���<
X�>1�,-

n
SFU �F-��I�D>�<7�i��/9���F/9� ³ �*��6v��~��$¬���D�I��/9���b61�¥���,��-.��Ef�$/9�

³ ���[	i¦��,<=¬W��-.���,-L�
� ����� S
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� � � � � � � � ��� ��� � ��� � � ��� � � � � � � � � ��� 2 �
£ �I�D>�<7�i��/9���b�CB9�W��-.�=E��,6�i���[�F	���E��$���F/1� ³ �,-��>��.�D�Q�=� � � � E���D��-i��E X�>1��.-��
61©�E��
��f�
-.-��I/9>9��²
:��,�
�f����¬�-��

F2
�CB9�
�D���,E&����E��,6�.�p����-i�e���1-.��B9�=Ef�/1��?

E���6��.�
50%

/1��F��-i��>�� SAU �s�1-���B;�
E���s�3�<=�
61©�E��
��F�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�s/9�LE���61�-
�W�,�����.~��«��Y/9�o�W�,��� �=�>���<L� 	C�
6�	C� M �.��E¥¬3H,E&	���61h��,	C�[/9���\	C�E|�«�W��61?
�i��61©E|�
�� S\U >�����/1�|�W��6��i��61©E|�
�� M X�>���63/9�v��-.�=61©E��=���L63~��v�CB9�
�D���,E M H
	���6;:��,6�	C�
��6���<2/1���	C�-./9�e	C�E �����I�D�W�,	��743	,��}����I��/9� K jsjbj �p����-.��	C-.�
�9?
�.����-i��4W�y/9�t	ih���:��0��w1¬1<
�
	,�Y� � � � S jAB9�
�D���G��:;�[/9±�63	C�[�$�,E|��²=-.�
	,�$/9�tX�>1�P�W��61?�i��61©E|�
��P�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�P/9�¥X>3��<[X>���-P�-.��>o�D�¬1-.�

F2
��B;�[�D����E M Ef���L���
6�/1�

6�~���h��|>1Ef���1-���:��|/9�[����� S
U �,�D��>�/1�Y/9�\6;w1E���-.�\/9�$]������-��I�O�
-�-.�,/9>1��²
:����[�0/9�y���C�.-.��61©�E��
��0����¬�-��

F2
M X>��P��~��y�W��<
�=61©E��=���s/9�L�3�I�D�¥�=�>���<W�$X�>����.-�� M ]_��3-.�,	���6����,E|�,6����P	���E|?

�1<
�C�i��/9�p�W��-81P��<
�,�y� u � �Oh���-��\� ����� 'A:��  �^�i��E$¬WH�E �o��-����
���p/9� � <
>1h1�,-�
� ��� S
U >9�.-����|�3�<=�
61©�E��
��f�
-.-��I/9>9��²
:��,�
�f/1�p�3�I�D�«¬����7B9�«X�>1����±,E -.�,	���¬1�[/9�

������63}�~��x�.~��
xn +g(x) ∈ F2[x]

M ��6�/9�
grau(g) ≤ log2 n

S q ��E���6��.��-��,E���
����¬1-.�$�I�����y�.�=�W��/9�$�W��<
�=6�©�E��=���LX�>���6�/9�v���1-.�,����6��.��-�E����O�v��<=���-.�7�.E��\/9�
q ��1�3�,-.��E��7�.hp����-i��	���<
	�>1<
��-O<=����-��=��E���O/1�
�.	C-.�C�.��*6�� ³ �,}�~�� � S � S � S js<=�I��i��E$¬WH�E ������-.�,	���E 63�y���,-.�}�~��t/1�P��<
��E��,6�.��F/9�P�-./9�,E �-.��6�/9�0�,E 	C��-�?
�W��Q4�61�=�����s� ���� S8u ~��G���F�.��¬W�FE¥>1�=���L����¬�-��F�3�<=�
61©�E��
��Q�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�Q/1�,�D�.�]_�-�Ef� � :�  �|>1Ef�|¬1-��,:��x/9�[��	�>��.��~��¥6�� ³ �I}�~�� � S � S � � S
d8�
6���<
E���6���� M 	C�=�.��E|���Y>�E ���[���.��Ef��	�-��
�9�����-i��43	�� M X�>1�o]_��t-��I	C��6��.�C?

E���6��.�¥/9�I�D�,6�:��<
:;�
/9�f�W��- + >�E��������6 M d8�
61�
��D§ M mo���
��-G� R ��>3/9��6��,+ M 	ih3��?
Ef��/1� � $�� �J� S + �����>1-.��6�}��O/1�,�D���*�D�[���.��Ef�0HF���-.��6�.�
/��O�3�,<
�L/9�=43	C>1<[/1�/9�
/9�����Y��63	C��6��.-.��-$>1E´E¥w1<7�.�=��<=�e/9�v>1E´�3�<=�
61©E|�
���
-.-��I/9>9��²
:��,<2/1�Y¬����7B9�
�W�,��� '9:�  �|Ef���[�O/9�C�i��<
h1�,�O�,Ez� ¢ � S

� *�� � ���525.���� 2 �+4 
 � 2 � 2�� 2�� � 4
` ��<
�
61©�E��
��¥�1-��
E��7�.�=:��$]_��-.Ef��Eµ>1Ef��	�<
������Y����-D�.�
	�>1<[��-¥/1�^�W��<
�=6�©�E��=���
�
-�-.�,/1>9��²
:��,�
� S
6 �&/���"��"! � � 7 � 7$	�7 .0E �W��<
�=6�©�E��=�

f ∈ Fq[x]
/9�G��-i��>

m
H � �T���|��� ����� M ���

f
Hf�v�W��<
�
61©�E��
�vE��
61�
E���<s����¬1-.�

Fq
/9�f��<
��>1Ez�,<=�,E���6������1-.�=E��=���
:�����E

Fqm

S
= � ���L"LQ "�
�"L� � ^�� �����N"��!Q��0���6���< � ���0�N"L�L����Q��0� � � ��Q����0���!� 1U �6�L� : <�/��� 	 Q : ���� ;�� ���!<��_���!� ���LQ����#"���< 1
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2 � � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

jbE ��>9�.-.��\����<
��:;-i��� M >1E �3�<=�
61©�E��
���1-.�
E|�=���
:��Z/9�c�-.��>
m
Hc>1E

�3�<=�
61©E|�
�pE�©�61�[	C�p�f�
-.-��I/9>9��²
:��,<s	C�E ���1-.����-��
�,/1�/9�f��/9�[	C�
��63��<b/9�YX�>1�
�D�
α ∈ Fqm

H�>1Ef��-.���=§�/9�
f
�,6��.~��e�c��-i/9��E /1�

α
H
qm − 1

S ` �-D?
�.��6�.� M ���$-.��²=§,�,�x/9�^>1E �W��<
�
61©�E��
�o�1-.�=E��=���
:��o�.~��o���-i��/9�-��I�G/1�o��-.>1�W�
E$>1<=���
�1<
�
	,���.�=:�

F∗
qm

S
u � ³ �,}�~�� � S � M :;�=E����VX�>1�s�P6�w�E|�,-��L/9�s�,<=�,E|�,6�����V�1-.�=E��=���
:���V��E

FpmH
φ(pm−1)

M ��6�/9�
φ
H0�P]_>16�},~��x/9�*jb>1<
��- � :��  � + �3±,6�/9�[	C� q � SAU 6�w�E|�,-��/9�|�3�<=�
61©�E��
��G�1-.�=E��=���
:����L�,E

Fpm [x]
H
φ(pm − 1)/m

S$K ���.�^�W��-iX�>1�|���
f
H\>1Eµ�3�<=�
61©E|�
�o�1-.�
E|�=���
:��p�

α
H\>�E���/9�^��>����y-.��²=§,�,� M �,6�i~��p�.�9/9��

��|	C�6  >1��/9��¥/9�
α
�.±�E �cE��,��E|�c�3�<=�
61©E|�
���1-��
E��7�.�=:�

f
� :�  �Z� ª � M

� �,��-.��Ef� � S � ��� � S
1P��63�D�,6p�¥mp>1<
<
��6 � � � � 	C�6  �,	C��>1-i��-i��E"X�>1� M 	C�E{��B9	��,},~��\/9�|��<
��>16���3�>�	C���P:���<=�-��I�0�W�,X�>1��6���G/9�

q
�¥/9�

n
M /1��/1�

a ∈ Fq
�
j
	���E

1 ≤ j ≤
n − 1

M �D�,E|��-��|�CB9�[���.�|�W��<
��E���61���t>1Ez�W��<
�=61©E��=���1-.�=E��=���
:���/9����-i��>
n�D�¬1-.�

Fq
M ��63/9�

a
H*�x	C�;�C43	��=�,6����O/9�

xj S js�D�.�t	���6  �I	T��>�-.�L]_���9-.�,���W��6��.��:��,<�3�-\�
6�.��6��.�«�W�,�.X�>1�
�.�«61���fw1<=���
E���Y��61�� S R ��-��
��f-.�,��>1<=�.�/9��f�3��-i	C�[���[�
�D>�-���=-i��Eµ���.HvX�>1�v>1Ef�e�DH,-��
�^/9�p��-D�.�=���$/1� q �h1��6Z�91L��6�4�6���<
E���6����
	C�E|��<=������>��|�1-.��:�� ';:��  �v� � � M ��� M � ¢ M ��� M ��ª M � ¢ M ��� M ª�ª � S
u �f�1-i���.�
	,� M �,�D�.��E����O�=6��.��-.�,�.���/9��2��E �W��<
�=6�©�E��=���O�1-.�=E��=���
:����0�D�¬1-.�

F2
	C�E¶¬����7B9���W�,��� M �����>1�
6�/9�o�vE��,��E���<
�
61h��p/9�\�[/9H,�
��  �p/9�
�.	C>1���[/1���

6�� ³ �I}�~���� S � Sou �,�D���Y	,����� M �pE���<
h1��-¥���®}�~�������E´���
/1�o>��.��-y�.-��
61©E|�
��
�1-.�=E��=���
:��� Sfu ~��vHf/9�=]_²[	C�
<s:��,-xX>��\�D������-.�
61©�E��
�

f(x) = xr + xs + 1
M

0 < s < r
M Hv�1-��
E��7�.�=:� M �,6��.~��

xr + xr−s + 1 = xrf(x−1)
�.��E$¬WH�E

HY�1-.�
E|�=���
:�� S�g ���� M �3�9/9�,E���|�D>1�W��-�X�>1�
s < r/2

S � -.�=61©E��=���y�1-.�=E��=?
���
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�,������-.�=��� S u �Z��6��.��6���� M � ��-��¬1<=�,Ef�«/9���,6�	C�6�.-.��-��.���
��3�<=�
61©E|�
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r
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r
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x3021377 + x361604 + 1
�
x3021377 + x1010202 + 1
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� V �
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�
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��-*�,E

Fq
S q h���Ef��E���2/9�\�T�T�@����f/9� g d ³9£ �

n
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��-.�,�G	C�6����[/1�\61� g d ³9£yS 1P�^��6��.~��
qn �I���i��/9���P61� g d ³9£yS ¤P�,61���i��-.�C?E���G���L�I���i��/9���L/1� g d ³9£ �W��-t:�C���-��I�P�,E
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q

M �6�/9�
n
H��^6;w1E��,-��v/9�

-.����
�D��-i��/9�-��I�s/9� g d ³9£xS
U g d ³1£ E$>3/1�^/1�¥�I���i��/9�v����-i��:�HI�0/9�|>1Ef�\]_>�6�}�~��Y<
�=61�I��- S + �.��²[/1�

/9� g d ³9£ Hy>3���/1�\	C�E��\-��I��<
�=E��,6�i��},~��f/9� g d ³1£ ����-i�����,-.��-O�\�,�D�.�/9�
�����>1�=6��.� SFU �,�D�.��/1�|�
61�[	C�[��< −→

S0

/9� g d ³9£ Hy	ih���Ef��/9���^�C���f�C�3�n�|���Y��� ! ��[�T���������� StU g d ³1£ -��I�D>�<7�i�f/9�C�.��-.E|�
61�[���.�
	,��E���6��.�$6;>1E"��<
��E���6����Y��E
Fq/9�t	��/1�x:��§ SAg ����� M �¥�D�IX��1±�6�	��
�$/9�L:���<=�-��I�s/9� g d ³9£ Ht	C�E��1<=���.��E|�,6����/9�����,-�E��
6���/1�|�W��<[���D>�������E���6��.� S

u ��E����=�-��[��/1���P���1<
�
	,��}����I�*�1-i�����[	��� M �\	C��-.�W��4�61�=���f>��.��/9�fH
F2
�y�

g d ³1£ 	���E��1>9�i�f���.�D�
E(>1E"¬1�=� S `8�-�H,E M 61�,�D�.�f���,},~�� M 	���6����[/9��-i��-.��E���F�
	,�����¥Ef���[�*���,-.��<5/9�t>1E{	���-.�3�|4�6��7�.��/1�x��-i/9��E¨��-�¬��7�.-.��-��[� S
g d ³1£ � �t�.~��v>��.��/9���L�3��-i�Y	���<
	�>1<[��-t�D�IX ��±�6�	��
��GX�>1�f�.���.�
�D]���§,��E >1Ef�

-.�,	���-.-�±,6�	C�[�v<=�
61�,��- S ¤L�=§,��E���¥X>��\>1Ef�o���,X��1±�63	C�[�
s0, s1, s2, . . .

��E
Fq�.���.�
�D]���§t>1Ef�v�����i���T�	��� �����\�7���W�i���
	��1������!��C�®�.���^���|������C�

n
�D�

sk+n = an−1sk+n−1 + an−2sk+n−2 + · · ·+ a0sk,
�3��-i�

k = 0, 1, . . .� � S � �`A��-i�|	���/��|���,X��1±,6�	C�[� M ��B9�
�D���t>1E g d ³9£ X�>1�x�f	C��E��1>1�.� S
, � ��� -�67� � 7 � 7 � 7 ³ �  ���|���,X��1±,6�	C�[� {sk}

��E
F2
/9�C4361�
/����3�-

sk+4 = sk+1 + sk, k ≥ 0, s0 = s1 = s2 = 0, s3 = 1.

U g d ³9£ 	���-.-��I�D�W��6�/1��6����2���,E
4
-.����
�D��-i��/1��-.�,� SQ³ �  ��E

x0, x1, x2
�
x3
���

:���<
��-.�,�t����>����
�x/9��� � -.����
�D��-i��/1��-.�,�P/1� g d ³9£xM �6�/9�
x0
Hf��:���<
��-tEf���[�
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x3
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2,2 � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

���.>���<2/9� g d ³9£ H\�o:������-
(x3, x2, x1, x0)

S � 	C<[��-.�oX�>1�Y��]_>�6�}�~��o<=�
69?
�,��-

A
	C��-.-.�,���3�6�/9��6��.�¥H

x0 + x1
�\��E¥>�/1��63}���/9�f�,�D�.�/9��Hf/1��/1���W��-

(x3, x2, x1, x0) 7→ (x0+x1, x3, x2, x1)
S + �D�,E|�,6����bHb�P:��C�.��-V	���6����[���.�=6�/1�

/9���:���<=�-��I���=61�[	C�[���[�o/1�k���,X��1±,6�	C�[� M �>N���  � M −→
S0 = (s3, s2, s1, s0) =

(1, 0, 0, 0)
';:��  �|��d8�
��>1-i�¥� S � S

1 0 0 0
sáıda

d8�=�>1-i�|� S �° g d ³9£ /9�
sk+4 = sk+1 + sk

S
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(1, 0, 0, 0)
����-i�

��¬9�.��-
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0
/9�O61��:� S
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(1, 0, 0, 1)
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�1-.����63	ih1��E

��� �W��-��.��A< ����[	���A/9� g d ³9£ /9�O�i��<1Ef��61���
-.�xX�>1�0��� � � S �,�8H0�������[��]_�,�7�i� M ��69?�.~��
f(x) = xn − an−1x

n−1 − · · · − a1x− a0
� � S � �

HA�0�W��<
�=61©E��=�0	,��-i��	T�.��-.²
�D���[	C�*/9� g d ³9£xS,£ �,	C�
�1-.�9	���E��,6�.� M /1��/9�O�P�3�<=�
61©�?
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an−1 an−2 · · · a1 a0

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0SSS SSS S S S

0

SSS
0 0 · · · 1 0
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X�>1�GHL�I������63	C�[��<
E|�,6����t�yEf���.-��
§G	���E�����61h1���
-i�$/9�
f
Sb³ � −→

S0

HG�|����E���6���� M
�,6�i~����c��-
��B9�
E|���,�D�.�/9��H −→

S1 = A
−→
S0

S jbE ���,-.��< M ����E����fX>�� −→
Sk =

A
−−−→
Sk−1 = Ak−→

S0

S ` �-D�i��6���� M ��� ���
k
�����.�D��� M � g d ³9£ �.��-i� −→

Sk

6���G�D�,>��
-.����
�D��-i��/9�-��I� S +

k
?nH,���=Ef�|����²
/1������-i�¥�|w1<=���
Ef����6���-i��/��¥/9� −→

Sk

S
, � ��� -�67� � 7 � 7 � 7 q ��6����
/1��-i��E���|�c���,X��1±,6�	C�[��/9�ejAB9��E��1<
� � S � S � SkU�W��<
�=6�©�E��=�f	,��-i��	T�.��-.²
�D���[	C�¥H

x4 + x+ 1
M �|Ef����-.�
§t	���E�����61h1���
-i�$H

A =







0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0







�y������E���6����tH −→
S0 = (1, 0, 0, 0)
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UNg d ³1£ ���,E >1E(6;w1E���-.�y4361�7�.�|/1�P�,�D�.�/9�� M �3��
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�D��-i��/1��-b/9�P/1�,��<=�9	���E���6������s	C�E �y�CB1	C�I}�~��y/1�$�,�D�.�/9�x��E
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61©E|�
�y	���-D?��	C����-.²[���.�
	��yH
f(x) = x4 + x+ 1

S q ��E��
f
HG>1E �W��<
�=61©E��=�|�1-.�=E��=���
:�� M �

g d ³9£ �.��E 	C�E|��-��
E���6����fEf��B9�
Ef��< S q �E|�  �f:;�=E��� M ���x>��.��-.E���0�\���C?
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111100010011010
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M X�>1�Y63~���Hv�
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����6���� S
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� M rG��<
��E¥¬

� � � � M � ��-.<
��¦���E��e� � � MWg �[/9<8� u �
�,/9�,-�-.���=���,-y� ��ª M q ���1²=��>�<=�Y� � � l >161�61�[	i¦���<� � ¢ M q ����²7�.>1<=� ��� S

� *�� � ���525.���� 2 � 4 � 25.12 � 	+254
³ �  �

α ∈ Fq
S ` ��<
� g �,Ef��� S � S � M ���,E���0X�>1�

αq = α
M ��>p���  � M

α
�.���.�
�D]���§

�|�,X�>���},~��
xq − x = 0

S + �.���=E M
α
Hx��<=�H�¬1-.�
	��|����¬�-��

Fp
�x�3�-D�i��6����|�.��E

>1E¨�W��<
�
61©�E��
�|E��
61�
E���<
M ∈ Fp[x]

S
,�� ��� -16$�9� 7 >�77	:7 ³ �  �

q = 23 M p = 2
S js6�i~��

F23 ∼= F2[x]/(x
3 +x+1)

S
³ �  �

α = x+ (x3 + x+ 1)
S	� �,E|���O���D�IX>��=6����t�i��¬W��<[�1°

��<
��E���6��.� �3�<=�
61©E|�
��E��=61�
Ef��<
0 x
1 x+ 1
α x3 + x+ 1
α2 x3 + x+ 1
α3 x3 + x2 + 1
α4 x3 + x+ 1
α5 x3 + x2 + 1
α6 x3 + x2 + 1

U ¬�����-.:���E���$X�>1� M X�>���6�/9�
k ≡ 2m (mod 7)

M ��|��<
��E��,6�.��
αm � αk��±,E¨��E��,��E|�f�W��<
�
61©�E��
�|E��
61�
E���< SAR �,-��,E���OX�>1�x�[���.�|63~���Hx>1Ef�f	C��=69?

	C�[/9±�63	C�[� S
`8�<=�
61©E|�
��0E|�
61�
Ef���[�06�~��Y��~����=6����,-��I���.��6��.�,�0���3�,6����O�W��-G�D�8� � M Ef���

�.��E$¬WH�E(�W��-O	���>��.�¥/1�|��>��$-.��<[��},~��|	C��E(	��9/9�=���*	C²[	C<
�[	C�� M �3�-*�CB9��E��1<
� '
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� � � � � � � � ��� ��� � ��� � � ��� � � � � � � � � 2 �
:�  � ³ �,},~��o¢ S � S + �1-��I�D�,6��.��-.��E����L�X>��b��<
��>1Ef���x	���6����,X��1±,6�	C�[���L�
E|�I/9�=?���.���O/1� � ���-��,Ef�Y� S � S � � S
3  ;�,- �,�'"��"! � � 7 >�7 ��7 �®�����

α ∈ Fpm

�i��� � ���7�������|�����|�������f���
M
�C��C�.�

Fp
� � ��� ��� #b�n���f��� �C���
� S
M
�y���T���i���9� �����C� �

� S ���
f ∈ Fp[x]

�i���
f(α) = 0

#F����� ���
M | f �

� S
M | (xpm − x) �

� S
grau(M) ≤ m �

¢ S ���
α
�f�9� ���=���������@� � �T���¥���������c��

Fpm

#G����� ���
grau(M) = m

�
M
�y�9� � ��� �������¥��� � �T���|��������� �

+ �D�,��>1�
- M �1-.��:���E���O>�E"<
��Ef�Y¬������
	��\6��\�����-��[�f/9�frt��<
���[�PX�>1�|�D�,-.�
61�I	C�I���.��-.�=�|����-.�¥E���D��-i��-*>1E¨-.�,��>1<=�.�/9�|����¬�-��G�3�<=�
61©E|�
��*E��
61�
E����
� S
� �&� �*� 7 >�7 � 7 �®�������

K
�9�f�$� ��n���1����¥���L�9� �.��� � �

F
#
θ : K → K

�9�
�[�����f��� �b�T���v���|���®�C�[� � �����W��

F
�
f ∈ F [x]

�P�3� � ���9�1���������C���
α ∈ K�������\�9�f������� �����

f
� � �3� ��

θ(α)
�n�����i��� �$�9�f������� �|��

f
�

�|�C�f�����T� ���	
 ��	� ³ �  �
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0

	���E
ai ∈ F����-.�

i = 1, . . . , n
S q ��E��

f(α) = 0
�
θ(0) = 0

M ����E����OX>��

0 = θ(f(α))

= θ(anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a0)

= θ(an)θ(α)n + θ(an−1)θ(α)n−1 + · · ·+ θ(a0)

= anθ(α)n + an−1θ(α)n−1 + · · ·+ a0

= f(θ(α)),

/9�x�6�/9�t��¬1����E����OX>��
θ(α)

Hx>1Ef�¥-i���
§x/9�
f
S

�q ��-.�	T���,-��
§,��E���V�����-.�P�� ��<
��E��,6�.��A/9�
Fq
	���E �GE��I�DE��t�3�<=�
61©E|�
�

E��
61�=Ef��< S
3  ;�,- �,�'"��"! � � 7 > 7 � 7 �®�������

α ∈ Fq
�
p = car(Fq)

� � ��� ���,#
α
�
αp �4����\���C�T��� � ��� �������¥���^�|�������f���5����C���

Fp
�
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�(� � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

�¥���f���1�T����� 
 ��� � ³ �  �
M
�k�W��<
�=6�©�E��=� E��=6��=Ef��<¥/9�

α
�D�¬1-��

Fp
S u �

q ��-.��<[��-.�=�t� S � S � M :;�
E|���QX�>1�2�P���1<=�[	��}�~��
θ : Fq → Fq

/1��/1�P�3�-
θ(a) = apH0>1E �[�D�E|�-D4W�DE��y/9�G��61H,�
�b41B1��6�/9�

Fp
S £ �I�D>1<=�.�¥/9� g ��Ef�y� S ¢ S �yX�>1�

αpH0>1Ef�y-i���
§0/9�
M
S q �E��

M
HP�=-.-��I/9>9�.²=:��< M�� ���-��,E���� S � S � � �=E��1<
�[	��yX�>1�

M
���  �|���3�<=�
61©E|�
��E��=61�
Ef��<V/1�

αp S
�+ ���-.�*�.��¬W��E���5�3�-.X�>1�

α
M
α2 � α4 �.±�EN�0E��,��E��O�3�<=�
61©�E��
�OE��=61�
Ef��<61� jAB9�,E|��<=�k� S ¢ S � S m����[�\���,-.��<=E��,6�.� M �,<=�,E|�,6�����^	C�6  >1��/9��\��±,E&�

E��,��E|���W��<
�=6�©�E��=��E��
61�=Ef��< S
,�� ��� -16$� � 7 >�7 >�7 q ��6����
/1��-i��E���

α ∈ F24

S + �.���=E M
α, α2, (α2)2 = α4, (α4)2 = α8, (α8)2 = α16 = α.

� �9/9���t�,�.�D�I�t��<
��E���6��.��t�.±�E¶�pE��I�DE��p�W��<
�=61©E��=��E��=6��=Ef��< S�U E��,��E|�
��	���6����I	C�t	C��E¨��*��<
��E��,6�.��
α3, (α3)2 = α6, (α6)2 = α12, (α12)2 = α24 = α9, (α9)2 = α18 = α3.

U �CB9��E��1<
�|�	C�
Ef�y�D>�����-.�LX�>1�L�3�9/9�,E���F]���§,��-s>�E��¥����-D�.�
},~��$/9�
Fpm��E ¬1<
�9	C���F	�>  ��F��<
��E���6��.��s��±�E¨�$E��,��E��¥�W��<
�=6�©�E��=�¥E��=61�
Ef��< M �y����-D�.�=-

/1�c�7�.��-i��}�~��c/9�e��>1����E��-D43��E��
α 7→ αp Sk³ �  ��E|���|E����
�|�1-.�,	��
���� SZ³ �

q = pm M ��6��.~��v�.��¬W��E���xX�>1���p�-�>1�W��	C²[	C<
�
	�� F∗
q

H��
����E���-�]_��������-.>1�W�
��/9�=���
:��

Zpm−1
S + �CB9�3�61��63	C�[��}�~��¥	���E �CB9�W�;��6����

p
��E

Fq
	���-.-��I�D�W��63/9�

�yE¥>1<7�.�=��<=�[	��}�~��¥�3�-
p
��E

Zpm−1
S q ��E��

p
�
pm− 1

�.~��¥-��,<
�����
:���E���6����
�1-.�=E��� M �Y���1<=�[	��}�~��

s 7→ ps
H¥>1Ef�^�3�,-�E¥>9�.�}�~��^/9�

Zpm−1
S ` �9/9��E���

	C�6��D�[/9�,-.��-5��6��.~��L�L/9�,	���E��3���D�[}�~��P/9�
Zpm−1

	C�E|�G�D�,6�/9�P]_��-.E��/1�O�W��<[���
��-.¬1�=�.���*/1�|�W��-.E$>9�i��},~�� S
6 �&/1�" ��! � � 7 >�7 2 7 + ���W��-i��},~��$/9�LE$>1<=���
�1<
�
	,��-*�W��-

p
����-D�.�
	��=�6��

Zpm−1��E 	C�6  >16������V	ih���E��/9�� ��2���=���i���C�F�=���n�������[� �C�����=��� ���¥���i���*� � ���9�=�
pm−1

S+ 	C<[���.�D�G<[�����,-.��< 	C�[	C<
����©E��
	,�|/1�
s
H

{s, ps, p2s, . . . , pms−1s},
��6�/1�

ms
HG�¥E��,61��-*�
6�.���
-��|�W����7�.�=:�y�.��<5X�>1�

pmss ≡ s (mod pm − 1)
S

,�� ��� -16$� � 7 > 7 � 7 `A��-i�
p = 2

M
m = 3

�
pm− 1 = 7

M ���*	�<
������,�s<
������-i���[�
	C�[	C<
���.©�E��
	,���2E �9/9>1<
�

7
�.~��

C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4}, C3 = {3, 6, 5}.
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� � � � � � � � ��� ��� � ��� � � ��� � � � � � � � � � 	
js�D�.��\	C<[���.���,�f	C�-�-.�,���W��6�/9�,E �����f�CB9�W���,6����,�f/1�

α
X�>1����±,Ea�«E��I�DE��

�W��<
�=6�©�E��=��E��
61�=Ef��<561��jAB9��E��1<
�\� S ¢ S � S
.L����E|���0�\�����>1�=6��.�$	C�6�:��6�},~��3°s�\	C<[���.���y<
�����,-.��<V�D�,-.�f/1��61���.��/��f�3�-

Cs
M �6�/9�

s
Hx��E���61�-O�=6��.���
-���6���	C<[���.��� S

d8�=B9��E���v>1E��,<=�,E���6���� �1-.�=E��=���
:��
β ∈ Fpm

S ` ��<
��p	C�E���6��.��-��
��
�	C�
E�� M ���9/9���$���y��<
��E��,6�.��

βi 	C�E i ∈ Cs
��±�E´�cE��,��E|�c�3�<=�
61©E|�
�

E��
61�=Ef��< S ¤L��6����.��-��,E���*�W��-
M i �f�W��<
�=61©E��=��E��=6��=Ef��<Q/9� βi ����¬1-.� Fp

S
³ �,��>1�t�
E��,/9�[���i��E���6����xX�>1�y���

i
�W��-�����63	C�x��	C<[���.�D�t<[�����,-.��<

Cs
�,6�i~��

∏

j∈Cs

(x− βj) |M (i)(x).

� �W��.��²=:��<5/9�,E|�6��D��-i��-PX�>1�x���0��<
��E��,6�.��
βj 	���E j ∈ Cs

�.~����.�9/9��O���
	���6  >1����/9���P/9�

βi SPK �D���YH¥>1Ef�Y	���6����,X��1±,6�	C�[���=E��I/9�
���.�^/9�\]������Y/9��X�>1��v��-.>1�W�v/9�\rt��<=��
�t/9�
Fpm

����¬1-.�
Fp
H�>1Ez��-.>1�W�v	�²
	�<=�[	C��/9����-i/9�,E

m���-i��/9�|�3�,<=�f��>9���E|�-D4W�DE��
α 7→ αp S

� ���� ;����� � 7 > 7 ? 7 � � �����
q = pm � β �9�¶�C�
�C�f�C�3�n� � �T���¥������������� Fq

�
� �3� ��,# � ���.�

0 ≤ s ≤ pm − 1
�
i ∈ Cs

#b�@������� �����

M (i)(x) =
∏

j∈Cs

(x− βj).

+ <=H,E{/9�[����� M 	���E��

xq−1 − 1 =
∏

α∈F∗
q

(x− α) =
∏

0≤j≤q−1

(x− βj),

�.��E���OX�>1�
xq−1 − 1 =

∏

s

M (s)(x),

�6�/9�
s
:���-��[�¥����¬�-��t��*-.����-��I�D�,6�i��6����I�*/1���0	�<
������,�2<[���.��-i���[�O	C�[	C<
����©E��
	,���

E��9/9>1<
�
pm − 1

S
.L����-��,E|���®��V-��I�D>1<=�.�/9��V��	C�
Ef�0����¬1-.�A�3�<=�
61©E|�
��VE��=61�
Ef���[�56�� ³ �,},~��

¢ S � S
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� � � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

� *�� � 	 � � � 	 �  � � � 
 ���525.���� 2 � 4
³ �  �

f
>�E{�W��<
�=6�©�E��=�Y��E

Fq[x]
S d������-.��-

f
���=�61�=43	����,6�	C�6�.-.��-

a ∈ Fq�c�W��<
�
61©�E��
��^E|©61�[	C��v�
-�-.�,/1>9��²
:��,�
�
f1, . . . , fr

M /9��
��� /9���[�v/9�
�D���
6������ M
�.���
�tX�>1�

f = af e1
1 · · · fer

r

M �6�/9��	��/1�
ei
H�>1E �
6�.���
-��v�W����7�.�=:��� S `8�,<=�

� �,��-.��Ef�p� S � S ¢ M �i��<8]����.��-i��},~��\H�w161�[	��^�YE��,61��t/1�^��-i/9��E /9���L]������-��I� S
¤P��4�61�
E���A� � ���T�n�t��

f
� ���I���t��� ���������.�������b	C��E��t�D�,6�/9�

f1 · · · fr
S u �,�D�.�

�D�I}�~�� M :���E���O��>1�W��-0����E(�W��-i/1��/9�x���,61��-i��<
�[/1��/9�tX�>1�
f
���  �|E�©�61�[	C� S+ ]�������-i��},~�� /9�c�3�<=�
61©E|�
��^H�>�E&-.�,X�>1�[���7�.���,�.����6�	��
��<P��E E¥>1�7�i���

���1<
�[	���}��;�,�*6��|�.����-.�[�|/1�$	��9/9�
����� M ��<=���¬1-i��	C��E��1>1�.��	��=�6���< M 	C-.�
�9�����-i��43� M
���,��-.�
�|	C�E|��>9�.�	C�
��6���<5/9�t6�w�E|�,-����*�t:���-��[���*�>9��-i���*��-��I��� � :�  �|-���]_��-.±�69?	C�[���L��E´� ¢�� � M �3�-t�CB9��E��1<
� � Stu � q ���1²7�.>1<
� � M �.��-.��E���G�\��3�-D�.>161�[/1��/1�/9�f:��,-x>1Ef�p/9�,�.�.���x����<=�[	��}C�;�,�tEf���[�y/9�����[/1��E��,6�.� S + �W�,�.��-$/9�p�I��]_�-.}��
/9�x:���-.�=���2�3�I��X�>1�[���/9��-.�,� M ]����.��-i��-*�W��<
�=61©E��=���O�D�¬1-��t>1E 	C�-��W�|4�61�=���\/9�
Ef��61�,�=-i�$��]_�C�.�=:��\���=6�/��¥Hx>�E¨�1-.��¬1<
��Ef�|��E"��¬W��-���� S + <
��>16��P�D>1-.:���+9�F-.�C?
	C�,6�.�,�L��~��f��P/1��)x��<=����]_��6«� ��� M � � � M � q ���1²=��>�<=�o� � /9�y:��6p§,>1-Grt����h1�,6�yrG��-.h���-i/�� ¢ ��� M �x�f/9�x:��6v§�>1-Prt����h1�,6^�x`A��63��-.�=�v� ¢�� � SjbE �����>1�
/�� M E���D��-i��-.��E���P>1EzE�HC�.�9/9������-i��<8����-.�Y]����.��-i��-G�3�<=�
61©�?
E��=���2����¬�-��G>1E{	���-.�3�¥4�61�=��� M X�>1�x	C��63�D�[���.�G/1�t��-.±,�2�,�D�.�����
��,°Q�,<=�
E��=6��}�~��
/9�v]����.��-.�,��-.���W�C���[/9��� � j £ d � M ]����.��-i��},~����,E �-.��>���/9�
�D���
6������ � ¤G¤Ld ���]����.��-i��}�~��^/9�Y��-i��>��G�
��>����
� � js¤Gd ��� S + 6����I�y/9�\/9�[�.	C>9�.�=-.E���y	���E��p	���/��>1E(/9�I�����,�F�,�D�.�����
��A]_>�6�	C�
��6�� M �CB9�=¬��=E���F>1E(/9�[���-.��Ef�y/9�|E|H����9/9�¥����-i��<���.-.��:H,��/1� d8�=�>1-i� � S � S + d8�
��>1-i�k� S �k�=<
>��D��-i�k>1E���B;�,E��1<=� /1� >1E�3�<=�
61©E|�
�f�D�,6�/9�|]����.��-i��/9�|>��.��6�/1�¥�fE�HC�.�9/9�f/9�,�.	C-.�7�.���3�,<
��d8�=�>1-i�|� S � S

��������� � � � � ��
�
��	� � ���	� 
 
�� ��� ����� � ��
���������
 � � ��

U ��-��
E����
-�� �I���i����=� M 61��E|H����9/9��/1�o]����.��-i��},~��eX>���:���E���Y/9�,�.	C-.��:��- M
	C�6��D�[�D���0�,E �,<=�
E��=63��-b]������-��I�b-.���W�C���[/9��� S .0Ef�y:���6�i�����E /9�,�D�.�x-.�,/1>�}�~��
H\X�>1�f�p�3�<=�
61©E|�
�p-.�,��>1<7�i��6�����]_-.�,X��1�,6�����E��,6�.�����,E �-.��>cE���6���- M �Y���
E��,��E|�P���,E|�W�t	C��6��.H�EN���9/9���Q���5]������-��I�5�
-�-.�,/9>1��²
:����[�8/9�P�W��<
�=6�©�E��=�G��-.�
���=?
6���< S + <
H�E /9�[����� M ��<
��>163�AE�HC���9/9���b-.�,X�>1�,-��,E X�>1�0�¥/1��/9�$�3�<=�
61©�E��
�y6�~��
� 	 �O��%&���L��%5���Z���L"��&<��0����% : ����Q�809��5����%5�5�����<��&���N+�c .�'!+/,	-#. I4.�
�bJ* )0c + <��

f � ��� ��/
O���#"��5�/
�(�/
O������
��0�Z��
�"L���W<��0����% : ����Q�809�� $ � : ���O���Z
%&���N+�c .�'L+#,	-/. b�+�'!I	E�+�*�<� f 1� � �!"4���!��%5���Z
��4���<�&���ZQ��Q���Q7��Q�� <���Z���L"�����Q���� ��% Q�� ����X0� 1
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eliminação

de fatores repetidos

fatoração

em graus distintos

EDFEDF ...

... ...

ERF

parte livre de quadrados

(cada fator aparece uma vez)

fatores irredut́ıveis

de grau 1

polinômio contendo

todos os fatores de grau 1

DDF

fatoração

de graus iguais

...

outra parte

(fatores repetidos)

...

polinômio

... polinômio contendo

fatores irredut́ıveis

de grau bn/2c

todos os fatores de grau bn/2c

d8�
��>1-i�^� S � °xmpHC�.�;/1�v���-i��<A/1�^]����.��-i��},~��^/1�|>�E¶�W��<
�=61©E��=�p���.-.��:H,�G/1�j £ d M ¤L¤Gd �xjF¤Ld S
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� � � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

eliminação

de fatores repetidos

fatoração

em graus distintos

ERF

EDFEDF

DDF

fatoração

de graus iguais

x
16 + x

15 + x
14 + 5x13 + x

12 + 18x11 + 4x10 + 12x9+

x
8 + x

7 + 2x5 + 17x3 + 18x + 18

x
8 + x

6 + 2x5 + 18x4 + 17x + 18

x
2 + 18 x

6 + x
5 + x

4 + 3x3 + x
2 + x + 1

(x − 1) (x + 1) (x3 + x
2 + 1)(x3 + x + 1)

+11x8 + 12x6 + 16x5 + 5x4 + 2x3 + 2x2 + 3x + 1 ∈ F19[x]

d8�=�>1-.��� S �1° jAB9�,E|��<=� /9�c>�E �3�<=�
61©�E��
� ����63/9� ]�������-i��/1�����.-.��:H,�\/1�
j £ d M ¤G¤LdZ�tjs¤Gd S
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� � � � � � � � ��
 � ��� ��� ���"� ��� � ��� � ��� � � ��� ��>
�.��61h���]����.��-.�,�$-��,�3�����[/9��¥�v������
E �I���.�Y�I���i�����
�oH^�.��E$¬WH�E /9�v�=6��.��-.�,�.�D�
�
6�/9�,�3�,6�/9��6��.� S+ 4�E /9�y�
6���-.�9/9>1§��
-0���[/9H��[��¬������[	�� M :���E���0	���6����
/1��-i��-*�f�3�<=�
61©E|�
�
����-D�.�
	�>1<[��-

f = AB3 M �6�/9� A H¥�^�1-.�9/9>9�.�^/9���P]������-��I�P�
-�-.�,/1>9��²
:��,�
�L/9�
f
X�>1�f������-.�,	���E �D�E���6����|>1Ef�Y:��§|�

B
H|�^�1-.�9/9>9�.�v/9���L]������-��I�G�=-.-���?

/9>1��²
:����[�b/9�
f
X�>1�0������-.�,	���E¯�.-�±I� :���§,�,� S q �E��

f ′ = A′B3 +3AB2B′ =
B2(A′B + 3AB′)

M ���,E���0X�>1�
B2 ������-��I	C�G6��f/9�I	C��E��W����
},~���/9�y��E¥¬3���

f
�
f ′ M ��>��D�  � M B2 H|>1E¶/9�
:;�
����-t/9� mdc(f, f ′)

S + �����=E M �v�3�<=�
61©E|�
�
f/mdc(f, f ′) = AB

63~��$	���6���H,E ]����.��-.�,�A-.���W�C�.�
/1�� S js�D�.�$�
/1H��[�xH0:���<
�
/��
�,Eµ���9/9��¥��|	C�-��W��,'s	���6���>�/1� M ��E 	���-.�3���x4�6��7�.�� M ��6�/9����	,��-i��	C����-.²[��?
�.�
	,�cHp/9�=]_��-.��6��.��/1�v§,��-.� M /9��:�C?@�D�Y����-f>�Ea	C�,-D�.��	�>1�[/1��/9� S ` �-|��B9��E|?
�1<
� M ���W��<
�=6�©�E��=�

f = x10 ��E F5[x]
-��,:��,<
�^X>��¥H��W��.�D²
:��,<V�.��-

f ′ = 0
M

E��,��E��
f
6�~����D�,6�/9�Z>1Ef��	C�6��D�.��6��.� S jbE ���-i��< M �D�

p = car(Fq)
�

f =
∑n/p

i=0 fipx
ip M ���,E|���OX�>1�

f ′ =

n/p
∑

i=1

ipfipx
ip−1 = 0,

�x���.���=E
f/mdc(f, f ′) = 1

Sbu �|�,6��.��6��.� M ���3�<=�
61©�E��
�
f
	C�6�.H�E ]������-��I�

-.���W�C�.�
/9��� M �W���[�O>��.��63/9� � ���-��,Ef�Y� S � S � �W�;/1��E���*�I��	�-��,:���-
f
	C��E��

f =





n/p
∑

i=0

f
q/p
ip xi





p

.

³ �
f =

∏r
i=1 f

ei

i

Hx�¥]������-.�}�~��|/9�
f
��E

Fq [x]
M �D�,��>1�xX�>1�

f ′ =

r∑

i=1

eif
ei−1
i f ′

i

∏

j 6=i

f
ej

j =

r∑

i=1

eif
ei−1
i f ′

i

f

fei

i

=

r∑

i=1

eif
′
i

f

fi

�
mdc(fi, f

′
i) = 1

M �W���[�
fi
H��
-.-��I/9>9��²
:��,< S U ¬3�D�,-�:���E����\X�>1�

f ′
i = 0�
E��1<=�[	��xX�>1�

fi
�D�  �t>1Ef�

p
?nH,���=Ef�G�W����±,6�	C�[� M 	C�6�.-.�/9�
§���63/9�G�t�
-.-��I/9>9���
¬1�=?

<
�
/���/9�o/9�
fi
S ` ��-���>1��-.��<[��/1� M

grau(f ′
i) < grau(fi

� S u ��:���E|�,6���� M �
�
-�-.�,/1>9���
¬1�
<=�[/1��/1�t/1�

fi
�=E��1<
�[	���X�>1�

mdc(fi, f
′
i) = 1

S + �.���=E M

u = mdc(f, f ′) = mdc

(
r∏

i=1

fei

i ,

r∑

i=1

eif
′
i

f

fi

)

=

r∏

i=1

p-ei

fei−1
i

r∏

i=1

p|ei

fei

i .
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��2 � ������� � ��� ��� � ��� � � ��� � � �"�
������� � � � �

U ¬9���,E���t�����-i�\�v����-����|<=�
:;-��f/9�fX�>��/9-.�/9��G/9�
f
	���-.-��I�D�W��6�/1��6����|����

]����.��-.�,�*	C>  ���*�CB9�W���,6����,�06�~�����~���E$w1<=���
�1<
��O/9�
p
°

v =
f

mdc(f, f ′)
=
f

u
=

r∏

i=1

p-ei

fi.

`A��-i�e��¬9�.��-.E|���\���Y�>9��-.���]������-��I� M ��>1�W��61h���E���YX�>1�
n = grau(f)

�
	���<
	�>1<
��E���

vn =

r∏

i=1

p-ei

fn
i .

³ ���>1�xX�>1�

mdc(u, vn) = mdc







r∏

i=1

p-ei

fei−1
i

r∏

i=1

p|ei

fei

i ,

r∏

i=1

p-ei

fn
i







=

r∏

i=1

p-ei

fei−1
i ,

�t�3�-D�i��6����
w =

u

mdc(u, vn)
=

r∏

i=1

p|ei

fei

i .

` �;/1��E���*	ih���E���-F����<
���-��=��E��¥-��I	C>1-i�D�
:���E���6��.�P>��.��6�/1�
w1/p ���.HL�¬9���,-D?E��� ∏r

i=1 fi
S

U �1-���B9�=E��x��<
���-��=��E��x/9�I��	�-��,:��*��A�3���.�D���A/9�xE�HC���9/9�¥X>��0��	���¬���E����
/9�x/9�,�.	C-.��:��- S
�!6 �,�, ;":��� � � 7 2 7$	�7 � js<=�
E��=6��}�~���/1�t]������-��I�2-��,�3�����[/9�� � j £ d � �
3  #� ()���"7���������

ERF(f)
,5���� #���� °

f ∈ Fq[x]
E|©61�[	C�f/9�x��-i��>

n
S

� � <7�� °b������-����x/9�
f
<=�
:;-��x/9�xX�>���/1-.�/9�� S

p = car(Fq)
	

u = mdc(f, f ′)
	

7��
u = 1

�+	�%�&�'@*���%�'�*�	 �
f
	

v =
f

u
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� � � � � � � � ��
 � ��� ��� ���"� ��� � ��� � ��� � � ��� ���

w =
u

mdc(u, vn)

	

z = w1/p 	
*���%�'�*�	 �

v.ERF(z) �mp�����.-.��E���$�����-.�oX�>1���W�9/9��E���|�¬9���,-|Ef���
�|�
69]_��-.Ef��}�~��c����¬1-.�Y���
]�������-.�,�^�
-�-.�,/9>1��²
:����[�Y/1�

f
M ��<
H�E¡/9�Z�1-��9/9>1���Z/1��]�������-.�,�v/9�[���.�=6��.��v/9�

f
S + �C���@���.� 
 ������

f
�7���,������� ����������������pHY]_�-�Ef�/1�o�W��-��W��<
�=61©E��=���

E�©�6��
	���
g1, . . . , gn ∈ Fq [x]

M 	��/1�f>1E /9���PX�>����
�PH$<
�=:;-.�$/9�$X�>��/9-.�/9�� M/9��
�P�\/9���[�O-.��<[���.�=:���E��,6�.�t�1-��
E��� M �.���.�
�D]���§,��6�/9�
f = g1g

2
2 . . . g

n
n

S q �/1�
gi
H*�G�1-��9/9>1���x/9�2���9/9��� ��Q]����.��-.�,�8�=-.-.�,/9>9�.²=:���[� X>��*������-.�,	���E¯-.���W�C�.�
/9���

i
:��,§��,�06���]����.��-i��},~���/9�

f
S*K �����f�3�9/9�|�D�,-O]_���=���Y>�����6�/9�\�\��<=���-.�7�.E���/1�

'b>16e�
�,� �,� M X>��t����-i�|/9�,�.	C-.�7�.�f�|�����>1�
- S
� 6����� ;":�'��� � 7 2 7 � 7 � d�������-i��},~��|<=�
:;-��x/9�xX�>��/9-.�/9�� � ³ d d � �
3  ;� ( �&��"$� �&���'�

SSF(f)
, ���  ;� ��� °

f ∈ Fq[x]
E�©�6��
	�� S

� � <$��� °G�\]�������-i��},~��Y/1�
f
<=�
:;-���/9��X>3��/9-i��/9��� M � S � S

f = g1g
2
2 . . . g

n
n	���Ez	��/1�

gi
E�©61�
	�� M <
�=:;-.�|/1��X�>��/9-i��/9���0�f/9���[�t�^/1���[�L-.��<[���.�=:���E|�,6����

�1-.�
E|��� S
p = car(Fq)

	

i← 1
	
S ← 1

	
g ← f ′ 	

7+�
g 6= 0

��	�%�&�' �

h← mdc(f, g)
	

r ← f/h
	

�+	 < / ��	�%�' r 6= 1
��� D+� �

s← mdc(r, h)
	
t← r/s

	

S ← tiS
	
i← i+ 1

	

r ← s
	
h← h/s

�
	
7+�

h 6= 1
�+	�%�&�' �

h← h1/p 	

S ← (SFF(h))pS
� �

7+�+	�&�' �

f ← f1/p 	

S ← (SFF(f))p � 	
*���%�'�*�	 � �

S
� �U ¬�����-.:���E��� X�>1� M 61�y��<=���-.�7�.E|�

SFF
M �t�.��²[/1�t/9�y��<
���-��=��E��x/9�,:��O�D�,-

�
6�����-.�1-.�C�i��/1�c/9�^Ef��61���
-.�c�D�
E$¬ ��<
�[	�� S + 	���6����I	C�^X�>1�����|�W���.±�6�	��
��¥/9���
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]����.��-.�,�AX�>1�0���3��-.�,	C�,E 6���b	ih���Ef�/1��� -.�,	�>1-.���
:��� � X�>���6�/9�t���,E��� ]�������-.�,�X�>1�L������-.�,	���E >�E 6;w1E��,-��|/9�P:��§��I�bE¥w1<7�.�=��<=�|/1�$	,��-i��	T�.��-.²
�D���[	�� �8/9��:��E
�D�,-2	���E¥¬1�=63��/1��s����-.�$���.�D�
E ��¬9�.��-.E���2�$�W���.±�6�	��
�y4�6���< /9�I���.�G]������- S u �
�1-���B;�
E��¥��B9��E��1<
� M �
<=>��D��-i��-.��E����F�I���i���D�=��>��}�~�� S
,�� ��� -16$� � 7 2 7 � 7 ³ >1�W��61h���E���|X>��

f = AB2C3D9 �D�¬1-�� F3
M ��6�/9�

A,B,C
�
D
�.~��p�p�1-.�9/9>9�.��/9�f�.�;/1��x���x]����.��-.�,�t�
-�-.�,/1>9��²
:��,�
�y/1�\E$>1<=?

���
�1<
�
	��
/1�/9�,�
1, 2, 3

�
9
M -.�,���3�I	T�.�=:���E��,6�.� Sxu �v��6��i��6���� M 63~��^�.��¬W��E����P�

]����.��-i��}�~��¥/9�
f
��E¨����-.E���O/9�

A,B,C,D
S � ��E����OX>��y�|/1��-.�=:���/��|/1�

fH
f ′ = A′B2C3D9 + 2ABB′C3D9 + 3AB2C2C ′D9 + 9AB2C3D8D′

= A′B2C3D9 + 2ABB′C3D9

= BC3D9(A′B + 2AB′).

.0Ef���CB9�,	�>�}�~��|/1�
SSF(f)

	C�E
f = AB2C3D9 �

f ′ = g = BC3D9(A′B + 2AB′)

/1�
� � � � � �

1 BC3D9 AB B A A
2 C3D9 B

�
B AB2

3 C3D9 �

CD3 AB2(SFF(CD3))3+ ���-i�\	C�6��D�[/9�,-.��E|���P�v	ih���Ef�/1�\-.�,	�>1-.���
:��
SSF(CD3)

	C�E
f = CD3�

f ′ = g = C ′D3 + 3CD2D′ = C ′D3 °
� � � � � �

1 D3 C 1 C C
2 D3 1

D C(SFF(D))3+ �D�,��>1�
- M 	C��63�D�[/9��-i��E����G��	ih���Ef��/1�^-��I	C>1-i���=:��
SFF(D)

	C�E
f = D

�
f ′ = g = D′ °

� � � � � �

1 1 D 1 D D
2 1 1
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E���6����t�.��E���OX�>1�

f = AB2(SFF(CD3))3 = AB2(C1(SFF(D))3)3

= AB2C3(SFF(D))9 = AB2C3D9,
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�[	���-^� � ����-.��Ef�«� S � S ��,E¶�,�� � S u �f��6��.��6���� M rt��>��.�2���
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� ��D��>1Ef�� S + 6����,�G/9��rt��>��.� M®g �,���,6�/9-.�f� � ��� �i��E¥¬3H,E{�.�=6�h��\>1Ef�Y�1-���:������-.�L�t	������
q = p
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/1�� ����-i�0�¬9���,-A>1Ef�
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f
�,E ]������-��I� M 	��/1�x>1E(/9���FX�>����
�F	C�6�.��6�/1�$�

�1-.�9/9>9�.�v/9�|�.�;/1��G��L]����.��-.�,�L<=�
61�I��-.�,� M X�>��/9-i�����[	C��� M �.��-.6���-.�=��� M ���.	 S /9�
f
S js�D���t��<
���-��=��E��¥/1��>Y�-��
���,E � �C���@���.� 
 ���Y��� !������;�x���[�T�������@��� � ¤G¤Ld � Sq �6�.>�/9� M rt��<=��
�2���I��X�>1�I	C��>9�t>1E ��������Y	�-�>�	��
��< °*/9�
:;�
/9�
-G�Y�W��<
�=61©E��=�

f�W��<
�
mdc(f, xqi −x) �P���.���=E ��<
�=E��
6���-b��� ]����.��-.�,� �
-�-.�,/1>9��²
:��,�
�b/1�O��-i��> i Sjs�.���G��<=���-.�7�.E|�¥/9�P]������-.�}�~��x�3��-i	C�[��<3]_���®/9�,����6;:��<=:;�[/9�y�W��- ³ �,-�-.�C�G�=� ���,� M�¥��6��.~��Y-.�,/9�I��	���¬W��-����f�W��- + -��O�=6 � � � M q ��6����-P� 4 ���.�D�,61h���>��y� ����� M ��6���-.��>9��-.�� S mo���[�*-���]_��-.±�6�	��
��2�3�9/9�,E{����-O��63	C��6��.-.�/1���F��E � ¢�� � S+ ]����.��-i��},~��0�,E ��-i��>��8/9�[���.�=6��.��Q]_��-.61�,	��F>�E E�HC���9/9�G����-.�L/9�,	���E��3�-

f
�,E �3�<=�
61©E|�
��2	C�6�����63/9�y�.�;/1��F��s]������-��I�F/1�L�-.��>o� M ��-i��> � M �C�.	 Sb³ ��.�;/1��¥��$]������-��I�$/9�

f
��±,E´��-i��>��¥/9�
�D���
6������ M �,6�i~��p�.��E���|���.���=E´�p]���?�.��-i��}�~��¥	���E��1<
�C�.�|/9�

f
S `A��-i�$>�E(�3�<=�
61©E|�
���,�.	C�<=h1�[/9����<
�,������-.�[��E���6����

/9�^Ef��61�,�=-i�o>16��7]_�-�E�� M �[�.�D���	C�6�.�,	��\Ef���[�¥/1��E��C�.�/9�^/����¥:���§,�,� S ¤L�
]������ M �,E

F2[x]
M �o�1-��¬���¬��=<
�
/���/9�fH

0.6656
M �\6;>1E´	���-.�3��4�6��7�.��E$>��7�.�

�-.��6�/9� M ���1-��¬���¬��=<
�
/���/9�o	,���P�3��-i�
e−γ = 0.5614 . . .

� :��  � � ����� �3��-i�Ef���[�*-.�,��>1<7�i��/9���O�D�¬1-.�L�W��<
�=6�©�E��=���O��<
�,���
��-.�
���� S + �1-.�,����6��.��E���*�f�D�,��>1�
-
�f��<
���-��=��E�� S
� 6����� ;":�'��� � 7 2 7 � 7 � d�������-i��},~��|��E(�-.��>��*/9�[���.�=6������ � ¤G¤Gd � �
3  ;� ( �&��"$� �&���'�

DDF(f)
, ���  ;� ��� °A>1E �W��<
�=61©E��=�

f ∈ Fq[x]
/9�L��-i��>

n
M <=�
:;-��L/9�LX�>��/9-.�/9�� S
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� � <7�� °0�3�<=�
61©E|�
��
g1, g2, . . . , gn

�.���
�tX�>1�|	���/��
gi
H|�Y��-��9/9>9�.�^/9�

���9/9���*��2]����.��-.�,�2�
-�-.�,/9>1��²
:����[�*/9�
f
/1�x��-i��>

i
S

h0 ← x
	
f0 ← f

	
(���*��

i = 1
��% . bn/2c ��� D+� �

+���� / ��� hi ≡ hq
i−1 (mod f)

��-
Fq[x]

	
+���� / ��� gi = mdc(hi − x, fi−1)

��-
Fq [x]

	

fi = fi−1/gi
	 �

(���*��
i = bn/2c+ 1

��% . n
��� D+�

gi ← 1
	

k ← grau(fbn/2c)
	

7��
k > bn/2c �+	�%�&�'

gk ← fbn/2c
	

*���%�'�*�	��
(g1, g2, . . . , gn) �u ���.�LX�>1�P���P�$�3�<=�
61©�E��
�

fbn/2c
	���<[	C>�<
�/9�$��	��=Ef�G�.��E ��-i��>

k
Ef���
��-

X�>1� bn/2c M ���,E���2X>��G����>���<=�
§,��- gk
M, �¥X�>1�L�$]����.��-2-��I���i��6����G/9���W���[�FX�>1�

�1-.�;	��,�.����-�E����
i = bn/2c Hx�
-.-��I/9>9��²
:��,< S

,�� ��� -16$� � 7 2 7 >�7 ³ �  �
f(x) = x15 − 1 ∈ F11[x]

S � ��E���OX�>1�

mdc(x15 − 1, x11 − x) = x5 − 1
�

mdc(x112 − 1, x10 + x5 + 1) = x10 + x5 + 1.+ ¤G¤Gd�H
(x5−1, x10+x5+1, 1, . . . , 1)

�2������=E h��
5
]�������-.�,�V�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�

<=�
61�I��-.�,�y	�>  �o�1-.�9/9>9����H
x5 − 1

�Yh3�
5
]����.��-.�,�x�
-.-��I/9>9��²
:��,�
�$X>3��/9-i���.�7?

	C���x	C>  ���1-.�9/9>9���pH
x10 + x5 + 1

S `A��-.��	C�E��1<=���.��-y�Y]������-.�}�~��v/9�
f
M

�1-.�,	C�[�.��E���A/9�L>1E ��� !����T�������Y��� �C���@���.� 
 ���\�� !������;�P�"!������[� � js¤Ld � M X�>1�/9�,	���E��W���2�W��<
�=61©E��=���5]_�-�Ef��/1��5�W��- �W��<
�=6�©�E��=���V�
-.-��I/9>9��²
:��,�
�8/9�2E��,��E|�
��-i��> S
u �o��<
���-��=��E���¤L¤GdN���1-.�,����6��.�/9� M �Y��<
�;���;�¥��-��
6�	C�
����<b����-i��X�>���6�/1�

i = bn/2c S ¤L��]������ M �W�9/9��-.²[��E���Y����-i��-Y��6����,�^/9� bn/2c >3����6�/9�c����,�D��-i���.H����[�$/1�y��¬W��-��.��-O��6�.�,���G	C�E��|��B9��E��1<
�743	,��-.��E���*��������>��=- S
,�� ��� -16$� � 7 2 7 2 7 ³ �  �

f
>1E �W��<
�=61©E��=�|/9�L�-.��>

28
]_�-�Ef�/9�y�W��<
�$�1-.��?

/9>9�.� /9� ��� ]�������-.�,�\<=�
61�,��-��I���o>1E ]������-Y/9�o�-.��> � S + ��B9�,	C>3}�~��«/9�¤L¤Gd
(f)
/1��°

i = 1
°
g1
���,E¨��-i��> ��� � ��� ]������-��I�2<=�
61�,��-��I���F�

f1
�.��E¨�-.��>^� '

i = 2
°
f2
���,E¨�-.��>^� '

i = 3
°
f3
���,E¨�-.��>^� '
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� � � � � � � � ��
 � ��� ��� ���"� ��� � ��� � ��� � � ��� ? 	

i = 4
°
f4
�.��E{��-i��>�� '

i = 5
°A�x	C�E��

5 > 8/2
M ����-i�¥	���E(>�E(]����.��-O�
-�-.�,/1>9��²
:��,<®/1�x��-i��>^� S

js�D���A��B9��E��1<
�OE|�����.-.�OX�>1�A63~��*�1-.�,	C�[�.��E��� 	���6����
/1��-i��-W���9/9��� �� �-.��>��
����H bn/2c � � � 61�Ow1<=���
E��P�CB9�,E|��<=�&� M E���V����HA�0�-.��>t/1��®]�������-.�,�5-��I���i��6����I�/9�
:;�
/1��2�3�- � S K ���.�¥�	C��<
��-i��-.�[�y	C�6��D�[/9�,-.��:��<
E|�,6����0���F	,��<[	C>1<
��2�D�,E(61�,69?h;>1E"	C>��D�����CB;�.-.� � :�  �v� ���� �3��-i�$Ef���[�O/9���.��<
h1�I��� S
������� � � 
 
����
��	� � ��� � ��
 ����� � ��
�����
 � � ��

U ��<=���-.�7�.E|�cX>��^����-i�o���1-.�,����6��i��/9�p61�I���i�����,},~��p]_��*/1�,����6;:��<=:;�[/9�p�3�-q ��6�.��-t� 4 ���.����61h���>��|� ����� SfU >9�.-����t��<
����-.�=��E���t/9�|]����.��-i��},~��^/1�|�-.��>���
��>����
�L�W�;/1��E¶����-G��6�	���6���-i��/1��0�,E � � M ��� ��� S jbE 	C��6��.-.����.�¥	C�E ��G��<=?���-.�7�.E|���s��6�.��-.�=�-��I� M ���9/9��F��2��<
���-��=��E����Ajs¤Gde-.���1�
/1��s�.~��$�1-��¬���¬��=<
²
�D?�.�
	��� S ¤L�G]����.� M �¥��-��¬1<=�,Ef�$/9�G��6�	���6���-i��-2>1E(��<=���-.�7�.E|�|/9�C�.��-.E��=61²[�D���[	C�
�,E(���,E��3�f�W��<
�=6���E��
��< ����-i�¥js¤Ld 	C�6����
6�>3�$�,E{��¬W��-���� S
K 61�[	C�[��<
E���6����y��>1�W��61h3��E���0X�>1�

q
���  ��²
E�����- M

r ≥ 2
�
f = f1 · · · fr

M
�6�/9�

grau(fi) = d
����-.�|	��/1�

i
M
1 ≤ i ≤ r M � grau(f) = n = dr

Ssu �I���i�
��<7�.>1-.�$/9�y�1-.�9	C�,�.��� M �I���i��-.��E���b��>1�W��6�/1�$X�>1�06�~��x���,E|���b�I���i�t]����.��-i��}�~�� S
` ��<
�|���,��-.��Ef��	ih1�=6�±,�O/9���*-��I���.�� � :�  � + �W±�6�/1�
	�� � � M �.��E���OX�>1�

Fq [x]/(f) → Fq[x]/(f1)× · · · × Fq[x]/(fr).

c (mod f) 7→ (c (mod f1), . . . , c (mod fr))

H�>1E �
����E���-�43��E�� S + �
/9H,�
��	�-�>�	��
��< H\X>������
c ∈ Fq[x]

H|�i��<bX�>1�
c ≡

0 (mod fi)
�
c 6= 0 (mod fj)

M ����-i�e	C�,-D�.��
i
�
j
/9�
�D���
6������ M ��6��i~��e�

mdc(c, f)
/9�I	C�E|�W�;�

f
S ` ��-.�|X�>���<[X�>1��-

i
M
1 ≤ i ≤ r M �.��E���

Fq ⊆ Fq[x]/(fi) ∼= Fqd .

� ��Ef��E����
q
²
E|�3��-f�

m = (qd − 1)/2
S js��	���<
h��e��<
�,������-.�[��E���6����^>1E

�,<=�,E|�,6����
a ∈ Fq [x]/(f)

63~���6�>�<=� /9���-.��>ZE���6���-\X�>1�
grau(f)

	���E
a 7→ (a1, . . . , ar)

M ���.-.��:H,�b/9�¥���,��-.��Ef�y	ih1�
61±I�F/9���s-.�,�D����� SbU �F��<
��E���6������
ai
� � M

1 ≤ i ≤ r
M ��~��\�
6�/9���W��63/9��6����I�t�$>16��7]_�-�E���E��,6�.�|/1�
�D��-.�=¬�>1²
/1��L��E

F∗
qd

S � �,E|���$X�>1�
am

i = ±1
	���E¶��-��¬���¬1�
<
�
/1�/9�p� ��� 	��/1� S + �$w161�[	���

/9>3���
r
?�>��1<
��xX�>1��6�~���	C�6�.-��
¬1>1�,E 6��^]����.��-i��}�~��^/9�

f
�.~��

(0, . . . , 0)
�

(−2, . . . ,−2)
S g ���� M �

mdc(am−1, f)
6�~��y/9�,	���E��3�;�

f
	C�E ��-��¬���¬1�
<=?

�[/1��/1�
2( 1

2 )r ≤ 1
2

M �
�D���yH M �
mdc(am− 1, f)

]����.��-i�
f
	C��E �1-.��¬3��¬1�
<=�[/1�/9�

�
��>���<5�|�3�,<=�fE���6���
1/2
S
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¤P�,�3��
�x/9�f�¬9���,-
f = g1g2

M �3�9/9�,E���t�1-.�9	C�,/1��-t/9�\/9>���LEf��61���
-.���°
���1<
�[	���63/9�c� ��<=���-.�7�.E��c-.�,	�>1-.���
:���E���6����v����-i�

g1
�
g2
M ��> �D-���4�6���63/9���

>1Ef�^]������-.�}�~��  �p	���<
	�>1<[��/1�
f =

∏s
i=1 ui

�3�,<=�
mdc(ui, h

m − 1)
����-.�

h
��<=�I���
�-��
� S + �1-.�
E|�,�=-i�����®}�~��pH ��¬;:;�[�p/9�\E��9/9��X�>1�Y/9�I��	�-��,:��,-��,E|���
�\��<
���-��=��E��fjs¤Gd ����-i��-���4�6���-0�f�1-.�;	��,�.�D� S ` �9/9��?n���yE���D��-i��-0X�>1�y�3��-i�
X�>���<[X�>1��-

ε
M
0 < ε < 1

M 	C�E
2dlog2

r2

ε e
�.���[�L�,�.	C��<
h���0��<
�,���
��-.�[��� M ��¬9�.�C?

E���b�t]������-.�}�~��x	���E��1<
�C�.�x/1�
f
	C�E �1-.��¬���¬1�
<=�[/1��/1�O�=�>���<W�t�3�,<=�¥E|�,61��

1− ε S
�!6 �,�, ;":��� � � 7 2 7 ��7 � d3�����-.�}�~��k/1� ��-i��>����
��>3���[� � jF¤Ld �c/9� q ��6��.��-�?
4 ���.����61h���>�� �
3  #� ()���"7���������

EDF(f, ε)
,5���� #���� °

q
>1Ef�«�W���.±�6�	��
� /1�o>1E&�1-��
E�� ²
E|�3��- M >�E&�W��<
�
61©�E��
�

E�©�61�[	C�
f ∈ Fq[x]

/1�O��-i��>
n = rd

<
�=:;-.�0/9�PX�>���/1-.�/9�x	C��E
r ≥ 2

]������-��I�
�=-.-.�,/9>9�.²=:���[� M 	,��/1�|>1E"/9�t��-i��>

d
M �t>1E{����-���E�����-.�|/9�x	���6943��6�}��

ε
S

� � <7�� °O>1Ez	C�6  >16����Y/1�y]����.��-.�,�PE|©61�[	C��P�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�P/9�
f
��>^��]���?

<=h3��� S
Fatores← {f} 	 k ← 1

	
t← 2dlog r2

ε e
	

�+	 < / �+	�%�' k ≤ t ��� D+� �
��7�+'���:�����������%�'�*�����-��+	�%��

h ∈ Fq[x]
+'
-

grau(h) < n
	

g ← mdc(h, f)
	

7��
g = 1

�+	�%�&�'
g ← h(qd−1)/2 − 1 (mod f)

	
(���*�� +��?��

u ∈ Fatores
+'
-

grau(u) > d
��� D+� �

7+�
mdc(g, u) 6= 1

�
mdc(g, u) 6= u

�+	�%�&�' �

Fatores← Fatores \ {u}
∪{mdc(g, u), u/mdc(g, u)} 	 � �
	7��

#Fatores = r
�+	�%�&�'@*���%�'�*�	 �

Fatores
	

k ← k + 1
	 �

*���%�'�*�	 � ��������: � � �
U �1-.�9	C�,/1�=E���6��.�G��6�.��-.�=�-Q���1<=�[	���?n���*�D�E|�,6����*�L	���-.�3���V4361�7�.�� /9�O	���-D?

��	C����-.²[���.�
	,��²=E�����- S q ��6�����-¥� 4 �������61h3��>��y�.��E¥¬3H,Eµ�1-���3�;�,E >1Eµ�1-.��?
	C�I/9�=E��,6�.�^�3��-i�Y	C�-��W��L4�6��7�.��t/9�f	���-.�	T���,-�²[�D���[	��

2
S ` ��-.H�E M X�>���63/9�v�

	���-.�	T���,-�²[�D���[	��\H
2
M h3��E|H����9/9���xEf���[�y�D�
E��1<
�,�x¬���D�I��/9���G61�o	���<
	�>1<=�p/9�

��-i��}��Y/9�$�,<=�,E���6������L��<=�I���
�-��
��0��E
R = Fq [x]/(f)

S js�D�.�^�[/9H��[�Y������-.�,	��
��E � � M �� �,� ����-i�f��E¥¬����0��0	���-.�	T�.��-.²
�D���[	��� M ����-��I�O�y²
E�����-.�,� M �x]_>�6�	C�
��?6���/1�c�����>1�
6�.�^Ef��61���
-.� S js�.	C�<=h1�,E���

h ∈ R
��<=�I���.��-.�
��E|�,6���� M �,6��.~��
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 � ��� ��� ���"� ��� � ��� � ��� � � ��� ? �
	,��<[	C>1<[��E���*����>v��-i��}�� M

g =

d−1∑

i=0

hqi

.

+ ]_>16�},~��Z��-i��}C�����,E �=Ef�����E
Fr

q

M �,<=�,:���6�/9�
g
�Z�W����±,6�	C�[�

(q − 1)/261�v	���D�Y/��Y	���-.�	T�.��-.²
�D���[	��f����-G²=E�����- M ��>c	���<[	C>�<
��6�/9� ∑`−1
i=0 g
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�.��-.�,�*�
-�-.�,/9>1��²
:����[�2H

r
M �|�1-��¬���¬��=<
�
/���/9�x/9�x��>�	C�I�����¥H

2r − 2

2r
= 1−

(
1

2

)r−1

.

jb6��i~�� M X�>���6�/1�
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M ���1-.��¬3��¬1�
<=�[/1�/9��/9�e�D>3	C�,�.����H
1/2
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f = f1 · · · fr
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R = Fq[x]/(f)

�
Ri = Fq[x]/(fi)

M
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B
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R
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g ∈ Fqn
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gq = g
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g ∈ Fq
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f =
∏

α∈Fq
mdc(f, h− α)
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∏
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Nucleo(Φ− I) = B
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∏

α∈Fq
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�
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�9�����-i��43	��� � �.��E¥¬3H,E¡	C�61h1�,	��
/1��Y	���E�� ���T� � �@���i�T�[�T�n���f��� �¬������,�/9��L��Ez	���-.�3���L4�61�=����L�.��EzE���D��-i��/1�v����-.��E ��43	C�
��6����I� S�U �LEf���
�
	C�61h1�,	��
/1��t��~��p¤P���f�C? 10��<
<
E���6Z� � ��� M jb<[rt��Ef��<0� ��� � MQ£L³ + � � � M � � M ��� � M�f	C-.�=�9�.��.�D�[�D����Ef�¥¬������,�/9�|��E{	��9/9�=���O/9�$rG��1���v� ��ª M ª ��� M q h1��-�? £ �=:�,�D�� � � � M �t�3� �2��-.<=�
61�2/9� g ��63���.-.�¥� ��¢ � �*�x	C-.�=�9�.��.�D�[�D����Ef�P¬������,�/9�L�,E 	C>�-�:������<
²7�.�
	,���|�
�,� M ��� M ª�� � S\U �G	�-��
�9�.��.�D�[���.��Ef��� q h1�-D? £ �
:��,�D� M ¤L������? 1P��<
<=Ef��6�tjb<[rt��Ef��<V����-i~��|�=6��.-��9/9>1§,�
/1��26���� ³ �,}C�;�I� � S � M � S � � � S � S
u ��6�h�>�Eµ	�-��
�9�.��.�D�[���.��Ef�vH\�W��-�]_���=��� M �W��-iX�>1�Y�p������>�-.��6�}���/9�f�.�9/9��

��<
�,�Y�,�D�.�«¬���D�I��/1�e�,E ��<
��>1Ea���
�3� /9�o<
�=E��=�.�}�~���E������,E������[	��«��	C�E¥?
�1>9�i��	C�
��63��< S 7L>���6�/9�f�I���.�y<=�
E��7�.�¥/9�,�7B1�f/9�¥�CB9�[���.�=- M /9�
§��,E���0X�>1�y�^	C-.�=�9?
���������
�D���,Ef�$H������,�������� S ` �-O�CB9��E��1<
� M �f	C-.�=�1����.���
�D���,E�� £P³ + Ht>1E"/9��
Ef���[�2��6����
����F�x	C�61h1�,	��
/1�� M �.��6�/9�f���
/1�¥�
6;:���6��i��/9�|��E �Iª � �$�3�- £ �=:�,�D� M³ h���E|�
-t� + /1<=�,E���6 � ���G�=6��
	��
���
�t/9� £P³ + � S .PE¶/9��L]�������-.�,�GX�>1�|���-i��61?���,E{�f������>�-.��6�}��|/9� £P³ + Hx��]������f/9�yX�>1�x6�~��\�D�x	���61h1�I	C�x>1E{E�HC���9/9�
�C43	��=�,6���������-i�Y]������-.��-L>�Ez6;w1E���-.��X�>1��H�>1Ez��-��9/9>9�.�p/9�f/9���[�t�1-.�=E���
��-i��6�/1�,� S q <
��-.��E���6���� M ����-i�LX�>1�*�I�����2���  �t/9�2]������t>1E �1-.��¬�<=�,E�� M ��A/9��
�
�1-.�=E���*/9�,:��,E{����-O	C�6�:��61�
��6��.��E���6����t�I��	���<
h1�
/1�� S
+ �����>1-i��6�},�y/9� £P³ + HG���-i��6��.�
/9�¥�3�,<=�¥]����.�f/9�GX�>1�t6�~��¥���x	C��6�h1�,	��

>1EzE�HC�.�9/9�^��43	C�
��6��.�|�3��-i�f]����.��-i��-G>1Ez6;w1E���-.�YE¥>1�=������-i��6�/1�¥X�>1��H¥�
�1-.�;/1>9���f/9�x���W��63���O/9��
�*�1-.�
E|���*��-i��6�/1�,�
u �,�D���¥�D�,6�.�
/1� M >1E"	C�6�	C�,�7�.�f�=E��W��-��.��6��.�x6��f�D�,��>1-i��63}��|/9�x>1E 	C-.�=�9?

���������
�D���,Ef�pHY��/9�\]_>163}�~��Z�9�������������C�����W��� S js���.�Y�.�=�W�c/1�Y]_>163}�~������,Eµ�
�1-.���1-.�=�I/1��/1�P/9�tX>��LHL]���	��=< /9�G>��.��?n<
� M Ef���2Ht/9�=]_²
	��=<5/9�G�
6�:��-���±�?�<[� S + ���C?��>1-i��63}��x/1�y	�-��
�9�.����-i��4W�G/1�L	ih���:�O�1w1¬1<
�
	,�$/9�,�3�,6�/9�G/1�y��B;�[�D��±�63	C�[�y/9�,�D���
���
�3�o/1�f]_>16�},~�� Svu �p�,6�i��6���� M 6�~��o����¬3�,E���y����]_>16�}����I�x>161�[/9�
-��I	C�
��6����
�
�CB9�[���.��E S 1P� M ���=E M 	,��6�/1�
/1�������^���,�D���c���
�3�k/9�c]_>16�}�~�� S{U ��B9��E��1<
�
/9� £P³ + /9�[�.	C>9�.�
/9� �	C�
Ef��	���-.-��I�D�W��63/9�v�c]_>163}�~��«X�>1�pE¥>1<7�.�=��<=�[	��«/9��
�
�1-.�=E��� S�u �,�D����	������ M �p]_>�6�}�~����
6�:��-i���p	���6����[���.�Y��E ]�������-i��-$>1E /1��/1�
�=6��.���
-��p	C�E��p>1E ��-��9/9>9�.�o/9�\/9��
�x��-��
E��� S ¤L���W��6�/9�,6�/9��/1��x�1-.�
E|��� M
�,�D�.�t�i��-.�C]��x�W�9/9�t�D�,-sE$>��7�.�¥/9�=]_²
	��=< S .0Ef�$��>9�.-.�t]_>�6�}�~��¥/9�I���.�P��±,61��-.�xHL�
�CB9�W��61�,6�	C�[��},~�� M 	�>  �G]_>16�},~��t�
6�:��-i���G	C�6����
�D���*��E ��6�	���6���-i��- �f�=��!����T�������
���[�3�����C�@� S ¤P�[��	�>9���
-.��E���O�I���i�¥]_>16�}�~��f6�� ³ �,},~�� � S � M �6�/9�t�i��E$¬WH�E{E���69?	C�
��6���-��,E���F�fE|H����9/9�f/9�\	,��<[	C>1<
�f/9�x²=63/9�
	��,� M �f��<
���-��=��E���/9���������,-�<
�;�
�t�|E�H����9/9�\/9� q �����3�,-.��E��7�.h S
.0Ef� ��� �i���\��(�.�������t�T���f�C���T���i�|>����$�yE��,��Ef�$	ih���:�O����-i�y�$	��7]_-i�����E

�f�v/1�,	C�=]_-i�����,E S jbB;�[�D����E /9���[�G���
�W��x/9�\	��7]_-i���t/9�\	ih���:�|���
E|H���-.�
	,�1°x���
�C� �i�.������o���=���i���v�«�����2� �;� S + �|	��7]_-i���|/9�v¬1<
�;	���|X�>1��¬1-i��Eµ>1Eµ�.�CB;���
��E ¬1<
�9	C���P�|-������-�6���E ¬1<=�9	���t	C�=]_-.�/9��G/9�^E|�I�DE��^�.��E���61h1� S jb<
��t��~��
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�9�����-i��43	��� S + �0	C�=]_-i���O/9�y¬�<=�9	C���*����/1-��61�=§I��/1��sE��9/9�,-�6���O��~��f¤Pj ³ �
� + j ³ � M ��E¥¬3�-.�G�t	C�=]_-.�t¤Lj ³ 6�~��tH*Ef���[�A	C�6��D�[/9�,-.�/1�L�����>1-i� S + �A	C�=]_-.��
/9� ��>9B9�¥-��I	C��¬W��E >1E ��>1B;�|	C�6�.²=6;>1�|/9�0�.�CB;���¥�L-.�C�.��-.6���E >1E ��>9B9�|/9�
/1�/9��A	��7]_-i��/1�� S8U £ q � � M 	�-��[��/9�G�W��- £ �
:��I���A��E{�,ª� � M HO>1E �CB9��E��1<
�x/9�>1Ef�y	��7]_-i�x/9� �3>9B9�y¬3�,E 	C��6�h1�,	��
/1� M �W���[�AHP���=E��1<
�,�s�0H0¬�����i��6����P-.���1�
/1� S
u � ³ �I}�~�� � S ¢ M /1�
�.	C>9�.�=-.��E����L¬�-��,:���E��,6�.�¥��<=�>1Ef���L�
/9H,�
��t/1���t	C�=]_-i���G/9�¬1<
�9	C��� £ �  63/1���,<5�x/1�f	C�=]_-.��/9����>1B;� � r �S
q �=]_-.��y/9�v	ih���:��f���=E�HC�.-��[	��o�,�D��>�/1��E ��-��
6�	C�
����<=E���6��.�Y	C�=]_-.��$/9�Y¬1<=��?

	���t�f/9� ��>9B9� S $ � �i�.���^���^�C�
���i���G���Ef�^>�E¶¬1<
�9	C�p/9�f�1<[���
6����CB;�y/1���.�v�
>1Ef�y	ih3��:�� M �O-�������-.6��G>1E ¬1<
�;	��y/9�P/1�/9��s	C��E ����B��.�$	C�=]_-i��/9�y/9�xE��I�DE��
�i��Ef��61h�� S jb<=�I�s�.~��x>��.��/1�� ��E ���W��-i��}��;�,� �1-i���.�
	,���A�*�i��E$¬WH�E 6��y/1�C]_�,�.�
/9����<
��>�6��¥���.�X>��,�|	C-.�=�9�.��-i��43	��� S + �|	��7]_-i���|/9�v¬1<
�;	���|	C<[���.�D�[	���$�D�.��69?
/1��-./��O��~��|¤Lj ³ � + j ³ � ��E¥¬3�-.�|¤Pj ³ Hx6�~��|HxEf���[�O���i��6�/1��-./ � S
+ �x/9�I��	�-��,:���-.E���V�� E�HC�.�;/1��A	C-.�
�9�����-i��43	��� M 	���6����[/9��-i��E���8��� E��,69?

�.�����6��t	C�E�������63/9�
n
?n>1�1<[���t�,E

Rn S\u �p���
�D���,E���xX�>1��:���-.��E����P61�I���.�	,���1²=��>1<
� M
R
Hy>1E 	C�6  >16����Y/1�y�=6��.���
-����O��>p>1E 	���-.�3��4�6��7�.� S js�D���¥�1-.��?

	��,�.�D�o/9�^	C��6;:��-i��~��v�,6���-.�f<=����-i���y�^�D²
E$¬W��<
��x�W�9/9�^����-y]_���=����/9�^E$>1�=�.��
Ef��6����
-.�� M �.��6��.�\�3�,<
�\�3�I������\X�>1�$��6;:;�
�\	���E��\�W��<[�YX�>1�y-.�,	���¬W�$�\E��,69?
�.�����E SAU E��=���
E���2�,�.�D�I�F/1���[�F�3���.�D���b�W���[�F�,<=�I�s63~�����~��$�
6�.��-.�,�.����6����,�F/9�
�W��6����f/9�x:;�[���i�|E������,E������[	C� S
U �P�1-��9	��,�.�D���0/9�y�,6�	C-.�=�1�.��},~��\�¥/9�,	�-��
�9�.�}�~��\/9�$>1Ef�YE|�,6��.�����,E

M�W�9/9��E �D�,-o:;�
�D��� 	C��E��k]_>163}C�;�,�
E
�
D
M -.�,���3�I	T�.�=:���E��,6�.� M �i���[��X�>1�

E(D(M)) = M
�
D(E(M)) = M

S U X�>1���.��-.6���� 	C-.�=�9�.��.�D�[�D����Ef������>1-��|Hy��/9�=43	C>1<[/1�/9�x/9�y�D�t�¬9���,-0�$]_>�6�}�~��
D
S

� *,) � � 2 
 � �+4 4 254 � � � 	 � � ��� � ��� � 2�� �34 �

³ �  ��E
q = pm M m ≥ 2

M
Fq
∼= Fp[x]/(f)

�
g
>�E �,<=�,E���6����o��-��
E��7�.�=:�

/9�
Fq
-��,�1-.�,����6��.�/9�\�W��-G>1Ez�W��<
�=61©E��=�^��E

Fp[x]
S q ��/1�^��<
��E���6��.�Y��E

Fq
Hc>�E&�W��<
�
61©�E��
�Z/9����-i��> E���6���-�X>��

m
M X�>1�c�.��E¥¬3H,E �3�9/9�e�D�,-

-.���1-.�,����6��i��/9�v	C��E��v>1Ef�v�3����±�63	C�[�^/9�
g
S|g ���� M ����-i�v	���/��

0 ≤ i < p
M

� 2 �?"4� � ������ : "LQ���� V "����<O���!< 1= >_<�R��������< � ������ : "�Q���� V "����<O���!< 1U	�_Q R#���L" 	 ��<�� 1��
 ����� � �� ��� � 1
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�CB9�[���.�G>�E¨�
6�.���
-��
ai
�.��<5X�>1�

0 < ai < pm − 1
�

x− i ≡ gai (mod f).

¤L�/1�t>1Ef�x�W��-.E$>9�i��},~��
Π
/1� {0, 1, . . . , p−1} M /9��4�61�
E��� bi M 0 ≤ i < p

M
�3�-

bi = aΠ(i)
S

.P�.��6�/9�c��|/1��/1��|��	C�
Ef� M /9�I��	�-��,:��,E|���y�����-i�p��E�H����9/9�c/1� q h1�-D?
£ �
:��,�D� S
# ����'������� �

M = (M0, . . . ,Mp−1)
�.��<QX>��t	,��/1�

Mi ∈ N ∪ {0} �
p−1
∑

i=0

Mi < m

��*� =,�*-�� '�67"$( � � {b0, b1, . . . , bp−1}
��*� =,�*- ;":= ���� � �W��<
�=6�©�E��=���

f, g
�t>1Ef���3�,-�E¥>9�.�}�~��

Π
,5��(  ;"$-�'����! � �

E(M) ≡∑p−1
i=0 biMi (mod q − 1)6 ��() #"$-�'����!�� � /1��/9�v�^���CB;�.�
c
M �^E��,6��������,E

M
H|]_�-�Ef��/��\�W��<
��t�CB;?

�3�;�,6�.�,�O/9���2]����.��-.�,�*�
-�-.�,/9>1��²
:����[�*/1�|-��I/9>�},~���/9�
gc E �9/9>�<=� f SR ��E���  >3���.�743	,��-G�f/9�,	�-��
�9�.�}�~�� SO³ >1�W��61h���E���0X�>1�

c ≡∑p−1
i=0 biMi

(mod q − 1)
Ss³ �  �

t ≡ gc (mod f)
S .P�.��6�/1�|� g ��Ef��� S � S ¢ M ���,E���OX�>1�

gc ≡ g
Pp−1

i=0 biMi ≡
p−1
∏

i=0

gbiMi

≡
p−1
∏

i=0

gaΠ(i)Mi ≡
p−1
∏

i=0

(x−Π(i))Mi (mod f).

q ��E�� ∑p−1
i=0 Mi < m

M �����>1�yX�>1�
t =

∏p−1
i=0 (x − Π(i))Mi

S ` ��-��.��6���� M �
E���6��.�����E H���¬9�.�
/��Y]������-.��6�/9�

t
S|K �D�����W�9/9�f�D�,-t]_���=����>��.��6�/9��>1E /9��

��<
���-��=��E���O/1� q ���1²=��>�<=�Y� S + �PE$>1<=���
�1<
�
/1�/9�,�
Mi
/1��O]������-��I�0/9�C�.��-.E��7?

6���-i~��|��E���6��.�����E
M
S

.0E¶�>9��-.�^��D�W�,	C���p/9��	C-.�=�1����.���
�D���,E��v/9� q h1�-D? £ �
:��,�D�G/1���W��6�/9�f/9�
� ����C�
�C�f����e��� �i�;���=��� S u �e:��,-./���/9� M h�����>9�.-�����	C-.�=�9�.��.�D�[�D����Ef��|X�>1�
/9���W��63/9��E"/9�,�D���t�1-.��¬1<
��Ef� S
��� : �L�������0%&�5<O�&%5�/� �Q��7� $ 
�% : �L�������%&� ^ ��%5�����&�O�&��"�Q�%5Q�Y0��809��&�0��%S�Q��O�?" ���LQ7�� $ ����� ���0��Q�<�&����%5�������O� : �4����� : �!�������%
	T��% Q�� ����X0� 1
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U E�HC���9/9�^/9� q h1�-D? £ �
:��,�D�  �f6�~��\HxEf���[�P������>�-�� S ¤L�y]����.� M3R ��>�/9��?

6��,+p�
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-
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a
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0 < a < p − 1
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(g, ga (mod p), p)
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a
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p
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e1 ≡ gr (mod p)
�
e2 ≡ Mbr (mod p)

S £ �C�.��-.61�
EK(M) = (e1, e2)

S
6 ��(  ;":-������"! � �

DK(M)(e1, e2) ≡ e−a
1 e2 (mod p)`A��-i�¥:���-.�=43	���-�E���2��/9�,	�-��
���}�~�� M ��¬�����-.:���E���2X�>1�

DK(M)(e1, e2) ≡ (e1)
−ae2 ≡ g−are2 ≡Mbrb−r ≡M (mod p).
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S^R ��-.�743X�>1�^�D�

h
]������-.��?n���f	C�E|��<=���.��E��,6�.�

	C�E|�¥>1E(�1-.�9/9>9�.�¥/9�t�
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v∈S

ev(h) logg v (
E��9/

q − 1).

£ �����7�i�c����	���<[	C>�<=���|�	C�
Ef�c����H���¬9�.��-$�D>1E �W��>�	��cEf���
����X�>1�
#S
	���69?

��-.>1±�63	C�[��� S ¤L���W���[�b-.�,����<
:��t�y���[���.��Ef�x����-.�x/9�����,-�E��
6���-
logg v

����-i�G���9/9�
v ∈ S S
3 � �'��� � � js�.	C�<=h3�Y>1E �
6����,�=-.�

s
M
1 ≤ s ≤ q − 1

M ��<
�,���.��-.�
��E���6����
/9�OEf��61�,�=-i�G>161�=]_��-.E�� S jb6��.~��y	���<[	C>�<=�

h
�i��<�X�>1�

h ≡ h∗gs (mod f)
	C�E

grau(h) < n
SsR �,-��=43X�>1�y���

h
���t]������-.��	���E��1<
�C�.��E���6����x�,E¨�
-�-.�,/9>1��²
:����[�

�D�¬1-.�
S
SG³ �$6�~�� M /9�,�.	���-D�.�

s
�¥-��,�1�=�.�f�^�1-��9	��,�.�D�f�I��	���<
h1��6�/1�\>1E 61��:�

�=6��.���
-��
s
Ss³ �

h
�D�t]������-.�¥��E

S
M /9�=����E��� M

h =
∏

v∈S

vev(h),

���,E|���OX�>1�t�f<=����-.�=��E��¥/9�[�.	C-.�C���f/9�I�D�  ��/9��H
∑

v∈S
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�

m
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E M �|]_>16�},~��f���,-.�/9��-i�|/9��W��<
�=6�©�E��=���O�D�¬1-.�

Fq
H

P (z) =
∑

k≥0

qkzk =
1

1− qz .

.PE����>9��-i��E���61���
-i�c/9�o	���6��.��-���6;w1E��,-��e/9�p�W��<
�=61©E��=���|����¬�-��
Fq
H

����-i��:�H,�Q/1�P]������-.�}�~��0w161�[	��G/9�*�3�<=�
61©E|�
��Q��E ]������-��I�V�
-.-��I/9>9��²
:��,�
� S8³ �  �
Ik
�Y6;w1E���-.�Y/9�¥�3�<=�
61©�E��
��PE|©61�[	C��P�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�P����¬1-.�

Fq
/9�$�-.��>

k
S

.PE¨��6;>1E��,-.�/9��-O/9�t>1E¨]������-O�=-.-.�,/9>9�.²=:��<®41B9�f/9�x�-.��>
k
Hy/1��/9���W��-

1 + zk + z2k + · · · ,
61�|�D�,6����[/9�$/9�GX>��P��<
�L	���6��.�y�y6;w1E���-.�$/9�P:��§,�,�b�,E X>��P�,�D���L�3�<=�
61©E|�
�
�
-�-.�,/1>9��²
:��,<�������-��I	C�*6��y/1�,	C�E��3���D�[}�~��t/1�0>1E �3�<=�
61©�E��
� S .P�.��6�/1�y�����-.�
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�
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Fq
�3�9/9�t�i��E¥¬3H,E{����-*�,�.	C-.�7�i��	C��E��

P (z) =
∏

k≥1

(
1 + zk + z2k + · · ·

)Ik
=
∏

k≥1

(
1

1− zk

)Ik

.

q ��6�	�<=>�²=E���*X�>1�

P (z) =
∏

k≥1

(
1

1− zk

)Ik

=
1

1− qz .

³ �  �
Nq(m;n)

�L6;w1E���-.�L/9�2�3�<=�
61©E|�
��QE�©�61�[	C���Q����¬�-��
Fq
/1�F�-.��>

nX�>1�P�.~��
m
?n��>���:��I� S .P�.��6�/9�$�y��-.��>1E���6��.�y��6����,-��
��- M /9�,:���E����b	C�6��D�[/9�,-.��-

]����.��-.�,�2�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�*/9�x��-i��>v����H
m
Sbu �I���.�x	������ M �¥]_>163}�~������-i��/9�-.�$H

Sm(z) =
∑

n≥0

Nq(m;n)zn =

m∏

k=1

(
1

1− zk

)Ik

.

U 6�w�E|�,-��0/1�,���  ��/1�P/9�b�W��<
�=6�©�E��=���
m
?n��>���:�,�®��E

Fq [x]
Hb�L	C�;�C43	��=�,6����s/9�

zn ��E Sm(z)
M /9�,61���i��/9�|�3�-

[zn]Sm(z)
Ss³ �

m
Ht	C�6����i��6���� M �$��B��.-.�}�~��

/9�P	�����43	C�
��6��.�sHF���
E|��<=�I� M >��.��6�/1�0�PE�HC�.�9/9�P/1�L��6���<=�[�D�F/9�F���=6���>1<[��-.�
/���/9�I�
/9�,����6;:��<
:��[/9�p�W��-�d8<
�  ��<
�C�¥� U /9<6+;§�¦���� � � M � ���,� Seu ����6��.��6�.� M ����-.�o����1<
�[	���},~��o/9��E|H����9/9��/9�c	,��<[	C>1<
��/9�^²=6�/1�
	��,� M �1-��I	C�[����E���y/9�

m → ∞X�>���6�/1�
n→∞ �x�[�����|	���E��1<
�
	,��	C��63�D�[/9��-i��:��,<=E��,6�.�L�f��6���<
�
��� SU /9< +;§,¦��v�=� ����� 	���6������>1�=>v>1Ef�|�,�D���
Ef�����
:��f���.�D�
6��
�����[	��|/9�

Nq(m;n)
M

X�>���6�/1�
n→∞ M >161�=]_��-.E|�,E���6����x����-.� m 61�f�
6�����-.:���<
�

n1/100 ≤ m ≤ n99/100.

U ¬�����-.:���E���AX�>1�P���b��B;�W��6���6����I�s�.~��$��-�¬1�=��-i��-.�
�� �P/9�P]����.�y��s-��I�D>1<=�.�/9����~��¥:���<=�[/9��*�3��-i�
nδ ≤ m ≤ n1−δ � δ > 0

S
+ �1-���:��¥¬��������[��?@���L6��¥] �-�E¥>1<
��/9� q ��>�	ih&+

N(m;n) =
1

2πi

∫

|z|=r

Sm(z)z−n−1 dz

=
1

2π

∫ π

−π

Sm

(
reiθ

)
r−ne−inθ dθ,
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� � � � � � � � � � � ��� � � ��� ���� � ��� � � � ��� � � � � � ��� ��� ���
����-.��>�E 6;w1E���-.�p-.�,��<

r
M
0 < r < 1

SoU /9<6+;§�¦��p�I���.�=E���>e�I���i�p�=6��.����-i��<
������=6��.�����[	���E���6����O���.-.��:H,� /9�O>1Ef�x���1<=�[	��}�~��L>���>���<�/9�xE�HC�.�;/1�y/9�x�3�6����
/9�y����<[� S + �1-��I�D�,6��.��-.��E����F�f/9�,-��
:���},~���/9��<
�t����-i�|>1E

q
����-i��< M ��E¥¬3�-.���

�1-.��:��$�-��
���
6���<®/1� U /9< +;§,¦��|Hx����-i�
F2
'1:�  �^�=� ��� M + �3±,6�/9�[	C� + � S

³ �  �
r0 = r0(m,n)

�|w161�[	��f����<
>�}�~��|/1�|�IX>3��}�~��
rS′

m(r)

Sm(r)
= n.

7L>���6�/9�
n → ∞ � �\>�61�7]_�-�E��,E|�,6����\����-.�

m
61�p�
6�����-.:���<
�

nδ ≤ m ≤
n1−δ � M ���,E���

N(m;n) ∼ Sm(r0)r
−n
0

√

2πb(r0)
,

�6�/9�
b(r) =

(
S′

m(r)

Sm(r)

)′
.

U /9<6+;§�¦�t�.��E¥¬3H,E E������.-��>�X�>1�
r0 = r0(m,n)

HP������=6��.�����[	���E���6����O/1�/9�
�W��-

r0 =
1

q
exp

(
log(n/m) + log log(n/m) + o(1)

m

)

,

�,6�i~���61���
6�.��-.:���<
�|/1�/9����¬9�.��E���OX�>1�

r0 −
1

q
= O

(
logn

nδ

)

.

+ <=H,Ez/9�
�.��� M ��<
�$E���D��-.��>�X�>1�
b(r0) ∼ 4mn

S q ��E¥¬1�
6���6�/1�\�,�.�D�I�0-.�,��>1<=?
�i��/9��� M 	���6�	�<=>1²
E���OX�>1�

Nq(m;n) = qne−(1+o(1)) n
m log( n

m ).

` �9/9��E����x��	C�,<=�,-.��-L��`A���.��� � M ��>�E|�,6��.��63/9�
m
S q �6�.>�/9� M �
�.���^�
E|?

�1<
�[	���-.�[�o6;>1E ��-�Ef��§,��6���E���6����oEf���=�-|/9��¬���D�v/9�p/1��/1��¥�^>1E ����E��W�
/9�|�CB9�I	C>�},~��\Ef���
��-t/9�v`A���.�D�o� S$U ���
E|�
§,��6�/9�^���9/9���P���P����-���E��C��-.��L/9�
��<=���-.�7�.E|� M�U /9< +;§,¦��|��¬9�.H�E M ����-.�

q = 2
M ��E���<
h1��-O:���<=�-2�3��-i�

m
°

m =

√

n logn

2 log 2
.



���������
	�����
��������������������xª��i

i
i

i

i
i

i
i

�,? � � � ��� � � � � � �
���� � ��
 � �

dQ�
6���<=E���6��.� M ���o>��.��E���
L(n) = e(1+o(1))

√
n log n M ��6��i~��«�«�.��E��3�/9�\��B;�I	C>�},~��p/9����<=���-.�7�.E��v¬3�����
	�� M X�>1�^	���<[	C>�<
�����y²
6�/9�[	C�,� M H\<=�
E��7�i��/9�

�3�-
L(n)c M ��6�/1� c Ho>1Ef�«	C�6��D�.��6��.�o	���<[	C>�<
��:��<0X�>1� M �3��-i� q = 2

M H
√

2 log 2 = 1.1774 . . .
S

� ��� ��� ��� � � � ��
 � � ��� � 
 
� � � ���

� <
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�
/9�L��<=���-.�7�.E�� M �[�D���PH M �L	,��<[	C>1<
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������-.�7�.E|��� �
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	���<
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�
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m
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Fq
∼= Fp[x]/(f)

M ��6�/1�
f
HG>1E(�W��<
�=6�©�E��=�|E�©�61�[	C�¥�=-.-.�,/9>9�.²=:��< /9�G��-i��>

n�D�¬1-.�
Fp
S

+ �[/9H,�
�¥�1-.�=6�	��=�3��<®/9�|��<=���-.�7�.E��$HG¬������,�/1�y61��������>��=6����P]����.��° HLEf���
�
�1-.��:���:��<8X>��|/9��
�G�W��<
�=6�©�E��=���t/9�¥�-.��>�61�vEf��B9�
E|�

(n − 1)/2
���,61h���E
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m
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>1E �3�<=�
61©E|�
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E��
n − 1

���,61h��f�.�9/9��P��P����>3�O]����.��-.�,�
�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�x/9�\�-.��>�E��,61��-y�>«�=�>���<F�

m
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��v/9����-i��> ����-���B9�
E��/1��E��,6�.�o��E �.��-.61��/1�
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n
M ��B;�I	C>9�i��6�/1�O�P��<
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61©�E��
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h
�
f
S + 	C�6����,	��GX�>1�x���G���1<
�
	,��-.E|���b�I���.�t��<=���-.�7�.E��

����-i�
h
�
f
M ��B;�[�D����>1E¡�������� M ��E¡X�>1�e��E$¬W��v���^�W��<
�
61©�E��
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r
�
t��~�� �i���[�vX�>1�

th ≡ r (mod f)
�c��±,E¡��-i��> E��,61��-v��> �=�>���<x�

(n −
1)/2
SyU ¬��D�,-�:���E|���0X�>1�|�,�D�.�\��-���1-��
�,/���/9�y�,-.�^	C�61h1�,	��
/��\E��,��E��^��6��.�,�

/9�O�.-.��¬���<
h1�0/9� � <[��¦�A�C� ��< S � :�  �x� ª¢ � � S + �1-��I�D�,6��.��E����5�����-i�F�L�D�,��>16�/1������.���|/9�f��<=���-.�7�.E|��/9���e���.��-.<=�;� S
� �  ;"$� ���'�*����� � ���& ;6$� � �
3 � �'��� 	 � ¤P��4�6��

A
	C�E|�e����6�/9� � S ³ �

grau(h) ≤ m
�
h(x) =
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∏

i hi(x)
ei
M �,6�i~��

logg h(x) ≡
∑

i ei logg hi(x) (mod q − 1)
S `A��-.� S

35� ���'� � � rG��-.�2>1E¯�=6��.���
-��t��<
�,���
��-.�
�
a
M ����>���<=�
§��

A
�3�-

A+a
�
h
�W��-

hga S + �1<
�[X>��x�\��<
����-.�=��E�����>�	�<=�[/9�,��61���,�D���,6�/9�[/9�\����-.� h � f S*U ¬1����6�h���W��<
�=6�©�E��=���
r
�
t
�i���[�0X�>1�

t(x)h(x) ≡ r(x) (mod f)

�
grau(r), grau(t) ≤ (n− 1)/2

S
35� ���'� � � d�������-.�

t(x) =
∏

i pi(x)
di
�
r(x) =

∏

j pj(x)
dj
S"³ �

grau(pi) ≤ m
�

grau(pj) ≤ m
����-.�cX�>����[��X�>1�,-

i, j
M ��6��i~��e	���<[	C>�<=�v�

<
������-.�7�.E|��/9�[��	�-�������/9�,���  �/9�f���.-.��:H,�2/9�
logg h(x) =

∑

j

dj logg pj(x) −
∑

i

di logg pi(x) −A

�x����-�� S q �����|	���6���-i��-.�=� M :��<=���x����`A���.��� � S
+ ��6���<=�[�D�L/9�$�.��E��W�¥/9�G�CB9�,	�>�}�~��y/9�¥��<=���-.�7�.E��$/9� �e���.��-.<=�;�¥-��IX>���-

�o�I���.>�/9��/��p�1-.��¬���¬1�=<
�[/1��/9�\/1�YX�>1�Y/9��
�$�3�<=�
61©�E��
��xE�©61�
	���y/1�Y��-i��>
E���6���-f��>k�
��>���<0�

(n − 1)/2
M �,�.	C�<=h1�[/9���|��<=�I���.��-.�
��E|�,6�����/9�pEf��61�,�=-i�

>16��7]_�-�E�� M ���  ��E -.��<[�����
:���E���6��.�O�1-��
E���A�L�D�O]������-��,E 	C�E��x>1E �1-��9/9>1���
/9�$�3�<=�
61©�E��
��*�
-�-.�,/1>9��²
:��,�
�O/9�$��-i��>vE|�,61��-0X�>1�

m
S2u �\��-����
�����-��
���
6���< M

� <[��¦��F�C� S ��<���>1�1>�����-i��E¯X�>1�2��Q�3�<=�
61©E|�
��
r
�
t
/9�F�-.��>yE���61�-Q�>y�
��>���<

�
(n−1)/2

�3�9/9�[��E ����-V	���6����
/1��-i��/9��� 	C��E��0����6�/1�O-��,<
�����
:���E���6����A�1-.�
E|��� S
³ �O�I���.�OHO�y	���D� M ��6��.~��t�3�9/9�,E|���A�
E|�I/9�[���.��E���6����O�¬9���,-b�t�1-��¬���¬��=<
�
/���/9�
/9�I�D�  ��/1�Y�¥�Y���,E|�W��/9�¥��B9�,	C>3}�~��^/9��G��<
���-��=��E��� M ���1<
�
	,��6�/1�Y�^��6���<
�[�D�
/9� U /9<6+;§�¦�������-i����:���-i�.~��o¬���D�[	�� S ¤L�^]������ M ���

P (m; (n − 1)/2)
Hv�

�1-.��¬3��¬1�
<=�[/1�/9�c/9��X�>1�c>�E �3�<=�
61©�E��
�Z/9����-i��>
(n − 1)/2

H
m
?n��>���:�

�
P (m; (n − 1)/2, (n − 1)/2)

H��«�1-.��¬3��¬1�
<=�[/1�/9�o/9�cX�>1��>1E ����-Y/1�
�W��<
�=6�©�E��=��� M 	,��/1�$>1E¨/9�t��-i��>

(n− 1)/2
M H
m
?@�D>3��:�� M �W�;/1��E���2�,�D���
Ef��-

P (m; (n− 1)/2, (n− 1)/2)
�W��-

P 2(m; (n− 1)/2)
S+ ��6���<
�[�D�O-.�=���-.��.�P/9�y����E��W�$/9�0��B9�,	C>3}�~��y/1�y��<
����-.�=��E��t�=E��1<
�
	,�x��E

/1��-F�I���.�=Ef�����
:���2����-i�y�|����-*/9�t�W��<
�=61©E��=���F��>���:��I�F	���E �|	C��63/9�
},~��|��/9�=?
	��=�6���<b/9�\X�>1�����t�3�<=�
61©�E��
��x���  ��Ez-��,<
�����
:���E���6������1-.�
E|��� S ¤L-�E����.�v�
`A��63��-.�=�o� � �I� �1-.��:���-i��E"X>��¥�Y���1-.��B;�
Ef��},~��f/9� � <[��¦�y�C�t��< S H|	C�-�-.�C�i� M�,E �.��-.E���y������=6��������[	C��� M �^/1~��p>1Ef�p�,�D���
Ef���.�=:��p�1-.�,	��
�.������-.���I���i�p-���?
<[��},~�� M �1-.��:���6�/1�$-.�=���-.��.��E���6����P�¥�.��E��W��/1�x�CB9�,	�>�}�~��¥/9�f��<
���-��=��E��|/9�
�e���.��-.<=�;� S js<=�I�t>�����-.��E"�^�,�D��-i���.H���
�^/9�^�W��6��.�v/9������<[�Y/9>1��<=�p��63��<
����
���|�W��6��.��/1�y�D�,<
�|/9�x>1Ef��:���-.�
��:��<®/9� U /9<6+;§�¦�� S



���������
	�����
���������������������� ��i

i
i

i

i
i

i
i

	��-� � � � ��� � � � � � �
���� � ��
 � �

� ��� � � � 
 � � 
�
�
�� � ��� � � � ��� �� � 
��

U E�HC�.�;/1�ZEf���[�v-.���1�[/9������-.��� 	,��<[	C>1<
�Z/1��<
������-.�7�.E���Y/1�
�.	C-.�C�.��^��E
F2n

HY/1��:;�
/1�o� q ���1�W��-i��E|�=��h � � � � 'A:�  �v�.��E$¬WH�E&�=� ����� S jbE´�D�,��>1�[/1� M/9�,�.	C-.��:��-.��E���F��2�1-.�
6�	C�
�����[�*�
61��-.�,/9�
��6��.�,�O/9�I���i�¥:���-��[��6���� S
U E�H����9/9�¥/1� q �����3�,-.��E��7�.h�]_���®/9�,����6;:��<=:;�[/9�x����-.�x	���-.�3��� 4�61�=�����F/9�

	���-.�	T���,-�²[�D���[	�������-¥��/9���W��63/9�v/1�^h1�
� �����I�D�I��X>��^6�~��o]_�-.��E ��-���:���/���� M
Ef���OE��,��E��Y���.���=E¨��±�E /9�,E���6��D��-i��/9�f����-.��E{-.��§����:���[� M �W��<
�\E���6���O6��
�1-i�����[	�� S js�D���f]_��b�p�1-.�=E��,�=-.�pE�HC���9/9�o�p����-y	���6  �I	T�.>1-.�/9�o	C�Ez�.��E��3�
/9�t�CB9�,	�>�}�~��

e(c+o(1))n1/3(log n)2/3

,��6�/1�
c
Hx>1Ef�f	C�6��D�.��6��.�L��]_�C���
:���E���6��.�y	���<[	C>�<
��:��< � � � M � ���I� SU E�HC�.�9/9�$���.��>1E��0X>��O�x�3�<=�
61©�E��
�xE�©�61�[	C�x�
-�-.�,/1>9��²
:��,<

f
/1�0��-i��>

n>��.��/9�L����-i�L/1�C4�61�
-
F2n

HO/1�P]_��-.E��
f(x) = xn+f1(x)

M ��6�/1�
grau(f1) ≤

log2 n
S ` ��>�	��L���F�.��¬W�s�D�¬1-.�s�0�
-�-.�,/1>9���
¬1�
<=�[/1��/1�F/9�I���.�b���
�W�L/9�2�3�<=�
61©E|�
� '

:��  ��� � ª � �|� ³ �,},~��\� S � S jAB9�[���.��E �W��<
�=61©E��=���O�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�0/9�I���i��]_��-.Ef�����-i�x��<
��>�6��s:���<=�-��I�b/9�
n
S ` �-s��>1��-.�y<
�/9� M ���L	C�6����
/9�,-.��E���

f1
/9�P�-.��>

61�|E���B9�=E��
log2 n+ c1

M ��6�/9�
c1
Ht>1E(�
6����,�=-.�¥�W����=���
:��|�3�IX>���61� M ��6��.~��

h��t�W��<
�=61©E��=��� �=-.-��I/9>9�.²=:���[�A/9�,�D�.�G]_�-�Ef�G����-i�L���9/9���A��A:���<=�-��I�A/9�
n
X�>1�

���,61h���E �
6�.��-.�,�.�D�f��-.�����[	C�«� � ª � S q ��6���>3/9� M E��,��E|�p6��,�D���Y	,����� M 6�~��ph���1-.��:����X>3��6����«���CB9�[���.±�6�	��
�e/9�p�W��<
�=6�©�E��=�����=-.-.�,/9>9�.²=:���[��/9�,�D�.��]_�-�Ef� S
¤P�t]������ M �|E|�,<=h���-0	C���.�¥]_���V��6�	���6���-i��/1�¥�W��- 1L�D>e� ���I� M X�>1�x�W��-.E|�=���yX�>1���E��C�.�/9�Y��>1�W��-.�=�-y��>«�
69]_��-.�
��-$/9���3�<=�
61©�E��
�����  �v41B1� M �oX�>1�\��-��9/9>1§
>1E"6�w�E|�,-��YE$>1�=���\E��,61��-G/9�$	C�;��43	C�
��6����I�O41B9���P/9�YX�>1�$��P	���E���6��i��/9���
��	��=Ef� S
u ���1-��
E����
-��c�,�D�.�����
��/9�e��<
����-.�=��E�� M /9��
�¥�3�<=�
61©E|�
��

w1
�
w2
��~��

	C�6����.-�>�²
/9���Q/1�OE���61���
-i�PX�>1�
w2 ≡ w2k

1 (mod f)
M ��63/9�

k
H*>1E �3��-���E��C?

��-.�y�,�.	C�<=h��
/9�y�.��<®X�>1�
2k HL/1�$��-i/9��E n1/3(logn)−1/3 S + 	C��63���.-�>�},~��y/9�

w1
�
w2
H*¬���D�I��/1�L��E Ef��61�=��>1<
�}C�;�,� ��<=�H�¬1-.�
	,���8X�>1�0��~��L�
6�/9�,�3�,6�/9�,6�.�,�

/9�^	���6  >�6�.�
S
S jbE¶������>��
/1� M �Y��>1�3���D�[}�~��Yh1�,>1-.²
�D���[	��\]_���=�.�^H|X�>1�

w1
�

w2
�D�y	���E��W��-��.��E{	C��E��f�W��<
�=6�©�E��=���0��<
�,���
�-��
��G���W�� � ���W�������@�C�*/9�x�-.��>

61�vE���B9�=E���/1�v��-i/9��E
n2/3(log n)1/3 S + ��6���<
�[�D���D�,��>1�|>��.��6�/1�^�I������69?	C�[��<
E���6����x���OE��,��E|���P��-��>1E���6������O/9� U /9<6+;§�¦�� S + ��6���<
�[�D�y/9�^�D�,��>16�/1�

�,�D�.�����
�¥HG]_���=�.�f/1�xE���61���
-i�¥���=E��
<
��- S
q ��6  �I	T��>�-.��?n���OX>��0�xE�HC���9/9�y/1� q ���1�W��-i��E|�=��h|�.��E �xE|�,<=h���-A�.��E��3�

/9�v�CB9�,	�>�}�~�������-.�c�c��-��¬1<=�,Ef��/9�e<
�����-��=��E���/1�
�.	C-.�C�.�c�,E
F2n

S `A��-i�
>1Ef�$/9�I��	�-��[}�~��y/9�C�i��<
h���/��$/9�|��<
����-.�=��E�� M :��  �y�¥��-����
���$��-.�=��=6���<�/9� q ���9?
�3�,-.��E��7�.hc� � � � �t����>1-.:���+\/9� U /9< +;§,¦��v�=� ����� S .0E{��>9�.-�����<
���-��=��E��$�3��-i�



���������
	�����
���������������������� � �i

i
i

i

i
i

i
i

� � � � � � � � ��� � 
���� � 	�� 	
� 	,��<[	C>1<
� /9�o<
������-.�7�.E|����/9�
�.	C-.�C�.��f�,E&	���-.�3���|4�61�=�����\6�~��«�1-��
E���|]_��
/9�I�D�,6;:���<
:;�
/1�¥�W��- ³ �,Ef����:��=� ���I� S

� * � � 2 ����	+4
u �,�D�.���D�I}�~�� M ���1-.�,����6��.��-��,E���b¬�-��,:���E��,6�.�G��*	C�=]_-.��2/1�G¬�<=�9	C��� £ �  63/1���,<
�y��	C�=]_-i�|/1� �3>9B9���kr S
+ 	��7]_-i�\/9�¥¬1<
�;	��� + j ³ H��P� �T�®����C�3�x]_��� /9�,����6;:��<
:��[/1�|�W��-L¤G���,E���6

� £ �  E���6e� � �I� S
£ �  6�/1����< �.��E"	C��E��1-.�
E|�,6�����O/1�x¬1<=�9	��|�y/1�y	ih���:��t:���-.�
��:���[� M ��E¥¬3���

�I�D�W�,	��743	,��/9���A����-.�t����-.��E /1�*�.��Ef��61h1�
128
M
192
��>

256
¬1�=�.� S + Ef���
��-.�
�

/1��P��3�,-.�}C�;�,�L��E £ �  6�/�����< �,6�:��<
:��y¬&+����I� �
8
¬��7�i��� M X�>1�¥�.~��^-��,�1-��I�D�,69?

�i��/9���x�3�-y��<
��E��,6�.��x�,E
F28

S + <
��>�E���x��>1��-i���x��3�,-.�}C�;�,�G]_>163	C�
��6���E
	���Ez����<
��:;-i���0]_��-.E��/1���G�W��-

4
¬&+�.�,� �

32
¬��7�i��� S + �t���W��-i��}����I�P�,E

F28�W�9/9��E ����-���43	C�
��6����,E���6������
E|��<=�,E|�,6��.��/����¥�.��6�.�e��E h���-./ �2��-��Y	���E��
�,Ez�D��]�� �2��-�� S .0Ef�^:���6��.�����E /9�,�D���¥�1-.�  �C�.�YH|X>��$��<
�|H$E$>��7�.�^-i���1�[/9�
�P]���	C�
< /9�L����-2�
E|��<=�,E|�,6��.��/1� S + <
H�E(/9�[�.�D� M /9�¥�3�6����¥/1�P:;�
�D�.�¥/9�t	C��-.�W��
4�6��7�.�� M 6�~��|HtE$>1�=�����D��43�D���[	���/1� SsU �2��<
��E���6������*	ih���:��I�F/9� £ �  6�/1����<5�.~��
���O�D�,��>1�
6����,� S

• + Ef���
��-.�
��/1�«��-.�=��E�HC�.�
	,�cH�]_�,�7�i�e��E F28

M >3����6�/9�e�«�3�<=�
61©E|�
�
�=-.-.�,/9>9�.²=:��<

x8 + x4 + x3 + x+ 1
S

• � �9/1��Q��VE¥>1<=���
�1<=�[	��}C�;�,� �.~��L-.���1�
/���� M 	���6����[���.�=6�/1�L���W��63���8/9�*E$>1<=?
���
�1<
�
	,��}C�;�I�O�3�-

x
M X�>1�¥��~��Y�D�
E��1<
�,�P/1�,��<=�9	���E���6������ M ��>o/9�yE¥>1<=���=?

�1<
�
	,��}C�;�I�t�3�-
x
������>��
/1��x�W��-y>1Ef�p����Ef�\�

+1
� S � ���[�x���W��-i��}����I�

��~��¥-i�����
/1��E���6����t�
E|��<=�,E|�,6��.��/����2��E{h���-i/ �*��-.� S

• U 	,��<[	C>1<
�f/9�x�=6;:��-i�D���sHt]_�,�7�.�f>�����6�/9���f��<
���-��=��E��|��>�	�<=�[/9�,��61���,�D?���,6�/9�[/9� � ³ �I}�~���� S � � S

• 1P�G��<
��>1Ef��V�>9��-i���V]_>16�}����I� X>��F��3�,-.��EN�,E F28

�F�.��E$¬WH�E :���-.�[���
��>9�.-.�� ���W��-i��}����I�AX�>1�*]_>16�	��=�6���E 	C�E ¬1�=�.�s�O¬ +��.�,�A����-.�tE��[���.>1-i��-
�|E|�,6��.�����,E ��6�	�-��
�9�i��/1� S
U �O/9���.��<=h1�I�0/9�x�
E��1<=�,E���6��.�}�~����y�  >��D���=43	,�����
:��f	C-.�=�1�����-.��43	��¥����-.�

������<
�,}�~��|/1�f����-���E��C�.-��¥�3�9/9�,E{����-O�,6�	C�6�.-.�/9��2�,Ez� � �I� S



���������
	�����
���������������������� ���i

i
i

i

i
i

i
i

	�� � � � � ��� � � � � � �
���� � ��
 � �

� � ����� � ��� ��
�� � � � � � � ��� � ��� 
�� 
 � �

+ 	��7]_-i�$/1�L¬1<
�9	C��� + j ³ � �L� �T�W����C� �b]_�� /9�,����6;:��<=:;�[/1�x�W��-*¤L����E���6^� £ �  ?E���6 �s�PHL����/9-.��6��=§I��/1�x�W��- u0KD³ � � � �I� S £ �  6�/�����<®>��.�y¬�<=�9	C���s/9�|� � �x¬1�=�.��$	ih���:�,�O/9�x�i��Ef��6�h1�
128
M
192
��>

256
¬��7�i� S + E����=�-��[��/1���P���W��-i��}����I�

��E £ �  6�/�����<O�,6;:���<
:��^¬&+�.�,� �
8
¬1�=�.��� M X�>1�p��~��c-.���1-.�,����6��i��/9���y�W��-���<
�C?

E���6������0��E
F28

S + <
��>�E���0�>9��-i���P���W��-i��}C�;�I�O]_>16�	��=�6���E 	���E ����<[��:;-.��
]_��-.Ef��/1��*�3�-

4
¬&+����,� �

32
¬��7�i��� S + �0��3�,-.�}C�;�,�0��E

F28

�3�9/9�,E ����-P�C41?
	C�
��6����,E���6������
E|��<=�,E|�,6��.��/����¥�.��6�.�e��E h���-./ �2��-��v	C��E�����E&�D��]�� �2��-�� S
.0Ef�^:���6��.�����E /9�I���.�¥�1-.�  �����^H|X�>1�|��<
�¥H|E$>��7�.�^-i���1�[/9�^�$]��	C�
<b/9�|����-
�=E��1<
��E��,6�i��/9� S + <=H,E /1�
�.�D� M /9�$�3�6�.�$/9�0:;�[���i�x/9�P	���-.�3��� 4�61�=����� M 6�~��xH
E$>1�=���f����43�D���[	��/9� SbU �*��<
��E��,6�.��O	ih���:�,�*/9� £ �  6�/1����<V�.~��|��O�����>1�
6�.�,� S
• + Ef���
��-.�[��/�����-��=��E�H����[	��eH�]_���=�.�e�,E F28

M >��.��6�/1���«�W��<
�
61©�E��
�
�
-�-.�,/1>9��²
:��,<

x8 + x4 + x3 + x+ 1
S

• � �9/1��� ���QE$>�<7�.�=�1<
�[	���}��;�,�8��~��P-i���1�[/1��� M 	C�6��D�[�D���
6�/9�t���W��6���Q/9�2E$>�<7?�.�=�1<
�[	���}��;�,�0�W��-
x
M X�>1�$�.~��\���=E��1<
�,�G/9�I�D<
�9	���E��,6�.�� M ��>o/1�$E$>�<7�.�7?

�1<
�[	���}��;�,�x�W��-
x
�D�,��>1�[/1���t�W��-$>1Ef�o�D�Ef���

+1
� S � ���
�x��3�,-.�}C�;�,�

�.~���-i���1�[/1��E��,6�.�L�
E��1<
��E���6��.�/1���*�,E¨h���-./ �2��-�� S
• U �G¬1<
�9	C��G/9�v� � �\¬1�=�.�t�.~��Y�
6����,-��1-.�C�i��/9���P	���E��^Ef����-.�=§,�,�G/9� � B �¬&+����I� S
• U 	���<
	�>1<=��/9�x�
6;:���-i����2Ht]_���=���f>��.��63/9�¥�\��<=���-.�7�.E��¥�,>�	C<
�
/1�,��6��|�I��?�.��6�/9�[/9� � ³ �,},~���� S � � S
• 1L�L��<=�>1Ef���Q��>9�.-.��5]_>163}C�;�,� X�>1�2���W��-i��E¯��E F28

�s�i��E¥¬3H,E¯:���-��[���
�>9��-i��� ��3�,-.�}C�;�,�AX�>1�O]_>�6�	C�
��6���E 	���E ¬��7�i�b�0¬&+����I�A����-i�GE��
�D��>1-i��-
�|E���6��.�����E(�,6�	C-.�
�9�.�/1� S
U �0/9�C�i��<
h1�,�O/1�y�=E��1<
��E��,6�i��},~����y�  >����.�74W	����.�=:��\	�-��
�9�.����-i��4W	��y�3��-i�

�p�D�,<=�I}�~��v/9�p�3��-���E��C�.-����W�;/1��Eµ�D�,-x��6�	���6���-i��/9���t��Ea� � �I� S `A��-i�^Ef���
��=61]_��-.E��}C�;�,�*����¬1-.�t�|��-��=��E�H����[	��|��E"	C��-.�W��2¬1�
6���-.�=��� M :�  �v� �;�,� S
� � ��� � � ��� ��
 � ��� � ��� � �
.0Ef��	��7]_-i�pE¥>1�7�.���
6�����-.�,�.�.��6����\/9�c�3�6����c/1�Y:;�
�D�.��/9�^	���-.�3���x4�61�=�����$H
	ih���Ef�/1� �kr{�f]_��s-.�,	C�,6�����E��,6�.�f�1-.���W��D�.���W��- u � �2��§��^rG��61�p�3��-i�
�3������²
:���< �3��/9-.��61�
§,�}�~��v�
� ���,� S + <
�[���i�\	C�E|��<=���.�f/9�$	��7]_-i���P/9����>9B9�\��>1¬9?E��C���[/1��s�W�9/9�G����-2��63	C��6��.-.�/1�x��E h��D�.�5° ��� ����� S �,	�-%+;�9� S �,> S ��-.� � �D��-.�,��E � S
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U �*�,<=�,E|�,6�����*	ih���:�,�*/1��	C�=]_-i��� r ��~��|���O�D�,��>1�
6����I� S
• + ��-.�7�.E�HC���[	��¥Ht]_���=�.���,E F229

M >��.��6�/1�¥�f�W��<
�=6�©�E��=���1-.�
E|�=���
:��
g(x) = x29 + x28 + x24 + x21 + x20 + x19 + x18 + x17 +

x14 + x12 + x11 + x10 + x7 + x6 + x4 + x+ 1.

• ³ � β Ho>�E�� -.���=§�/1� g M /1�C4�61�
E��� γ ∈ F229

	C�E����D�,6�/9�
γ =

β464730077 S + �����
E M �W�9/9��E���2:��-.�743	,��-*X�>1� γ Ht>1E(�,<=�,E���6����|61��-�?Ef��< ��E
F229

S
• ³ �  �

t(x) = x+ x210+1 + x219+29+1 + x219−29+1 + x219+210−1.

+ �������1� �C���T�f���� ���C� �i�
�
�0��� !$HF>1Ef�P]_>16�},~��

f : F229 → F2
/9��4�61�=?

/1�|�3�-
f(x) = Tr(t(x + 1) + 1),��6�/1�

Tr
Hy�¥]_>16�}�~��|��-i��}C��/9��4�61�[/1����E

F229

����¬1-.�
F2
S

• U ��>1B;�f/1��	ih���:�LHt]_�-�Ef�/9�¥�W��<
��O�����>1�
6�.�,�O	���E��3�61��6��.�,�,°
� S >1E g d ³9£ ����¬1-.�

F229

M /1�C4�61�[/9���W��<
�f�3�<=�
61©�E��
���1-��
E��7�.�=:�
p(x) = x11 + x10 + x9 + x6 + x3 + x+ γ,

]_�-�61�I	C�,6�/9�t���.�D�
E >1Ef�t�D�IX��1±�6�	��
�G/9�O	C�E��1-��
E���6����GEf��B9�
E|� M
�

� S /9�x>�E��v��������� �C���T�f����� �|��� �i� �
�0���&! S

• � �9/1��f������3�,-.�}C�;�,�|6���|��-i��6��D]_��-.Ef��/1�� g d ³9£ �$�kr ��~��e-��I��?
<=�
§,�/1���V-.���1�[/1��E���6��.�F	C�E �P>����L/9�2¬���D�I�561�-�Ef���[�,'�:��  � ³ �,},~�� � S � S` ��-��CB9��E��1<
� M >1Ef���CB9�3�61��63	C�[��}�~���Hp���W��63���|>1Ea/1�,��<=�9	���E���6����
��/9�
-.���=�.� M � 	,��<[	C>1<
�Z/1� ��-i��}��Z/9��>1E �,<=�,E|�,6���� �3�9/9�e�D�,-Y]_�,�7�.�
��/9�[	C�
��63��6�/9�f����>��0¬1�7�i� � �f��-i��}���/1��O�,<=�,E|�,6�����P/1�f¬���D�xH

1
� M ���.	 S

jb<
�,�O�.~����,�.�D�,6�	C�[��<
E���6����t/9�I�D<
�9	���E��,6�.��2� JLUG£ � S
• 1P�Y�3�>�	���0��>1��-i���O]_>�6�}C�;�,�GX�>1�$��3�,-.��E{�,E F229

�¥:���-.�
��0��>1��-i���
���W��-i��}����I�sX�>1�L]_>16�	��=�6���E(	���E ¬1�=�.� S jb<
��*��~��$�
E|�W��-��.��6����,�s�.��6����
����-i�O�I��	���6�/9�,-V�
69]_��-.Ef��}����I� M 	C�E��0�.��E$¬WH�E ����-.�O��3�,-.��-Q	���E ��<[��� S
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+ �CB;���,6���~��|/1�x��-i��>
29
]_��5�,�.	C�<=h��
/1� MI �fX>��G�,<
�f	���6���H,E(��<
��E��,6�.��

61��-.Ef���[� ���.�=E��� � :��  � � ��¬3�,<
� � S � � M �G��-i��6��D]_��-.Ef��/1� �kr ��B;�[�D���0�,E
F229�

29
HG�W��-����\/1�¥�i��Ef��6�h1�f/1�|����<[��:;-.�$>����/1� �

32
¬1�=�.��� S

U �2��>9���-��I�2E|�����.-.��-.��E X>��G��	C�=]_-i� � r¯�1-.�9/9>1§G>1E �3>9B9�|/1��	ih���:�
	C�E ¬3�����L�1-���1-.�=�I/1��/9�I�L/1�|��<=�I�����-��
�,/���/9�$�.���[�t	C�E|�^¬���<[��63}C� M �W��-.²
�;/1�
<=�61��� M 	���E��1<
�CB9�
/���/9�p<
�=6��,��-f�-.��6�/9� M ��>1���9	C�-�-.��<[��},~��c�/9�=���
:��«/1�p61²=:��<
3
�^�c��>9�.�9	C��-.-.��<[��}�~��^�[/9�I��<2E$>1<=���
�1<
�
	,�����
:���/9�^61²
:���<

3
S ` ��-.�o>1Ef�o�CB;?

�1<
�
	,��}�~�� /9�,�.�D�I��	���6�	����=���� M :��  �k�3�-���B;�,E��1<=� � <=�
:;-�� /9�krG��<
��E¥¬N�
rG��61��� ��I� S js�.�.���O�1-.����-��
�,/1�/9�,�*	�-��
�9�����-i��43	,���2��~��f/9��-.�=:��/1���*/1�|�.-.��6���?]_��-.Ef��/1� �kr � � � � S jb<
�,�y�.��E$¬WH�E¶E������.-.��-.��EzX>����kr¨Hf-��I�D�[�D����6��.���:���-.�=���b���i��X�>1�,� S q ��6���>�/1� M �c>^�P`b-.��61�,��<WE���D��-i��-i��E -.�,	���6����,E���6����PX�>1�
�$	��7]_-i�$/9� ��>9B9� � r HG:;>1<=6���-i��:���<3�$	C�,-D�.��2���i��X�>1�,�F	C-.�=�1�����-.��43	C���(':��  �
/9�C�i��<
h1�,�*�,E¶�
� � � M �,��¢ � S
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q �E �P	C-.�,�.	C�,6����s�
61��:���},~��O�.�,	�61��< ����
	,� M �0�1-.���9	�>1����},~��P	���E �P��-i��6���E��
�D?
�.~��|/9�L�
69]_�-�Ef��},~��$	���E(	���6943��6�}��x����E{��>1E���6��i��/9�|	C��63�D�[/9��-i��:��,<=E��,6�.� S
U ��-��¬1<=�,Ef�\HfX�>1�|/1���W��6�/9�,E���t/9���=63���.-�>1E��,6�.��L��<
�C�.-�©61�
	���GX�>1�¥63~��
�.~��«�
6������
-i��E���6����c	C��6143��:��,�
� S + �����
E M �,�D�.��E����\�D�,E��1-��c�D>  �,�7�.��^�«��-�?-.��f	���E�� M �3�-\�CB9�,E|��<=� M �e�W��-i/1�e�p� /9�I�D<
�9	���E|�,6����«/9�o��²=E¥¬3�<=���f6��
E���63��������E ��6;:;�[��/1� S `b-.��¬�<=�,E���b	C�E��y�,�.�D�I�b�W�9/9��E 	���>��.��-s>�E 63~��y�,69?
�.��6�/9�
E���6����|/1�xE���63��������E -.�,	C�,¬1�[/1�x� M 61�y���=�-F/9���F	,������ M �y�W��-i/1�t�.���.��<
/1�YE���6��.�����E S + �3�i���T���p�� $ � ���"!���¥�,�D��>3/1�  >��D�.��E���6����$��H,	�61�[	����GX�>1��.��6��.��E(/9�C�.�,	T�i��-2�L	���-.-��
���
-A�.���
�2�,-�-.�� S js�.�.���2/9>����s�.��-���]����2��~��y�
6�/9���W��61?
/9�,6����,� M 61�Y����6����[/9�\/9�|X>��y>1E E��;/1��<
�Y/9�x�.-.��6��DE��[���.~��f/9�|/1��/1��O�W�9/9�
����-FE����
�s�C43	��=�,6����0����-.�y>1Ef�t�.��-���]��y/9�$X�>1�L����-i�x�x��>1��-i� S `8�-s��B;�,E��1<=� M
:��-.��E���O��<=�>16��*E��9/9��<
��0X�>1�y	���6������>1��E{/9�C�.�,	T�i��-0�,-�-.�� M Ef���0X�>1�x63~��
���O	C��63�D�,��>1�,E(	C��-.-.�=��=- S
K 6���-.�9/9>1§,�=-.��E���F�����-i�y��<
��>1Ef��b�.��-.E|�
61�<=����[��� S 7L>1�,-��,E|���A�.-.��6��DE��=?

�.�=-^>1Ef�«E���6��.�����Ea����-i��:�HI�f/9�o>1E �i���®��� �i���a�T� ���� S + E��,6��������,E
	���6����
�D���t/9�t>1Ef�|�D�IX ��±�6�	��
�$4�61�=�.��/9�

k
��²
E$¬W��<
��*/9�t>1E¨	���-�������<=]���¬W�C��� S

q �6��D�[/9�,-.��E|���0�v��<=]���¬W�C����	C�E��^����6�/9�v>1Ez	���-.�3�Y4�61�=��� S$³ >1�3�61h���E|���
X�>1�P�yE|�,6��.�����,E

a
�D�  �*�i�,��� �2�i����|�3�-s>1Ef� � ���=� �,�.� �

� � ���"!�
c
/9�
n
�D²
E|?

¬W��<
�� M ���.-.��:H,�2/9�x>1Ef�¥]_>16�}�~��
f
	ih���Ef��/1�¥�o�T�������C�f�Y��8�i�I��� �2�i�	
 ��9°

f : Fk
q −→ Fn

q

M
a = (a1, . . . , ak) 7−→ c = (c1, . . . , cn)

�6�/9�
n > k

S + �[/9H,�
�¥Ht��6;:;�
��-2�¥����<[��:;-.�
c = f(a)

���¥	,��6���< /9�tE���61���
-i�
� � ¢
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	���2 � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

X�>1�b�OE���6��.�����E -.�,	���¬1�[/1� M /9�
���E��� M
c+e
M �D�  �*�.��<�X�>1�b�O��-.-.�

e
�3�����.�O����-

/9�C�.�,	C�.��/1�0� � ��>y	C�-�-.�
���[/9� SQU � � ���"!��0HF�L	C�6  >16����P�=Ef�����E¯/9�
f
M �>y�D�  � M

�^	���6  >16��.�^/9�$���9/1���G���L����<
��:;-i���D?n	��;/1�=�� S + ]_>�6�}�~��
g : Fn

q → Fk
q

M X�>1�
���.�D�9	��
�o�cE���6��.�����Eµ-.�,	C�,¬1�[/1���cE���6��.�����E������i�I��� �2�i���� M H�	ih���Ef��/��
>1E �T�������C�f�����x�����i�I��� �2�i�	
 �� S2U ������>��=6����L/9�
����-i��Ef�G-��,w161�*�.�;/1��b�I�����,�
	C�6�	C�,�7�.��,°

c=c1...cn

�������
	�����
������� ��� 	 � 	 −→

� 	��	�
��� ���
��� ��� −→

c+e

��������	�����
�
� � ��� � � 	

f ↑ g ↓

a=a1a2...ak

�������
	�����
� � � � � ��	�

a

�������
	������
� � ������� ��� 	 � 	

q ��6����
�2�W��-�]_���=����*63~����CB9�[���.��E M Ef���*�[���.�¥6�~��fX>���-O/9�
§���-0X�>1�th���:��-i�
��-.-����x	C�6����i��6����,E���6���� M ���W��63���$X�>1�f63~����.~��e� ���� 	C��6143��:��,�
� S + �����=E M���\��-��  �C�.��-P>1E E��9/9�,<=�v/9�¥	��;/1�743	,��},~��\��/9�,	��9/9�74W	���},~�� M H|�=E��W��-��.��6��.�
	C�6��D�[/9�,-.��-$�i��E$¬WH�Ea�«	���������EaX�>1�o��E���63��������E H^�.-.��6���E|�=���[/1�e����E
61��6�h�>�E�����<7�.��-i��}�~�� S
+ �.���-��[�^/1�|	��;/1�=���L]_���A>1Ef�v/1���G�1-.�
E|�,�=-i���G��-.�,��L/1�����1<
�
	,��}�~��^/9�

	C�-��W��84�6��7�.�� M ����6�/9�
F2
�xEf���[�A>9���
<
�=§I��/9� S8u �,�D���P	,���1²=��>1<
� M �=6��.-��9/9>1§,�=-.�C?

E���O��<
��>�E���*�
/1H��[���O	C<[���.���
	,���*/9�yE��9/9��<
��O��<=�H�¬1-.�[	C��2>��.��/1��*6���	C�9/9�=41?
	��}�~��v�\/9�I	C�9/9�=43	��}�~���/9�fE���63��������63� S\u � ³ �,},~��p¢ S � M ���1-.�,����6��.��-��,E|���
��*� � ���"!����v� ���W�i���.�T� S�U �9� � ���"!���� � ����� ���i������~������
�3���$�I�D�W�,	��
���
�¥/9�Y	��;/1�7?�����*<=�
61�,��-��I�O�y����-i~����,�D��>�/���/9���O6�� ³ �I}�~��Y¢ S � S jbE"����-D�.�
	�>1<
��- M :���-.��E������(� � ���"!����|�� � ���|�¥���&!^�x��0	��;/1�=��� � $ � � �C����i���T�T�"!��C�z����[�|���T����� S
d8�=6���<=E��,6�.� M � ³ �,},~��Y¢ S ��H$/1�,/9�[	��/1�f������� � ���"!��� � $�� ����� �i���T�T�"!���

t�C�T�.���t�x��O	��9/9�
����� �P�i�i�
�
�®���=���f��� S

+ �2-���]_��-.±�6�	��
��F	�<
������[	����2/1�y�����-��[�$/1�t	��9/9�=���F-��,<
�	C�
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u �t4�E /9�x�1-.�9	C�I����� M �.�;/1��A���A<=²[/9�,-��I�b/1�x	C<[���.���2<[���.��-i��<9�.��-i~��x���
/9�y	,��<[	C>9?
<
�/9�� S 1P�f:���-��[���*Ef��6����
-.��0/9�$E��,<=h1�-.��-O�,�D���$��<=���-.�7�.E�� '��W��-P�CB9��E��1<
� M
	C�6��D�[/9�,-.��6�/9�$���*:�������-.�,�2�-./9�,6���/1��2�3�,<=���W�,��� S
³ �¥�f�3��<[��:�-i�|-��I	C�,¬1�
/���H

y = 0101
M �,6�i~��

S(y) =
(
1
1

) S � �Ef��E���O�
<=²[/9�,-2/1�¥	C<[���.�D�L<
�����,-.��<W	���E��¥����6�/1�$�$�,-�-.�y�t�yE���63��������E �.-.��6��DE��=���[/1�yH

x = y − e = (1101 + 1000)− 1000 = 1101.

+ ����<[��:;-.�y��-i��6���E��7�.�
/��¥H
1101

	C��E¨E|�,6��.�����,E(��-.�
���
6���<
11
S
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� � � � � � � � ����� � � � ��� � � ��� � ����� 	,	 >
U �D�,��>1�
6����*�.����-.��Ef�x/1�t>�E��$	���-i��	C���,-��
§,�}�~��G/1���b�3���D�[}C�;�,�s/9��A�,-�-.�� M

�,E(���,-�E����O/1���O	���<
>16����*/1�|Ef���.-��
§x/9�x����-��[/1��/1�t/1�t	��9/9�=���*¬1�
6���-��
�� S
� ���� ;����� > 7$	�7$	 2 7 � �9� � � ���"!��^����� ���T���f� ���®�.���

C(n, k)
�i���{����� �T� �|���

� ���T��������
H
#Q�t� ���®���������L�P�G�������y���� �i��� �9�®���O���

H
����� �i���T�.�T� � ���W��C�

� � � ���T� 
�,�C�¥���®�������$���T�����$� �i���T��������� �
�|�C�f�����T� ���	
 ��	� ³ �  ��E

y ∈ Fn
2

�«E���6��.�����Ea-��I	C��¬��
/1� M
x
�«����<
��:;-i��?

	��;/1�=�����-i��6���E��7�.�
/1���
e
�\��-.-.� SbR ��E|���0��>1�3�-PX�>1�y���P	C�;��-i/9��63��/1��F63~��

6;>1<[���O/9�
e
�D�  ��E

ei1 , ei2 , . . . , eik

S � �,E|���OX�>1�
S(y) = S(x+ e) = S(x) + S(e) = HxT +HeT = HeT

= Hi1ei1 +Hi2ei2 + · · ·+Hik
eik

= Hi1 +Hi2 + · · ·+Hik
,

�6�/9�
Hi
Hx�

i
?nH,���=Ef��	C�<=>�6���/9�

H
S

�

7L>���6�/9�¥�¥/9�I	C�9/9�=43	��/9��-2-��I	C�,¬3�
y ∈ Fn

2

M 	���<
	�>1<
�¥�¥��²
6�/9-.��E�� Sb³ �Gh��
���3�,6����*>1E¨��-.-�� M �,<=�t�W�9/9�y�D�,-O	C��-.-.�=��
/9�¥�3��
� M �W��<
�¥�.���-��,E��|��6��.��-.�=�- M �
��²=63/9-��E��P�
6�/9�[	��$�¥	C�<=>163�y/9�

H
��E(X�>1�G�y�W����
},~��$/9�

y
HP�
6�	C�-�-.�C�i� S8³ �

h��LEf���[� X>��2>�E¯��-.-�� M ��6��.~��P�t/9�,	��;/1�743	,��/9�-Q-.�,	���¬W�2�G����Ef�L/����8	C��<
>16���
�\63~��o�W�9/9�^/9�I	C�9/9�=43	���-$�pE���63��������Eµ	C�-�-.�C�i��E���6��.� S�g ��������,E|���y>1E
	��;/1�=���X�>1�x	���-.-��
���G>1E¨�,-�-.� S

� *�� ��� �12 � �+4 � � � �52 � �+4
.PE � � ���"!�� ����C�7���.�vH¥>1Ez	��9/9�
���^<=�
61�I��-L�.��< X�>1�|�^/9�I�D<
�9	���E��,6�.�Y	C²[	C<
�[	C�/9���O�D²
E$¬W��<
��*6;>1Ef�|����<
��:;-i��?@	��9/9�
���y�1-.�9/9>1§t>1Ef�|����<[��:;-.��?n	��9/9�=�� S
6 �&/���"��"! � > 7 � 7$	�7 .PE 	��9/9�
���e<=�
61�I��-

C(n, k)
����¬1-.�

Fq
H ������ ���i� M ���

(c0, . . . , cn−1) ∈ C
�=E��1<
�
	,��X>��

(cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C
S

, � ��� -�67� >�7 ��7 ��7 ³ �  �
C = {000, 110, 101, 011} S ` �-y�=63�D�W�,},~�� M C H>1E"	��9/9�
���f	C²[	C<
�[	C� S

, � ��� -�67� > 7 � 76� 7 q �6��D�[/9�,-.��E|���0�Y�����>1�
6�.�$Ef���.-��
§¥/1�$����-��[/1��/1�$����-.��f	��9/9�
���f/9�	1L��E�E��=61�
C3
����¬1-.�

F2
°

H =





1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1
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	,	 2 � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

U :�C���-
c = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 0)

Hx>1Ef�|����<[��:;-.��?n	��9/9�=�� M �3��
�

HcT =





1
1
0



+





0
1
1



+





1
0
1



 =





0
0
0



 .

U /1�,��<=�9	���E���6����\	�²
	�<=�[	C�\6��\:�������-
c
�1-��9/9>�§

c = (0, 0, 1, 0, 1, 1, 0)
S q ��<7?

	C>1<[��E����

HcT =





1
1
1



+





1
0
1



+





0
1
0



 =





0
0
0





�c	���6�	�<=>1²
E���^X>��
c
�i��E¥¬3H,E&Hc>1Ef� ����<
��:;-i��?@	��9/9�
��� S ¤L�c]������ M �,�D���	��9/9�
���\H|	C²[	C<
�
	�� S `A��-.�fE������.-.��-�E���*�[�.�D� M 	,��<[	C>1<[��E���L��]_��-.Ef�f���,-.��<Q/9�

>1Ef�|����<[��:;-.��?n	��;/1�=���°
(
r + s+ t s+ t+ u r + s+ u r s t u

)
,

��6�/1�
r, s, t, u ∈ F2

S q ��E��

H
(
u r + s+ t s+ t+ u r + s+ u r s t

)T
= 0,

���,E|���*��-��I�D>1<=�.�/9��/9�,���  ��:��< S
q ��6����
/1��-i��E���

Fn
q

-.����-��I�D�,6�i��/9� �W��-c�3�<=�
61©E|�
��c/9� �-.��>¯E|�,61��-
X�>1�

n
�,E

Fq[x]/(x
n − 1)

M ���.���;	��
��6�/9�o��:��C�.��-
c = (c0, . . . , cn−1)

���
�3�<=�
61©E|�
�

c(x) = c0 + c1x + . . .+ cn−1x
n−1 S*U /9�,��<
�;	,��E���6��.�\	C²[	C<
�
	��/1���s	C�;��-i/9��63��/1��b/9�

c
	���-.-��I�D�W��63/9�O�xE$>1<=���
�1<
�
	,��},~��$/9�

c(x)
�W��-

x
M �W���[�

xc(x) = x(c0 + c1x+ . . .+ cn−1x
n−1)

= c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−1x

n

= cn−1 + c0x+ c1x
2 + . . .+ cn−2x

n−1,

Hb�O:������-
(cn−1, c0, c1, . . . , cn−2)

Mi �0X�>1�
xn = 1

E �9/9>1<
�
xn−1

S .P�.��6�/9�
�,�D�.�f-.����-��I�D�,6�i��},~��|�3�<=�
61��E��[��< M �W�9/9��E����P	���-.�	T�.��-.�=§I��-0	��9/9�
�����0	C²[	C<
�[	C��
��<
���,¬1-��[	���E���6���� S
�.���, ;�&� � > 7 � 7 � 7 � � � � ���"!� � ���W�i���

C(n, k)
���������

Fq
� ������ ���i�e�����

�����f�C�3�n�x�C�
C
�$�9�¨�����i���8���

Fq [x]/(x
n − 1)

�
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� � � � � � � � ����� � � � ��� � � ��� � ����� 	,	 �
�|�C�f�����T� ���	
 ��	� ³ �

C
HO>1E 	��9/9�=��G	�²
	�<=�[	C�x�

c(x) ∈ C M �.��E���AX�>1� xc(x) M
x2c(x)

M
x3c(x), . . .

�i��E$¬WH�E �3�,-D�.��6�	���Eµ�
C
S�³ �  �

a(x) =
∑

i aix
i ∈

Fq[x]/(x
n − 1)

S q �E��
a(x)c(x) =

∑

i ai(x
ic(x))

�
C
Hx>1E¨��>1¬W�,������}��

:�C���-��[��< ����¬1-.�
Fq
M �.��E���OX�>1�

C
Hx>1E¨�[/9�I��< S

£ �I	C�
�1-.�;	,��E���6��.� M ���
C
He>1E¡�[/9�,��<t/1�

Fq [x]/(x
n − 1)

�
c(x) =

∑n−1
i=0 cix

i H2>1Ef�L����<[��:;-.��?n	��;/1�=�� M �,6�i~�� xc(x) �.��E$¬WH�E¯Hs>�E��L����<
��:;-i��?	��;/1�=�� SAg ���� M �f	��9/9�
���
C
Hx	C²[	C<
�
	�� S

�

` ��<
� � ���-��,E���� S � S � M �.��E���FX>��
Fq[x]

HP>1E /9�E�²=61�
�$/9�P�
/9�I���[�b�1-.�
69?
	��=�����
� S + �.�D�
E M ���9/9�x�[/9�I��<16�~��t6�>�<=�t��E

Fq[x]/(x
n−1)

HO���-i��/9�t�W��-A>1E
�W��<
�=6�©�E��=�tE�©�6��
	��

g
/1�O��-i��>|E|²
61�
E��G6��x�
/9�I��< S ` �-D�i��6���� M �3�,<=�t�.����-.��Ef�

��6�.��-.�=�- M �.�;/1��	��9/9�=��f	C²[	C<
�
	��|Ht���-i��/9�|�3�-O>1E¨�W��<
�
61©�E��
� S
6 �&/���"��"! � > 7 � 7 > 7 ³ �  �

C = (g)
>1E 	��9/9�
���\	�²
	�<=�[	C� S ¤L�=§,��E���GX�>1�

g
H

� � ��� ��� ���|��� !�����������$���
C
�
h = (xn − 1)/g

Ht� � ��� �������¥��� ���C�T� ���.������
��
C
S
U �1-���B9�=E��������-��,Ef�oE���D��-i�o��<
��>�E���$��-���1-��
�,/���/9�I�$/9���3�<=�
61©E|�
�

���-i��/9�- S jb6���-.�f��<[��� M �,�D�.�v�v]����.��/1�\X>��
g
/1�=:;�[/9�

xn − 1
M E������.-.��6�/9�

������=E{X>��G�f�W��<
�
61©�E��
�|:��-.�74W	���/1��-2�,�D�.�|¬3�,E{/9��4�61�[/9� S

� ���� ;������>�7 ��7 2 7 �®�����
C
�9� �����i���8� ���^���9�
�^���

Fq[x]/(x
n − 1)

#F�[�T�@�
� #
C
�y�9� � � ���"!� ����C� ���i�v��� �i��� � �T���f�C�3�n�

n
�

� S � � � ���"!��
C
� !��C������ � ���t�9� �9�3���i� � ��� �������¥���Y� �������i�

g
�� !��.���

�����3�����^�C�
C
�

� S � � ���7�������|���!����������
g
���
C
�y�9� �C���@���¥��

xn − 1
�

� S � �
Fq[x]

# ������� �C�����
c ∈ C

� �,����������C�3�C�T���@���9�����i���f�����@� �i���f�
c = fg

#G���®���
grau(f) < n − r � grau(g) = r

� � �=�C�´���[�i���,#$�
�����f�C������v���

C
�
n− r �

� S �®�
g(x) = g0 + g1x + · · · + grx

r #x�C�3� �� C �!��C�.����� �i�������9�
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	,	 ? � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

�T���i�T� � � 
��^��
Fn

q

� ���=���x� ���9�1���¥���Y����� �T� � !����������.�

G =







g0 g1 · · · gr 0 0 0
0 g0 g1 · · · gr 0 0
· · · · · · · · ·
0 · 0 g0 g1 · · · gr







=







g(x) 0 0 · · · · 0 0
0 xg(x) 0 · · · · 0 0
· · · · · · · · ·
0 0 0 · · · · 0 xn−r−1g(x)






.

�¥���f���1�T����� 
 ��� � + ��4�-.Ef��},~�� � � �\�D�,��>1�o/1�e��-���:��e/9� � ����-.��Ef� � S � S � S`A��-i�pE���D��-i��- ��� � M �I��	�-��,:��,E|���
xn − 1 = hg + r

�6�/9�
r, g ∈ Fq[x]

�
grau(r) < grau(g)

S jbE
Fq [x]/(x

n − 1)
M �[���.���
E��1<=�[	��cX�>1�

r = −hg Sq ��E��
grau(r) < grau(g)

M �.��E���OX�>1�
r = 0

�y���.�D�
E
g | (xn − 1)

S
³ �  �

c ∈ C �6�/9� grau(c) < n
S ` ��- � � � M �CB9�=���|>1E �W��<
�=61©E��=�

q
�.��<

X�>1�
c = gq

�,E
Fq [x]/(x

n−1)
S ` �- � � � M �D>��3�61h���E����sX�>1�

xn−1 = gh
SjbE

Fq[x]
M �.��E���*X�>1�

c = qg + `(xn − 1)
����-i�¥��<=�>1E

` ∈ Fq[x]
M �
�D���|H M

c = (q + `h)g
Sb³ �  �

f = q + `h
S jb6��.~��

c = fg
�

grau(f) ≤ n− r − 1
S+ �.�D�
E(�f	��9/9�
���|Ht]_��-.Ef��/9�|�W��-OE$w�<7�.�=�1<
��O/1�

g
M X�>1�x�.~��|�3�<=�
61©�E��
��O/9�

��-i��>�61�yEf��B;�
E��
n− r−1

��:���<=�[��/9�x�,E
Fq [x]

�06�~��y��E
Fq[x]/(x

n−1)
S

1P�
n−r E¥w1<7�.�=��<=���b/9� g <
�=6��,��-.E���6����O�
6�/9�,�3�,6�/9�,6�.�,� M �x�.��¬W��- M g, xg M

x2g, . . . , x(n−r−1)g
SFU �*:�C�.��-.�,�*	C�-�-.�,���3�6�/9�,6�.�,�*�.~������*<
�=61h3���O/1��Ef��?

��-.�=§t���-i��/9�-.�
G
S `8�-D�i��6���� M ��	��9/9�=��|����E"/9�
E|�,6��.~��

n− r S �mp��D��-i��-.��E���¥�����-i�p�c�3���W��<0/9���3�<=�
61©E|�
��:���-.�=43	��/9��-
h
Sk³ �  �

f>1Ef�|E|�,6��.�����,E¨	C�9/9�=43	,��/1�¥�3�,<
��E¥>1<=���
�1<=�[	��}�~��¥�W��-
g
°

c = fg =

n−1∑

i=0

cix
i.

jb6��.~��
ch = fgh = f(xn − 1)

M �[���.�«H M
ch = 0

��E
Fq[x]/(x

n − 1)
S

¤P�
���E���*X�>1�
ch =

(
n−1∑

i=0

cix
i

)(
k∑

`=0

h`x
`

)

,

��6�/1�
hk 6= 0

SFU 	C�;�C4W	C�
��6����x/9�
xj 6��,�D���t�1-.�;/1>9���fH

n−1∑

i=0

cihj−i = 0,
� ¢ S � �
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� � � � � � � � ����� � � � ��� � � ��� � ����� 	,	 �
����-.�

j = 0, 1, . . . , n − 1
M �6�/9����G�D>�¬1²=63/9�
	��,�x�.~��Y����Ef�/9��LE �;/1>1<=�

n
S

³ �
c ∈ C M �vjsX�>��}�~�� � ¢ S � �G�=E��1<
�[	���X�>1� HcT = 0

M �6�/9�f�vEf����-.�
§�/1�
����-��[/1�/9�

H
Hy/1�/1�¥�3�-

H =









0 · · · 0 hk hk−1 · · · h1 h0

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · · h1 h0 0 · · · 0









.

jbE{61���i��},~��|�3�<=�
61��E��[��< >��.��/��¥�3��-i�
G
M �.��E���

H =







0 0 0 · · · · 0 h(x)
0 0 0 · · · 0 xh(x) 0
· · · · · · · · ·

xn−k−1h(x) 0 0 · · · · 0 0






.

+ /9�
E���6��.~��f/9�f	��;/1�=��|H
dim C = n− grau(g) = grau(h) = k.g ��E$¬�-.��E|���FX�>1� M �W��<
� � ���-��,Ef�|� S ¢ S � M �D�

i ∈ Cs
��6��.~��

∏

j∈Cs

(x − αj) = M i(x).

+ �����>1�
- M ���61�,-.��<=�
§,��-��,E|���*�f	C��63���.-�>�},~���	C�[	C<
���.©�E��
	,������-i�
n 6= pm − 1	���E

mdc(n, q) = 1
S + 	C<[���.�D�¥<
������-i��< 	C�[	C<
���.©�E��[	��^E �9/9>�<=�

n
����¬1-.�

FqX�>1�y	���6���H,E
s
H

Cs = {s, qs, q2s, . . . , qms−1s},
�6�/9�

qmss ≡ s (mod n)
S K 6��.���
-�����E �9/9>�<=�

n
�.~��e����-D�.�
	��=�6���/1��¥��E

	�<
������,�2<[�����,-.���
�*	��
	�<=����©�E��[	��� S
q �E|����6��.�,� M /9�=����E���OX�>1�t���W��<
�=61©E��=��E��=6��=Ef��<Q/9�

αs H

Ms(x) =
∏

j∈Cs

(x− αj),

�[���.��H M
Ms H�>1E¶�W��<
�
61©�E��
�vE�©61�
	��p	C��E 	C�;�C43	��=�,6����,�t�,E Fq

�\	C�Ez�
E���6���-A��-i��>¥��6���-.�*�� �W��<
�=6�©�E��=���Q����63/9�

αs 	C�E��G>�E��G-i���
§ S + <
H�E /1�
�.�D� M

xn − 1 =
∏

s

M (s)(x),
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	 ��� � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

��6�/1�
s
�3�,-.	���-.-��p>1E¡	���6  >�6�.��/9�c-��,�1-��I�D�,6��.��6��.�,�\/9��	C<[���.�D�I�f<[�����,-.���
�

E �;/1>1<=�
n
S jF���i�\�i��E$¬WH�E H|�f]�������-i��},~��\/9�

xn − 1
	C�E|�^>1E �1-.�9/9>9���

/9�G�=-.-��I/9>9�.²=:���[� M, �$X�>1�G�3�<=�
61©E|�
��FE��=6��=Ef���[�*��~��y�
-�-.�,/9>1��²
:����[�2�D�¬1-��
Fq
S

d8�=6���<=E��,6�.� M �|��-i��>Y/9�|�W��<
�=61©E��=�|E��=61�
Ef��<
M (i) HG�=�>���<®���|6;w1E���-.�¥/9���<
��E���6��.��*6���	C<[���.���L<[���.��-i��<5	C�[	C<
���.©�E��[	��|	C��6��.��6�/9�

i
S

,�� ��� -16$� >�7 ��7 ��7 ` ��-.�
n = 7

M
q = 2

�
m = 3

M �.��E���
C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4}, C3 = {3, 6, 5},

<=����
x7 − 1 = M (0)M (1)M (3) = (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 + x+ x3),

��6�/1�
(1 + x2 + x3)

�
(1 + x+ x3)

�.~��|�3�<=�
61©�E��
��F�=-.-.�,/9>9�.²=:���[�*/9�L�-.��>
3
�D�¬1-��

F2
S

+ �D�,��>1�
- M E������.-.��-��,E|���L/1>����x���1<=�[	��}C�;�,�t/9���t�3�<=�
61©E|�
��GE��
61�=Ef���
�
6��|���,��-.�
��/9�¥	��9/9�
����,°A��P	��9/9�
����O/1��1P��E|E��
61�f�y���O	��9/9�
���� � q 1¯X�>1�
	C�-�-.�=���E /9��
�*�,-�-.�� S
��� ����� � ����� � ����� � ��
 � � ��
 �

6 �&/1�" ��! � > 7 � 7 ? 7 ³ �  �
m
>1E¨�
6����,�=-.��E����=�-*��>v�=�>���<5�

2
S .PE{	��9/9�
���

¬1�
6���-.�=�
Cm
/9�P	C�E��1-��
E���6����

n = 2m−1
	C�E >1Ef�xEf����-.�=§P/1�0����-.�[/1��/9�

H
/9�^��-i/9��E

m × (2m − 1)
Hv	ih���Ef��/1�o>1E � � ���"!� ����� ���T���«��� � ��� ��¥���&! M �D�v���|	C��<
>16���¥/1�

H
	���-.-��I�D�W��63/9��Eµ���¥-��,�1-.�,����6��.�}C�;�,�x¬��=6���-��[���

/9��*�
6����,�=-.��
1, 2, . . . , 2m − 1

S
,�� ��� -16$� > 7 � 7 � 7 U 	��9/9�
���0¬1�
6���-��
�P/9��1P��E�E��
61�

C3
����E¯	���E��1-.�=E���6��.�

7
�GEf����-.�=§x/9�x����-��[/1�/9�

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



 .

U ¬��D�,-�:���E|��� X�>1�F�*Ef���.-��
§
H
�.��E �3�����.�

m
S ` ��-��.��6�.�0�0/9�
E���6��.~��0/9�

Cm
H

2m−1−m M >3����6�/9�0�P�����-��,Ef�P/9�L�3�����.�P�F/��06;>1<
�
/1�/9� S 7L>����
�.X�>1��-/9>���V	C�<=>�6����5�.~��O<
�
61�,��-�E���6��.�b�=63/9���W��6�/1��6����I� M. �PX�>1�s61��61h;>1Ef�0	���<
>16��OH
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E¥w1<7�.�=��<
�0/��*��>9�.-.� S ` ��-5�>9��-.�*<
�/9� M h��2��-.±,�V	C��<
>16��� X�>1�s�.~��*<=�
61�I��-.E|�,6����
/9�,�3�,6�/9�,6�.�,� S ` ��-O�CB9�,E|��<=� M
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0SSS
1
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` ��<
�� � �,��-.��Ef���5¢ S � S ª*�F¢ S � S � � M �P/9�
�D����6�	C�[�*E�²=6��=Ef�0/9�0	��9/9�=��OH
2+1 = 3�x�f	��9/9�
����	C�-�-.�
���G>1E¨�,-�-.� S

U �����>1�
6�.�s�.���-��,E��L-.�,��>1E��2��Q�¬�����-.:��}C�;�,�8��6��.��-.�=�-��I�5�O	���-.�	T���,-��
§,�
�|Ef���.-��
§t����-i��/1��-i�y����-.�¥�f	��9/9�
���f/9�(1P��E�E|�
61� S
� ���� ;����� >�7 ��77	�� 7 � � � ���"!�$��� � ���|�¥���&!(�i��� � ��� �������������

n = 2m−1
#

k = n −m � d = 3
�f�9� � � ���"!�� ������ ���i� �i��� � ��� �������¥���9!����������

g =
M (1) � � �f�f�f�����T� � !������������� � �����v�*� � ���"!�v�

G =







M (1) 0 · · · 0
0 xM (1) · · · 0
· · · · · ·
0 · · · · xn−m−1M (1)






.

�|�C�f�����T� ���	
 ��	� q ��6����[/9��-i��E���s�|	��9/9�=��¥¬��=6���-��
�¥/1��1L��E�E��=6��|/9�x	���E|?
�1-.�
E|�,6����

n = 2m − 1
S + Ef���.-��
§y/9�y����-��[/1�/9�y	C�6�.H�E

2m − 1
	���<
>16���

X�>1�$�.~��f��
m− >1��<
��O6�~��f6;>1<[���P/9�
�D���
6��.��O��E F2

S*³ �  �
α
>�E{�,<=�,E|�,6����

�1-.�
E|�=���
:��c/9�
F2m

S jb6��i~��
1, α, α2, . . . , α2m−1 �.~��o/1�
�D���
6�����¥�Y�W�9/9��E����-0-.����-��I�D�,6�i��/9���2�3�-

m− >��1<
��O6�~��f6�>�<
��0/9�[���.�=6��.�� S + �.���=E M �^	��9/9�
���¬1�
6���-��
�f/9�(1P��E|E��
61�Y	���E(����-���E��C��-.��
n = 2m − 1

M
k = n−m M d = 3�.��E¨>�E���Ef����-.�=§x/9�t����-��[/1��/1�

H = (1, α, α2, . . . , α2m−2),
�6�/9��	���/��\��6��.-.�/1�

αi H|��>1¬��D���=��>�²
/1�^�W��<
�v:�C�.��-t	C��-.-.�,���3�6�/9��6��.�$/9� m� � �*�f��� � S
.PEz:�������-

c = (c0, c1, . . . , cn−1)
�W��-����,6�	C������	��9/9�
����/9� 1P��E|E��
61�

����� �D�E|�,6��������
HcT = 0

S .L����6�/9� � 	C��-.-.�,���3�6�/9±�63	C�[� /9� :�C���-
(c0, c1, . . . , cn−1)

	���E(�f�W��<
�
61©�E��
�
c0 + · · ·+ cn−1x

n−1 M ���,E|���OX�>1�
(c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C ⇐⇒ HcT = 0

⇐⇒
∑n−1

i=0 ciα
i = 0

⇐⇒ c(α) = 0.
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	 � � � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

q ��E��
α
H$>1Ef�f-i���
§y/9�

c
M ���,E���PX�>1�$�\�3�<=�
61©E|�
�\E��
61�=Ef��<8/9�

α
/1��:��

/9�
:��[/9�
-
c
M �[���.�OH M

M (1) | c S jbEN��>9�.-.��®����<[��:;-.�� M >1E 	��9/9�
���O/9� 1L��E�E��=61�HG]_��-.E��/9�|�3�,<=���OE$w1<=���
�1<
��O/9�
M (1) S

�

,�� ��� -16$� > 7 � 7$	�	:7 `A��-i�
n = 23− 1 = 7

�
m = 3

M �xEf���.-��
§0���,-.�/9��-i�GH

G =







1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1






,

 �pX�>1�
M (1)(x) = 1 + x + x3 Hf�p�W��<
�
61©�E��
�pE|�
61�
Ef��<F/1��x�,<=�,E|�,6�����6��$	�<
������P<[���.��-i��<®	C�[	C<
���.©�E��
	,�

C1 = {1, 2, 4} E �9/9>�<=� 7
S q ��/��y��<
��E��,6�.�

-��I���i��6����G6��|Ef���.-��
§xHt§���-.� S
³ �«6�~�� 	���61h1�I	C�,E|���p� E�����-.�=§ /1�«����-.�
/���/9�

H
M �W�;/1��E���p>3����-v�

�3�<=�
61©E|�
�|:���-.�=43	��/9��-F����-i�$�,6�	C�6���-i��?n<
� S q ��E��
h(x) = (x7 − 1)/(x3 +

x+ 1) = x4 + x2 + x+ 1
M ���,E���OX�>1�

H =





0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 0



 .

��� ��� � � ����� � ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � ��� ��� �����

+ 	���¬���E���f/1�o:��,-YX�>1�o��^	��9/9�
�����f/9� 1L��E�E��=61�«�W�9/9��E 	���-.-��
���
-f>1E
��-.-�� S¯K 6���-.�;/1>1§��
-��,E���Y�����-.��>1Ef� :���-��[��},~�� 	C�61h1�I	C�[/1� 	C�E�� � � ���"!���
� $�� �C��� �i���T�T�"!���� �����[���C�T�.��� S jF���.�,�v	��9/9�
����\]_��-i��E /9�,����6;:��<
:��[/9���
	C�E �x��¬  �����
:��x/9�P	���-.-��
���
- /9���[�A��-.-.��8>��.��6�/9�x>�E��tEf����-.�=§O���=E��
<
��-s�x/9��
	��9/9�
�����2/1�(1P��E�E��
61� S
q ��E��$6��|���,}�~��¥��6�.��-.�=�- M ��>1�3�61h���E|���FX�>1�

α
HL>�E(��<
��E���6��.�$�1-.�=E|?

�7�.�=:�\/9�
F2m

S jb6��i~�� M ��*�,<=�,E|�,6�����
1, α, α2, . . . , α2m−1 �.~��f/9�[�D���
6�.��O��3�9/9�,E{����-*-.���1-.�,����6��.�/9��2�W��-

m− >1�1<[���26�~���6;>1<[���O/9�[�D���
6�i��� S+ �[/9H��[�$]_���®	C��63�D�[/9��-i��-F>1Ef�$Ef����-.�=§G/9�L�3��-.�
/1�/9�L	���E
2m
<=�
61h��� � ����=6;:H,�P/1�

m
<
�=61h3�����0/9�¥�.��<QEf��6����
-.�^X>��¥���L�1-.�=E��,�=-i���

m
<
�
61h����L]_��������E

�=�>����[�A���A/��tE�����-.�=§O/9�y	��9/9�=��G/1� 1P��E|E��
61� M ��6�X�>���6�.�xX>��0���
m
<
�=6�h����

-��I���i��6����I�F���
:��,�.����E(���1-.��� ����7�.�|/1�y	C��-.-.�=��=-*/9���[�*��-.-.�� S
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� � � � � � � � ����� � � � ��� � � ��� � ����� 	 � �
6 �&/���"��"! � > 7 � 7$	 � 7 ³ �  �

m
>1E(�
6�.���
-��¥Ef���
��-2��>Y�
��>3��< �

2
S ¤L�C4�6��=E���

� � � ���"!�Z�C�������T��� � $�� ����� �i���T�T�"!�������[���C�T�.���p	C��E��e�D�,6�/9�e�«	��9/9�
���
C
/1�v	���E��1-.�=E���6��.�

n = 2m − 1
	���EµEf���.-��
§v/1�^����-��[/1�/9�Y/9�v��-i/9��E

2m× (2m − 1)
/1�/1�|�3�-

H =

(
1 α α2 · · · α2m−2

1 α3 α6 · · · α3(2m−2)

)

,

�6�/9�
α
Hx>1E{��<
��E���6������1-.�
E|�=���
:��f/9�

F2m

S
u �,�D���x	���D� M ����E����

c ∈ C ⇐⇒ HcT = 0

⇐⇒
∑n−1

i=0 ciα
i = 0

� ∑n−1
i=0 ciα

3i = 0
⇐⇒ c(α) = 0

�
c(α3) = 0

⇐⇒ M (1) | c � M (3) | c,
�6�/9�

M (3) H0�y�W��<
�=6�©�E��=�$E|�
61�
Ef��<®/9� α3 S q ��E�� M (1) � M (3) ��~��x�=-.-.�C?/9>1��²
:����[� �O/9�[���.�=6������ M �.��E���AX�>1�
c ∈ C �D�*�O����E���6����*��� M (1)M (3) /1�=:;�[/9�

c
S `s-���:���E����$���.���=E X�>1�

M (1)M (3) Hv>1E´���-i��/9�-¥/9�e	��9/9�
���c¬1�=63��-.�=�
� q 1¨X�>1�v	C�-�-.�=��\/9���[�y�,-�-.�� Sou ~���Hv/9�7]_²[	C�
<*/9��E���63���.-.��-¥X�>1� M X�>���6�/9�
p = 2

�
n = 2m−1

	C�E
m ≥ 3

M ���,E|���
grau(M (1)) = grau(M (3)) = m� �CB9��-i	C²[	C�
� � S + �����
E M

grau(g) = 2m
�
k = n − 2m

S + 	C��63/9�
},~��
k = n− 2m

�W�9/9�L����-F��¬9�.�
/1�$:��,-��=43	���6�/9�yX�>1�L�$6;w1E���-.�$/9�L<=�
61h���F/9�
HH

n−k = 2m
��>fX�>1�

k = grau(h) = n−grau(g) = n−2m
S � ��E���A�,69?

�i~��$�¥�D�,��>1�
6����P-.�,��>1<=�.�/9� M ��6�/9�G�x����-D�.�L/1�¥/9�
�D����6�	C�[�y����-i�y/9�,E|�6��D��-i��/1�Ef���[�2�.��-./1� S
� ���� ;�����*> 7 � 7$	 � 7 � � � ���"!��\����� ���T��� � $�� �����(�i���T�T�"!��¥����[�y�C�T�.�����i���
� ��� �������������

n = 2m − 1
#
k = n − 2m

#
d ≥ 5

�
m ≥ 3

�Y�9� � � ���"!��
����C�7���.� �i��� � ��� �������¥��� !��C��������

g = M (1)M (3) #����W�� grau(M (1)) =
grau(M (3)) = m

�

, � ��� -�67� > 7 � 7$	(� 7 q ��63�D�[/9��-.��E����0�^	��9/9�=��Y¬1�
6���-��
� � q 1 X�>1�|	���-.-��
���/9��
�*�,-�-.��*	���E¨	���E��1-.�=E���6��.�
n = 15

M
m = 4

�

H =

(
1 α α2 · · · αi · · · α14

1 α3 α6 · · · α3i · · · α3(14)

)

.
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	 � � � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

³ �  ��E
F24 ∼= F2[x]/(x

4 + x + 1)
�
α
>1Ez�,<=�,E���6����v�1-.�=E��=���
:��p/9�

F24

S
+ �O	�<
������,�*<[���.��-i���[�2	��
	�<=����©E|�[	���2E �9/9>�<=���I¢|�.~��

C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4, 8}, C3 = {3, 6, 12, 9},
C5 = {5, 10}, C7 = {7, 14, 13, 11}.

q ��E��
α
H��1-��
E��7�.�=:� M � �W��<
�=61©E��=�«E��
61�=Ef��<L/9�

α
H
x4 + x + 1

S U
�3�<=�
61©E|�
��E��=61�
Ef��<5/9�

α3 H x4 + x3 + x2 + x+ 1
M ��6��.~��

g(x) = (x4 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).
U �W��<
�=6�©�E��=��:��-.�743	,��/9�-FH

h(x) = (x15 − 1)/g(x)
�y�����-i�yHG]���	��=<V/1�t���

��¬9�.��-0�|Ef���.-��
§t����-i��/1��-i�y�x�|E�����-.�=§x/9�x�3��-.�
/1�/9�t/9�\	��9/9�
��� S

� *�� ��� � 2 � �+4�� � 
 � � � � �	� � 2 � � �
t
� � � �+4
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∣
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��� ��	���� ��� 	 � � � � ���� � � ��� � � ����	���� � 	� ��� ��������� � ��� ��	���� ��� 	
� � ��� �	� � 	 � �����
	 ��� � ��	� 
���� � � g n − grau(g) ����	�

� � � ��� �
� M(1)(x) �	���� � �� �?� �
� M(1)M(3) � � � � ������������0� � �
� M(1)M(3)M(5) � � ���� � �������0� � �

�����?�	�J�0���J� � M(1)M(3)M(5)M(7) � � � � � ���

,�� ��� -16$� >�7 � 7 ? 7 js�D�.�tHO>1Ef�t<
�
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��	��
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� M(1)(x) � � �
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� ���J���������������� M(1)M(3)M(5)M(7)M(11)M(15) � ���
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S q ��6����[/9��-i��E���
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C0 = {0},
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K ���.���=E��1<
�
	,��X>��
|C1| = 11, grau(M (1)) = 11

�
|C5| = 11, grau(M (5)) = 11.

+ ]����.��-i��}�~��¥/9�
x23 − 1

H
x23 − 1 = (x− 1)M (1)M (5).

q ��<[	C>1<[��E����F���*�3�<=�
61©E|�
��2E��
61�=Ef���
�
M (1) � M (5) °

M (1) = x11 + x9 + x7 + x6 + x5 + x+ 1,

M (5) = x11 + x10 + x6 + x5 + x4 + x2 + 1.

d8�=6���<=E��,6�.�G����E����O�f�D�,��>1�
6����G�.��¬3�,<
� S



�_�@� � ���i�����
�������
	��	��
� �3!���� � �i

i
i

i

i
i

i
i

� � � � � � � � ����� � � � ��� � ��� � ��� ��� � � � ��� �
T
��� ����� 	 � �

/9�[������6�	��
� �W��<
�=61©E��=� /9�
E|�,6��.~�� /1�
�D����6�	C�[�
/9�t�1-.�  ����� ����-i��/1��-

n− grau(g)
-��I��<

� � � � �
�¨��> ¢

M (1) � � �
� M ª M S,S�S�M � �

M (1)M (5) � � �

��������� � ����� � ��� � ��� ��� � � � � � � 


q �9/9�
����� £ ���I/;? ³ ��<
��E���6�����E M �W��-Y/9��4�61�[}�~�� M 	C��E��1-.�
E|�,6����
n
�
��>3��<0�

q−1
SQu ~��x	C��63�D�[/9��-i��E����

q = 2
M �3�-�H,E¯�x	C��-.�W�L�W�9/9�0�D�,-A>1Ef�L��B;����63��~��

/9�
F2
S
U �2	��9/9�
����� £ �,�,/;? ³ �<=�E|�6\��~��$>��.��/1��F6��$��-.�����[	��y�,E E$>1�=�����s��-��¬9?

<
��Ef��� S ` ��-|�CB9��E��1<
� M �,<=����~��o>��.��/9���$63��	C�E$>16��
	,��}�~��o�W��<[� u + ³ + �
�W��<[� + �±�6�	��
��jF�D���	C�[��<Qjb>1-.���WH��[� S jbE ��<
��>1Ef���P���1<
�
	,��}����I� M ���P	��;/1�=���
£ �,�,/;? ³ �<=�E|�6 ��~��o>��.��/9���$�,E´	C��E¥¬1�
6���},~���	���Eµ��>9�.-����$	��;/1�=��� M �i���[�
	���E��$���F	��;/1�=���2	C��6;:��<
>�	C�
��6����
�,'�:�  �^� ª�¢ � M �W��-2�CB9��E��1<
� Sb³ ~��y�i��E$¬WH�E>��.��/1��2����-i�|-��I	C>1�W��-i��-*�,-�-.��F��E q ¤L� S
q �E|�

n = q − 1
M ����E����OX>��

xn − 1 = xq−1 − 1 =
∏

β∈F∗
q

(x− β).

K �D�����
E|��<=�[	���X�>1�f���3�<=�
61©E|�
�vE|�
61�
Ef��<s/9�
αi ���  � M (i)(x) = x − αi S` ��-��.��6���� M >1E 	��;/1�=�� £ ���I/;? ³ ��<
��E���6 /9�c	C��E��1-.�
E|�,6����

n = q − 1
�

/9�[�D����63	C�[�|/1�x�1-��  �C�.�
D
���,E¨�W��<
�=6�©�E��=�����-i��/9�-

g(x) = (x− αb)(x− αb+1) · · · (x− αb+D−2),

�6�/9�tHx>���>���<®�.��Ef��-
b = 1

M ��>p�D�  � M 61�f����6����[/9���,�D��-.�=��� S
, � ��� -�67�*>�7 � 77	�� 7 ³ �  ��E

q = 5
�
n = q− 1 = 4

S 7L>1��-.��E����b/9�[������6�	��
�
/9�Y�1-��  �C�.�

D = 3
S .PEµ��<
��E���6����p��-��
E��7�.�=:�o��E

F5
H
α = 2

S jb6��.~��
g(x) = (x − α)(x − α2) = (x − 2)(x − 4) = x2 + 4x + 3

S q �E��
k = n−grau(g) = 4−2 = 2

M �y/9�
E|�,6��.~��y/9�$	��9/9�=��xH � S + �.���=E M ����E����
qk = 52 = 25

�3��<[��:�-i���D?@	��9/9�
��� S + E�����-.�=§t���-i��/9�-.�xH

G =

(
3 4 1 0
0 3 4 1

)

.
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	&�-� � ������� � � �(� ��� � � ��� ��� � � � ���

+ <
��>16��0�CB9��E��1<
��O/9�t����<
��:;-i���D?n	��9/9�=��$�.~���°
(0 0)G = (0 0 0 0),

(1 0)G = (3 4 1 0),

(2 0)G = (1 3 2 0),

(3 0)G = (4 2 3 0),

(4 0)G = (2 1 4 0).

,�� ��� -16$� > 76� 7$	�	:7 ³ �  ��E
q = 4

�
n = q− 1 = 3

S 7L>1�,-��,E���s/1�
�D����6�	C�[�/9�$��-��  �C���
D = 2

�
b = 2

� 6�~��^61�Y����6����[/9�Y�I���.-��=���&� St³ �¥	���6����
/1��-i��E���
x2 + x+ 1 ∈ F2[x]

	���E��$�|�W��<
�=61©E��=�¥�=-.-��I/9>9�.²=:��<®/9�C4�6��=6�/1�
F22

M �.��E���
F4 = {0, 1, α, α + 1} M ��6�/1� α H|>�E��v-i���
§f/9� x2 + x + 1

� 61�I���.��	,����� M
β = α+1 = α2 � S jb6��.~��¥�y�W��<
�=61©E��=�y���-i��/9�-AH g(x) = x−α2 = x−β�x�¥Ef����-.�=§t���,-.�/9��-i�yH

G =

(
β 1 0
0 β 1

) S
+ /9�=E��,6���~��f/9�t>1E{	��;/1�=�� £ ���,/9? ³ �<=�E���6YHy����E��1-.�

k = n− grau(g) = n−D + 1.

+ /9�[������6�	��
�¥E�²=61�
Ef�
d
H M �3�,<
��	C���.� � q 1 M �W��<
��E���61���

D
°

d ≥ D = n− k + 1.

`A��-i�c	��;/1�=��� £ ���I/;? ³ ��<
��E���6 M ���,E|?n���oX�>1�
d ≤ n − k + 1

M <=����
d =

n− k+ 1
S jbE ���-i��< M 	��9/9�=���F	C��E

d = n− k+ 1
��~��$	ih���Ef�/9�� � �y�T�

� /9�[�D����63	C�[� Ef��B9�
E�� ��������-.��:��< � S js�����,��	��;/1�=���Y	���6������>1��E �����
61���
-v�/9�[������6�	��
�OE�²
61�
E��PEf���[�Q��<7�i�O�3������²
:���< S + �����
E M ���Q	��;/1�=��� £ �,�,/;? ³ �<=�E|�6
��~��|	��9/9�=���*mo¤ ³®S

=�� �?P�Q�%S
% 2 Q��L"������� V � : ���L������ 1
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� ���������
	�� �

� � ����a) � � ��� ' � %

+ �Z<=�,�7�.��-�X>���/9�I�D�  �����1-��,6�/9�,-^Ef���[�v�D�¬1-�����v���.�D>16��.��^61�,�D���c�c61����1-���B9�=E����\���W±�6�/1�
	��,� M -��I	C��E��,6�/1��E����f��Y<=�
:;-����\/9� q �>9���
61h1� � ��� � M /9�mp�-��,�=-i�¥� ³ ��<[/1��61h3�^�
� ���� �y/9� ³ ��6�����G�
��� ��� S
6 �&/���"��"! � � 7 � 77	:7 + �i�9� 
 ���

µ
��� �	��C���;�YH«� ]_>16�}�~��

µ : N → N/9��4�61�[/1���W��-

µ(n) =







1
���
n = 1

M
(−1)k ���

n
Ht>1E¨��-��9/9>9�.�f/9�

k
��-��
E���*/9�[���.�=6������ M

0
	���D��	C�6���-i��-.�=� S

, � ��� -�67� � 7 � 7 � 7
µ(7) = −1

M
µ(6) = (−1)2 = 1

M
µ(12) = 0+ �D�,��>1�
- M ���1-��I�D�,6��.��E����s/9>���s��-���1-��
�,/���/9�I�b�
E|�W��-��.��6����,�2/1�$]_>16�},~��

/9�ym ��¬1�
>�� S
� �&� �*� 7 � 7 � 7 � ���.�f�@�,��

n ∈ N
#b�@�C�f��� �����

∑

d|n
µ(d) =

{
1
���
n = 1

#
0
���
n > 1

�

�|�C�f�����T� ���	
 ��	� U 	������
n = 1

H���-.�=:;�[��< M >1Ef�e:��§pX�>1� ∑
d|n µ(d) =

µ(1) = 1
S^³ �

n > 1
M H���>943	��=�,6����\	C�6����
/9�,-.��-x�v����Ef� ∑

d|n µ(d)
����-i�

�,���
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	&� � � ��� � � ��� 
��� � �"����� ��� � � � �

��¥:���<
��-.�,�
d = 1

�^���¥/9�
:;�
����-.�,�
d
/9�

n
X�>1�Y�.±�E >�E���]����.��-i��},~��o�,E

6;w1E���-.��x�1-.�
E|���y/9�[���.�=6��.�� M /1�/9��X�>1�
µ(d) = 0

����-.�v�.�;/1��y���x��>1��-.��
:���<
��-.�,�b/9�

d
Sb³ >��3�61h���E����sX�>1�

p1, p2, . . . pk
���  ��E ���F/1�=:;�[�D�-��I�A�1-.�=E���

/9�[���.�=6������O/9�
n
S	� �,E���OX�>1�

∑

d|n
µ(d) = µ(1) +

k∑

i=1

µ(pi) +
∑

1≤i1<i2≤k

µ(pi1pi2)

+
∑

1≤i1<i2<i3≤k

µ(pi1pi2pi3) + · · ·+ µ(p1p2 · · · pk)

= 1 +

(
k

1

)

(−1)1 +

(
k

2

)

(−1)2 + · · ·+
(
k

k

)

(−1)k

=
(
1 + (−1)

)k
= 0.

�

�.���, ;�&� � � 7 � 7 � 7 � d �-�E¥>1<[�Z/9�«�
6;:��,-.�.~��k/9� m �¬1�=>3� � � � �����
f
�
g�i�9� 
�,�C�\���

N
�3�9� !��T� � ����i�C� �����W�c�������������	� � ��� ��� # � �����p�@�I���

n ∈ N
#

�n���f��� �C���
f(n) =

∑

d|n
g(d)

���|�x�����f�����@�x���
g(n) =

∑

d|n
µ(d)f

(n

d

) �

�¥���f���1�T����� 
 ��� � ³ >1�W��6�h���E���tX�>1�
f(n) =

∑

d|n
g(d)
Sy³ �

c
�
d
�.~��^/9�=:;�=?

�D�-��I� /9�
n
M �,6�i~��

c
/9�
:;�
/9�

n/d
�D�O�0����E��,6�.�O�D�

d
/9�
:;�
/1�

n/c
S `8�-D�i��6���� M

∑

d|n
µ(d)f

(n

d

)

=
∑

d|n
µ(d)

∑

c|n
d

g(c)

=
∑

c|n

∑

d|n
c

µ(d)g(c)

=
∑

c|n
g(c)

∑

d|n
c

µ(d)

= g(n),

��6�/1�¥�vw1<=���
E|����������^����/9��:�|���\]����.�p/9�|X�>1� M �W��<
� g ��Ef� + S � S � M H|��>9?43	C�
��6��.��	���6����[/9��-i��-L��	,�����
c = n

S + -��I	C²
�1-��9	,�\H��1-.��:��/1�Y/1�|Ef��61���
-.�
�D�
E��=<[��- S

�
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� ���������
	�� �

� �{)&� �/# ! %��������
	 ���	 ����	����	

���������
R � ��� �!�#"%$'&(�)� �*&+� �,�!&%-/.'01&%$324&(.3�!&%-,5

r1, . . . , rm
�46%�4�#�4$871�8-9�4�

R
01�,6%��71&%:;���#�4$871�<.301&%�#�=->� �=&%-/�?� �!&+->�

r = r1r2 · · · rm @BA ��0C�?24�=�'�
i
5

1 ≤ i ≤ m 5'2D�=$3-�&+� �,0E�!�F�8-G�FH3�!�#�!�#�!01IJ-1�#�K24�!$'L!$3&%24�#�'�M�!$'N4&+-
Πi : R −→ R/(ri)

a 7−→ a+ (ri) @OP�=�/Q'&%$3��$J� �?�!->�!.'6(&+24�=RDS��,-9�=2D&%�<�'5T2D�!$J-U7E0 � "%�#�=- � �V� � 710E�WH3�!�#�!�#�!01XIJ-1�#�
Π = Π1 × · · · ×Πm : R −→ R/(r1)× · · · ×R/(rm)

a 7−→ (a+ (r1), . . . , a+ (rm)) @Y[Z]\C^;_E\D`<acbCd�egfihkjKl=^mj9_1\DjCZn^mj9� &%o>p � � Π
&($J� � o � �q&+-1�!�#�!01IJ-1�F� @

rGs�t3u;s�vxwzyc{+|}{g~�{F� � �,�!0E�4�<�<2CH'&%$'�,-�� �=-�01��-U7E�=-�����^�`�a�f�^;Zna��m�!^?a�f3Zn\D�_ke�^�_C��Z]\4`<^mj �D� \
R/(r) ∼= R/(r1)× · · · ×R/(rm).

� \D`<^;f3jkZ�_1a!���=^!� A �!0 � �<�M&%$3� � R,���9-1&(�#.'6%�,-,5!Q3�=-U7C�M2D�!$J-�&+� �40C��0E�#�=-��>24�=-��
m = 2 @W� �,:8&+� �,$=7E�cp � � a ∈ kerΠ

-1�*�c-1�!�#�4$87E�*-��
r1

�
r2

� &(:�&+� �4�
a @ OP�=�#�

mdc(r1, r2) = 1
5G7E�4�#�=-<p � � r = r1r2

� &%:�&%�'�
a
5�� � -1�U���35

kerΠ = (r) @T� ���#�=-�.'0E�;:;��0��!�!�=0E��p � �G��H'�!�#�!0E�#��IJ-1�#�
Π
NG-1�!Q301���U�D71�=0 @

�,�=�
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����� � ��������������� �"!��#$�%��&('*)�+-,/.(��,0!��,1����,

243 &%-�71�,�
a
�
b
�,�

R
7E��&+-Mp � � ar1 + br2 = 1

5��65cp � � mdc(r1, r2) = 1 @A �!017E��$87E�35 br2 + (r1) = 1 + (r1)
�
ar1 + (r2) = 1 + (r2) @87 -1-1&%�W5J�'�!� �

(c+ (r1), d+ (r2)) ∈ R/(r1)×R/(r2),
71�,�F�8-�p � �

Π(dar1 + cbr2) = (dar1 + cbr2 + (r1), dar1 + cbr2 + (r2))

= (cbr2 + (r1), dar1 + (r2))

= (c+ (r1), d+ (r2)).

A �46%� � �4�=01�,�<� � @ � @ ��� 5��!Q 7E�4�#�=-��#&+-��=�#�!01IJ-��#�#� �,-1�U���=� � @ �



� 71�!.3&%24�=-��
��������	�
�	��.3�!�!� �,���i

i
i

i

i
i

i
i

� �����	��
��� �

��� ����� � ��� � ��� �
�

� s������ �"!'t�#c{+|}{%$}{ 7'& � fJ�m�!^<l=\)( �+* \4_9N � �#�-, � $3R,��� φ : N→ N
5��!$J� �

φ(n)
NM� �DI3$3&%� �#2D�=�#�F-1�4$3�'�/�F$�.3�F�,01�F� ��&($871�,&(0E�=-

m
5
1 ≤ m ≤ n 5'24�!��F.'0E�!.'0E&%�,�'�=� ���'�>p � � m �

n
-E���F01�,6%��71&%:m�!�#�4$871�M.'0E&(�#�8- @

/)0 s�v21�3�t�#c{+|}{54�{
� @ φ(5) = 4

5
φ(6) = 2

5
φ(12) = 4

� @ ���U��� Z∗
n

�c2D�=$;� � $871�W� �=-��46%�4�#�4$87E�=-�&%$�:!�,0�7E"(:=�4&+-��4�
Zn @ A �,6(� 243 X�4�#.'6%� � @ � @ 687 �"9 53�F$:.'�#�,01�<� �9�,6(�,�F�,$871�=-G�,�

Z∗
n

N
φ(n) @

7 , � $3R4�!��� � 2 � 6%�40�7E���KQJN,� .J� � � -��,0��'�=�'�x�,� 7E�40E�#�=-c�'� � �<�,<;=01� � 6%� @
rGs�t3u;s�vxw=#c{+|}{%>}{ � @@? \ p A � `CBi_keg`#^;�P\DfJZ]�=^

φ(pj) = pj

(

1− 1

p

)

B'a�_1a<Zn^�l!^
j ∈ N

�
� @@? \ m \

n
j4�!^ egf3Zn\Deg_1^;j�_1\ * a�Z�e5D;a;`<\DfJZ]\EB�_keg`<^mjC�#\4f3Zn�!^

φ(mn) =
φ(m)φ(n)

�
� @@? \ � a m = pe1

1 . . . per
r

^;fil!\
p1, . . . , pr

j4�!^FB�_keg`<^mj�l;e+jkZ egf3Zn^mj4�G(GfJZ]�=^
φ(m) = m

(

1− 1

p1

)

· · ·
(

1− 1

pr

) �

�,���
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��� $ � ������� ��������)������ .�� ���
	1� !

� \4`<^;f'jkZ _1a��m�!^=�
A �!0E�F�#�=-�710C��0E�#�=- 7 � 9 53�=Q3-1�40E:m�!�#�=-Gp � �!53� �,$8710E�9�=- pj $:.'�#�40E�=-G�#�DX$'�!0E�,- � � &(� � ��&+-�� pj

5}H 5�� 3 �;7C���#�4$871�
pj−1

� .'6(71&%.'6(�8-9� �
p @>A �!017E�!$871�35

φ(pj) = pj − pj−1 @
7 -1�4� � $3�'�>��I30E�#�=R4�!�>-��,� � ��� �>7E�4�!0E�4�<�>2CH3&($'��-P�'�=-�0E�,-�71�8-45�� � �!$3� ��!Q 7E�4�#�=-G�*-1�4� � &($87E��&+-1�!�#�!01IJ-1�F�F� �>��$3N4&+-

Zmn
∼= Zm × Zn.

7 -E-�&%�B537E�4�#�=- �c-1�4� � &($87E�>&%-1�!�#�!IJ-��#�c�'�>�!0 � .��=-��'�/�46%�4�#�,$=7E�=-�&($�:!�,0�7E" X:!�,&%-
Z∗

mn
∼= Z∗

m × Z∗
n.

A �!0�7E� 7 �"9 0E�,- � 6(7E�F&%�F��� &+�;7E�!�#�4$871�9� � 7 � 9 � 7 �"9 @ �
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� � ��
 @ 7 � 6%�4�<��$ 5 � 7 - � Q�� 3 .J�=$'�4$87E&%�!6P��6%�!�=01&(71H3�	, �=0971H'�W� &+-12401�471�*6%�!�8�;X0E& 7EH'� .301�=Q'6(�,���&(71H>�!.'.'6%&%2,�;7E&(�=$3- �k5 A 01� 24�,� &%$'�=-}� , ��� 71H�� 28282 �����F. @� � � $3�'��71&%�!$3-�� ,�OP�=�#. � 71�,0�� 2D&%�4$J2D�!5 �"� X 
� 5 � 6 � 6'@
� � � 7>@!�/@�7 H'�35�� @ 2 @�� �=.�2401� ,g7���� @��K@�� 6(6%�<��$}5��id'\ � \Djke���f?a;fil � fia *"! �jke+j�^ & ��^;` B � Zn\D_�� * �=^�_kegZgd `/jk5 7 �'� &+-1�!$ X$#)��-�6%�%�=5�&����!� &%$'�(' 7 5 � 6 ��� @
� � � 7>@ 7 0)��&%$}5 �+* Q��40-,��=$'�!0 � �4$3o4�4$ :=�!$ � �,� ,/.'$+,g71�,$ � $3��H10=H'�40E�4$
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