Tépicos Avancados em Ciéncia da Computacao I:
Introducao a Teoria de Cédigos
para Criptografia Pds-quantica

Daniel Panario
School of Mathematics and Statistics
Carleton University

IC - Unicamp, Sala 351 do IC-3
das 13:30 as 18:30 em 16-17 de janeiro de 2020,
das 13:30 as 17:30 em 20-24 de janeiro de 2020

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Part | 16 de janeiro de 2020 1/77

Introducao aos Corpos Finitos: Parte |

Daniel Panario
School of Mathematics and Statistics
Carleton University

16-17 de janeiro de 2020

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte | 16-17 de janeiro de 2020 2/77



Conteudo da aula

@ Porque corpos finitos? Breve introducao as aplicacoes dos corpos
finitos, a teoria de cddigos e a criptografia.

@ Estruturas algébricas. Definicoes de grupo, anel e corpo; propriedades
e exemplos. Caracteristica de um corpo. ExtensOes e espacos
vetoriais.

@ Polindmios: divisibilidade, maximo divisor comum, algoritmo
estendido de Euclides, fatoracao unica de polinbmios, representacao
polinomial.

@ Corpos finitos: caracteristica prima, corpo de decomposicdo.
Existéncia e unicidade de corpos finitos, propriedades; subcorpos de
um corpo finito. Elementos primitivos e normais. Funcodes traco e
norma.

Texto: Toépicos de Corpos Finitos com Aplicacdes em Criptografia e Teoria
de Cédigos, Ariane M. Masuda e Daniel Panario. Publicacoes
Matematicas do IMPA, 26 Coléquio Brasileiro de Matematica, 2007.
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Porque corpos finitos?

A pesquisa em corpos finitos une varias dreas de matematica:

Algebra: extensoes de corpos e teoria de Galois.

Matematica discreta: representacdes dos elementos de corpos finitos,

algoritmos em corpos finitos, usos dos corpos finitos em construcoes de
objetos combinatérios.

Teoria de niimeros: contar elementos e polinémios sobre corpos finitos
com propriedades especiais.
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Porque corpos finitos?

A pesquisa em corpos finitos une varias dreas de matematica:

Algebra: extensbes de corpos e teoria de Galois.

Matemdtica discreta: representacoes dos elementos de corpos finitos,
algoritmos em corpos finitos, usos dos corpos finitos em construcoes de
objetos combinatdrios.

Teoria de niimeros: contar elementos e polinémios sobre corpos finitos
com propriedades especiais.

Muitos projetos que usam corpos finitos podem ser aplicados quase
imediatamente em problemas no “mundo real”. Corpos finitos s3o usados
amplamente em dreas como:

Teoria de cédigos; Criptografia; Comunicacdes e Engenharia Elétrica;
Ciéncia da Computacao.
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Aplicacoes dos corpos finitos

Corpos finitos sdo aplicados em intimeras (infinitas?) areas. E impossivel
dar uma lista completa de problemas onde os corpos finitos estdo sendo
usados.

Damos uma lista longa e incompleta de dreas de pesquisa onde os corpos
finitos s3o aplicados com alguns exemplos.

A principal fonte de aplicacoes sao a criptografia e a teoria de cédigos.
Discutimos essas aplicacbes a seguir.
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Aplicacoes em criptografia

@ Sistemas criptograficos:

vV Vv vV v VY

Método de Diffie-Hellman para compartilhar uma chave;

Método de assinatura digital de ElGamal;

RSA (e polindmios de permutacgdo sobre corpos finitos);

Sistemas criptograficos baseados em curvas elipticas e hyperelipticas;
Sistema criptografico de Chor-Rivest;

Sistema criptografico Powerline;

Sistema criptogréfico de McEliece (cédigos de Goppa); etc.

e Criptografia Pés-Quantica:

>
>
>
>
>

Baseada em cdédigos;

Baseada em polindmios multivariados;

Baseada em hash (poucos corpos finitos);
Baseada em reticulados (poucos corpos finitos);
Baseada em isogenias (algo de corpos finitos);
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Aplicacoes em criptografia

@ Seguranca:

» o problema do logaritmo discreto;

» método do cdlculo de indices e suas varidntes: algoritmos de Waterloo

e de Coppersmith.

o Cifras de fluxo:
» WG (Welch-Gong);

» RC4; etc.

e Cifras de bloco:
» AES (Advanced Encryption Standard): Rijndael;

» RC6 (polinémios de permutagdo sobre anéis de inteiros).
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Aplicacoes na teoria de cédigos

@ Aplicacoes classicas:
» Cddigos BCH,;

» Cddigos Reed-Solomon;
» Cddigos que corrigem “burst” erros;
» Cddigos de convolucao;

» Cddigos baseados em curvas algébricas; etc.

@ Aplicacoes recentes:

» Cédigos LDPC (low density parity check);

» Cddigos turbo.
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Aplicacoes em engenharia

@ LFSR (feedback shift register sequences);

@ geradores de niimeros pseudo-aleatérios;

@ radar e sonar (seqiiéncias sobre corpos finitos, fungdes APN);

@ processamento de sinais digitais: transformadas (de Fourier discreta,

de Hadamard); teoria espectral, etc.

Para mais informac3o ver o livro de Golomb e Gong (2005).
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Aplicacoes em matematica

@ Geometria finita: geometria afim e projetiva; construcoes de planos
projectivos com um numero finito de pontos e linhas.

@ Planejamentos combinatérios: BIBD (balance incomplete block
designs), quadrados latinos e MOLS (mutually orthogonal latin
squares), etc.

@ Ha também aplicacoes recentes em bioinformatica e sistemas
dindmicos sobre corpos finitos.

Para mais informacg3o ver (propaganda sem vergonha. . .):
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Aplicacoes em matematica

@ Geometria finita: geometria afim e projetiva; construcoes de planos
projectivos com um numero finito de pontos e linhas.

@ Planejamentos combinatérios: BIBD (balance incomplete block
designs), quadrados latinos e MOLS (mutually orthogonal latin
squares), etc.

e Ha também aplicacoes recentes em bioinformatica e sistemas
dindmicos sobre corpos finitos.

Para mais informac3o ver (propaganda sem vergonha...):

Handbook of Finite Fields
by Gary Mullen and Daniel Panario

published by CRC in 2013.
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Histdéria dos corpos finitos

A teoria de corpos finitos desenvolveu-se amplamente no século XIX,
porém a sua origem data dos séculos XVII e XVIII. Os primeiros
pesquisadores a considerar corpos finitos foram:

Pierre de Fermat, Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange, Adrien-Marie
Legendre e Carl Friedrich Gauss.

Na época, os tnicos corpos finitos conhecidos eram os corpos contendo
um ndmero primo de elementos.

A aparicao em 1830 do artigo Sur la théorie des nombres de Evariste
Galois (1811-1832), foi fundamental para o surgimento de varias questoes
quanto a estrutura de corpos finitos em geral.
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Em 1857, Richard Dedekind caracterizou corpos finitos com p” elementos,
onde p é primo, em termos de anéis quocientes de polinbmios. Anos mais
tarde, em 1893, Eliakim H. Moore mostrou que qualquer corpo finito
contém p"” elementos.

Dedekind também introduziu a férmula de inversao de Mobius em corpos
finitos para estudar o nimero de polindbmios irredutiveis de certo grau.

O livro de Leonard Dickson, publicado em 1901, ja tinha os resultados
mais importantes sobre a estrutura de corpos finitos.
A seguir, apresentamos uma pequena lista com alguns desses resultados.
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@ O nimero de elementos num corpo finito € uma poténcia da
caracteristica prima do corpo.

@ Se p é primo e n é um inteiro positivo, entdo existe um (nico corpo
finito com p” elementos, a menos de isomorfismos.

© O grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de um corpo finito é
ciclico.

@ Seja F um corpo com p" elementos. O niimero de elementos num
subcorpo de F é da forma p9, onde d é um divisor de n.
Reciprocamente, se d divide n, entao existe um subcorpo de F com
p? elementos.

© Todo elemento a num corpo finito com g elementos satisfaz a9 = a.

No século XX, o uso de corpos finitos foi extremamente difundido, em
parte devido a aparicao dos computadores.
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Grupos

Definicao

Um grupo (G, %) é um conjunto G munido de uma operagdo binaria *

onde

(a) para todo a,be G, axbe G;

(b) para todo a,b,c € G, ax(bxc)=(axb)*c;

(c) existe um elemento e € G tal que ax e = e xa = a para todo a € G;
)

(d) para todo a € G, existe um elemento b € G tal que axb = bxa=e.
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Grupos

Definicao

Um grupo (G, %) é um conjunto G munido de uma operagdo bindria
onde

(a) para todo a,be G, axbe G;

(b) para todo a,b,c € G, ax(bxc)=(axb)*c;

(c) existe um elemento e € G tal que ax e = e xa = a para todo a € G;
(d) para todo a € G, existe um elemento b € G tal que axb = bxa=e.
O grupo G € Abeliano se G é um grupo e

(e) para todo a,bec G, axb=bxa.
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Grupos

Definicao

Um grupo (G, %) é um conjunto G munido de uma operagdo binaria *
onde

(a) para todo a,be G, axbe G;

(b) para todo a,b,c € G, ax(bxc)=(axb)*c;

(c) existe um elemento e € G tal que ax e = e xa = a para todo a € G;
(d) para todo a € G, existe um elemento b € G tal que axb = bxa=e.

O grupo G € Abeliano se G € um grupo e

(e) para todo a,bec G, axb=bxa.

Exemplos: (Z,+), e (Q\ {0}, ).
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Anéis
Definicao

Um anel (R, +, -) € um conjunto R munido de duas operagées bindrias +
e - onde

(a) (R, +) é um grupo abeliano;
(b) a-(b-c)=1(a-b)-c paratodoa,b,c € R; e
(c) a-(b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-aparatodoa,b,ceR.
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Anéis

Definicao

Um anel (R, +, -) € um conjunto R munido de duas operacdes bindrias +
e - onde

(a) (R, +) € um grupo abeliano;

(b) a-(b-c)=1(a-b)-c paratodo a,b,c € R; e

(c) a-(b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-aparatodoa,b,cc R.J

Exemplos: Z, Q, R, C, Z, e R[x], onde R é um anel.
Se R é um anel comutativo com identidade e se, para quaisquer a,b € R

tais que a- b= 0, tem-se que a=0 ou b =0, entdao R € um dominio de
integridade.
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Corpos

Definicao }

Um anel (R,+,-) é chamado um corpo se (R*,-) é um grupo abeliano.
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Corpos

Definicao J

Um anel (R,+,-) é chamado um corpo se (R*,-) é um grupo abeliano.

Exemplos:

Q@ Z nao é um corpo, mas Q, R e C sao corpos.

© Z, é um corpo se e somente se n é primo.

16-17 de janeiro de 2020 17/77
Corpos

Definicao

Um anel (R,+,-) é chamado um corpo se (R*,-) é um grupo abeliano.

Exemplos:

© ”Z nao é um corpo, mas @, R e C sio corpos.

© Z, é um corpo se e somente se n é primo.

Demonstracdo. Suponhamos que Z, € um corpo com n composto;
digamos que n = ab onde 1 < a,b < n. Como a # 0, existe 3 € Z, tal
que aa = 1. Assim,

b=1-b=(3a)b=3(ab) =3an=0,

o que é uma contradicdo. Reciprocamente, seja a € Z} com n primo.
Entdo mdc(a, n) = 1, isto é, existem inteiros x e y tais que ax + ny = 1.
Logo ax =1 (mod n). O
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Uma outra operacao

Sejam R um anel, a € R e n € Z. Definimos:

rO sen=20

at+---+a sen>0
—_——

n vezes

| —((=n)a) sen<O.

Propriedade: (ma)(nb) = (mn)(ab) para todo m,n € Z e para todo
a,beR.
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Caracteristica de um anel

Definicao

Seja R um anel para o qual existe um inteiro positivo n tal que

n-1=1+..-41=0.
—_——

n vezes

O menor tal inteiro positivo n é chamado a caracteristica (positiva) de R e
denotado por car(R). Em particular, se n € primo, entdo dizemos que R
tem caracteristica prima. Se R ndo tem caracteristica positiva, dizemos
que R tem caracteristica zero.
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Caracteristica de um anel

Definicao
Seja R um anel para o qual existe um inteiro positivo n tal que

n-1=1+---+1=0.
———

n vezes

O menor tal inteiro positivo n é chamado a caracteristica (positiva) de R e
denotado por car(R). Em particular, se n € primo, entdo dizemos que R
tem caracteristica prima. Se R ndo tem caracteristica positiva, dizemos
que R tem caracteristica zero.

Exemplo: Z, Q, R e C tém caracteristica zero, enquanto Z, tem
caracteristica n quando n > 2.

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte | 16-17 de janeiro de 2020 19 /77

Extensao de corpos

F corpo, K C F

Se K também é um corpo sob as operacoes de F, dizemos que K é um
subcorpo de F e que F é uma extensao de K.
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Extensao de corpos

F corpo, K C F

Se K também é um corpo sob as operacoes de F, dizemos que K é um
subcorpo de F e que F é uma extensao de K.

Exemplo: @Q é um subcorpo de R e C; R é um subcorpo de C.
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Corpos finitos e espacos vetoriais

Se L é um corpo de extensdo de K, entdo L pode ser visto como um

espaco vetorial sobre K:

* (L,+) é um grupo abeliano

* K x L — L satisfaz, para todo r,s € K e para todo o, 3 € L,
(r,a) — ra

rla+p) = ra+rp,

(r+s)a = ra+sa,
(rs)a = r(sa),
1K . = Q.

Quando dimgk L < oo, dizemos que L é uma extensao finita de K cujo grau
é [L: K] =dimg L.

Exemplo: bases polinomiais e normais.
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Teorema
Se M € uma extens3o finita de L e L € uma extensdo finita de K, entdo M
€ uma extensao finita de K com

[M: K] =[M: L][L: K].

M
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Representacoes de elementos em corpos finitos

Consideramos corpos finitos da forma F, onde g = p",n > 1.

@ Corpos primos: g = p. Neste caso F, = {0,1,...,p — 1}, usando as
operacoes modulo p.

@ Extensoes finitas: g = p"”,n > 2.

» Usando polindmios: F, =2 F,[x]/(f) onde f € F,[x] é irredutivel sobre
[F, de grau n, e operamos médulo f.

» Usando bases normais (préxima aula).

» Juntando uma raiz: seja f € F,[x] um polindmio irredutivel de grau n,
e seja o uma raiz em F,. Entdo F, = F,(«).

Exemplo: Fg = F3(«) onde v é uma raiz do polinémio irredutivel
x? + 1 € F3[x]. Os elementos de Fy s3o:
{0,1,2, 0, + 1, + 2,2, 2cc + 1, 200 + 2}.

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte | 16-17 de janeiro de 2020 23 /77



Corpos primos: [,

Escrevemos F, = {0,1,...,p — 1}, isto é como Z,, e as operagdes sdo
consideradas médulo p.

@ Seja p um nldmero primo e suponhamos que os inteiros xi, X2, 1, ¥2
verificam x; = x» (mod p) and y; = y» (mod p). Entao

X1 +y1 =x2+y2(mod p) e xiy1 = x2y2 (mod p).

@ Soma e produto sdo calculados modulo p.

Quando p é muito grande (de interesse em criptografia), p pode ser maior
que o tamanho de uma palavra de maquina. Neste caso operamos com
inteiros longos; ver, por exemplo, o livro de Knuth The Art of Computer
Programming, vol. 2.
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Modelo computacional

Neste curso consideramos o caso mais geral de contar as operacoes em
Fgqn em fungao das operagdes em [F,. Em particular, g pode ser um
ndmero primo, que é o caso considerado acima.

Nossa medida de custo sera o nimero de operacdes no corpo finito. Por
exemplo, se trabalhamos em [F,» representado por um polinémio
irredutivel sobre IF, de grau n, entdo o custo das operagdes com
polindmios depende do grau n e do primo p.

Para a andlise assintdtica do custo das operacOes aritméticas, usaremos a
seguinte definicdo. Sejam f e g funcoes de N em R. Dizemos que f é
O(g) se existem constantes C € Rt e np € N tais que |f(x)| < C|g(x)|
para todo x > ng.

Exemplos: 7000n é O(n?), e nlogn é O(n?).
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Polindmios

Definicao
Sejam R um anel e ag, a1, . . . ,a, elementos em R com a, # 0. Um
polinbmio f sobre R é uma expressao da forma

anx" + ap_1x" L+ -+ ayx + ag.

Neste caso, dizemos que cada a; é um coeficiente de f, a, é o coeficiente
do termo dominante de f e o grau de f é n. O polinbmio nulo tem todos
os coeficientes iguais a zero e neste caso, por convengdo, o grau € —oo (ou
o grau é —1). Quando o coeficiente do termo dominante de f € 1,
dizemos que f é mobnico.
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Soma e produto de polinomios

Definicao
Dados dois polinémios f(x) = Y 1 aix' e g(x) = Y. bjx/ sobre R com
m < n, definimos a soma f(x) + g(x) e o produto f(x)g(x) da seguinte

maneira:
n+m

f(x)+8(x)=> (a+b)x e f(x)gx)=>_ axk,
i=0 i=0

onde bjpy1 = bmio=---=b, =0, e
Ck = E a,-bj.
0<i<n
0<;j<m
k=i+j

O conjunto de todos os polinbmios sobre R com essas duas operacoes € o
anel dos polinémios sobre R denotado por R[x].
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Produto de polindbmios

Além do método cldssico de multiplicacao de polinbmios, ha outros
métodos que sao mais eficientes quando os graus dos polindmios sao
grandes.

O método de Karatsuba (1962) reduz o custo de O(n?) a O(n'°&23),
E um método eficiente ndo sé assintoticamente, mas também na pratica
(hoje em dia mais em software que em hardware).

Um método ainda mais rapido é baseado na transformada rapida de
Fourier (FFT), que a seguir comentamos brevemente.
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Mutiplicacao baseada no FFT

Sejam f, g € Fy[x] dois polinémios de grau n com f(x) = 37 jaix’ e
g(x) =>_7_, bix'. Consideremos elementos u;,i =0, ...2n, dois a dois
distintos.

O polinbmio f pode ser descrito usando a sua representacdo por valores:
f(up),...,f(up). De fato podemos usar interpolagdo para reconstruir o
polindbmio f.

Se dois polinbmios f e g sao dados pelas suas representacoes por valores,
entdo podemos multiplicar os polinémios rapidamente (tempo linear)
multiplicando as imagens segundo as funcdes induzidas pelos polinémios f
eg:

f(uo)g(uo), - - -, f(u2n)g(u2n).
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Método:

© avaliar os dois polinbmios;
© multiplicar os resultados segundo as func¢oes induzidas pelos
polinbmios;

© interpolar para obter o produto dos polinémios.

O método mais rapido para avaliar um polinémio f num ponto particular u
é o método de Horner:

f(uy=C(--((apu+ ap—1) u+ an—2)---) u+ ap,

que requer O(n) operagdes em F,. Se aplicarmos o método de Horner
para calcular os valores dos polinomios f e g nos pontos ug, ..., U,
terfamos um custo total de O(n?) operacdes em .
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Além disso, uma implementacao direta do algoritmo de interpolacdo de
Lagrange também produziria um custo de O(n?). Assim, n3o terfamos
nenhuma vantagem sobre a multiplicacao classica.

Podemos melhorar este custo? Precisamos de um método rapido para
calcular os valores de um polinbmio em varios pontos.

Schonhage e Strassen (1971) ddo um método rapido de avaliar polindmios
baseado nas poténcias de uma raiz n-ésima primitiva da unidade, digamos,
w, e o algoritmo FFT (Transformada Rapida de Fourier). O passo de
interpolacdao também pode ser executado rapidamente usando o algoritmo
FFT com w™! ao invés de w. Para mais detalhes sobre o assunto, veja, por
exemplo, o livro de von zur Gathen e Gerhard (2003).

N3o é claro a partir de que valores o método baseado na FFT é pratico.
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O custo de executar a FFT é O(nlog nloglog n). Logo, podemos
multiplicar dois polinémios de grau n usando O(nlog nloglog n) operacdes
em ;. Usando métodos rapidos de multiplicagao, o tempo assintético de
uma divisdo de polindmios passa a ser O(nlog nloglog n).

Os métodos FFT também podem ser usados para calcular o mdc e o
. 2 ~
inverso, usando O(nlog~ nloglog n) operacdes em IF,.

Observamos que o famoso método de Strassen para multiplicacao de
matrizes n x n em O(n'°8") é baseado em idéias similares as do método de
Karatsuba.
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Divisibilidade de polinomios

Sejam f e g polindmios sobre um anel R. Dizemos que g divide f, se
existe h € R[x] tal que f = gh. Neste caso, também dizemos que g é um
divisor de f.

Mais geralmente, temos o seguinte resultado.

Teorema (Algoritmo da divisdo)

Sejam F um corpo e f,g € F[x] com g # 0. Existem dnicos polinémios h,
r € F[x] tais que f = gh+ r e grau(r) < grau(g).

Seja R um anel. Para que o algoritmo da divisdo seja vélido em R[x], é
necessario que o coeficiente do termo dominante de g seja inversivel em R.
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Maximo divisor comum (MDC) de polindémios

Definicao

Seja F um corpo. Dados f e g € F[x], existe um tnico polinbmio ménico
d € F[x] tal que

(a) d divide f e g,

(b) qualquer polinémio h € F[x] dividindo ambos f e g divide também d.

Este polinbmio d é o maximo divisor comum de f e g, denotado por
mdc(f, g).

Observamos que o mdc(f, g) é o polindmio ménico de maior grau dentre
os polinémios que dividem ambos f e g em F[x].

Veremos que f e g tém um divisor comum d tal que d = af + bg para

certos a, b € F|[x|. Desta expressdo, resulta que qualquer divisor comum
de f e g divide d.
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Algoritmo de Euclides

A fim de encontrar o mdc(f, g), apresentaremos agora o algoritmo
euclideano, que é baseado em varias aplicagdes do algoritmo da divisao.
Comegamos com a divisao de f por g, supondo que o resto desta divisao
seja r;. A préxima divisao é a de g por r; com resto rp, digamos.
Dividindo r; por r» e continuando com este processo, obtemos:

f = qug+n

g = Qqan+n

n = qn+rn

(1)
rs—3 = (gs—1ls—2+ rs—1
rs—2 = (sfs—1+ s
rs—1 = (s+1fls + 07
onde g1,...,Qs+1,M,---, s Sa0 polinébmios sobre F.
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Algoritmo de Euclides (cont.)

Temos que
grau(g) > grau(ry) > grau(r) > --- > grau(rs—1) > grau(rs) > 0.

Como grau(g) é finito, este processo de divisdes sempre termina com uma
divisdo exata. Quando isso acontece, temos que

mdc(f, g) = a_lrs,

onde a é o coeficiente do termo dominante do ultimo resto n3o nulo rs.
Esta multiplicacdo de rs por a—! é realizada para que tenhamos um
polinbmio monico.
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Exemplo: MDC de polindbmios

@ Sejam f(x) = x> +3 e g(x) = 2x?> + 2 onde f, g € F5[x]. Temos que

X} +3 = 3x(2x* +2)+ (4x + 3)
2x* +2 = (3x+4)(4x+3) +0.

Entdo mde(x® +3,2x% +2) = (47 1)(4x +3) = 4(4x +3) = x + 2.

@ Sejam f(x) =2x% + x>+ x?2 + 2 e g(x) = x* + x2 + 2x onde
f,g € F3[x]. Temos que

2x° + x>+ x* 42 (2x% + 1)(x* + x* +2x) + (x + 2)
x4 2x = (CHxPF2x+1)(x+2)+1
x+2 = (x+2)(1)+0.

Entdo mdc(f,g) = 1.

Se mdc(f, g) = 1, dizemos que f e g sdo polindmios coprimos.
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Algoritmo estendido de Euclides

E possivel escrever o mdc(f, g) como uma combinagdo linear de f e g, no
sentido de que mdc(f, g) = af + bg para certos polindmios a e b em F[x].

Esta representacao é muito Util como veremos mais tarde. Vamos ver
agora como encontrar tais polinomios a e b usando o algoritmo euclideano
estendido. Como o préprio nome sugere, estaremos usando dados das
divisoes efetuadas no algoritmo euclideano.

Escrevemos o resto de cada divisao, em termos dos outros polinémios
envolvidos em cada expressdo de (1). Comecando de baixo para cima, pela
pentltima expressao, obtemos que:
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Algoritmo estendido de Euclides (cont.)

frs = Fs—2—(sls—1
rs—1 = [Frs—3 — {4s—1Fs—2

r3 = n—4qsn

rn = g—Qqn

n = f—qg.

Por simplicidade, suponhamos que s = 3. Combinamos as expressoes
acima da seguinte maneira:

3 = n—qn=n-— Q3(g - Q2r1)
= n(1+qq)— g8 =(f —q18)(1 + q2a3) — q38
= f(1+qg2q3) +g(—91 — 919293 — q3).

Portanto, a=1+4 g>g3 e b= —qg1 — 919293 — g3. No caso geral,
procedemos de forma andloga com esta série de substituicGes para
encontrar os polindbmios a e b.
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Exemplo: algoritmo estendido de Euclides para polindmios

Exemplo

Sejam f(x) = 2x10 + x" + x2 + 1 e g(x) = x" + 1 em F3[x]. Vamos
escrever o mdc(f, g) como combinagio linear de f e g. Pelo algoritmo
euclideano, temos as seguintes expressoes:

2P+ x X1 = (23 +1)(X +1)+ (X°+x7)
xX'+1 = (X*+2+ X7 F2x+ 1)+ x) + (2x° +1)
P +x* = (2x+2)(2x° +1)+ (x+1)
2x*+1 = (2x+1)(x+1)+0.
1617 de fanio de 2020 40,77

Exemplo: algoritmo estendido de Euclides (cont.)

Exemplo
Logo mdc(f,g) = x+ 1. Além disso, temos

x+1
= (C+x)—(2x+2)(2x*+1)

(*+x°) — (2x+2)((x" +1) — (x* + 2 + x* + 2x + 1)(x* + x°))
= () +x°)+ (x+1)(x" +1)
= (2)((2x"+x"+x*+1)— 23+ 1)(x" + 1))+ (x + 1)(x" +1)
= 2°(2x° +x"+x*+ 1)+ (2x° +x° F x+1)(x" +1).

Assim, obtemos que mdc(f, g) = (2x°)f 4+ (2x® + x> + x + 1)g.
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Resumo: aritmética polinomial

Custo: operagdes em [Fy,.

Dois polinémios de grau no maximo n em [F4[x] podem ser multiplicados
em

e O(n?) usando métodos diretos,
e O(n'°83) usando o algoritmo de Karatsuba, ou com

@ O(nlog nloglog n) usando métodos baseados na FFT.

Uma divisdo com resto pode ser calculada com o mesmo nimero de
operagoes em [F; usadas numa multiplicagao.
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Resumo: aritmética polinomial (cont.)

O mdc de dois polindmios de grau no maximo n em Fg[x] pode ser
calculado com
° O(nz) usando métodos diretos, ou com

e O(nlog? nloglog n) usando métodos baseados na FFT.

Para polinémios f, g € Fy[x], grau(f) = n, grau(g) <nee<gq”, o
calculo de g€ (mod ) pode ser feito usando o método da repeticdo de
quadrados com, no maximo, O(nlog q) multiplicagées em [F4[x] médulo f,
ou seja,

° O(n3 log q) usando métodos diretos, ou

e O(n?log qlog nloglog n) usando métodos baseados na FFT.
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Fatoracao unica de polinomios

Consideramos umas das propriedades mais importantes de F[x]: a
fatoracio unica de polinbmios.

Teorema (Fatoragdo tnica de polindmios)

Seja F um corpo. Qualquer polinémio f € F[x] de grau positivo pode ser
escrito como
7=t

ondeac F,e,e,...,ex € Nef,bh,...,f sdo polinbmios mbnicos
irredutiveis sobre F. Além disso, esta fatoracdo € tinica a menos da ordem
dos fatores.

A prova deste teorema, que serd omitida, ndo é construtiva, uma vez que
nao fornece um algoritmo para fatorar polinbmios. Veremos métodos para
fatorar polinomios sobre um corpo finito.
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Representacao polinomial

O proximo teorema é fundamental na teoria dos corpos finitos.

Teorema

Seja q = p". Se f é um polindbmio irredutivel sobre F, de grau n entdo
Fq = Fplx]/(f).

Em geral, para g = p", Fgm = F4[x]/(f), onde f é um polinémio
irredutivel de grau m sobre IF,. Assim, um elemento em [F;m pode ser
representado por um polindmio em F,[x] de grau menor que m.
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Representacao polinomial

O proximo teorema é fundamental na teoria dos corpos finitos.

Teorema
Seja q = p". Se f é um polindbmio irredutivel sobre F, de grau n entdo

Fq = Fplx]/(f).

Em geral, para g = p", Fgm = Fg4[x]/(f), onde f é um polinémio
irredutivel de grau m sobre F,. Assim, um elemento em [Fym pode ser
representado por um polindmio em F[x] de grau menor que m.

Exemplo: Como f(x) = x?> + x + 1 tem grau 2 e n3o possui raizes em [F»,
f é irredutivel sobre Fo. Temos que IF4 e Fy[x]/(f) sdo isomorfos. Os
elementos de [F4, representados em termos de polindmios, sao 0, 1, x e

x + 1. As tabelas completas de adicao e de multiplicacao para [F4 sao:
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Exemplo: [y

+ 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
X X x+1 0 1
x+1|x+1 X 1 0
0 1 X x+1

0 0 0 0 0

1 0 1 X x+1

X 0 X x+1 1

x+1]0 x+1 1 X

]
Podemos substituir x por um elemento a em F4 (mas ndo em Fy!) desde
que as regras de operacao sejam como nas tabelas acima.

[F> esta contido em F, (ver primeira e segunda linha e coluna).
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A seguinte tabela mostra a adicao e a multiplicacao em Fg visto como
Fa[x]/(x3 4+ x + 1). O polindmio x3 + x + 1 é irredutivel sobre [F, pois
tem grau 3 e nao possui raizes em [,

Observacao: nas tabelas a seguir eliminamos as colunas do 0 e do 1 para
que caibam na pAijgina.

Verificar que > estd contido em g, mas [F4 ndo esta contido em Fgl!
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Exemplo: [Fg

+ X x+1 X2 x2+1 X2—|—X x2+x—|—1
0 X x4+ 1 X2 x> +1 X% + x X2+ x+1
1 x+1 X X2+1 x2 X2+X+1 x2+x
X 0 1 X2+X x2+x+1 x2 X2+1
x+1 1 0 x2+x+1 x2+x x2+1 x2
x2 x2+x x2+x+1 0 1 X x+1
x2+1 x2+x—|—1 X2+x 1 0 x+1 X
x2+x x2 x2+1 X x+1 0 1
x2+x+1 x2+1 x2 x+1 X 1 0
. X x4+ 1 x2 X2+1 x2+x x2+x+1
0 0 0 0 0 0 0
1 X x+1 x2 x2+1 X2-|-X x2+x+1
X x2 x2+x x+1 1 x2+x+1 x2+1
x+1 x2+x x2+1 x2+x+1 x2 1 X
x2 x+1 X2+X+1 x2+x X x2+1 1
x2—|—1 1 x2 X X2+x+1 x+1 X2+x
x2+x x2+x+1 1 x2+1 x+1 X x2
x2—|—x—|—1 x2+1 X 1 X2—|—X X2 x+1
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Estruturas e Propriedades
dos Corpos Finitos

=] F = E aey
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Corpos Finitos

Seja F um corpo onde #F = g < oo. Entao F é um corpo finitoe g é a
ordem de F.

Teorema

A caracteristica de um corpo finito é prima. J

Daniel Panario

Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte |

Ay



Corpos Finitos

Seja F um corpo onde #F = g < oo. Entdo F é um corpo finito e g é a
ordem de F.

Teorema
A caracteristica de um corpo finito é prima.

Demonstracao.

Existem inteiros me ntaisque 1l < m<nen-1=m-1. Portanto,
(n—m)-1=0e, logo, F tem caracteristica positiva. Suponhamos que
car(F) = abcom 1 < a,b < car(F). Entdo (a-1)(b-1) =0. Como F é
um corpo, temos que a-1 =0o0u b-1 =0, o que é uma contradicdao. [

v
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Corpos Finitos

Seja F um corpo onde #F = g < oo. Entao F é um corpo finitoe g é a
ordem de F.

Teorema

A caracteristica de um corpo finito é prima.

Demonstracao.

Existem inteiros me ntaisque 1l < m<nen-1=m-1. Portanto,
(n—m)-1=0e¢e, logo, F tem caracteristica positiva. Suponhamos que
car(F) = abcom 1 < a,b < car(F). Entdo (a-1)(b-1) =0. Como F é
um corpo, temos que a-1 =0ou b-1 =0, o que é uma contradicdo. []

v

Obs.: Se car(F) = p, entdo F contém uma cépia de Z, (= Fp). Exemplo:
[Fo esta em [F52.
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Teorema

Sejam K um corpo finito de ordem q e F uma extensao finita de K de
grau n. Entdo, a ordem de F € q".
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Teorema

Sejam K um corpo finito de ordem q e F uma extensio finita de K de
grau n. Entdo, a ordem de F é q".

Demonstracao.

Seja {f1,52,...,8n} uma base para o espa¢o vetorial F sobre K.
Qualquer elemento em F tem uma expressao tnica da forma

a1+ axfBo+ -+ anfh

com aj,az,...,ap € K. H3 g valores possiveis para cada aj, logo o
nimero total de elementos em F é g". []

v

Em particular, se F é um corpo finito de ordem g e caracteristica p, entdo

F contém o corpo IF, e ¢ = p”, onde n € o grau da extensdo de F sobre
F,.
P
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Duas perguntas naturais

* Existe um corpo de ordem p” para cada primo p e cada inteiro positivo
n?

* Se sim, ele é Unico?
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Duas perguntas naturais

* Existe um corpo de ordem p” para cada primo p e cada inteiro positivo
n?

* Se sim, ele é Gnico?

Respostas: Sim, existe e é tinico (a menos de isomorfismos).
Precisamos de alguns resultados para provar esse teorema.
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Lema
Num corpo finito F de ordem q, qualquer a € F satisfaz a9 = a.

Demonstracao.

Isto é trivial se a = 0. Caso contrério, como F* = F \ {0} é um grupo

multiplicativo de ordem g — 1, segue que a9~ = 1 para todo a # 0. []
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Lema
Num corpo finito F de ordem q, qualquer a € F satisfaz a9 = a.
Demonstracao.
Isto é trivial se a = 0. Caso contrério, como F* = F \ {0} é um grupo
multiplicativo de ordem g — 1, segue que a9~! = 1 para todo a # 0. []
x -1 _
Entdo, se a # 0, a9 = 1 para todo a € Fy.
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Lema
Num corpo finito F de ordem q, qualquer a € F satisfaz a9 = a.

Demonstracao.

Isto é trivial se a = 0. Caso contrério, como F* = F \ {0} é um grupo
multiplicativo de ordem g — 1, segue que a9~ = 1 para todo a # 0. []

v

Entdo, se a# 0, a9 ! = 1 para todo a € F,.

Definicao

Sejam F e K corpos, onde F é uma extensdo de K. O corpo F é um
corpo de decomposicdo do polinémio f € K[x|, se f é um produto de
fatores lineares em F[x] e se f ndo é um produto de fatores lineares sobre
qualquer subcorpo proprio de F contendo K.
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Lema

Seja F um corpo de ordem q e caracteristica p. Entdo o polinbmio x9 — x
fatora-se em F[x] como

Xq—x:H(x—a).

acF

Além disso, F € um corpo de decomposicao de x9 — x sobre Fp.
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Lema
Seja F um corpo de ordem q e caracteristica p. Entdo o polinbmio x9 — x
fatora-se em F[x] como

Xq—X:H(X—a).

acF

Além disso, F é um corpo de decomposicdo de x9 — x sobre Fp,.

Demonstracao.

O polinémio x9 — x tem no maximo g raizes em F. Pelo lema anterior,
qualquer a € F é uma raiz de x9 — x e assim x9 — x fatora-se sobre F,

mas isto ndo acontece sobre qualquer outro subcorpo de F. []
o
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Exemplos do lema

e g=2: x(x—1)=x%—x;

e g=3:
x(x =1)(x =2)=(x2 = x)(x =2) =x3 = 2x*> = x> + 2x = x3 — x;

@ g = 4: usando a tabela de F4 e o fato que a caracteristica é 2 temos

x(x=1)(x—a)(x—(a+1))
= (x> —x)(x* —ax—ax—x+a(a+1))
= (x> —=x)(x*—x+a(a+1))
= x*—x*—x}+x*+ala+1)x* —a(a+1)x
= x*+(a(a+1)+1)x*> —a(a+1)x

= X4—X.

]
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Lema

Seja F um corpo de caracteristica p. Entdo, para qualquer inteiro n > 0,
temos que (a+ b)P" = aP" + bP".

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte | 16-17 de janeiro de 2020 56 /77

Lema

Seja F um corpo de caracteristica p. Entdo, para qualquer inteiro n > 0,
temos que (a+ b)P" = aP" + bF".

Demonstracao por inducao.

Para n = 1, observamos que todo coeficiente binomial (’I’) com0<i<p
na expansdo de (a + b)P é zero, ja que

(R) _dp= L) p il g, (mod p).

[ /!

Segue da hipdtese de inducdo que

n+1 n+1

(a+ b)”"H = ((a+ b)P")P = (a"" + bP")P = 2" 4 bP

Portanto, (a + b)P" = aP" 4 bP" para todo n > 0. O
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Exemplo do lema

O lema é valido somente para poténcias da caracteristica p mas pode ser
usado para simplificar os calculos. Por exemplo, suponha que tenhamos
que calcular (a + b)33 em Fy; entdo:

(a+b)2 = (a+b)2(a+b)=(a+b)>(a+b)
- <325+b25> (a+ b)
_ (a32+b32) (a+ b)
= 334 3%2bp+ ab® + b,
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Existéncia e unicidade de corpos finitos

Teorema

Para qualquer primo p e qualquer inteiro positivo n, existe um corpo finito
com p" elementos. Além disso, qualquer corpo finito com p" elementos é
. a0 n

isomorfo ao corpo de decomposicdo de xP* — x sobre IF,.
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Existéncia e unicidade de corpos finitos

Teorema

Para qualquer primo p e qualquer inteiro positivo n, existe um corpo finito
com p" elementos. Além disso, qualquer corpo finito com p" elementos é
. . o~ n

isomorfo ao corpo de decomposicao de xP* — x sobre IF,.

Demonstracao.
Suponhamos g = p". Seja F o corpo de decomposicdo de x9 — x sobre
Fp. Todas as raizes de x9 — x em F sdo distintas. De fato,

mdc(x? — x, (x9 — x)') = mde(x9 — x,qx97 1 —1) = 1.
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Demonstracdo (cont.). Seja S = {a € F : a9 = a}. Temos que
@ S tem g elementos;
@ S é um subconjunto de F que contém 0 e 1;

@ se a,b e S entao
(a—b)9=a7+(—-b)9=a9—b9=a—-b

implica que a— b € §;
@ para b # 0, temos

(ab_l)q = aq(bq')_1 = ab_l,

isto é, ab~1 e S.

Logo S é um corpo e contém todas as raizes de x9 — x. Portanto, S = F e
F é um corpo finito com g elementos.
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Demonstragao (cont.).
Para mostrar a unicidade, seja F um corpo finito com g = p” elementos.

Entdo, F tem caracteristica p e contém [F, como um subcorpo primo.
Entdo, F é um corpo de decomposi¢ao de x9 — x sobre F,. Como

quaisquer dois corpos de decomposicao sao isomorfos, completamos assim

esta prova. ]

Daniel Panario Introdugdo aos Corpos Finitos: Parte | 16-17 de janeiro de 2020 60 /77

Outras caracterizacoes

Teorema
Seja q = p". Se f é um polinémio irredutivel sobre ¥, de grau n, entdo

Fq = Fpl[x]/(f).
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Outras caracterizacoes

Teorema

Seja q = p". Se f é um polindmio irredutivel sobre F, de grau n, entdo
Fq = Fp[x]/(f).

Teorema

Seja f € Fy[x] irredutivel sobre Fq. Entdo, existe uma extensdo simples de

Fy sendo definida por uma raiz de f. Além disso, se 0 é uma raiz de f,
entdo Fq(0) = Fq[x]/(f).
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Subcorpos de um corpo finito

Teorema

Seja Fq um corpo finito com q = p" elementos. Entdo, todo subcorpo de
Fq tem ordem p™, onde m € um divisor positivo de n. Reciprocamente, se

m € um divisor positivo de n, ent3o existe exatamente um subcorpo de I,
com p™ elementos.
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Subcorpos de um corpo finito

Teorema

Seja Fq um corpo finito com q = p" elementos. Entdo, todo subcorpo de
Fq tem ordem p™, onde m € um divisor positivo de n. Reciprocamente, se
m € um divisor positivo de n, ent3o existe exatamente um subcorpo de [,
com p™ elementos.

Demonstracdo. Se q = p”, entdo qualquer subcorpo F de IF; tem ordem
p™com 0 < m< n. Sel[F,:F]={¢ entdo p" = (p™)* = p™, e assim
m | n.
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Reciprocamente, se m € N e m | n, temos que (p™ — 1) | (p” — 1) e assim
(PP =1 [ (T -1,
em [Fy[x], i.e.
{a:a”" —a=0}C{a:a” —a=0} =T,

.~ m
Logo g deve conter um corpo de decomposicao de xP — x sobre F,. O
resultado é entao concluido pelo teorema de existéncia e unicidade de
corpos finitos. []
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Exemplos:

@ Como os divisores positivos de 10 sdo 1, 2, 5 e 10, os subcorpos de
F21o sao [y, ]F22, Fzs € F21o.

@ [F31s tem cinco subcorpos préprios: F3, F32, Fa3, 36 € Fao.

/ N / \F,,

N
\/
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Elementos primitivos

Teorema

O grupo multiplicativo de qualquer corpo finito (I, -) € ciclico.

Definicao J

Um gerador de I, € chamado um elemento primitivo.

O teorema anterior fornece uma maneira conveniente de representar os
elementos n3o nulos de um corpo finito: se a é um elemento primitivo de
Fgq, entdo F; = {1, , o, ..., a2},

Para encontrarmos elementos primitivos, podemos usar o algoritmo de
Gauss que é eficiente para g pequeno. Este algoritmo fornece uma
sequéncia de elementos a1, ap,. .., a; € Fy, tais que

ord(a) < ord(ap) < --- < ord(aj) = q — 1.
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Exemplo. O elemento ~ correspondente ao polindmio 1+ x é um elemento
primitivo em F1g = Fo[x]/(x* + x + 1):

poténcia de 7y polinbmio

1 1

¥ x+1

72 x?2 41

73 X3+ x2+x+1
7t X

~® X2 4 x

76 x3 4+ x

o x>+ x2 41
" 2

~9 X3 + x2
~10 x2 4+ x4+ 1
"}/11 X3 + 1
412 %3
713 X3 4+ x4 1
~14 x3 4+ x2 4+ x

16.47 de fncivo e 2020 65,7

Para ilustrarmos as operacdes aritméticas usando o elemento primitivo ~,
calculamos:
Q@ ' =~21 =4 isto & muito mais rapido do que calcular
[(x3 4+ x% + 1)(x3 + x® + x)] (mod x* + x + 1);
Q@ (v13)! =~713 =~2; isto é muito mais rapido do que calcular
(x3 4+ x+1)7! (mod x* + x + 1) usando o algoritmo euclideano
estendido;

© 7' =3 para todo i tal que i = 3 (mod 15); isto é muito mais rapido
do que calcular (x + 1)3!® (mod x* + x + 1), por exemplo.

Porém, somas ~' + +/ nao sdo faceis de calcular em corpos grandes.

Problema dificil: n3o se conhece um algoritmo de tempo polinomial para o
problema de encontrar elementos primitivos.
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Uma vez que encontramos tal a, teremos encontrado todos os elementos
primitivos, a saber, qualquer o', onde / e g — 1 sdo relativamente primos.
Ha ¢(q — 1) elementos primitivos, onde ¢ é a fun¢do de Euler.

Definicao
A fung¢do de Euler é uma fungdo ¢: N — N, onde ¢(n) € definido como

sendo o numero de inteiros m, 1 < m < n, com a propriedade de que m e
n sdo relativamente primos.

Exemplo

Em 13, temos que 2 é um elemento primitivo

27 =11, 28=9 2°=5 20 _—710 2UM—7 D22_1

Temos que ¢(12) = 4 dado que 1, 5, 7 e 11 sdo coprimos com 12. Entio
hd trés outros elementos primitivos de F13 além de 2': 2° =6, 2" =11 e
211 = 7. (Exercicio: verificar que 6, 7 e 11 sdo elementos primitivos.)

v
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Elementos normais

Podemos ver F4» como um espacgo vectorial de dimensao n sobre Fy.
Entdo, qualquer base de F4» sobre IF; pode ser usada para representar os
elementos de Fn.

Um elemento o € Fg» é chamado normal se

n—1

{a,09,...;a9 "}

€ uma base de [F;» sobre ;. Neste caso, a base € chamada uma base
normal.

n—1 ~ .
Os elementos a,a9,...,a9 ~ sao chamados de conjugados de a.

~ . i .
Convencao: definimos a; = a9 paratodo/i=0,1,...,n—1.
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Exemplos

Os polindmios x3 + x + 1 e x3 + x? + 1 s3o irredutiveis sobre F». Ento,
eles podem ser usados para construir Fys. Seja a € Fp3. Consideremos
primeiro « tal que o + o+ 1 = 0. Ent3o,

{04,042,0422} = {a,0?, a+ a?}.

Esse é um conjunto de 3 elementos em [Fy3 que nao é linearmente
independente. Entdo, a ndo é um elemento normal em [Fys.

Consideremos agora « tal que o® + a? + 1 = 0. Ent3o,
{a, 0, a22} = {a, 0%, 14 a+a?}).

Esses sim sao linearmente independentes em [Fy3, e assim « € um elemento
normal em [ys.
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O teorema da base normal

Teorema (Hensel 1888). Para qualquer g, poténcia de um niimero primo, e

qualquer nimero inteiro positivo n, existe uma base normal para [F4» sobre
Fy.

Esse teorema foi conjecturado por Eisenstein (1850) e parcialmente
provado por Schonemann (1851). A prova completa é de Hensel (1888).

O teorema foi depois generalizado para qualquer extensdo de Galois por
Noether (1934). Independentemente, Ore (1934) provou esse resultado
usando “linearized polynomials™.

Foi também provada a existéncia de elementos ao mesmo tempo primitivos
e normais. A prova é de Lenstra and Schoof (1986).
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A funcao traco

A soma e o produto dos conjugados de @ produzem duas funcdes especiais
muito usadas em aplicacoes.

Definicao
Para cada o € Fgm, a funcao traco de o sobre ¥, é definida por

m—1

g, /p,(0) = a+a%+a% + - +af

Observamos que

f(x)=(x—a)(x—ad)...(x—a® )

n—1

:x”—(a—l—ozq+-'-+oéq )x”_1+---+(—1)”aaq...aq ,

entdo TrFq,,/Fq(a) = —a,_1.
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Teorema

Sejam Fgm uma extensdo deFg, o, 8 € Fgm e a,b € F,. Entao,
1. TI'qu/Fq(Oé) - ]Fq,'
2. T‘I‘qu/yq(a& S bﬁ) = aTrqu/Fq(a) S bTrqu/Fq(ﬁ);
3. Trp m/m, é uma transformacao linear de Fgm em Fy, onde Fgm e I,
530 vistos como espagos vetoriais sobre F;

4. Try . /r,(a) = ma;

5. Trg m/r, (@) = TrF . /7, (@)

A demonstracao desta proposicao fica como exercicio.
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Podemos definir o trago de 'y sobre um subcorpo Fgm:

n—1

Trgy o0 () = 4577 4o (7)™

Quando temos uma cadeia de extensdes de corpos, podemos calcular a
composicao de tracos.

Teorema

Seja K um corpo finito, F uma extensido de K e E uma extensao de F.
Entao, para a € E,

Tre/k(a) = Tre/k (Trese(a)) -
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Demonstra¢do. Seja K =Fg, [F : K] =n, [E : F] = m e entdo
[E : K] = mn. Para a € E temos

n—1 . n—1 [m-1 ' 9
Tre/k (Tre/p(e)) = Z (Tre/n(@)® = Z ol
i=0 i=0 \ j=0
n—1m-—1 mn—1
— a?” = Z o = Tre k(o) O
i=0 j=0 k=0

A funcao trago Trg/k para uma extensdo F de K é uma transformacdo
linear de F em K que da todas as possiveis transformacoes de F em K
(funcionais lineares de F).

Teorema

Seja F um corpo, extensao finita do corpo finito K. As transformagoes
lineares de F em K sdo funcdes Lg, B € F, onde Lg(a) = Trg /i (Ba) para
todo o € F. Alem disso, temos Lg # L, quando [3 e v s3o elementos
distintos de F.

o
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A funcao norma

Definicao

Para o. € Fgn, a norma Ny, /F, () sobre Fy € definida como

Como para a fungdo trago, se f(x) = (x —a)...(x —ad" ) =37, a;x,
entao
NFqn/Fq(a) = (—1)n30.
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Teorema
A funcdo norma de Fqn sobre I satisfaz
n q o = n q n q ) q";
(a) Nr,./r,(@8) = Ng_,/F,(2)NF ,/F,(8) para todo o, 8 € F
(b) Nr,./F, leva Fgn em Fq e Fy em Fg;
(¢) Ng_./r,(a) =", para todo o € Fg,
(d) NFqn/]Fq(ozq) = NIFqn/]Fq(a)r para todo o € ]Fqn.
(e) Transitividade da norma: Se K é uma extensdo de um corpo finito K

e E é uma extensdo de um corpo finito F, entdo
Ng/k(a) = Nk (Ngjp(a)), para todo o € E.

Demonstracao deixada como exercicio.
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