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Resultados tedricos para leiloes de um tinico item

Iago A. Neves* Rafael C. S. Schouery*

Resumo

A Teoria dos Leiloes é uma éarea da Teoria de Jogos que estuda as propriedades de
leiloes e as agoes dos seus participantes. Este trabalho aborda os principais conceitos da
Teoria dos Leiloes para a venda de um tnico item e os discute para os principais tipos
de leilao. Analisamos as estratégias possiveis e 6timas para participantes de leiloes de
carta fechada de primeiro prego e de segundo prego e apresentamos a receita esperada
para o organizador em cada tipo de leilao. Estudamos ainda o leilao de Myerson como
alternativa para maximizar a receita do leiloeiro e sua viabilidade perante os demais
tipos de leilao.

1 Introducgao a Teoria dos Jogos

Diversas vezes nos encontramos em situagoes em que é de nosso interesse que um grupo de
pessoas aja de certa forma, mas as pessoas, pensando em seus proprios interesses, optam por
favorecer a si mesmas, prejudicando as demais pessoas no processo. Buscamos aqui entender
como funcionam essas dindmicas, dos pontos de vista dos participantes e dos organizadores
dessas situacoes, e como podemos utilizar esses conhecimentos para desenvolvermos os
melhores planos de acao.

Vamos considerar a seguinte situagao: temos um rei que é o governante de uma prospera
vila, e ele tem como objetivo coletar o maximo possivel de impostos dos habitantes de sua
vila. Os conselheiros do rei (que podemos assumir que nunca erram) o informaram que taxar
mais do que metade da renda de cada habitante prejudicaria a prosperidade econdémica da
vila, o que a longo prazo seria ruim para o rei e para os habitantes. Este governante impoe
entao que 50% da renda de cada habitante deve ser dada a ele como imposto. Podemos
supor que o imposto seré utilizado para tornar a vida do rei mais luxuosa, e nao seré usado
direta nem indiretamente para melhorar a vida dos contribuintes.

Se o0 governante apenas perguntar aos habitantes qual a sua renda, e se supusermos ainda
que o rei nao consegue verificar a veracidade das informagoes fornecidas pelos habitantes
(i.e. nao ha punigao para a mentira), entao, naturalmente, é de se esperar que os habitantes
nao sejam totalmente honestos sobre sua renda.

Eis que temos um conflito de interesses: do ponto de vista do governante, o ideal é
que os habitantes informem suas verdadeiras rendas; ao passo que do ponto de vista dos
habitantes, o ideal é informar renda igual a zero. O que o rei considera como teimosia e
insoléncia, na verdade nada mais é do que um comportamento perfeitamente racional por
parte dos habitantes.
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Nessa situacao ficticia, parece 6bvio que nao devemos culpar as pessoas por apresen-
tarem comportamento racional, pois estao simplesmente fazendo o que é melhor para si
mesmas. Em Teoria dos Jogos, é comum considerarmos que os participantes agem de
forma perfeitamente racional, ou seja, buscam sempre maximizar seu proprios ganhos e,
com as informagoes que possuem, sempre tomam as melhores decisoes no &mbito do bene-
ficio proprio.

Para entendermos esse desalinhamento de interesses entre o rei e os habitantes, vamos
considerar que os habitantes sao jogadores de um jogo criado pelo rei. Definimos como jogo
um conjunto de trés fatores: i) os jogadores, ii) as estratégias que podem ser escolhidas pelos
jogadores, e iii) os ganhos obtidos pelos jogadores como funcao das estratégias escolhidas.

Definimos também que, dado as regras do jogo, e de acordo com as estratégias escolhidas
pelos demais jogadores, uma resposta otima de um jogador sera escolher, do conjunto de
estratégias possiveis, uma estratégia que maximizara seu ganho. Podemos perceber que,
no jogo proposto pelo rei, a resposta 6tima dos jogadores é sempre declarar renda igual a
zero. Se uma estratégia de um jogador é sempre uma resposta 6tima, independentemente
das estratégias escolhidas pelos demais jogadores, entao damos a isso o nome de estratégia
dominante.

Agora que entendemos que, no jogo proposto pelo rei, os jogadores possuem uma es-
tratégia dominante que é de sempre mentir e declarar renda igual a zero, percebemos que
o objetivo do rei nao esté alinhado com os objetivos dos jogadores. O jogo criado pelo rei
nao é compativel com o incentivo, ou seja, as respostas 6timas dos jogadores nao levam ao
objetivo desejado pelo criador do jogo. Dizemos que um jogo é a prova de estratégia se os
jogadores devem falar a verdade para obter o maximo de ganho para si proprios.

O estudo da Teoria do Jogos nos permite desenvolver jogos cada vez mais adequados
para os nossos objetivos. Na vida real, frequentemente precisamos criar sistemas em que
outras pessoas terao que participar e tomar decisoes, e estas decisoes terdo impacto para
elas proprias, para os outros participantes, e para o criador do sistema.

Uma companhia que implementa um sistema de metas para os funcionarios esta ten-
tando incentivar os funcionarios a se comportarem de maneira que favorega a companhia.
Ao associar a meta do funcionario a um bénus no final de ano, por exemplo, a companhia
estd alinhando o beneficio individual do funcionéario com o que é melhor para a companhia,
pois os funcionarios, buscando beneficiar a si proprios ao ganhar o bonus, tentardo atingir
a meta, assim agindo de forma benéfica para a companhia.

Pais que prometem castigos aos filhos que nao se comportarem de forma adequada estao
implementando sistemas que alinham os incentivos dos filhos com os objetivos dos pais. Se
os filhos ndo querem receber o castigo, entao evitar o mau comportamento, que é o objetivo
dos pais, passa a ser também a decisao que mais beneficiaré os filhos.

Os leiloes sao exemplos de jogos em que os participantes devem escolher suas estratégias
de acordo com as regras do jogo, as caracteristicas do préprio jogador, e a percepcao do
jogador sobre as caracteristicas dos demais jogadores. Os leiloes, portanto, nos dao a opor-
tunidade de estudar a fundo a aplicagao da Teoria dos Jogos em situagoes reais e relevantes.

Neste trabalho, estudamos os leiloes de um tnico item, especialmente os Leiloes de
Primeiro Prego, de Segundo Prego e o Leildao de Myerson. Analisamos as estratégias 6timas
do ponto de vista dos jogadores e calculamos a receita esperada para os diferentes tipos
de leilao do ponto de vista do leiloeiro. Para isso, utilizamos os trabalhos de Vickrey [6],
Shoham [5], Nisan [3], Bergstrom [1], Schouery [4] e Myerson [2].
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2 Definicoes

Para que possamos discutir a Teoria dos Jogos de forma clara e exata, devemos utilizar
notagoes que facilitem o entendimento e atribuam significados precisos a expressoes comu-
mente usadas. Nesta se¢do, trazemos a defini¢ao de jogo [4] e de outros conceitos-chave que
serao utilizados nas proximas secoes.

Definigao 2.1. Definimos como jogo a familia de trés conjuntos: um conjunto de n jogado-
res P = {1,2,...,n}; uma familia de n conjuntos de estratégias possiveis S = {51, S, ..., Sn },
onde S; é o conjunto de estratégias possiveis do jogador 4, para todo ¢ € P; e um conjunto
de fungoes U = {uy,us,...,un}, onde u; é uma funcdo S — R que define a wutilidade do
jogador i de acordo com todas as estratégias escolhidas, em que S = S1 X So... X S),.

Dessa forma, podemos considerar que as regras de um jogo definem quais as estratégias
possiveis dos jogadores (o conjunto S), e também definem como as estratégias escolhidas,
por meio do conjunto U, levam aos resultados dos jogadores. Nesse sentido, dadas as regras
do jogo, as estratégias escolhidas sdo suficientes para definir o resultado do jogo.

Definigao 2.2. Chamamos de resultado do jogo s = (s1, S2, ..., Sp) 0 vetor das estratégias
escolhidas pelos jogadores, em que s € S.

Muitas vezes analisamos qual a melhor estratégia a ser escolhida por um jogador con-
siderando que todos os demais jogadores ja escolheram suas respectivas estratégias. Para
isso, utilizamos a notacao situacdo do jogador para definir as estratégias escolhidas por
todos os demais jogadores.

Definicao 2.3. Para cada jogador i, chamamos de situag¢do do jogador o conjunto s_;
das estratégias escolhidas por todos os jogadores exceto o jogador i, em que s_; € S_;, e
S—i = Sl X ... X Sz'—l X Si—i—l X ... X Sn.

Como notacao auxiliar, definimos o resultado do jogo s = (s, S2,...,8,) em termos
da situagao do jogador s_; denotando s por (s_;, s;). Ou seja, o resultado do jogo é a
estratégia s; escolhida por ¢ juntamente com o vetor s_; das estrategias escolhidas pelos
demais jogadores.

Definicao 2.4. Para o jogador 7, uma resposta dtima para a situacao do jogador s_; é uma
estratégia s; € S; tal que Vs, € S;, Fui(sh,s) > ui(si, s—;), ou seja, de todas as estratégias
possiveis para o jogador ¢, nenhuma estratégia s; fara i ter uma utilidade maior do que s;.

Temos, portanto, que uma resposta 6tima é uma estratégia que maximiza a utilidade u;
de um jogador i dado a sua situacao do jogador s_;. Um jogador que, baseado nas infor-
magoes que possui, escolhe sempre uma resposta 6tima é dito um jogador racional.

Definigao 2.5. Um jogador ¢ possui uma estratégia dominante s; se, para qualquer situagao
do jogador, s; é uma resposta 6tima para s;.

Uma situagao particular ocorre se, para um resultado do jogo, todos os jogadores esco-
lherem como estratégias individuais respostas 6timas, e damos a isso o nome de equilibrio
de Nash.
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Definigao 2.6. Um vetor de estratégias s € S é um equilibrio de Nash se, para cada
jogador ¢ € P, s; € uma resposta dtima para S_;.

O equilibrio de Nash foi proposto por John Nash, vencedor do prémio Nobel em Ciéncias
Econémicas de 1994. Devemos ressaltar que nem todos os jogos possuem um equilibrio de
Nash, e alguns jogos possuem mais de um equilibrio de Nash.

Nos jogos em que ha um equilibrio de Nash, utilizamos a expressao estratégia de equi-
librio para denotar uma estratégia que compoe algum equilibrio de Nash. Caso todos os
jogadores utilizem a mesma estratégia de equilibrio, sera gerado um equilibrio de Nash. Se,
no entanto, os jogadores utilizarem estratégias de equilibrio diferentes (i.e. estratégias de
equilibrio para diferentes equilibrios de Nash), entdo nao necessariamente sera gerado um
equilibrio de Nash.

3 Introducao a Teoria dos Leiloes

Nesta se¢ao, definimos o que é um leilao no &mbito da Teoria dos Jogos e em seguida intro-
duzimos os tipos mais comuns de leildo. Consideramos apenas leiloes de item tnico, ou seja,
leildes em que temos um tnico item sendo leiloado, um tnico leiloeiro, e varios compradores.
O item deve ser indivisivel e apenas um jogador pode receber o item. Por simplicidade,
consideramos apenas leiloes de venda (também chamados de leiloes avangados), mas todos
os conceitos discutidos aqui podem ser aplicados, de forma anéloga, a leiloes de compra
(também conhecidos como leildes reversos).

Leiloes sao um tipo de jogo em que buscamos determinar duas questoes: i) como sera
feita a alocagdo do item aos jogadores e ii) qual serd o preco a ser pago por esse item. A
fim de conseguirmos extrair informacoes tteis que nos permita analisar os leiloes estrategi-
camente, devemos modela-los matematicamente.

Consideramos que, para os tipos de leildes que estudaremos, temos um conjunto de n
jogadores. Cada jogador i possui um wvalor real v; que atribui ao item, e esse valor real
representa quanto o item vale para o jogador. No caso de um leilao de obras de arte, por
exemplo, podemos entender v; como o valor que o jogador i acredita que a obra de arte
possui, e ele estaria disposto a pagar qualquer preco menor que v; pelo item, pois dessa
forma ele teria um ganho. Vale ressaltar que nem todos os leiloes alocam necessariamente
o item ao jogador que apresenta o maior valor real. A esses leildes damos o nome de
leiloes eficientes.

Definigcao 3.1. Um leilao é dito eficiente se, no caso em que todos os jogadores sdo racio-
nais, o vencedor é o jogador com o maior valor real v;. Isto é, o vencedor é o jogador 7 tal
que v; = maz{v; : j € P}.

Num leilao, cada jogador submete um lance [;, que representa quanto, no maximo, ele
estaria disposto a pagar pelo item. O lance é portanto uma informacgao piblica ao leiloeiro,
e possivelmente publica também para os outros jogadores, dependendo do tipo de leilao.
Ja o valor real v; representa o quanto o item sendo leiloado realmente vale para o jogador
1, e é portanto uma informacao privada que apenas o jogador i conhece.

Caso tenhamos um jogo em que a estratégia dominante para todos os jogadores consiste
em informar dados verdadeiros (i.e. falar a verdade), entao o jogo é dito a prova de estratégia
ou compativel com o incentivo. Isso é equivalente a dizer que, se um jogador racional possui
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como estratégia dominante falar a verdade, entao o jogo é a prova de estratégia. Um leilao
é considerado & prova de estratégia se, para todos os jogadores ¢, a estratégia dominante é
informar I; = v;.

Conforme nossa definigdo de jogo, o lance [; é a estratégia escolhida pelo jogador i. Caso
ele seja o vencedor, sua utilidade é dada por w;(l,ls,...,l5), visto que ele podera vencer
ou nao o leilao, dependendo das regras do leilao, do seu lance e dos lances dos demais
jogadores. Caso ele venga, ele deverd pagar um prego p; que dependerd do tipo de leilao,
e sua utilidade serd u; = v; — p;. No entanto, caso o jogador nao venca, ele nao realizara
pagamentos e sua utilidade serd igual a zero. Dizemos que um leilao é individualmente
racional se a utilidade dos jogadores é nao-negativa.

Os jogadores que, além de racionais, sdo neutros em rela¢do ao risco sao aqueles que,
dentre suas opgoes, escolherao aquela que apresentar maior utilidade esperada, sem apre-
sentar preferéncia por opgoes com utilidades esperadas equivalentes. Por exemplo, caso
tenha a opgao de escolher entre receber 100$ com probabilidade 1 e ter probabilidade % de
receber 200$ e % de receber zero, um jogador neutro em relagdo ao risco nao teréa preferén-
cia, pois a esperanga de ambas as alternativas é a mesma. Um jogador favordvel ao risco
ira4 optar por receber 2008 com probabilidade %, e um jogador avesso ao risco ird preferir
ter a certeza de receber 100$.

Ainda, um jogador avesso ou favoravel ao risco pode estar disposto a sacrificar sua
utilidade esperada. Um jogador avesso ao risco podera, por exemplo, preferir a certeza de
receber 70$ a ter probabilidade % de receber 200$, mesmo que sua dessa forma sua utilidade
esperada seja mais baixa.

Consideramos também que, para cada jogador i, o seu valor real v; é uma variavel ale-
atéria advinda de uma distribuigdo de probabilidade D; independente da distribuicao de
probabilidade D_; dos demais jogadores. Assumimos também que, embora os jogadores
nao saibam o valor real dos demais jogadores, eles conhecem suas distribuigoes de probabi-
lidade. Os jogos em que os jogadores possuem informagoes privadas e independentes, mas
as distribuigoes de probabilidade dessas informacgoes sdo piblicas sao chamados de jogos
Bayesianos.

Um equilibrio de Bayes-Nash é um equilibrio de Nash num jogo Bayesiano. Sabemos
que a utilidade w;(v;, 1;(v;),l—;(v—;)) de um jogador i ¢ uma funcao do seu valor real v;, do
seu lance I;(v;) (pois seu lance serd uma fungao do seu valor real), e dos lances [_;(v_;) dos
demais jogadores. Temos entdo que a utilidade esperada Ep_(u;(vs,li(vi),l—i(v—;))) do
jogador i é a esperanca da utilidade u;(v;, l;(v;),—;(v—;)) sobre a distribui¢ao de probabili-
dade D_; dos demais jogadores. Portanto, num equilibrio de Bayes-Nash nenhum jogador
podera aumentar sua utilidade esperada ao trocar seu lance [;(v;) por um outro lance I/ (v;).

Definicao 3.2. Um vetor de estratégias [ € S é um equilibrio de Bayes-Nash se, num
jogo Bayesiano, para cada jogador i € P, l; € uma resposta étima para l_;(v_;), ou seja,
Ep_, (uwi(vi, li(vi), 1-i(v—i)) = Ep_, (wi(vs, [(vi), i (v-;)).

Temos duas classes tipicas de leilao: os leildes de carta fechada (e.g. Leildes de Pri-
meiro Preco e de Segundo Preco) e os leiloes dinamicos (e.g. Leildes Ingleses, Holandeses e
Japoneses). Os leiloes de carta fechada sao aqueles em que os lances sao dados simultanea-
mente, ou seja, os jogadores nao possuem informagoes sobre os lances dos demais jogadores
ao darem seus proprios lances. Ja os leiloes dindmicos sao aqueles em que os lances sao
dados de forma sequencial. Exploramos primeiramente o Leilao de Primeiro Preco.
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3.1 Leilao de Primeiro Preco

No Leilao de Primeiro Prego, temos um organizador do leilao que deseja vender um item
para um grupo de compradores. As regras para os participantes sdo que cada comprador
deve informar seu proprio lance apenas uma vez. O jogador que informar o maior lance
vence o leildao, e deve pagar o valor do seu proprio lance. Isso significa que o preco a ser
pago pelo item é o preco dado pelo maior lance, de onde vem o nome Leilao de Primeiro
Preco.

Modelamos entao o Leilao de Primeiro Preco da seguinte forma. Temos n jogadores,
cada um possui um valor real v; e informa um lance ;. Caso ¢ seja o vencedor, sua utilidade
é ui(li,la,...,ln) = v; — l; e, caso nado venga, sua utilidade é zero. Dessa forma, a utilidade
para o jogador é quasi-linear, pois é linear em [; para v; constante.

Dessa forma, [; € o lance divulgado ao leiloeiro, e do ponto de vista do jogador i, é o
menor valor que ele acredita ser necessario para vencer o leilao, levando em conta o fato de
o jogador ¢ nao possuir conhecimento dos lances dos demais jogadores.

Definicao 3.3. No Leildo de Primeiro Preco, o vencedor é o jogador ¢ € P tal que [; =
maz{l; : j € P}, e o valor a ser pago por i é p; = [;.

Analisando esse tipo de leilao e as estratégias possiveis dos jogadores, podemos notar
que os jogadores nao sao encorajados a darem como lances os valores que eles realmente
atribuem ao item. Se l; = v;, entdo mesmo que o jogador i venga o leilao, sua utilidade sera
igual a zero. Isso significa que os jogadores s@o incentivados a dar um lance [; = v; — ¢;, em
que €; > 0 representa o lucro que o jogador ¢ tera se ganhar o leilao.

Como o Leilao de Primeiro Preco ndo apresenta uma estratégia dominante, utilizamos
o conceito de estratégia de equilibrio para definir o comportamento mais adequado [1] por
parte dos jogadores para maximizarem suas utilidades esperadas.

Lema 1. No Leildo de Primeiro Preco com dois jogadores neutros em relagdo ao risco, cujos
valores reais v; sao independentes e advindos de uma distribuicdo uniforme de probabilidade
no intervalo [0,1], existe um equilibrio de Bayes-Nash no qual a estratégia de equilibrio é
informar l; = %, para todo i € P.

Demonstracao. Para calcularmos qual a melhor estratégia que um jogador ¢ pode utilizar
num Leilao de Primeiro Preco em que hé& apenas dois jogadores, assumimos que, para cada
jogador i, v; € uma variavel aleatéria advinda de uma distribui¢ao uniforme de probabili-
dade no intervalo [0,1]. Denotamos por F(x) = x a Fung¢ao de Distribuicao Acumulada
desta distribuicao de probabilidade, que representa a probabilidade de v; ser menor ou igual
a um valor x, ou seja, P(v; < z) = z. Denotamos por f(z) = 1 a Fung¢ao Densidade de
Probabilidade desta distribuicao de probabilidade, que representa a probabilidade relativa
de v; assumir o valor z.

Supomos entao que o jogador adversario j dard um lance que é uma fracao do seu valor
real, ou seja, [; = c-vj;, onde 0 < ¢ < 1. Temos entao que a probabilidade de o jogador ¢
vencer o leilao, ou seja, de I; > [;, é igual a probabilidade de ¢ - v; = [; < [;. Portanto,
a probabilidade de o jogador ¢ vencer é igual a F (%) = % Dessa forma, a utilidade
esperada F(u;) de i é o lucro que ele tera caso venga, multiplicado pela probabilidade de
ele vencer, ou seja,

li _ Ui'li*liQ

E(ui) = (vi — i) (1)

C
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Do ponto de vista do jogador ¢, sua melhor estratégia é aquela cujo lance [; maximiza
a equacao (1). Para isso, calculamos a derivada em fungao de I;:
d Vi — 2- li
Z B = 2
dli ( Z) C
Vemos portanto que a solucao da equacao (2) ¢ I; = 4. Isso significa que, nesse caso, a
melhor estratégia é informar seu lance como igual & metade do seu valor real, e o mesmo
se aplica ao jogador j. O

= 0. 2)

Vamos calcular entao qual seria a melhor estratégia [1] caso tivéssemos n jogadores.

Lema 2. No Leildo de Primeiro Preco com n jogadores neutros em relacdo ao risco, cujos
valores reais v; sao independentes e advindos de uma distribuicdo uniforme de probabilidade
no intervalo [0,1], existe um equilibrio de Bayes-Nash no qual a estratégia de equilibrio é
mformar l; = v; - "T_l, para todo i € P.

Demonstracao. Nesse caso, a probabilidade de 7 vencer é igual a probabilidade de todos
os n — 1 demais jogadores informarem lances menores que [;. Como a probabilidade de
um dos jogadores informar seu lance menor que I; é igual a %, temos que a probabilidade
de todos eles informarem seus lances como menores que [;, ou seja, a probabilidade de ¢
vencer, é F(%)”_l. Dessa forma, temos a seguinte utilidade esperada para i:

lin—l v; - lin—l o lin
E(u;) = (v; — ;) - <c”1> = T ) (3)

Para maximizar F(u;), temos entao que

d . (’I’L — 1) . (lin—2 . Ui) —Mn- lin_l _
dTZE(uZ) = s =0. (4)
Resolvendo a equagao (4), temos que l; = v; - ”T_l O

Isso confirma que o resultado intuitivo que, quanto maior o nimero de competidores
num leilao, maiores devem ser os lances dos jogadores. Vale ressaltar que, ao passo que
num leildo com 2 jogadores os lances representam apenas 50% do valor real dos jogadores,
num leildo com 10 jogadores os lances representam 90% do valor real dos jogadores. Esse
crescimento na receita esperada do leiloeiro, portanto, reflete a importancia, para o leiloeiro,
de ter mais jogadores no leilao para obter maiores lances, principalmente se ha inicialmente
poucos jogadores no leilao.

Analisamos em seguida um tipo de leildo que é a prova de estratégia, ou seja, em que a
estratégia dominante, para todos os jogadores, é informar [; = v;.

3.2 Leilao de Segundo Preco

O Leilao de Segundo Prego, ou Leilao de Vickrey [6], foi proposto em 1961 por William
Vickrey, professor de economia da Universidade de Columbia em Nova York e vencedor
do prémio Nobel em Ciéncias Econémicas de 1996. O Leilao de Segundo Prego é um tipo
de leilao muito similar ao Leilao de Primeiro Preco. Nesse caso, temos novamente um
organizador que deseja vender um item e compradores que devem informar seus lances sem
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saberem os lances dos demais participantes, e o vencedor é o jogador que informar o maior
lance. No entanto, o preco a ser pago pelo vencedor é igual ao valor do segundo maior
lance. Por essa razao, o Leilao de Vickrey é também chamado de Leilao de Segundo Preco.

Definicao 3.4. No Leilao de Sequndo Prego, o vencedor é o jogador i € P tal que l; =
maz{l; : j € P}, e o valor a ser pago por i ¢ igual a p; = max{l; : j #1i,j € P}.

Nesse tipo de leilao, diferentemente do Leilao de Primeiro Preco, existe uma estratégia
dominante [1| para todos os jogadores, que é a de informarem seus lances como I; = v;.

Lema 3. No Leildo de Segundo Prego, informar l; = v; € uma estratégia dominante para
todo i € P.

Demonstracao. Para provarmos que o Leilao de Segundo Preco é a prova de estratégia,
consideremos dois casos: no qual o jogador i possui v; acima e abaixo dos valores reais dos
demais jogadores.

No caso em que v; > I}, para todo j # 4, se l; = v;, 0 jogador i vencera o leilao e pagara
pi = max{l; : j #1,j € P}. Se o jogador i informasse [; > v;, o resultado seria exatamente
o mesmo. Se, por outro lado, tivéssemos I; < v;, entdo poderiamos ter dois cenarios. Caso [;
ainda assim fosse maior que todos os demais lances, entao teriamos ainda assim o mesmo
resultado. Caso contrario, ou seja, se [; < max{l; : j € P}, entao o jogador i nao venceria
o leilao e teria utilidade igual a zero.

Caso tenhamos que v; < [;, entao existe j # ¢ tal que, se l[; = v;, o jogador i nao
vencerd o leildo, mas terd a garantia de que sua utilidade seré igual a zero. Se o jo-
gador i informasse [; < v;, o resultado seria exatamente o mesmo. Se, por outro lado,
tivéssemos I; > v;, entao poderiamos ter dois cenarios. Caso [; ainda assim fosse menor que
algum dos demais lances, entao terfamos ainda assim o mesmo resultado. Caso contrario,
ou seja, se [; = max{l; : j € P}, entdo o jogador i venceria o leildo e, como teria p; > v;,
sua utilidade seria negativa e portanto teria um prejuizo. O

Portanto, nao existe cenéario em que informar I; # v; é mais vantajoso do que l; = v;,
e em alguns casos seria efetivamente menos vantajoso. Essa caracteristica surpreendente
do Leilao de Segundo Preco faz com que a estratégia 6tima dos jogadores seja sempre a
mesma, independente do niimero de jogadores, e independente até mesmo dos lances dos
demais jogadores.

No entanto, apesar de apresentar caracteristicas interessantes, o Leilao de Segundo
Preco é pouco utilizado na pratica. Para ser utilizado corretamente, ele requer que os
jogadores entendam o seu funcionamento e sejam convencidos de sua estratégia dominante.
Além disso, ele requer que os jogadores informem ao leiloeiro o valor real que atribuem ao
item, o que pode ser indesejavel por parte dos jogadores por motivos outros que nao apenas
o resultado do leilao. Num leilao de compra, por exemplo, o valor real de um jogador pode
representar o seu custo de produgao do item, o que pode ser uma informagao que o jogador
gostaria de manter privada, independente do resultado do leilao.

Analisamos entao outros tipos de leilao, chamados de leildes dindmicos, e como eles se
relacionam com os Leiloes de Primeiro Prego e de Segundo Prego.
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3.3 Leilao Inglés

O Leilao Inglés é o tipo de leilao mais usado na pratica, e é usado frequentemente na
venda de obras de arte. Nesse tipo de leilao, os jogadores anunciam seus lances de forma
sequencial, e os lances devem ascender gradativamente, ou seja, o novo lance deve ser maior
que todos os lances ja informados por algum jogador. Pode-se considerar, portanto, que a
cada novo lance ha uma nova etapa em que os jogadores devem avaliar a situagao e agir de
acordo, informando ou nao novos lances. Apds um determinado tempo sem novos lances,
é considerado que o jogador que deu o lance mais alto é o vencedor, e o prego a ser pago é
igual ao valor desse lance.

E comum os leiloeiros fixarem um incremento minimo e para novos lances (e.g. os lances
devem ser multiplos de 100). Isso ocorre pois permitir que os lances sejam arbitrariamente
maiores que os lances anteriores poderia prologar demasiadamente o leilao. Podemos per-
ceber também que a politica de definicao do vencedor e do prego a ser pago é idéntica a
definicdo do Leildo de Primeiro Prego.

No entanto, devido & natureza sequencial do Leilao Inglés, o lance do vencedor seré igual
ao valor do segundo maior lance acrescido de um valor e. Como os jogadores conseguem
submeter varios lances iterativamente, conforme observam os lances dos demais jogadores,
o Leilao Inglés é considerado uma versao iterativa do Leilao de Segundo Preco, em que os
lances ascendem gradativamente até que o maior lance supere o segundo maior lance.

O Leilao Inglés é, portanto, estrategicamente equivalente [5] ao Leilao de Segundo Prego.
Isto ocorre pois, para ambos os leiloes, os jogadores possuem a mesma estratégia dominante
de informarem como lance o real valor que atribuem ao item. No Leilao de Segundo
Prego, isso equivale a informar diretamente [; = v; e, no Leilao Inglés, de ascender o lance
gradativamente até [; = v;.

3.4 Leilao Holandés

No Leilao Holandés, o leiloeiro define um preco base, relativamente alto. Esse preco pro-
posto é decrescido gradativamente pelo proprio leiloeiro, em etapas, até que algum jogador
decida aceitar o prego. Por exemplo, o preco base pode ser igual a 1000, e a cada etapa
esse preco é decrescido em 100. Cada etapa dura um tempo determinado ou até que algum
jogador informe que aceita comprar o item pelo prego da etapa atual, e esse jogador sera o
vencedor do leilao.

Diferentemente do Leilao Inglés, em que os lances (e portanto os pregos a serem pagos)
crescem, no Leilao Holandés os precos decrescem. No entanto, ambos os leiloes sao consi-
derados dindmicos devido a existéncia de varias etapas em que os jogadores devem avaliar
a situacao e decidir informar ou nao seus lances.

Estrategicamente, o Leilao Holandés é equivalente |5] ao Leilao de Primeiro Prego, pois
o lance [; do jogador vencedor ¢ depende exclusivamente de v; e da percepcao do jogador %
sobre os possiveis valores que os demais jogadores atribuem ao item.

3.5 Leilao Japonés

O Leilao Japonés é um leilao dindmico composto de varias etapas que duram um tempo
determinado pelo leiloeiro. A cada etapa, os pregos crescem gradativamente de acordo com
um valor definido pelo leiloeiro, de forma semelhante ao Leilao Holandés. E a cada etapa,



10 Neves e Schouery

os jogadores devem informar se aceitam o aumento do lance, ou se nao aceitam e desistem
do leilao. O vencedor é o ultimo jogador a desistir do leildo.

Existem dois tipos de leiloes japoneses: com visibilidade e sem visibilidade. Nos leiloes
com visibilidade, os jogadores conseguem ver quantos jogadores estao em cada etapa do
leilao, e portanto o leildao acaba assim que o pentdltimo jogador desistir. Dessa forma, o
leildo ¢é estrategicamente equivalente [5] ao Leilao de Segundo Prego.

No Leilao Japonés sem visibilidade, a cada etapa os jogadores devem escolher se conti-
nuam no leilao ou se o abandonam, mas sem saber se ainda hé outros jogadores participando.
Isso permite que um jogador aumente seu lance mesmo depois de ji haver superado todos
os outros lances. Por essa razao, essa modalidade do Leilao Japonés é estrategicamente
equivalente ao Leilao de Primeiro Preco.

Como pudemos analisar, temos dois tipos bésicos de leilao, o Leilao de Primeiro Preco
e o Leilao de Segundo Preco, e varios dos tipos mais comuns de leilao conseguem ser
reduzidos a um desses dois tipos béasicos. Percebemos que uma grande diferenca entre
esses tipos de leilao é que o Leilao de Segundo Prego possui uma estratégia dominante que
equivale a informar [; = v;, enquanto o Leilao de Primeiro Prego nao possui uma estratégia
dominante, mas apresenta um equilibrio de Bayes-Nash cuja estratégia de equilibrio equivale
a informar ; = 9.

Buscamos analisar qual tipo de leilao é o mais adequado caso o leiloeiro esteja buscando
maximizar sua propria receita. Exploramos a seguir qual a receita esperada para cada tipo

de leilao, e como podemos maximiza-la.

4 Maximizacao da Receita

Inicialmente, fazemos algumas suposicoes sobre os jogadores, para em seguida construir-
mos modelos mateméticos que nos permitam analisar a receita esperada para o leiloeiro.
Analisamos entao qual a receita esperada para os Leildes de Primeiro Prego e de Segundo
Prego, primeiramente para apenas dois jogadores, e posteriormente generalizamos para n
jogadores.

4.1 Receita Esperada do Leilao de Primeiro Preco

Para entendermos qual a receita esperada de um Leilao de Primeiro Preco, devemos en-
tender antes qual o comportamento esperado dos jogadores. Conforme concluimos ante-
riormente, num leildo com dois jogadores uma estratégia de equilibrio é informar I; = 3.
Sabendo disso, podemos calcular a receita esperada [1] do Leilao de Primeiro Prego para o

leiloeiro.

Lema 4. No Leildo de Primeiro Preco com dois jogadores neutros em relagdo ao risco, cujos
valores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade
no intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro é %

Demonstracao. Sabemos que, para uma distribuicao de probabilidade, o seu valor esperado
é dado por ffooo (z- f(x))dz, onde f(zx) é a Fun¢ao Densidade de Probabilidade para x. Para
o Leildo de Primeiro Prego, consideramos que a receita do leiloeiro é igual a max{l;,l;} =

maz{%,3}.
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Denotamos g(x,2) como a Fungao Densidade de Probabilidade para max{v;,v;} = . A
Fungao Densidade de Probabilidade para v; = x e v; < v; é f(x)- P(v; < v;) = f(z)- F(x).
Como f(x) =1e F(x) =z, temos f(x)- P(v; <wv;) = x. De forma analoga, para v; =z e
v; < vj, temos que a Func¢ao Densidade de Probabilidade é f(x)- P(v; < v;) = x. Somando
as densidades de probabilidade de ambos os casos, obtemos g(z,2) = 2 - .

Denotamos h(z,2) como a Fungao Densidade de Probabilidade para max{l;,[;} = «.

— 9(z,2)

Como I; = %, temos que h(z,2) = £5~ =

A receita esperada do leiloeiro €, portanto,

1 1 1
/ x - h(x,2)dx = / ide = . (5)

0 0 3
O

Lema 5. No Leilao de Primeiro Prego com n jogadores neutros em relacdo ao risco, cujos
valores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade
. . . . . n—1
no intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro é g
Demonstracao. Para o caso de n jogadores, temos que cada um dos n jogadores pode
possuir o maior valor real e, para cada um desses casos, todos os n — 1 demais jogadores
devem possui valores reais inferiores. Dai temos que g(z,n) =n - f(z) - F(z)" L.
Como sabemos que uma estratégia de equilibrio para o Leildao de Primeiro Preco com n
jogadores é informar l; = v; - ”Tfl, temos que h(xz,n) = g(z,n) - "771, e portanto h(xz,n) =
(n —1)-2"1. A receita esperada para o leiloeiro é, entdo,

n—1
n+1

(6)
O

/le-h(:n,2)d:r:(n—l)-/olx”dx:

4.2 Receita Esperada do Leilao de Segundo Precgo

O Leilao de Segundo Prego, diferentemente do Leilao de Primeiro Prego, possui a carac-
teristica de ser a prova de estratégia. Dessa forma, uma estratégia dominante é informar
l; = v;. Sabendo disso, podemos calcular a receita esperada [1] do Leilao de Segundo Prego
para o leiloeiro.

Lema 6. No Leilao de Sequndo Preco com dois jogadores neutros em relag¢io ao risco, cujos
valores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade
no intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro é %

Demonstracao. Para o caso com dois jogadores, a receita do leiloeiro é igual ao segundo
maijor lance entre os jogadores, ou seja, min{l;, l;} = min{v;, v;}.

Denotamos g(z,2) como a Funcao Densidade de Probabilidade para min{v;,v;} = x.
A Fungao Densidade de Probabilidade para v; = x e v; > v é f(z) - P(v; > v) =
f(z) - (1 = F(z)). Como f(z) =1e F(zx) = z, temos f(z)- P(v; > v;) = 1 —x. De
forma andloga, para v; = x e v; > vj;, temos que a Fungao Densidade de Probabilidade é
f(x)- P(v; > vj) = 1 — . Somando as densidades de probabilidade de ambos os casos,
obtemos g(z,2) =2 (1 — x).
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Denotamos h(z,2) como a Funcao Densidade de Probabilidade para min{l;,l;} = «.
Como o Leilao de Segundo Prego é a prova de estratégia, temos que h(z,2) = g(z,2).
Portanto, a receita esperada do leiloeiro é

. Y A,
/Ox h(a:,2)dm—/0 2-( )d =3 (7)

O]

Lema 7. No Leildo de Sequndo Preco com n jogadores neutros em relagdo ao risco, cujos
valores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade
n—1

no intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro € T0.

Demonstracao. Para o caso de n jogadores, temos que cada um dos n jogadores pode
possuir o segundo maior valor real e, para cada um desses casos, um dos n — 1 demais
jogadores deve possuir valor real igual ou superior, e n — 2 jogadores devem possuir valores
reais iguais ou inferiores. Dai temos que g(z,n) =n-(n—1)- f(z)- (1 — F(z)) - F(z)" 2.

Devido a compatibilidade de incentivo, temos que g(z,n) = h(z,n) =n-(n—1)- (1 —
x) - "2, Portanto a receita esperada do leiloeiro é

1 Lo o m—1
/Oaz-h(x,n)dx:(nz—n)'/o(x 1—x)da/:—n+1. (8)

O]

Notamos entao que Leiloes de Primeiro Prego e de Segundo Prego apresentam exata-
mente a mesma receita esperada. Além disso, embora tenhamos utilizado a suposi¢do que
a distribuicao de valores dos jogadores é uniforme, esse resultado se mantém mesmo que a
distribuicao nao seja uniforme, bastando apenas que seja continua e independente entre os
jogadores.

4.3 Teorema da Equivaléncia de Receita

Como pudemos ver, satisfazendo algumas premissas bésicas, os Leildes de Primeiro Preco
e de Segundo Prego possuem a mesma receita esperada para o leiloeiro. Isso significa,
portanto, que os Leiloes Ingleses, Holandeses e Japoneses apresentam, também, a mesma
receita esperada. O Teorema da Equivaléncia de Receita [3| afirma que, para todo um
conjunto de tipos de leildes, a receita esperada para o leiloeiro é a mesma.

Denotamos por u}(v;) a utilidade esperada do jogador i caso ele possua um valor real v;
e todos os jogadores, inclusive ¢, utilizem uma mesma estratégia de equilibrio para o leilao
em que estao participando.

Denotamos por P;(v;) a probabilidade de o jogador ¢ vencer o leilao dado que seu valor
real é v; e que todos os jogadores utilizam a mesma estratégia de equilibrio. Denotamos
também por p}(v;) o total dos pagamentos esperados de i considerando que 7 esta utilizando
uma estratégia de equilibrio como se seu valor real fosse v; e que todos os demais jogadores
utilizam a mesma estratégia de equilibrio para seus proprios valores reais.

Teorema 8 (Teorema da Equivaléncia de Receita). A receita esperada para o leiloeiro € a
mesma em qualquer leilao que possua as sequintes caracteristicas: i) os jogadores possuem
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valores reais v; independentes e advindos de uma distribuicdo cumulativa de probabilidade
estritamente crescente e nao atomica no intervalo [Umin, Umaz); ) 0s jogadores com lances
1gUais a Uiy possuem uma utilidade w;* (vVmin) = 0; iit) o leilao € eficiente; e iv) os jogadores
sGo neutros em relagdo ao risco.

Demonstracdo. Para entendermos qual a receita esperada para o leiloeiro, devemos saber
qual o pagamento esperado dos jogadores. Sabemos que a utilidade esperada u!(v;) de um
jogador ¢ com valor real v; serd igual ao seu valor real v; multiplicado por sua probabili-
dade de vencer P;(v;), menos os seus pagamentos esperados p;(v;). Portanto, temos que a
utilidade esperada de i é

u (v;) = vi - Pi(vi) — p; (vq). (9)

De forma analoga, caso o jogador i possua um valor real v}, sua utilidade esperada sera

ui"(v;) = vj - Pi(v;) — pi (v7)- (10)

(2

Sabemos também que a utilidade esperada de i, utilizando uma estratégia de equilibrio
para seu valor real v;, nao pode ser menor que a utilidade esperada utilizando a mesma
estratégia de equilibrio para um outro valor v;, visto que no equilibrio o jogador ¢ ndo pode
ter um ganho ao alterar individualmente sua estratégia. Portanto, temos que

’

u; (vi) = vi - Py(v;) = pj (vf). (11)

/

Da equagao (10), temos que pf(v;) = v} - P;(v}) — u;*(v}). Substituindo na equagao (11)

obtemos u}(v;) > v; - Pi(v;) — (v} - Pi(v]) — u;*(v})), o que equivale a

u; (vi) = uj (vi) + Pi(vg) - (vi — 7). (12)

Considerando v} = v; + dv; e substituindo em (12), temos

u; (v5) > uj (v + dvy) — Pi(v; + dv;) - dw;. (13)
Isolando P;(v; + dv;), temos
uwf(v; + dv;y) — uf(v;)
dvi ’

Se considerarmos que o valor real de ¢ equivale a v; + dv;, temos que a utilidade de
nao pode ser menor do que seria utilizando a mesma estratégia de equilibrio para um outro
valor v;, portanto

(14)

Pi(v; + dv;) >

w; (v + dvi) > ui(v;) + Pi(v;) - dv. (15)

Isolando P;(v;), temos

uwf(vi + dv;) — ul(v;)

Pi(v;) <
(v3) v,

(16)

Combinando as equagoes (14) e (16), temos que
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S uwf(vi + dv;) — ul(v;)

Pi(vi + dv;) > > Pi(vi). 17
(01 + dvi) o (v1) (7)
No limite em que dv; — 0, obtemos
du;(v;)
Pi(v;) = . 18
(v) = =4 (1s)

Integrando em relacao a v;, concluimos que

/ " B dvs = i (1) — s (V). (19)

Umin

Rearranjando a equagao (19), temos

CH)

u,(vz) = ui(vmin) + / PZ(’UZ)dvl (20)
Vmin

Portanto, para quaisquer tipos de leilao que apresentem as premissas do Teorema 1,
teremos u;(Vmin) = 0. Como os leildes devem ser eficientes, todo os jogadores devem
possuir a mesma probabilidade P;(v;) de vencer para um mesmo valor real v;. Dai temos
que a utilidade esperada u}(v;) de um jogador i deve ser a mesma. Da equacgao (9), temos
que o pagamento esperado p; dos jogadores também deve ser o mesmo, fazendo com que a
receita esperada do leiloeiro seja equivalente, independente do tipo de leilao. ]

4.4 Equivaléncia de Receita para Diferentes Perfis de Risco

Para situagoes em que as premissas do Teorema 1 nao sao cumpridas, deixamos de ter
equivaléncia de receita entre os tipos de leilao. Um caso interessante é aquele em que a
premissa iv) nao é cumprida, ou seja, os jogadores nao sao neutros em relagao ao risco.
No Leilao de Segundo Preco, em que ha uma estratégia dominante, o perfil de risco dos
jogadores nao afeta os lances dados e portanto a receita esperada é a mesma. No entanto,
no Leildao de Primeiro Prego, o comportamento dos jogadores é afetado [5] pelo seu perfil
de risco.

Se um jogador ¢ é avesso ao risco e participa de um Leildao de Primeiro Prego, ele
ird preferir vencer o leilao e obter uma utilidade positiva u; > 0 a arriscar nao vencer o
leilao por uma chance de uma utilidade maior. Dessa forma, o jogador i apresentard uma
tendéncia a dar lances mais altos, fazendo com que a receita esperada ao leiloeiro seja mais
alta do que seria num Leildo de Segundo Prego.

Ja para o caso em que o jogador i é favoravel ao risco, num Leilao de Primeiro Prego
ele tendera a dar lances mais baixos em busca de uma utilidade mais alta. Dessa forma, o
leiloeiro teria uma receita mais baixa do que aquela que teria caso o leiloeiro tivesse optado
por um Leildo de Segundo Preco.

Curiosamente, o perfil de risco do leiloeiro também deve afetar o tipo de leilao a ser
escolhido. Embora a receita esperada seja a mesma para ambos os tipos de leilao, os
pagamentos esperados feitos pelos jogadores apresentam uma varidncia maior em Leiloes
de Segundo Preco. Isso ocorre pois os pagamentos esperados num Leildo de Primeiro Prego
depende apenas do lance mais alto, ao passo que no Leilao de Segundo Preco os pagamentos
esperados dependem dos dois lances mais altos.
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Dessa forma, Leiloes de Primeiro Preco sao preferiveis para o leiloeiro caso o proprio
leiloeiro ou os jogadores sejam avessos ao risco. Por outro lado, os Leiloes de Segundo Prego
sao mais adequados ao leiloeiro caso o proprio leiloeiro ou os jogadores sejam favoraveis ao
risco.

4.5 Leilao de Myerson

O Leilao de Myerson [2] foi proposto em 1981 por Roger Myerson, professor de economia
e vencedor do prémio Nobel de Ciéncia Econémicas de 2007. O Leilao de Myerson e 6timo
no sentido de apresentar a maior receita esperada para o leiloeiro.

O Leilao de Myerson nao cumpre a premissa iii) do Teorema da Equivaléncia de Re-
ceita. O Leilao de Myerson, visando maximizar a receita esperada do leiloeiro, emprega
mecanismos para encorajar os jogadores a darem lances altos. Para isso, neste tipo de
leilao, é possivel que o item nao seja alocado a qualquer um dos jogadores, ou ainda que
seja alocado a um jogador que nao apresentou o lance mais alto entre os jogadores.

Assumimos que, para cada jogador ¢, v; € uma variavel aleatoria advinda de uma dis-
tribuicdo de probabilidade que ndo é necessariamente uniforme, e pode ser diferente para
cada jogador. Denotamos a Func¢ao Densidade de Probabilidade f;(z) como a probabili-
dade relativa de v; apresentar o valor x para o jogador 7. Também, denotamos a Funcao
de Distribuigao Acumulada F;(x) como a probabilidade de v; ser menor ou igual ao valor
para o jogador 1.

Denotamos ;(l;) como o lance virtual do jogador i, onde

1 - Fi(l)
Ui(l;) =1; AR (21)

Para que a equagao (21) se mantenha, devemos ter que ;(l;) é estrita e monotonica~
mente crescente em ;. Isso equivale a dizer que, quanto maior o lance real I;, maior deve
ser o lance virtual v;(l;).

O Leilao de Myerson possui a caracteristica peculiar de que o item nao é alocado ao
jogador com maior lance /;, mas ao jogador com o maior lance virtual ;(l;), desde que
¥i(l;) > 0. Caso ¥;(l;) < 0, para todo 7 € P, entao o item nao é vendido.

Apenas o ganhador do item deve pagar ao leiloeiro, e o valor p; a ser pago é equivalente
ao menor lance I; que ele poderia ter dado, e ainda assim ter vencido o leilao por ter obtido
um lance virtual ;(l;) ndo-negativo e superior aos lances virtuais dos demais jogadores,
isto é,

pi = f{l; 2 (L) > (1), Y5 £ e ¥i(li) > 0} (22)

Definigao 4.1. No Leilao de Myerson, o vencedor é o jogador i € P tal que 9;(l;) =
maz{y;(l;) e p; > 0:j € P}, e o valor a ser pago por ¢ é igual a p; = inf{l; : ¢;(l;) >
¥;i(ly), Vi # i e ¥i(l;) > 0}

O Leilao de Myerson ¢é a prova de estratégia pelos mesmos argumentos utilizados para
mostrar que o Leilao de Segundo Preco é a prova de estratégia. Caso o jogador ¢ venca o
leilao informando I; = v;, ele nao pagaria menos por informar [; # v; e talvez nao vencesse o
leilao. Caso nao venga o leilao informando I; = v;, ele poderia vencer com utilidade u; < 0
por informar I; # v;.
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Lema 9. No Leilao de Myerson, informar l; = v; € uma estratégia dominante para todo

1€ P.

O requerimento de que ¥;(l;) > 0 para que o item seja alocado a i reflete a existéncia
de um preco de reserva 7}, ou seja, um lance minimo que deve ser dado por cada jogador
baseado em sua distribuicao de probabilidade. O preco de reserva do leilao é dado pelo
valor I; tal que ¢;(l;) = 0. Para que %;(l;) > 0, portanto, devemos ter l; > r. Caso
nenhum lance seja superior ao preco de reserva, o item permanece com o leiloeiro, e tanto
os jogadores quanto o leiloeiro obtém receita igual a zero.

No caso em que a distribuicdo de probabilidade dos jogadores nao é uniforme, sdo
utilizados os lances virtuais conforme a equagao (21). Os lances virtuais sao utilizados
para inflar os lances dos jogadores que possuem baixa probabilidade de ofertar lances altos
devido as suas distribuigoes de probabilidade. Isso, portanto, serve o proposito de forcar os
jogadores mais competitivos, ou seja, aqueles com distribui¢oes de probabilidade nas quais
possuir valor real alto ocorre com alta probabilidade, a realizarem pagamentos que sejam
altos.

Para o caso em que as distribuicoes de probabilidade dos jogadores é uniforme, o Leilao
de Myerson pode ser considerado equivalente ao Leilao de Segundo Pre¢o com o acréscimo
de um preco de reserva, o que aumenta a receita esperada do leiloeiro.

4.6 Receita Esperada do Leilao de Myerson

Para que possamos relacionar a receita esperada do Leilao de Myerson com os resultados
que obtivemos para os leildes de Primeiro e de Segundo Prego, vamos analisar o caso
em que as distribuigoes de probabilidade dos jogadores sao uniformes e independentes no
intervalo [0,1]. Analisaremos primeiramente a situagdo em que temos dois jogadores e,
posteriormente, generalizaremos para n jogadores.

Como o Leilao de Myerson apresenta um prego de reserva r;, devemos consideréd-lo em
nossos calculos. Temos que f(rf) =1 e F(rf) = r} (pois a distribui¢do de probabilidade
¢ uniforme). Para que tenhamos ¢;(rf) = 0, de acordo com a equac@o (21), o prego de
reserva sera

i(ry) =r; — L =0. (23)

7

Resolvendo a equagao (23), obtemos 7} = %
Lema 10. No Leilao de Myerson com 2 jogadores neutros em rela¢ao ao risco, cujos va-
lores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade no
intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro é 2.
Demonstracao. Devido ao prego de reserva, teremos 4 casos, pois cada um dos dois joga-
dores pode apresentar um lance maior ou menor que o prego de reserva.

O primeiro caso ocorre com probabilidade P = i e é aquele em que temos I; < % e
l; < % Dessa forma, o item nao é vendido e a receita do leiloeiro é igual a 0.

Os segundo e terceiro casos ocorrem quando temos I; < % el > %, e quando I; > % e
l; < %, respectivamente. Esses dois casos em conjunto ocorrem com probabilidade P 3 = %,

resultando numa receita de % ao leiloeiro.
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O quarto caso ocorre com probabilidade Py = % e é aquele em que temos [; > % el > %
Para calcular a receita do leiloeiro neste caso, utilizamos uma abordagem similar aquela
utilizada para calcularmos a receita esperada no Leilao de Segundo Prego.

Como estamos analisando o caso em que v; > % ewv; > %, a distribuicao de probabilidade
de v; e v; ndo serd uniforme no intervalo [0,1]. Dessa forma, a Fungao Densidade de
Probabilidade sera f’(z) = 2 e a Fungao de Densidade Acumulada sera F'(z) =2 -2z — 1.

Denotamos g(z,2) como a Funcao Densidade de Probabilidade para min{(v;,v;) : v; >
%, vj > %} = . A Fungao Densidade de Probabilidade para v; = z e v; > v; € f'(x)-P(v; >
v;) = f'(z)-(1—F'(z)). Como f'(z) =2e F'(z) = 2-x—1, temos f'(z)-P(v; > v;) = 4—4-z.
De forma andloga, para v; = x e v; > vj;, temos que a Fun¢ao Densidade de Probabilidade
¢ f'(x) - P(v; > vj) =4—4-z. Somando as densidades de probabilidade de ambos os casos,
obtemos g(z,2) =8 — 8 - x.

Denotamos por h(x,2) a Fungdo Densidade de Probabilidade para a variavel aleatoria
min{l;,l;} condicionada a [; > % elj > % Como o Leilao de Myerson é & prova de
estratégia, temos que h(zx,2) = g(z, 2).

Portanto, a receita esperada do leiloeiro no caso 4 ¢é

/11x'h(:c,2)d:1::[18'(x—x2)daz:g. (24)

2

Finalmente, a receita total esperada do leiloeiro é
=—. (25)

O

Observa-se que no Leilao de Myerson obtemos receita esperada de %, enquanto os
Leiloes de Primeiro e Segundo Prego geram receita esperada de % Um aumento, portanto,
de 25% na receita esperada para um leilao com dois jogadores.

Lema 11. No Leilao de Myerson com n jogadores neutros em relacdo ao risco, cujos
valores reais sao independentes e advindos de uma distribuicao uniforme de probabilidade
no intervalo [0,1], a receita esperada do leiloeiro é nL—&—l — %
Demonstracao. Para o caso geral com n jogadores, de forma anéloga ao que fizemos para o
caso com dois jogadores, vamos calcular a receita esperada do leiloeiro para a situacdao em
que temos k jogadores informando lances [; > % Cada um dos k jogadores pode possuir o
segundo maior valor real e, para cada um desses casos, um dos k — 1 demais jogadores deve
possuir valor real igual ou superior, e k — 2 jogadores devem possuir valores reais inferiores.
Daf temos a densidade de probabilidade g(z, k) = k- (k—1) - f(z)- (1 — F(z)) - F(z)F 2
Como o leilao é a prova de estratégia, temos que g(z, k) = h(z, k) =k-(k—1)-2-(2—
2-x)- (2 -2 —1)k2. Portanto a receita esperada do leiloeiro é

1 1
/Ilcx-h(x,k:)dx:(k‘zk:)-/é4o(:nx2)-(2-:vl)k_2d:v:kf_1. (26)

Para o Leilao de Myerson com dois jogadores, tinhamos um total de apenas 22 casos.
Para o caso geral com n jogadores, teremos 2" casos, pois cada um dos n jogadores pode
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ter um lance maior ou menor que % Para cada um desses 2" casos, podemos calcular a
receita esperada do leiloeiro a partir da probabilidade de termos k jogadores com lances
maiores que % Podemos ter de 0 a n jogadores com lances acima de % Temos portanto
que a receita total esperada do leiloeiro é

1 & (n k n  1-27"

. Z . = — ) (27)

2n — k) kE+1 n+1 n+1

O

5 Conclusao

Neste trabalho, estudamos leiloes de um tnico item e apresentamos alguns dos principais
conceitos que nos permitiram analisar suas estratégias e calcular a receita esperada para o
leiloeiro.

Para o Leilao de Primeiro Preco, descobrimos que nao hé estratégia dominante, e que
para o leilao com n jogadores uma estratégia de equilibrio é informar

n—1

li:’Ui‘
n

Ja para o Leilao de Segundo Preco, que é & prova de estratégia, existe um estratégia
dominante que consiste em informar

li = ;.

Para ambos os leiloes, assim como para quaisquer leiloes que satisfacam as premissas
do Teorema da Equivaléncia de Receita, provamos que a receita esperada do leiloeiro é
equivalente a

n—1
n+1
Ao buscarmos um tipo de leildo que permite maximizar a receita esperada do leiloeiro,
descobrimos o Leilao de Myerson, que nao respeita todas as premissas do Teorema da
Equivaléncia de Receita e apresenta uma receita esperada superior aquelas dos Leiloes de
Primeiro e Segundo Prego. Esse tipo de leilao introduz o conceito de lance virtual, ao
utilizar a distribuicao de probabilidade dos jogadores e seus lances reais para definir um
lance virtual que definira o vencedor do leilao. O Leilao de Myerson é a prova de estratégia,
e sua estratégia dominante equivale a informar

li = ;.

Para a situacao em que a distribuicao de probabilidade dos jogadores é uniforme, o
Leilao de Myerson é equivalente ao Leilao de Segundo Prego com um prego de reserva igual
a % Dessa forma, a receita esperada do leiloeiro é

n 1—-2="
n—+1 n—+1
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Apesar de o Leilao de Myerson apresentar alta receita esperada para o leiloeiro, ele
possui as caracteristicas de nem sempre alocar o item ao jogador com o lance mais alto,
e de incorporar a distribuicao de probabilidade dos jogadores & decisao de a qual jogador
alocar o item. Dessa forma, apesar de ser muito interessante teoricamente, o Leilao de
Myerson é dificil de ser utilizado na prética.

No entanto, ao termos um leilao que segue o Teorema da Equivaléncia de Receita
com n + 1 jogadores, teremos uma receita esperada superior ao Leilao de Myerson com n
jogadores. Concluimos, portanto, que a concorréncia é um fator tao relevante para a receita
esperada do leiloeiro que a inclus@ao de um tnico jogador no leilao é mais importante do
que a utilizagdo de um leildao matematicamente 6timo para a maximizacao da receita.
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