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Prefacio

A Teoria de Ramsey é uma area da Matematica que unifica o tema “desordem completa
é impossivel”. Mais especificamente, observamos que se uma estrutura é grande o suficiente,
entao ela possui uma subestrutura bem especial e ordenada. Este fenémeno ocorre em
diversos campos da Matematica, como Combinatéria, Geometria e Teoria dos Numeros.
Este texto aborda conceitos basicos e alguns dos resultados classicos em Teoria de Ramsey
aplicada a grafos.

O exemplo mais simples de tal corpo teérico é frequentemente apresentado na seguinte
histéria: em uma festa com pelo menos seis pessoas, trés delas se conhecem mutuamente
ou trés delas nao se conhecem mutuamente. Se enxergarmos a relagao de conhecer como
simétrica, o mesmo pode ser traduzido para linguagem de Teoria de Grafos como: todo grafo
com pelo menos seis vértices possui um tridngulo, ou, entao, o seu grafo complementar possui
um tridngulo. A Teoria de Ramsey inicia-se pela generalizagdo sucessiva deste enunciado
para grafos e hipergrafos.

A Teoria de Ramsey tem seu nome em homenagem ao matematico e filésofo britanico
Frank P. Ramsey, por seu trabalho, em légica, publicado em 1930 [32], mas apenas adquiriu
um corpo teodrico coeso na década de 1970. A Aarea vem recebendo grande atengdo nos
altimos vinte anos por suas conexoes com diversos campos da Matemaética e, ainda assim,
muitos dos seus problemas fundamentais permanecem sem solucao. Além disso, pouco da
teoria propagou-se para os livros didaticos em nivel de graduagao. Entretanto, é possivel
abordar parte da teoria sem recorrer ao ferramental mais avancado.

Considerando a lacuna da literatura citada anteriormente, este texto tem por objetivo
apresentar conceitos basicos da Teoria de Ramsey em grafos em um nivel introdutério e em
lingua portuguesa. Além disso, abordamos alguns topicos mais avancados como niimeros de
Ramsey para grafos gerais, o método probabilistico e o Lema Local de Lovasz.

iii



CAPITULO 1

Introducdo

No primeiro dia de aula em uma escolinha de matemaética, a professora preparou uma
gincana para entrosar os alunos. Ela os sorteou em grupos de seis, e cada grupo deveria
sentar-se em mesas separadas. O objetivo era que os alunos conversasem entre si sobre o
que fizeram durante as férias e, potencialmente, criassem novas amizades. Alguns alunos
haviam sido colegas nos anos anteriores e, portanto, ja se conheciam; outros alunos vieram
de turmas diferentes, entdo nao conheciam a todos. Além disso, novos alunos entram na
escola todo ano para aprender matemaética!

Apo6s o sorteio, a professora supervisionou atentamente os grupos e observou que em
algumas mesas, trés alunos ja se conheciam. Ja em outras mesas, até quatro alunos ja se
conheciam. Preocupada se a gincana teria o efeito desejado, ela adotou outra estratégia e
focou apenas nos alunos que ainda nao se conheciam. Em algumas mesas, havia trés alunos
que ainda nao se conheciam, mas outras pareciam menos promissoras, nao havendo nem
trés alunos que nao se conheciam. O fato curioso era que nestas mesas havia trés alunos
que se conheciam. Sendo uma professora de matematica, ela se perguntou se existia algum
motivo para isto acontecer. Serd que se ela fizesse outro sorteio, poderia haver uma mesa
em que nenhum grupo de trés alunos se conhecessem e nenhum grupo de trés alunos nao se
conhecessem? Por sorte, a professora havia estudado Teoria de Grafos e conseguiu verificar
o seguinte fato:

Fato 1. Em uma mesa com seis alunos, trés alunos se conhecem ou trés alunos nao se
conhecem.

Vamos ver agora como que a professora percebeu este fato. Considere que vocé seja um
dos seis alunos da mesa. Dos cinco restantes, vocé conhece uma quantidade, digamos c, e
também nao conhece uma quantidade n. Sabemos que ¢+mn = 5. Isto nos dé que, ou ¢ > 3,
oun > 3. De fato, se ¢ < 2 e n < 2 occorrerem simultaneamente, 5 = ¢ +n < 4, o que
¢ absurdo. Suponha que ¢ > 3. Isto significa que vocé conhece pelo menos trés dos outros
alunos, digamos Alberto, Bruna e Carlos. Se existe alguma amizade entre eles, digamos,
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Alberto e Carlos so amigos, entdo a mesa possui um grupo de trés alunos que se conhece,
vocé, Alberto e Carlos. Caso isto nao ocorra, entdo Alberto, Bruna e Carlos formam um
grupo de trés alunos que nao se conhecem. O caso n > 3 segue do mesmo raciocinio.

O Fato 1 pode ser considerado o primeiro resultado na Teoria de Ramsey e possui ge-
neralizacdes interessantes. Além disso, ele possui uma formulacdo mais clara em termos de
coloragao de grafos. Na proxima segao, introduzimos os conceitos da Teoria de Grafos que
sa0 necessarios para adentrar o universo da Teoria de Ramsey em grafos. Mesmo um leitor
familiarizado com grafos é convidado a fazer uma leitura rapida da secao para se familiarizar
com a notagao utilizada neste texto.

1.1 Nocoes de Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), que consiste em um conjunto V(G) de
vértices e um conjunto E(G) de arestas, disjunto de V(G), acompanhado de uma funcao
de incidéncia ¥ que associa cada aresta de E(G) a um par de vértices de V(G), nao
necessariamente distintos. Uma aresta e € E(G) e vértices u,v € V(G) sao ditos incidentes
se Ug(e) = {u,v}. Neste caso, diz-se ainda que u e v s@o as extremidades de e. A incidéncia
relaciona elementos de conjuntos distintos, neste caso, vértices e arestas. Uma outra relagao
é a de adjacéncia, que se aplica para elementos de mesma natureza. Dois vértices u e v sao
ditos adjacentes em G se existe uma aresta e em G tal que Ug(e) = {u,v}. Duas arestas e
e f sao ditas adjacentes em G se existe um vértice v em G tal que v € Vg (e) N Vg (f), isto
é, se existe um vértice v que incide simultaneamente em e e f.

Vamos construir um grafo G = (V(G), E(G)) para ilustrar estas defini¢goes. O conjunto
de vértices serd V(G) = {u, v, w,x} e o conjunto de arestas serd E(G) = {e, f,qg,h,j, k,[,s}.
Falta definir a funcdo de incidéncia W, que associa as arestas aos vértices:

Va(e) = {v,z} Va(f) = {u, v} Va(g) = {u,v} Va(h) = {v, w}
Va(j) = {v, w} Va(k) = {u,z} Va(l) = {w,z} Va(s) = {z}

Isto completa a definicao do grafo (G. Uma maneira interessante de representar grafos
¢ por meio de um desenho. A Figura 1 representa o grafo G da seguinte maneira: os
vértices sao indicados por circulos e as arestas sao indicadas por linhas que unem os circulos
que correspondem aos vértices nos quais a aresta incide. A representagdo grafica é muito
importante pois nos permite criar uma intui¢ao sobre a estrutura dos grafos. Vale a pena
notar que um mesmo grafo pode possuir mais de um desenho: basta desenhar os vértices em
posigoes diferentes do plano. De fato, a posigao dos vértices e das arestas nao é importante,
é a relacao entre os vértices e as arestas que caracteriza a estrutura do grafo.

O desenho de um grafo pode ser um bom representante da estrutura, mas dois grafos
com o mesmo desenho ndo sdo necessariamente iguais. Do ponto de vista formal, dois grafos
G e H sao idénticos quando G = H no sentido da Teoria de Conjuntos, isto ¢, V(G) e V(H)
sao o mesmo conjunto, E(G) e E(H) sdo o mesmo conjunto e ¥ e Uy sdo a mesma fungao.
Por exemplo, os grafos G e H da Figura 2 nao sao idénticos pois V(G) # V(H), no entanto,
eles possuem, efetivamente, a mesma estrutura.
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Figura 1: Representacao grafica do grafo G.

Esta nocao de igualdade de grafos é, como vimos, muito restritiva. Para capturar a
nocao de que dois grafos diferentes possuem a mesma estrutura, definimos um isomorfismo
entre dois grafos G e H como um par de bijegoes 0 : V(G) — V(H) e ¢ : E(G) — E(G)
tais que elas preservam a relacao de incidéncia, isto ¢, Wg(e) = {u,v} se e somente se
Ur(o(e)) = {0(u),0(v)}. Quando existe um isomorfismo entre dois grafos G e H, dizemos
que eles sao isomorfos, e escrevemos G ~ H.

Figura 2: Dois grafos nao idénticos G ¢ H que sao isomorfos.

Grafos isomorfos possuem essencialmente a mesma estrutura e sao considerados como
iguais para todos os efeitos praticos. De fato, muitas vezes, os nomes que os vértices possuem
nao tem nenhuma importancia. Quando abrimos mao de definir os nomes dos vértices,
temos um grafo ndo rotulado, em contrapartida aos grafos rotulados. Muitas vezes, apenas
nos interessa a interconectividade dos vértices e, entdao consideramos grafos nao rotulados,
nomeando os vértices e arestas conforme necessario.

Formalmente, a relagdo de isomorfismo ~ é uma relagdo de equivaléncia na classe de
todos os grafos. As classes de equivaléncia s@o compostas por grafos rotulados que sao
equivalentes sob a relagao de isomorfismo. Grafo nao rotulado é um nome que damos a uma
destas classes de equivaléncia, nao sendo um grafo propriamente dito e, sim, uma entidade
abstrata que carrega em si a estrutura de um grafo sem incluir os rétulos dos vértices e das
arestas.
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O que nos permite escolher um representante dentro desta classe sem perda de generali-
dade é o fato de que a maioria das propriedades estudadas pela Teoria de Grafos é invariante
por isomorfismo, isto é, se um grafo tem determinada propriedade, qualquer grafo isomorfo
a ele possui a mesma propriedade. Portanto, ao rotular vértices e arestas de um grafo nao
rotulado, podemos fazé-lo de forma arbitraria e sem perda de generalidade.

Uma outra nogao fundamental é a de subgrafo. Seja G um grafo, dizemos que H é um
subgrafo de G, se H for um grafo tal que V(H) C V(G), E(H) C E(G) e ¥ ¢é restrigdo
de Y. Quando H é subgrafo de GG, também dizemos que G possui H, ou que existe uma
copia de H em G. Em geral, diremos que H é um subgrafo de G quando existir subgrafo de
G isomorfo a H.

Uma nocao ligeiramente distinta de subgrafo é a de subgrafo induzido. Seja G =
(V(G), E(G)) um grafo e S C V(G) um subconjunto de vértices. O grafo G[S] é o grafo cujo
conjunto de vértices é S e cujo conjunto de arestas consiste nas arestas de G que possuem
ambas extremidades em S. Dizemos que G[S] é um subgrafo de G induzido pelo conjunto
de vértices S.

Até agora, a definicdo de grafos que temos é bastante abrangente e permite algumas
situacoes que nao gostariamos de considerar em nosso estudo. A primeira situagdo especial
ocorre quando duas arestas e e f incidem nos mesmos vértices, isto é, ¥g(e) = Yg(f), neste
caso dizemos que e e f sdo arestas paralelas. No grafo exemplificado na Figura 1, f e g
sdo arestas paralelas. A segunda situag@o é quando e incide em apenas um vértice v, isto é,
Uei(e) = {v}, como é o caso da aresta s da Figura 1, e dizemos que esta aresta é um laco.
Um grafo no qual ndo existem arestas paralelas ou lagos é dito um grafo simples. Neste
estudo, consideraremos apenas grafos simples.

Seja G um grafo simples e u e v dois vértices de G. Se u e v forem adjacentes, entao existe
uma Unica aresta e em G com Vg(e) = {u,v}. Portanto podemos identificar e por {u, v} ou
uv. De fato, quando G é simples, a funcao de incidéncia V¢ fica definida implicitamente e
nomeamos as arestas por suas extremidades. Dessa forma, ao definir grafos simples, pode-se
omitir a fun¢ado de incidéncia ¥, definindo o conjunto das arestas E(G) como um subconjunto
de pares de vértices. Para tal proposito, dado um conjunto S, definimos o conjunto de pares
de elementos de S por (g), assim, podemos ver um grafo como um par G = (V(G), E(Q))

no qual E(G) C (V(QG)). Em geral, denotamos o conjunto de todos os subconjuntos de S

com k elementos por (g), e temos a propriedade |(g)’ = (‘2').

Para simplificar a notacao, quando nao houver ambiguidade, podemos nos referir ao
conjunto de vértices apenas por V e o conjunto de arestas por F em um grafo G = (V, E).
A quantidade de vértices de um grafo é chamada de ordem do grafo e costuma ser denotada
por n ou v(G). Ja a quantidade de arestas em um grafo é chamada de tamanho do grafo, e é
denotada por m ou e(G). Se G é um grafo simples, observamos que E C (‘2/), o que implica
que m < (g) = O(n?), isto é, um grafo simples tem uma quantidade de arestas limitada ao
quadrado do seu nimero de vértices.

Se v é um vértice de um grafo simples G, entao a vizinhan¢a Ng(v) de v é o conjunto dos
vértices adjacentes a v. O grau de um vértice dg(v) é a cardinalidade de sua vizinhanca!, isto

!Esta definicdo de grau de um vértice esta restrita a grafos simples. No caso geral, o grau de um vértice
v € a quantidade de vezes que arestas incidem nele, isto é, o o nimero de arestas que incidem em v com os
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¢, dg(v) = |Ng(v)|. Quando o grafo for conhecido pelo contexto, utilizamos apenas N (v) e
d(v). Quando todos os vértices de um grafo possuem o mesmo grau, ele é dito regular. Um
grafo regular no qual todo vértice possui grau k é dito k-regular. O valor minimo dentre os
graus de um grafo G é denotado por §(G), e o maximo, por A(G).

Seja G = (V, E') um grafo simples. Consideremos a soma ) i d(v), isto é, a soma dos
graus de todos os vértices de G. Cada vértice v incide em d(v) arestas. Além disso, cada
aresta incide em exatamente dois vértices, ja que o grafo nao possui lacos. Estes dois fatos
nos ddo que a soma conta todas as arestas exatamente duas vezes?, logo Y, i, d(v) = 2|E|.
Este resultado é conhecido por Handshaking Lemma e é demasiadamente atil. Uma primeira
aplicagao é a observagao de que um grafo simples s6 pode ter uma quantidade par de vértices
de grau impar. De fato, o resultado anterior nos da que a soma dos graus dos vértices de GG
¢ sempre par, isto &, > i, d(v) =0 (mod 2). Se A é o conjunto de vértices de grau fmpar,
temos - y d(v) =D cad(v) =30, 41 = |A] (mod 2).

Algumas vezes, grafos que possuem algum tipo de estrutura em comum sao agrupados
em familias e recebem um nome que é inspirado por suas propriedades ou em homenagem
ao matematico que primeiro as estudou. Um aspecto importante da Teoria de Grafos é que
ela se trata, essencialmente, do estudo de estruturas e, portanto, é importante que se tenha
a disposicao um grande arsenal de familias de grafos bem conhecidas e estudadas.

A primeira familia de grafos a ser estudada é a dos grafos completos. Um grafo G é dito
completo quando ele é um grafo simples no qual todos os vértices sao adjacentes. Denota-se
o grafo completo com n vértices por K,. A Figura 3 contém desenhos de alguns grafos
completos pequenos. Ao definir uma familia de grafos, é comum estudar um pouco de suas
propriedades. Por exemplo, podemos ver que e(K,) = (g), pois K, é um grafo simples e
qualquer par de vértices é adjacente.

° — o
K1 K2

K3
Ky K

Kg

Figura 3: Grafos completos de ordem 1 até 6.

Uma outra familia de grafos importante na Teoria de Ramsey é, surpreendentemente, a
familia dos grafos vazios. Um grafo G é vazio quando ele ndo possui nenhuma aresta. E
importante notar que um grafo vazio ainda pode ter vértices.

lagos contados duas vezes.
2Note que um laco incide duas vezes na mesma aresta. Desta forma, mesmo que o grafo possua lacos
esta contagem permanece valida.
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Uma maneira de relacionar os grafos completos e vazios é por meio da operagao de
complementacao. Seja G = (V, E) um grafo simples. O complemento de G é um grafo
G com o mesmo conjunto de vértices V, no qual dois vértices sao adjacentes em G se e
somente se eles ndo sio adjacentes em G. Em outras palavras, o conjunto de arestas de G
¢ o complemento de F em relagao a (‘2/) Portanto, podemos escrever apenas G = (V, E)

e notamos que para todo grafo simples G, G = G. Temos entdo que o grafo vazio com n
vértices é o complemento de K, logo o denotamos por K,,.

Finalmente, o altimo conceito necessario nesta introducao é o de coloracao de arestas. A
no¢ao de coloragao é muito importante em Teoria de Grafos, sendo intimamente relacionada
aos seus primoérdios. A idéia principal de coloragoes é mapear o conjunto de vértices ou de
arestas em um conjunto de cores C. Utiliza-se cores no lugar de indices ou ntimeros para
enfatizar a auséncia de estrutura no conjunto. Assim, se G = (V, F) é um grafo, entdo uma
coloragao de arestas de G com k cores é um mapa entre E e um conjunto de k cores, isto
é, uma funcao ¢ : E(G) — C, no qual C = {C4,...,C;} é um conjunto de k cores. Uma
coloragao de arestas com k cores também é chamada de k-coloragdo de arestas. Por exemplo,
a Figura 4 exemplifica uma 3-coloragao de arestas do grafo construido no inicio desta segao.

Figura 4: Exemplo de coloragao de arestas com trés cores.

Podemos explicitar quais cores sao utilizadas na coloracao chamando de RB-coloragao
uma 2-coloracgao de arestas nas cores R e B, por exemplo. Note que se considerarmos apenas
arestas de cor C' em ¢, temos um subgrafo de G, que é denotado por G¢. Neste texto, quando
alguma notacao incluir G¢ como indice, podemos simplificar para apenas C. Por exemplo,
a vizinhanga do vértice v no grafo G¢ pode ser denotada por No(v) em vez de Ng,(v).
Note também que uma coloragao de arestas pode ser vista como uma particao do conjunto
de arestas nas partes ¢ 1(C;). Desta forma, estamos particionando as arestas do grafo em
classes determinada pela cor. Por exemplo, a coloragao da Figura 4 particiona o conjunto
de arestas em {k,j}, {e, f,q,s} e {h,l}.

1.2 Numeros de Ramsey

No inicio do capitulo, vimos o problema das mesas, para o qual mostramos que em mesas
de seis alunos, existem trés alunos que se conhecem ou trés alunos que nao se conhecem.
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Consideremos, agora, um grafo G no qual os vértices sao os seis alunos na mesa e uma aresta
conecta dois alunos quando eles se conhecem. Note que G é o grafo em que dois alunos sao
adjacentes quando nao se conhecem. O problema das mesas, entao, nos diz que se G possui
6 vértices, entdo G ou G possui um triangulo como subgrafo.

Observar o mesmo fato em termos de coloragoes é ainda mais vantajoso. Novamente,
considere G como o grafo em que os vértices sdo as seis pessoas na festa, mas, desta vez,
considere o grafo completo. Realizamos uma coloragao das arestas de G em duas cores,
c: E(G) = {R,B} (R e B denotam vermelho e azul, respectivamente?®), de forma que
c(zy) = R, se x e y sdo pessoas que se conhegem e c(xy) = B, se x e y sdo pessoas que nao
se conhecem. Assim, o objetivo é mostrar que G possui um tridngulo monocromético, isto
é, um triangulo no qual todas as trés arestas tem a mesma cor. Equivalentemente, podemos
dizer que G ou G'p possuem um tridngulo. Considerando esta formalizagao por coloragoes
de arestas, podemos reformular o Fato 1.

Proposicao 2. Se G é um grafo completo com 6 vértices e ¢ : E(G) — {R,B} é uma
coloragao de arestas, entdo G possui um tridngulo monocromdtico.

Demonstragao. Seja v € V(G) um vértice arbitrario e seja N(v) a sua vizinhanga. O
vértice v se liga aos vértices de N (v) utilizando arestas vermelhas ou azuis. Logo N(v) =
Npr(v)UNpg(v). Como o grau de v é 5, entao dg(v) + dg(v) = 5. Pelo principio das casas
dos pombos, alguma cor dentre R e B, digamos R, é tal que dg(v) > 3. Agora, observe que
se existem dois vértices em Ng(v) ligados por uma aresta vermelha, entéo eles formam um
tridngulo vermelho se unidos com v. Caso contrario, isto é, caso nao existam dois vértices
de Ng(v) ligados por arestas vermelhas, toda aresta com ambas as extremidades em Ng(v)
é azul, o que garante a existéncia de um tridngulo azul em G. Desta forma, em ambos os
casos, G possui um tridngulo monocromatico. ]

Figura 5: Coloragao do K5 sem K3 monocrométicos.

Algo interessante de notar é que, com cinco vértices, este fato pode ser evitado: existe
uma coloragao das arestas do K5 que nao possui tridngulos monocrométicos, como podemos
observar na Figura 5. Com esta observacao, concluimos que seis é o menor numero de
vértices que um grafo completo precisa ter de forma que qualquer coloracao de suas arestas
com duas cores possua um tridngulo monocromético.

3Estes simbolos estdo sendo usados porque R e B séo tradicionais na Teoria de Ramsey e referem-se aos
nomes das cores vermelho (red) e azul (blue).
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Agora que entendemos em que condi¢oes uma coloragao de arestas em duas cores neces-
sariamente possui um tridngulo monocromético, podemos estudar quando é possivel evitar
a existéncia de outros grafos completos como subgrafo monocromético. Isto nos leva a
definicao dos niimeros de Ramsey a seguir.

Definigao 3. O k-ésimo nimero de Ramsey, R(k), € o menor inteiro positivo n tal que
qualquer coloracdo de arestas em duas cores do grafo K, possui um K monocromdtico.

Com esta defini¢ao, podemos reescrever o enunciado da Proposi¢ao 2 como R(3) < 6,
uma vez que ele nos mostra que 6 vértices sao suficientes para encontrar um tridngulo
monocromatico. A Figura 5 mostra que R(3) > 5, logo obtemos R(3) = 6. Este resultado
apareceu pela primeira vez como um problema da competicao de mateméatica universitaria
Putnam?, em 1953.

Observamos também que R(1)
um vértice qualquer e que R(2) =
coloragao.

Antes de estudar outros valores conhecidos de R(k) e seguintes generalizagoes deste
conceito, é importante mostrar que eles estdo bem-definidos. Ou seja, precisamos verificar
que, para todo k, realmente existe um nimero n tal que qualquer coloracao de arestas do
K, possui um Kj; monocromético. Esta questao nao é trivial;, poderia ser o caso de que
se k fosse suficientemente grande, fosse possivel evitar a existéncia de Kj monocrométicos
em alguma coloragao com n arbitrariamente grande. Como vamos ver a seguir, este nao é
o caso. De fato, vamos encontrar um limitante superior para o nimero de Ramsey, que é
suficiente para determinar que R(k) esta bem definido.

= 1, uma vez que um K7 monocromatico é simplesmente
2 pois um K5 monocromaético é uma aresta qualquer da

Teorema 4 (Ramsey, 1930). Para todo k € N, R(k) < 2262 < 4% Em particular, R(k)
estd bem definido.

Demonstracao. Esta prova consiste em sucessivas aplicagoes do principio da casa dos pom-
bos. Seja G = G! um grafo completo com n > 2! vértices e com uma RB-coloracio c.
Vamos encontrar uma cépia monocromética de Ki em G se fizermos n grande o suficiente
e escolhendo [ de forma apropriada.

Seja v; € V(G'). Por definigao, |N(v1)| = n — 1. Considere as vizinhangas disjuntas
Npr(v1) e Ng(v1) e note que Nr(v1)UNpg(v1) = N(v1). Pelo Principio da Casa dos Pombos,
ou |[Ng(v1)| > 271, ou |Np(v1)| > 271, Note que nio é possivel que |Ngp(vy)| < 2871 e
|Np(v1)| < 2!~1 simultaneamente pois (2!t — 1) + (27! — 1) = 2! — 2 < n — 1. Denote por
Cy a cor que possui a maior vizinhanca a partir de v;. Seja G2 = G'[N¢, (v1)], isto é, o
subgrafo de G! induzido pela maior vizinhanga de v;. Por construgao, |V (G?)| > 2/=1.

Seja vy € V(G?). Repetindo o raciocinio usado para construir G2, obtemos uma cor
Cy e um subgrafo G = G?[N¢,(v2)] tal que |V (G®)| > 2172, Por indugao, repetimos este
processo e obtemos o subgrafo G! com |V(GY)| > 21~ Enquanto 2+17* > 1, existe

4A William Lowell Putnam Mathematical Competition, comumente referida apenas por Putnam Compe-
tition, é uma competicao anual de matematica para alunos de graduagao do Canadé e dos Estados Unidos.
No ano de 1953, a segunda questao do primeiro dia enunciava: Six points are in general position in space
(no three in a line, no four in a plane). The fifteen line segments joining them in pairs are drawn and then
painted, some segments red, some blue. Prove that some triangle has all its sides the same color. [6]
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Gl

Figura 6: Construgao recursiva da sequéncia de vértices v; e cores.

alguma vizinhanga colorida nao vazia, e podemos continuar o processo. Portanto, quando
t = 1 + 1, garantimos que G'*! possui um vértice, o qual denotamos v;4; ¢ nido podemos
mais continuar o processo.

Desta forma, obtemos: uma sequéncia de grafos G',G?,...,G'*! tal que |V(GY)| >
2+1=%: yuma sequéncia de vértices vy, va, ..., v com v; € V(G?); e cores C1,...,C), com a
propriedade de que o vértice v; se conecta a todos os outros vértices seguintes nesta sequéncia
com a cor Cj, isto &, C'(v;v;) = C; se j > i. A Figura 6 ilustra este processo.

Finalmente, escolhendo I = 2k — 2, obtemos uma sequéncia de 2k — 1 vértices e 2k — 2
cores. Pelo Principio da Casa dos Pombos, alguma cor aparece pelo menos k — 1 vezes,
digamos que a cor C ocorra nos indices Cy;, = Cy, = -+ = Oy, ,. Isto implica que
os vértices Vg, Vay, - - - Vg,_, formam um Kj_; monocromatico. No entanto, recorde que o
ultimo vértice vy recebe arestas de cor C' dos vértices v,,, portanto, podemos adiciona-lo ao
K}, para obter um Kj monocromético. Com isto, concluimos que R(k) < 22k=2 <4k O
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Embora este teorema seja associado a Frank P. Ramsey, um matemético e filosofo brita-
nico que estudou Loégica, ele nao foi provado nesta forma e nem utilizando este método. O
teorema, na forma como ele provou [32], era sobre conjuntos infinitos, mas a prova original
se assemelha em estrutura a prova aqui apresentada.

Agora, com o Teorema 4, sabemos néo s6 que os numeros de Ramsey estao bem-definidos
mas também estabelecemos uma cota superior concreta para o seu valor. Nos proximos
capitulos, vamos ver generalizacoes deste resultado, em conjunto com algumas técnicas mais
recentes.



CAPITULO 2

Nameros de Ramsey Classicos

Antes de estudar os ntimeros R(k) para valores maiores de k, é conveniente generalizar
nossas definigbes. Até agora, definimos os numeros de Ramsey da seguinte maneira: R(k)
é o menor inteiro positivo n, tal que qualquer coloragdo de arestas em duas cores do K,
possui um Kj monocromético. Existem diversas maneiras de generalizar esta defini¢ao, a
primeira delas esta explicitada a seguir.

Definigao 5. R(k,s) é o menor inteiro positivo n, tal que qualquer coloragdo de arestas em
duas cores do grafo K, possui um Ky da primeira cor ou um Ky da seqgunda cor.

Note que esta definigao contém a antiga pois R(k) = R(k, k), que sdo chamados de nime-
ros de Ramsey diagonais. Ressaltamos que nao é preciso demonstrar novamente que estes ni-
meros estao bem-definidos, uma vez que segue da definigao que R(k, s) < R(max{k, s}) < occ.

2.1 Pequenos Numeros de Ramsey

Vamos analisar inicialmente alguns valores de ntimeros de Ramsey que sao imediatos de
determinar. Por exemplo R(1,k) = 1 para qualquer valor de k, uma vez que é impossivel
evitar um K; monocromatico em qualquer cor quando o grafo possui vértices. Além disso,
temos R(2, k) = k, dado que ndo possuir K3 em alguma cor significa que ela ndo estéa presente
na coloragao. Como temos a simetria R(k,s) = R(s, k), os valores realmente interessantes
sao obtidos para k,s > 3; o primeiro deles, R(3,3) = 6, ja foi apresentado.

Vamos agora estudar o ntumero R(3,4), utilizando um argumento semelhante ao do
R(3,3), porém ligeiramente mais sofisticado. O namero R(3,4) foi determinado em 1955,
por Greenwood e Gleason [21], e estd apresentado a seguir. Neste trabalho, os autores
obtiveram outros resultados e alguns destes também estao apresentados a seguir.

11
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Proposicao 6 (Greenwood, Gleason [21]). R(3,4) < 9.

Demonstracao. Seja G um grafo completo com nove vértices e ¢ uma RB-coloragao. Supo-
nha que nao exista K3 vermelho ou K4 azul. Seja v € V(G) um vértice qualquer. Considere
as vizinhangas Ngr(v) e Np(v) de tamanhos dr(v) e dp(v), respectivamente. Assim, temos
que dgr(v) + dp(v) = 8. Suponha que dr(v) > 4. Se existirem z,y € Ng(v) tais que
c(ry) = R, entdo formamos um tridngulo vermelho unindo as extremidades desta aresta
com v, 0 que é absurdo. Por outro lado, se todas estas arestas forem azuis, temos um Ky
azul em Np(v). Concluimos que dr(v) < 3, o que implica dg(v) > 5.

Suponha que dg(v) > 6. Como sabemos que R(3,3) = 6, Np(v) possui um triangulo
monocromatico. Como G nao possui K3 vermelho, entdo Np(v) possui um K3 azul. Con-
tudo, isto nos da uma contradi¢ao, pois unindo este K3 com o vértice v, temos um Ky azul.
Portanto, podemos concluir que dg(v) = 5 e dr(v) = 3. Isto, no entanto, vale para qualquer
vértice de GG, em particular, implica que G possui 9 vértices de grau fmpar. Entretanto,
pelo Handshaking Lemma, sabemos que a quantidade de vértices de grau impar em um grafo
precisa ser par, e entdo chegamos em um absurdo.

Portanto, em qualquer caso, contrariamos a hipo6tese de que nao existe K3 vermelho ou
K, azul e, assim, concluimos que R(3,4) < 9. O

o{’f‘,‘}o
WA
YA AT AN

Figura 7: Coloragao de arestas do Kg sem K, vermelho e sem K3 azul.

A Proposigao 6 estabelece uma cota superior para R(3,4). Uma forma de obter uma cota
inferior é por meio da construgdo de uma coloracdo de arestas em duas cores de um grafo
completo sem K3 vermelho e sem K4 azul. A Figura 7 exibe uma tal coloracdo com 8 vértices.
Isto implica que R(3,4) > 8, que em conjunto com a Proposigao 6, implica que R(3,4) = 9.
Embora apenas evidenciar uma coloracao seja suficiente, existem 2(2) = 228 = 268435456
coloragoes de arestas do Kg em duas cores, o que nos deixa intrigados em saber como obter
uma coloracao com esta propriedade.

Proposicao 7 (Greenwood, Gleason [21]). R(3,4) > 8.

Demonstra¢ao. Vamos construir a coloragao de arestas do grafo G da Figura 7. Seja V(G) =
{vg,...,v7}. Considere a seguinte relagao em Zg: dizemos que i ~ j, se i —j = £2 ou =+
3 (mod 8). Note que i ~ j implica em j ~ i e em i+ k ~ j+ k, para todo k. A coloragao ¢
é, entao, definida da seguinte maneira:
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( ) vermelho, se i ~ j;
c(viv;) =
o azul, se 1 oL j.

Inicialmente, vamos mostrar que nao existe K4 vermelho em G. Suponha que v;, vj, v, Uy
formem um K4 vermelho em G. Sem perda de generalidade, podemos supor w = 0, uma
vez que esta relagao é invariante por translagoes. Portanto, temos que ¢ ~ 0, j ~0e k ~ 0.
Isto nos da que 4,7,k € {—3,—2,2,3} e uma vez que eles sdo distintos, algum par dentre
{—3,—-2} e {2,3} esta coberto pelos 7, j ou k. No entanto, —3 ¢ —2 e 3 % 2, o que implica
que estas arestas nao sao vermelhas, impedindo a existéncia de um K4 vermelho.

Para concluir a demonstracao, vamos mostrar que néo existe K3 azul. Suponha que
v;, V5, Vg formem um K3 azul em G. Como i % j implica i + k o j + k, podemos novamente
supor que k = 0, o que nos da que i,j € {—1,1,4}. No entanto, temos que —1 ~ 1, =1 ~ 4
e 1 ~ 4. Ou seja, quaisquer que sejam os valores de i e j, a aresta v;v; nao serd azul.
Portanto, nao existe K3 azul em G. ]

Ainda explorando este tipo de abordagem, Greenwood e Gleason [21] avangaram um
pouco mais e determinaram o valor de R(4,4), como consequéncia dos dois resultados apre-
sentados a seguir.

Proposicao 8 (Greenwood, Gleason [21]). R(4,4) < 18.

Demonstracao. Seja G um grafo completo com 18 vértices e ¢ uma RB-coloragao. Suponha
que nao exista Ky monocromatico. Seja v € V(G). Considere as vizinhangas Ng(v) e
Np(v) de tamanhos dg(v) e dg(v), respectivamente. Assim, temos que dg(v) +dp(v) = 17.
Alguma destas duas vizinhangas possui pelo menos nove vértices, digamos, dg(v) > 9. Com
isto, como R(3,4) = 9 temos que Ng(v) possui um K3 vermelho ou um K4 azul. Como
supusemos que nao existe K, monocromético em G, entdo Ng(v) possui um K3 vermelho.
No entanto, unindo este K3 com o vértice v, obtemos um K4 vermelho, contrariando nossa
hipotese de que nao existe K4 monocroméatico. Assim, concluimos que R(4,4) < 18. O

A Proposigao 9 para o R(4,4) é o analogo da Proposi¢ao 7 para o R(3,4), considerando
a coloragao exibida na Figura 8.

Proposicao 9 (Greenwood, Gleason [21]). R(4,4) > 17.

Demonstra¢ao. Vamos construir a coloragao de arestas do grafo G da Figura 8. Desta vez,
trabalhamos no corpo Z7, com V(G) = {vy,...,vig}. Definimos a seguinte relagao em Z;7:
dizemos que ¢ ~ j se ¢ — j for um residuo quadréatico, isto é, se existe x € Zy7 tal que
i —j = 2 (mod 17). Note que i ~ j implica em j ~ i pois —1 = 42 (mod 17). Temos
também que i ~ j implica em i + k ~ j + k para todo k e em a?i ~ a?j. Construimos a
coloragao c, entao, da seguinte maneira:

( ) vermelho, se i~ j;
c(viv;) =
v azul, se i 7 j.



14 CAPITULO 2. NUMEROS DE RAMSEY CLASSICOS

m SN NS ®

NSNS
EZ IR l'»"‘;“v’»‘,{«’/‘_/ N
- 8!

R 54T “t
NS o2 B A e
S/ AT
KA
pusss
AU\ P )
VZiges Sl
@ SSTueIN XA
WA, AN
W X7 FAASD
’)‘0‘ 5‘4&‘\‘ A O
//&“ XL Z ) ’»‘“ 1857 7
(e A RK]
NGRS AR
NACPL XA
R S @
YA Y ,1‘«;?;/
=l W
N \
A )

Figura 8: Coloragao do K7 sem K4 monocromaticos.

Agora, vamos mostrar que nao existe K4 monocromético em G. Suponha que v;, vj, v, Uy
formem um K4 monocromético em G. Sem perda de generalidade, podemos supor w = 0
uma vez que esta relagao é invariante por translagoes. Portanto, temos que os ntmeros i, 7,
k,i1—7,1—k, j —k sao todos residuos quadraticos ou sao todos residuos nao-quadraticos.
Suponha que todos eles sejam residuos quadraticos. Como 17 é primo, Zq7 é um corpo, logo
o elemento i # 0 possui inverso i ! e ele também ¢é residuo quadratico. Definindo a = i~1j,
b =ik, temos que os nimeros 1, a, b, 1 —a, 1 — b, a — b sao todos residuos quadraticos,
uma vez que os residuos quadraticos sao fechados por multiplicagao.

Se os nameros forem todos residuos nao-quadraticos, entdo i~! também é residuo néo-
quadratico. Definindo a e b da mesma maneira, obtemos que os ntmeros 1, a, b, 1 — a,
1 —b, a — b sao todos residuos quadraticos em Zq7. Isto se deve ao fato de que em Z,, com
p primo, o produto de dois residuos nao-quadraticos é um residuo quadratico’.

Em ambos os casos, temos que 1, a, b, 1 —a, 1 —b, a— b sao residuos quadréticos em Zq7.
Os residuos quadraticos de Zi7 sao 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15 e 16, e nao é possivel escolher a e b
de maneira que todos os nimeros sejam simultaneamente residuos. Isto pode ser verificado
pelo raciocinio a seguir. Suponha que a = 4, entdo 1 — a = 14 (mod 17), que nao é residuo
quadrético. O mesmo verificamos se a = 8, a = 13 e a = 15, obtendo 1 — a = 10 (mod 17),
1—a =5 (mod17) e 1 —a = 3 (mod 17) respectivamente, todos os casos nao sendo residuos

Lembre o simbolo de Legendre, se p é um primo impar e a nio é multiplo de p, definimos (%) =1

se a é residuo quadratico em Z, e (%) = —1, caso contrario. Como o simbolo de Legendre é uma funcao

completamente multiplicativa, se a e b sao residuos nao quadraticos, temos que (%’) = (%) (%) =(-1)(-1) =
1, logo ab é um residuo quadratico. Para mais detalhes, veja o Capitulo 5 do livro Introdu¢do a Teoria dos

Numeros por José Plinio de Oliveira Santos [12].
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quadréaticos. Se a =9 entdo 1 —a = a (mod 17) e os indices nao sao distintos. Portanto, a
tnica escolha restante ¢ a = 2 e b = 16. Entretanto, 1 —a = 16 = b (mod 17) e novamente
nao temos indices distintos. O

E natural, agora, tentar determinar R(k, s) para outros valores de k e s. No entanto, a
dificuldade em determinar os valores de R(k,s) cresce muito rapidamente com s e k. Por
exemplo, o valor de R(5,5) ndo é conhecido e o valor de R(4,5) = 25 foi encontrado por uma
busca computacional extensiva em 1995 [29]. Existe um compéndio dindmico dos resultados
conhecidos sobre nimeros de Ramsey pequenos, mantido por Radziszowski [31], os melhores
valores conhecidos para R(k, s) estao na Tabela 1.

s{3 4 5 6 7 8 9 10
k
40
3 6 9 14 18 23 28 39 42
36 49 58 73 92
4 1825 41 61 84 115 149
5 43 58 80 101 126 144
49 87 143 216 316 442
6 102 113 132 169 179
165 298 495 780 1171
7 205 217 241 289
540 1031 1713 2826
8 282 317
1870 3583 6090
565 581
) 6588 12677
798
10 23556

Tabela 1: Valores e limitantes para R(k,s) com 3 < k < s < 10. Valores exatos em verde,
limitantes inferiores em vermelho e superiores em azul.

2.2 Limitantes Superiores

Um fato interessante que podemos observar em todos os niimeros que encontramos na
secao anterior é que o argumento utilizado na prova do limitante superior é bem semelhante.
De fato, podemos condensar esta idéia em um resultado & parte.

Teorema 10 (Greenwood, Gleason [21]). R(k,s) < R(k,s — 1)+ R(k —1,s).

Demonstragao. Sejam G um grafo completo com n vértices e ¢ uma RB-coloragao. Suponha
que nao exista Kj vermelho e nem K azul. Seja v € V(G) um vértice qualquer. Conside-
ramos as vizinhangas Ngr(v) e Np(v) de tamanhos dr(v) e dg(v), respectivamente. Assim,
temos que dg(v) +dp(v) =n —1. Se dr(v) > R(k — 1,s), entdao em Np(v) possui um K
azul ou um Kj_q vermelho, que em conjunto com v forma um Kj vermelho, contrariando
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nossa hipotese. Concluimos que dr(v) < R(k — 1,s) — 1. Similarmente, mostramos que
dp(v) < R(k,s — 1) — 1. Portanto:

(k—1,s)+R(k,s —1) —2

dr(v) +dp(v)
n (k—1,s)+ R(k,s—1)— 1.

<R
<R
Dessa maneira, escolhendo n = R(k—1, s)+ R(k, s—1) obtemos uma contradic¢ao e, portanto,

concluimos que G possui um Kj, vermelho ou um K azul. Ou seja, R(k,s) < R(k,s —1) +
R(k — 1, s), como queriamos. O

Observe que desta desigualdade resulta que R(3,3) < R(2,3) + R(3,2) =3+3 =6
e R(4,4) < R(3,4) + R(4,3) = 18. No entanto, ela nao é justa para muitos valores de k
e s. Por exemplo, R(3,4) < R(3,3) + R(2,4) = 10. O argumento que foi utilizado para
demonstrar que R(3,4) <9 também pode ser generalizado na prosigao seguir.

Teorema 11 (Greenwood, Gleason [21]). Se R(k,s — 1) e R(k — 1,s) forem pares, entdo
R(k,s) < R(k,s—1)+ R(k —1,s).

Demonstragao. Sejam R(k,s—1) =2a e R(k—1,s) = 2b. Sejam G um grafo completo com
n = 2a + 2b — 1 vértices e ¢ uma RB-coloragao. Suponha que nao exista Kj vermelho e
nem K, azul. Fixe um vértice v arbitrario. Seguindo o raciocinio da prova anterior, temos
que dp(v) < 2a —1 e dr(v) < 2b— 1. Como d(v) = n —1 = 2a + 2b — 2, temos que
dp(v) =2a —1 e dr(v) = 2b — 1. Isto vale para qualquer vértice v. Consequentemente, os
grafos Gr e Gp possuem uma quantidade impar de vértices de grau fmpar, o que é impossivel
pelo Handshaking Lemma. Isto, entdo, contraria a hipotese de que nao existe K} vermelho
e K azul, concluindo que R(k,s) <n = 2a+ 2b— 1, o que finaliza a demonstragao. ]

Esta proposicao nos déa cotas ligeiramente mais precisas para alguns casos, por exemplo,
chegamos em R(3,4) < 9. Outra consequéncia interessante da desigualdade do Teorema 10
é um limitante superior genérico, que por sua vez nos permite obter uma versao ligeiramente
melhor do Teorema 4.

Teorema 12 (Erdos, Szekerés [15]). Para k e s inteiros positivos, temos:

R(k,s) < (kZ:Q)

Demonstragao. Se k = 1 temos R(1,5) =1 = (561). Se k = 2, temos R(2,s) = s = (7).

Procedemos agora por inducao em s + k e obtemos:

R(k,s) < R(k,s —1)+ R(k—1,s)

k+s—3 k+s—3 k+s—2
< = .
_(k—2)+<k¢—l) <k—1> =
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Corolario 13 (Erdos, Szekerés [15]). Para k — oo,

Rk+1,k+1) < (1+ 0(1))\;127

Demonstracao. Para transformar o limitante dado pelo Teorema 12 em um limitante as-
sintOtico para os numeros de Ramsey diagonais, vamos utilizar a aproximagao de Stirling
n! = (1+0(1))v2nm (2)", com n — oo, obtendo:

Vikr (%)™

Rlk+1,k+1)< <2k> = @ = (1+0(1))2k(’f)2

k K12

4k:
= (14 o(1)) O

Note que este limitante ¢é ligeiramente melhor que o obtido no Teorema 4 por causa da
presenca do termo v/k no denominador. Isto nos indica que os nimeros de Ramsey diagonais
crescem no maximo exponencialmente e com expoente menor ou igual a 4. Poucas melhoras
substanciais neste limitante sdo conhecidas. Atualmente, o melhor limitante ¢ devido a D.
Conlon [11] e esté explicitado a seguir.

R(k + 1’ k + 1) S k' loglogk <2k]{7>

log k
para alguma constante o adequada. Note que o termo k%Tslsk & subexponencial. Logo,
este limitante nao melhora a constante 4F implicada pelo coeficiente binomial central (2kk)

2.3 Numeros de Ramsey multicoloridos

Uma maneira muito natural de generalizar os niimeros de Ramsey é considerar coloragoes
de arestas com um numero maior de cores. Estes nimeros sao conhecidos por niumeros de
Ramsey multicoloridos.

Definigao 14. R(ti,...,tx) € o menor inteiro positivo n tal que qualquer coloragao de
arestas em k cores do grafo K, possui, para algum 1 <1i <k, um K, da i-éstma cor.

Algumas observagoes sao imediatas, por exemplo, se algum ¢; = 1, entao R(t1,...,t;) =
1, pois um K3 é um K; de qualquer cor, em particular, da cor C;. Se algum t; = 2, digamos
trp = 2, entdo R(t1,...,tx-1,2) = R(t1,...,tx—1), uma vez que qualquer aresta da cor C;

induz um Ky desta cor. Além disso, os nimeros de Ramsey possuem a seguinte simetria: se
o ¢ uma permutacao de {1,...,k}, entdo R(ts1), ... tor)) = R(t1, ..., tk).

Vamos ver que algumas propriedades dos niimeros de Ramsey com duas cores podem ser
estendidas para mais cores sem muito esforgo. Por exemplo, em analogia ao Teorema 10,
temos o resultado a seguir.
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Teorema 15 (Greenwood, Gleason [21]). Para todos os inteiros positivos t;, 1 < i <k,

k
R(t1,...,tg) < ZR(tly--~ati—1;ti_1;ti+17~--7tk)_k+2-

i=1

Demonstracao. Sejam G um grafo completo com n vértices e ¢ uma k-coloragao de arestas
nas cores C',...,Ck. Suponha que nao exista K; da cor C; para todo 1 < ¢ < k. Seja
v € V(G) um vértice qualquer. Consideramos as vizinhangas N, (v), que possuem dc;, (v)
vértices. Assim, temos que Zle de,(v) =n— 1.

Se dc,(v) > R(t1,...,t; —1,...,t;) para algum 4, entdo em N, (v) possui um Ky,_; de
cor Cj, pois G nao possui Ky, de cor C; para nenhum j # . No entanto, unindo v ao Ky, —1
de cor Cj, formamos um Ky, de cor C;. Contrariamos, entao, nossa hipotese e temos que
de,(v) < R(t1,...,ti —1,...,tx) — 1 para todo i. Portanto,

k k
n=> do,)+1<> R(ty,....t;—1,...t) —k+ 1
i=1 =1

Dessa maneira, se um K, com uma k-coloragao de arestas nao possui Ky, da cor Cj;, entao
n < Zle R(t1,...,t;j—1,...,tx) —k+ 1. Portanto, uma k-coloragao de um grafo completo
com Zle R(t1,...,t;i —1,...,tg) — k + 2 vértices necessariamente possui algum K, de cor
C;, como querfamos demonstrar. O

Analogamente ao Teorema 12, transformamos a desigualdade deste teorema em um li-
mitante com um coeficiente multinomial.

Corolario 16 (Greenwood, Gleason [21]|). Para todos os inteiros positivos t;, 1 <1i <k,

Ol

t 4t o4 et
R@y+L“wm+J)<<1+ +k>:(1++kﬂ.

.t tl. !

Podemos agora estimar o primeiro ntimero multicolorido nao-trivial (com todos os para-
metros maiores que 2), que é o R(3,3,3). Utilizando o Teorema 15, temos:

R(3,3,3) < R(2,3,3) + R(3,2,3) + R(3,3,2) — 1
=3R(3,3,2) — 1 =3R(3,3) — 1 =17.
De fato, temos que R(3,3,3) = 17. Para demonstrar este fato, precisamos construir uma
3-coloracao de arestas de um K6 sem que haja tridngulos monocrométicos. Isto foi feito

pela primeira vez por Greenwood e Gleason [21], mas, neste texto, vamos apresentar uma
construgao mais simples proposta por Sun e Cohen [38].

Proposicao 17. R(3,3,3) > 16.

Demonstra¢ao. Vamos construir a coloragao de arestas do grafo G exibida na Figura 9.
Desta vez, trabalhamos no corpo Z% = Zo X Lo X Zo X Zg, particionando o conjunto dos
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elementos ndo nulos de Z3 em trés partes:

S; =1{(1,1,0,0), (0,0,1,1), (1,0,0,1), (1,1,1,0), (1,0,0,0)},
Sy ={(1,0,1,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (1,1,0,1), (0,1,0,0)},
S3 ={(0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,1,1,1), (1,0,1,1), (1,1,1,1)}.

Cada uma destas partes S; possui a seguinte propriedade: se a,b € S;, entdo a + b &€ .5;.
Seja V(G) = {v, : a € Z3}. Definimos a coloragdo de arestas ¢ em trés cores da seguinte
maneira:

azul, se a+b € So;

vermelho, se a4 b € Si;
c(vqup) =
verde, se a+becSs.

Esta coloragao estd bem definida pois os 5; sdo disjuntos, cobrem todos os elementos
nio nulos de Zj e se a,b € Z3 com a e b distintos, entdo a + b # 0. De fato, dados a e b
distintos, existe pelo menos uma coordenada em que eles diferem. Logo, esta coordenada
serd 1 na soma a + b, portanto a + b # 0.

N
N

AN

SN

Figura 9: Coloragao do Kjg em trés cores sem K3 monocromaticos.
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Agora vamos ver que a coloragdo ¢ nao possui tridngulos monocromaticos. Sejam
Vg, Uy, v, 0s vértices de um triangulo qualquer. Suponha que duas das arestas sejam da
mesma cor, digamos ¢(v,vy) = ¢(vzv;). Vamos ver que a terceira aresta tem uma cor distinta.
Temos para algum i, que = + y,xz + z € S;. Utilizando a propriedade da soma de elementos
de S;, temos que (z+y)+(x+2) € S;. Entretanto, (x+y)+(r+2) = 2x+y+2 = y+=2. Isto
implica que ¢(vg,vy) # c(vy, v;). Portanto, ¢ ndo possui tridngulos monocromaticos. O

Uma colegao de nameros de Ramsey de bastante interesse é a dos nimeros multicoloridos
para triangulos. Denotamos por R,(3) o niamero de Ramsey r-colorido R(3,3,...,3) com r
termos. De fato, jA mostramos que Ro(3) = 6 e R3(3) = 17. O namero R4(3) = R(3,3,3,3)
sabe-se que esté entre 51 e 62. Em geral, temos as seguintes estimativas.

Teorema 18. Para todo inteiro r > 2, 57/2 < R.(3) < 3rl.

Demonstracdo. Para o limitante superior, aplicamos Teorema 15, obtendo:

R.(3) <TR(3,...,3,2) = rRr_1(3)
<r(r—1)...3Ry(3) =3rl.

Para o limitante inferior, faremos uma construgao recursiva partindo da coloragao da
Figura 5. Suponha que Ry(3) = n. Considere o grafo completo G com 5n vértices e cores
C1,Cy,...,Ckyo. Particione V(G) em cinco partes com n vértices: Sy, Sz, S3, Si e Ss.
Podemos colorir as arestas dos subgrafos G[S;] com as cores C,...,C) sem que existam
tridngulos monocromaéticos, uma vez que Ry (3) > n. As arestas que faltam colorir incidem
em vértices v; € S; e v; € S; com i # j. Vamos colorir estas arestas nas cores remanescentes
Ci11 e Crio utilizando o critério:

(vi;) Ck+1, sei—j=1 (mod5);
c(viv;) =
o Clt2, caso contrario.

5 )

e —— Y §‘ ~
2 HH—————\a\ Sy

Figura 10: Construcao da coloracao da Proposicao 18.



2.3. NUMEROS DE RAMSEY MULTICOLORIDOS 21

A Figura 10 exemplifica esta construgdo. Note que ¢ nao possui tridngulo monocromaético
nas cores C1,...,Cy, uma vez que construimos a coloragao em G|[S;] desta maneira. Além
disso, ¢ também nao possui tridngulo monocromatico nas cores Cy41 € Cgyo, por construgao.

Desta forma, concluimos que existe uma (k4 2)-coloracao de arestas de G sem triangulos
monocromaticos. Logo, Ryi2(3) > 5n = 5Ry(3). Aplicando esta relacdo repetidamente,
obtemos:

Ror(3) > 58 1Ry(3) =571 .6 > 5F

17
Ropy1(3) > 5" 'Ry(3) = 5% - 17 =5 <5> > 5hH1/2

Em qualquer caso, obtemos R,.(3) > 57/2. O

Embora os limitantes encontrados no Teorema 18 nao sejam os melhores conhecidos,
eles estdo proximos. Note que existe uma diferenca bem grande em ordem entre 5772 e 3r!
quando r — oco. Mesmo assim, sabe-se que o limite

. 1/r
Tim (R,(3))
existe, embora possa ser infinito [7]. O Teorema 18 mostra que este limite é pelo menos
V5 ~ 2.236. Nao se sabe muito mais sobre os niimeros R,(3). Para o caso r = 4, por
exemplo, os melhores limitantes conhecidos sao R4(3) > 51 [8] e R4(3) < 62 [19].



CAPITULO 3

Numeros de Ramsey para outros Grafos

Uma caracteristica interessante da Teoria de Ramsey ¢é sua possibilidade de diversas ge-
neralizacbes. Até agora, consideramos coloragoes que nao tinham o grafo K, como subgrafo
monocromatico. Vamos relaxar esta condigao e proibir outros grafos monocromaticos.

Definigao 19. Sejam G e H grafos simples. Definimos r(G,H) como o menor inteiro
positivo n, tal que qualquer coloracao de arestas em duas cores do grafo K, possui um G da
primeira cor ou um H da sequnda cor.

Note que por esta defini¢ao, R(k,s) = r(Ky, Ks). Também definimos r(G) = r(G, G).
Segue da definigdo que se G é subgrafo de G’ entdao r(G,H) < r(G',H). Assim, estes
nimeros estao bem definidos pois 7(G, H) < 7(Kyq), Kym)) = R(v(G),v(H)) < oo. De
maneira analoga, podemos definir os nimeros de Ramsey para vérias cores, r(G1,...,Gy),
e adaptar a notagao 7,(G) = r(G,...,G).

Neste capitulo, vamos estudar algumas classes de grafos interessantes e seus ntimeros de
Ramsey. Vale observar que mesmo para familias simples de grafos, os nimeros de Ramsey
associados podem ser bem dificeis de se determinar. Por este motivo, muitos dos resultados
apresentados nesta se¢ao nao incluirao as demonstragoes. O texto, no entanto, fornece uma
base solida o suficiente para que o leitor interessado, busque as referéncias e estudem tais
demonstracoes por si s6.

3.1 Grafos Bipartidos

Seja G = (V, E) um grafo simples. Dizemos que G é um grafo bipartido se o conjunto V'
pode ser particionado em duas partes nao vazias X e Y de tal forma que toda aresta em F
tem uma extremidade em X e a outra em Y. Tal particao {X,Y} é dita uma biparti¢cao do
grafo G. Um grafo G com bipartigao {X,Y} é denotado G[X,Y].

22
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Quando um grafo bipartido G[X,Y] é tal que todo par de vértices z € X ey € Y &
adjacente, dizemos que G[X,Y] é um grafo bipartido completo. Naturalmente, temos uma
familia associada aos grafos com esta propriedade. Denotamos por K, , o grafo bipartido
completo G[X,Y] com |X| = m e |Y| = n. Por construcdo, note que v(K,,) = m+n e
e(Kp,n) = mn. A Figura 11 ilustra alguns exemplos de grafos bipartidos completos.

K3 K5 Kaa

Figura 11: Alguns grafos bipartidos completos.

Podemos generalizar o conceito de biparticao de um grafo. Se for possivel particionar
o conjunto de vértices em k partes nao vazias de maneira que toda aresta do grafo possui
extremidades em partes distintas, dizemos que o grafo é k-partido. Um grafo bipartido é,
portanto, 2-partido. Denotamos por K, . 4, 0 grafo completo k-partido com n partes, cuja
i-ésima parte possui a; vértices. Quando a1 = as = - -+ = a, obtemos grafos que fazem parte
de uma familia de grafos conhecida como grafos de Turdn'. Denotamos os grafos de Turan
que possuem todas as partes iguals por T,.(k) = K, ou seja, T,.(k) é o grafo completo
r-partido com partes de tamanho k cada. Nas préximas secoes, mostramos que estes grafos
sao bem interessantes para construir limitantes inferiores para nimeros de Ramsey.

Um subcaso notavel dos grafos bipartidos completos sao os grafos estrela K1 . O desenho
do K1 5,na Figura 11, evidencia a motivacao por tras deste nome. Podemos caracterizar os
nameros de Ramsey (K1 p, K1,,) da seguinte forma.

Teorema 20 (Harary [23|). Sejam m e n inteiros positivos, temos que

m+n, se m ou n forem impares;
T(Kl,my Kl,n) =
m+n—1, sem en forem pares.

Demonstragao. Primeiramente, note que em uma coloracao de arestas, um K7, monocro-
maético na cor C' corresponde a um vértice v tal que do(v) > m.

Considere uma RB-coloragao qualquer de um grafo completo G' sem K ,, vermelho ou
K j, azul. Entdo dr(v) < m—1edp(v) < n—1 paratodo vértice v € V(G). Isto é impossivel
se G = Kyyn, logo 7(Kim, Kin) < m+mn. Se m en sao pares, considere G = Kypqn—1.
Temos, portanto, que dr(v) = m — 1 e dg(v) = n — 1 para todo vértice v € V(G). Logo,
o grafo G possui todos os vértices de grau impar. Ademais, v(Gr) = m +n — 1 também
é impar. Pelo Handshaking Lemma, nao existe grafo com um nimero impar de vértices de
grau impar. Portanto, r(Kj m, K1) <m+n—1.

No caso de algum entre m e n ser impar, suponha, sem perda de generalidade, que m
seja impar, com m = 2k+1. Considere G = K11 com V(G) = {vg, ..., Umtn—2}. Defina

LOs grafos de Turan sao grafos completos r-partidos com as partes de tamanho mais proximas possiveis.
Isto é, sao grafos da forma K, ... q,. com |a; — a;| <1 para todo 1 <4,j <.
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uma RB-coloragao ¢ da seguinte maneira.

_Jvermelho, se|i—j|=1,2,...,0uk (mod m+n —1);
elvivy) = azul, caso contrario.

Note que nesta coloragao, dr(v) = 2k = m—1 e dg(v) = n— 1, para todo vértice v € V(G).

Portanto, ¢ ndo possui K, vermelho nem K, azul, o que implica em 7(Kj m, K1) =

m—+ n.

Suponha, agora, que ambos m e n sejam pares. Considere um grafo bipartido G =
GX,Y], com X = {x; : i € Zj} eY = {y; : i € Z}, tal que os vértices x; e y; sdo
adjacentes se e somente se i —j = 1,2,...,0ou k (mod [). Note que G ¢é k-regular, e seu
complemento é (2] — k — 1)-regular. Escolhendo [ = %”_2 e k=m—1, temos que G é um
grafo com m + n — 2 vértices que é (m — 1)-regular com complementar G' (n — 2)-regular.
Isto corresponde a uma coloragao de K, ,—2 sem Kj ,, vermelho nem K , azul. Portanto,
temos (K1 m, Kin) =m+n—1. O

Este resultado pode ser generalizado com idéias parecidas para o niimero de Ramsey
com diversas cores.

Teorema 21 (Burr, Roberts [5]). Sejam my, ..., my inteiros positivos, t dos quais sao pares.
Temos que
k
T(Kl,mla - aKl,mk) = Zmz —k+ g,
i=1
ondee =1, set € par, e € = 2, caso contrdrio. ]

Outras classes de grafos bipartidos completos também ja foram estudadas. Por exemplo,
sabe-se que, para todo n > 2, r(Kzp, K2,) < 4n — 2 [16]. Além disso, conjectura-se que
dn — 3 < r(Kop, Kap) < 4n —2 [28]. O compéndio dindmico de Radziszowski [31] é uma
excelente referéncia para encontrar outros resultados deste tipo.

3.2 Caminhos e Ciclos

Um caminho é um grafo simples que pode ter seus vértices arranjados em uma sequéncia
linear, de modo que dois vértices sao adjacentes, se e somente se, correspondem a elementos
consecutivos na sequéncia. Similarmente, um ciclo é um grafo simples com n > 3 que pode
ter seus vértices arranjados em uma sequéncia linear ciclica, de modo que dois vértices sao
adjacentes, se e somente se, correspondem a elementos consecutivos na sequéncia.

Caminhos e ciclos também sado agrupadas em familias de grafos. Os grafos caminhos

sao grafos simples com n vértices e n — 1 arestas, isomorfos ao grafo ({vi,...,v,}, {vivit1 :
1 <i < n}). Jaos grafos ciclos sdo grafos com n vértices, n > 3, e n arestas isomorfos ao
grafo ({v1,..., v}, {viviy1 : 1 <i<n}Uwviv,). Ambas as familias estdo exemplificadas na

Figura 12. Note que P2 ~ KQ, P3 ~ KLQ, Cg ~ Kg (§] C4 >~ KQ’Q.
Note que se n > 1, o grafo P, possui dois vértices de grau um, chamados de eztremidades;
os demais n — 2 vértices sao ditos internos e possuem grau dois. Ja o grafo C,, é 2-regular,
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P, P Py
Cs Cy Cs

Figura 12: Alguns caminhos e ciclos pequenos.

isto é, todos os seus vértices possuem grau dois e pode ser visto como um grafo obtido pela
adicdo de uma aresta ligando as extremidades de um P,.

Caminhos e ciclos s@o de importancia fundamental para a Teoria de Grafos, sendo pecas
centrais em muitas de suas subareas. Naturalmente, niimeros de Ramsey que envolvem
estes grafos foram intensamente estudados. Uma primeira familia de nimeros de Ramsey
envolvendo caminhos e ciclos esta explicitada a seguir.

Proposigcao 22. Para todo k > 1, temos
T(PIWK?)) = T(Pk‘a 03) =2k-1

Demonstragao. Note que o grafo Kj_1,—1 nao possui tridngulo e que o seu complementar
é formado por duas copias disjuntas de Kj_1, e assim, ndo possui Pg. Dessa forma, o grafo
K1 k—1 induz uma RB-coloragao do Kp,_o sem K3 azul e sem Py vermelho. Isto nos
mostra que r(Py, K3) > 2k — 2.

Agora, considere uma RB-coloragao ¢ de G = K,,, com n = 2k — 1. Seja P um caminho
vermelho maximal em G, isto é, um subgrafo isomorfo a um grafo caminho, cujas arestas
sao todas vermelhas e que nao pode ser estendido. Se P possui k vértices, entdo a coloragao
¢ possui um P vermelho. Suponha que P possua no méaximo k — 1 vértices. Seja v uma
das extremidades de P. Como P é maximal, todos os seus vizinhos que nao pertencem a P
sao ligados a ele por arestas azuis. Como P possui no méaximo k vértices, concluimos que
dr(v) < k—1edp(v) > k. Isto implica que existem pelo menos k vértices em V(G)\ V(P)
ligados a v por arestas azuis.

Assim, a vizinhanca Np(v) possui pelo menos k vértices. Seja e uma aresta com ambas as
extremidades em Npg(v). Se c¢(e) = B, entdo obtemos um K3 azul unindo v as extremidades
de e. Por outro lado, se nenhuma aresta interna & Np(v) for azul, entdo Np(v) é um subgrafo
completo vermelho com k vértices, que, em particular, possui um Pj, vermelho. O que nos
permite concluir que em uma RB-coloracao do Kop_1, a presenga de um Pj vermelho ou
um K3 azul é inevitavel, mostrando que (P, K3) < 2k — 1. O
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Algumas generalizagoes deste resultado podem ser encontradas na proxima segao. Ou-
tros resultados envolvendo caminhos também sdo conhecidos. Abaixo, apresentamos dois
destes, sem demonstracées. Embora o primeiro deles apresente uma demonstragao simples,
o segundo envolve a famosa e intricada técnica da Regularidade de Szemerédi?.

Teorema 23 (Gerencsér, Gyarfas [20]). Sejam n > m > 2 inteiros, entdo
(Pa, P) =1 + {%J _1 O
Teorema 24 (Gyarfas, Ruszinko, Sarkozy e Szemerédi [22]). Para todo n grande o suficiente

2n—1, sen € impar; 0

ra(Pn) = r(Fos Pa Po) = {2n —2, sen € par

Os nameros de Ramsey envolvendo ciclos foram extensivamente estudados e numéros da
forma r(Cy,, H) sao conhecidos para varias familias de grafos H. Por exemplo, considerando
H como outro ciclo, ja temos que r(Cs,C3) = R(3,3) = 6. Inesperadamente, seis vértices
também sao suficientes para encontrar um Cy monocromatico.

Teorema 25 (Chvatal, Harary [10]). 7(Cy, Cy) = 6.

Demonstracao. A coloragao do K5, dada na Figura 5, também nao possui Cy monocromé-
tico. Logo r(Cy,Cy) > 5.

Seja ¢ uma RB-coloracao de G = Kg. Suponha que ¢ nao possua (4 monocromaético.
Como R(3,3) = 6, existe um K3 monocromatico, digamos vermelho, que utiliza os vértices
ai,az,as € V(G). Sejam by, by, by € V(G) os demais vértices.

Suponha que algum vértice b; possua mais de uma aresta vermelha para os vértices
a;. Sem perda de generalidade, considere que c(bja;) = c(bjaz) = R. Entao, os vértices
b;aiagasb; formam um ciclo Cy monocromético. Portanto, os vértices b; tem no méximo
uma aresta vermelha que incide nos vértices a;.

Vamos mostrar, agora, que vértice b; possui exatamente uma aresta vermelha que incide
nos vértices a;. De fato, suponha que as arestas b;ai, b;az e b;az sejam azuis. Como b; tem
no maximo uma aresta vermelha que incide nos a;, pelo menos duas das arestas bjai, bjas
e bjaz sao azuis, digamos bja; e bjaz. Consequentemente, os vértices b;aibjazb; formam
um ciclo Cy azul. Dessa forma, temos que todo vértice b; tem exatamente uma aresta
vermelha que incide aos vértices a;. Suponha que mais de uma dessas arestas incidam em
um mesmo veértice a;. Digamos, por exemplo, que c(bjaz) = ¢(bsaz) = R. Isso nos da que
c(biar) = c(bsar) = c(bsag) = c(bjag) = B. Portanto, os vértices bjajbzaszb; fomam um
ciclo Cy azul.

Finalmente, a dnica configuracao que nos resta é que cada b; pode ser identificado por
uma aresta vermelha a um tnico a; e vice-versa. Sem perda de generalidade, podemos
considerar que c(bjar) = c(baaz) = c(bzaz) = R. Se alguma aresta b;b; for vermelha, entao
bibja;a;b; forma um ciclo Cy vermelho. Portanto, todas as arestas b;b; sao azuis, e temos
a coloracdo dada na Figura 13, que possui um ciclo Cy azul babiasbsbs. Concluimos que
r(Cy,Cy) < 6. O

20 lema da Regularidade de Szemerédi é uma ferramenta importante em mateméatica discreta. Ela
mostra, em certo sentido, que todos os grafos podem ser aproximados por grafos se parecem aleatorios [27].
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Figura 13: Coloragao de arestas do Kg obtida durante demonstragao.

O caso geral para ciclos foi completamente determinado, de forma independente, por
Rosta [34] e Faudree e Schelp [18], e esta caracterizado no Teorema 26 abaixo. Tendo em
vista que estas demonstracoes originais sdo bastantes envolvidas, uma simplificacido recente
foi desenvolvida por Karolyi e Rosta [25].

Teorema 26. Sejam 3 < m < n inteiros. Entao,

6, sem=mn=3 ou 4;
n+m/2—1, sem e m pares;
r(Cm, Cp) = /

max{n +m/2—1,2n— 1}, sen impar e m par,

2n — 1, se m impar.

Como P,, ¢ um subgrafo de C),, temos que (P, P,) < 7(Cp, Pn) < 17(Cpn, Cp) para todo
n e m inteiros. Como os nameros de Ramsey r(P,,, P,,) estao determinados no Teorema 23
e o nimero r(Cy,, Cy,), no Teorema 26, obtemos, imediatamente, limitantes para r(C,, P,).
Resultados precisos, no entanto, foram obtidos por Faudree, Lawrence, Parsons e Schelp [17],
e estao enunciados abaixo.

Teorema 27. Sejam m e n inteiros. Entao

2n — 1, se 3 <m < n,m impar,

(Con. P) n+m/2—1, se 4 < m < n,m par;

r , =
e max{m + [n/2] —1,2n — 1}, se 2 <n < m,m impar;

m+ [n/2] —1, se 2 <n<m,m par.
Em particular, se m e n sdo pares e pelo menos um deles for maior que 4, entao
(P, Pp) = r(Ch, Pp) = r(Chp, Cy).
3.3 Arvores

Seja G um grafo simples. Dizemos que dois vértices x e y estao conectados se existe um
caminho em G com um extremo em x e outro em y. Note que esta relagdo é uma relagao



28 CAPITULO 3. NUMEROS DE RAMSEY PARA OUTROS GRAFOS

de equivaléncia no conjunto V(G). Chamamos as classes de equivaléncia desta relagao
de componentes conexas. Dizemos que G é conexo se quaisquer dois vértices de G estao
conectados, ou seja, G possui apenas uma componente conexa.

Figura 14: Arvore com dezesseis vértices e dez folhas.

Um grafo que nao possui ciclos como subgrafo é dito aciclico. Um grafo G é chamado de
drvore se ele é conexo e aciclico. A Figura 14 exemplifica uma &rvore com dezesseis vértices.
Arvores sao grafos conexos minimais, isto é, a remocao de qualquer aresta de uma arvore a
desconecta. Os grafos P, e K1, sao arvores.

Os vértices de uma arvore que possuem grau um sao chamados de folhas. A arvore da
Figura 14, por exemplo, possui dez folhas. Pode ser mostrado que qualquer arvore com
pelo menos dois vértices possui pelo menos duas folhas. A arvore P,, por exemplo, possui
exatamente duas folhas quando n > 2.

Existem diversas maneiras equivalentes de se definir arvores. A seguir, listamos algumas
propriedades de arvores que também podem ser tomadas como defini¢oes. De fato, se G é
um grafo simples com n vértices, as seguintes proposicoes sao equivalentes.

1. G é uma arvore.

2. G é conexo e aciclico.

3. G é conexo minimal.

4. G é conexo e possui n — 1 arestas.

5. Todo par de vértices de G esté conectado por um dnico caminho.

Para determinar nimeros de Ramsey envolvendo arvores, precisamos de critérios para
encontrar arvores como subgrafos de um grafo fixo. E de particular interesse que encontremos
critérios que nao dependam da estrutura da arvore, mas apenas da quantidade de vértices.
Nota-se pela, Figura 15, que arvores com uma mesma quantidade de vértices podem ter
estruturas radicalmente distintas. Mesmo assim, se 1" é uma arvore com n vértices, T é
subgrafo do K,,. Podemos fazer ainda melhor com a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 28. Seja T uma drvore com n vértices e G um grafo com 6(G) > n—1. Entao
G possui uma copia de T .
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Figura 15: Todas as arvores com seis vértices.

Demonstra¢do. Vamos provar por indugao em n. Se n = 2, entao T ~ Ky, logo o grafo G
possui uma copia de T' se e somente se G possui alguma aresta. Mas 6(G) > 1, e assim,
concluimos que G possui uma aresta.

Considere agora que n > 2. Seja G um grafo com §(G) > n — 1. Seja v € V(T) uma
folha. Como dr(v) = 1, existe apenas um vértice adjacente a v em T'; denote-o por u. Note
que o grafo T/ = T — v também é uma arvore, uma vez que a remocao de uma folha nao
cria ciclos e nao desconecta T. A arvore T”, no entanto, possui n — 1 vértices. Por hipotese
de indugao, existe uma copia de 7" em G. Seja z € V(G) o vértice que corresponde ao
vértice u € V(T"). Por hipotese, temos que dg(z) > n — 1. Como existem apenas outros
n — 2 vértices em T”, isto implica que existe um vértice y € V(G) adjacente a 2 que néao foi
utilizado na copia de 77 em G. Unindo a copia de T’ com a aresta xy, obtemos uma copia
de T em G. ]

Com este resultado, podemos generalizar a Proposicao 22 da seguinte maneira.

Proposigao 29. Seja T uma drvore com n vértices. Entao,
r(T, K3) = 2n — 1.

Demonstragao. Note que o grafo K,,_1 ,—1 nao possiu triangulos e o seu complementar sao
duas copias disjuntas de K,,_1, logo ndo possuem T como subgrafo. Com isto, temos que
r(T, K3) > 2n — 2.

Seja ¢ uma RB-coloragao de G = Ko,_1 que nao possui 1" vermelho ou K3 azul. Pela
Proposigao 28, se §(Ggr) > n — 1, entdo ¢ possui T' vermelho, logo, existe um vértice v
com dr(v) < n — 2. Portanto dg(v) > n. Se existir alguma aresta azul com ambas as
extremidades em Np(v), unindo-as com v forma-se um K3 azul. Portanto Np(v) s6 possui
arestas vermelhas. Como |Np(v)| > n, ¢ possui um K, vermelho. Em particular, ¢ possui
uma copia de T" vermelha, contradizendo nossa hipotese. Concluimos entao que (7, K3) <
2n — 1. ]

Finalmente, podemos obter os ntimeros de Ramsey de arvores contra grafos completos
de qualquer ordem.
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Teorema 30 (Chvatal |9]). Seja T wma drvore com n vértices. Entao,
r(T,Ks)=(s—1)(n—1)+ 1.

Demonstragao. Observe que o grafo de Turan Ts_1(n — 1) nao possui K, como subgrafo.
Além disso, o seu complementar consiste em s—1 copias disjuntas de K,,_1, que ndo possuem
T como subgrafo. Isto nos da que (T, Ks) > v(Ts—1(n — 1)) = (s — 1)(t — 1).

Para o limitante superior, vamos proceder por inducao em s. O caso s = 3 estd demons-
trado na Proposigao 29. Agora, suponha que ¢ seja uma RB-coloragao de G' = K(s_1)(n—1)+1
sem T" vermelho e sem K azul. Pela Proposigao 28, se (Gr) > n— 1, entdo ¢ possui 1" ver-
melho. Logo, existe um vértice v com dr(v) < n—2. Portanto dg(v) > (s—1)(n—1)—n+2 =
(s —2)(n—1)+1. Como Np(v) possui pelo menos (s —2)(n — 1) + 1 vértices, pela hipotese
de indugao, Np(v) possui um 7" vermelho ou um K,_; azul. Por outro lado, como ¢ nao
possui T' vermelho, Np(v) possui um K1 azul. No entanto, unindo o vértice v a copia azul
de K_1, obtemos um Ky azul, o que é absurdo. Portanto, (T, Ks) > (s—1)(n—1)+1. O

Tendo em vista este teorema e outros resultados similares, Burr e Erdos [4] conjecturaram
em 1983 que
r(H,Ks)=(s—1)(v(H)—1)+1

para todo s fixo e H suficientemente esparso. Um grafo pode ser considerado esparso de
diversas maneiras diferentes, por exemplo, se ele possui poucas arestas ou se o grau médio
for pequeno. Pelo mesmo argumento utilizado acima no Teorema de Chvatal, se H é um
grafo conexo, entao r(H,Ks) > (s —1)(v(H) — 1) +1 . Um grafo H para o qual vale a
igualdade é dito s-bom. Burr e Erdos conjecturaram que se H é uma familia de grafos com
grau médio limitado, entao H é s-bom.

Brandt [3] provou que esta conjectura é falsa em geral, mas resultados similares valem
para grafos esparsos em outros sentidos. Por exemplo, Burr e Erdés mostraram que se H
possui largura de banda? limitada, entdo H é s-bom. Este resultado foi estendido por Allen,
Brightwell e Skokan [1] para grafos com largura de banda até o(logn/loglogn) e grafos com
grau médio limitado e largura de banda o(n).

Outros resultados foram obtidos para familias especificas. Por exemplo, Pontiveiros,
et al. [30] estudaram o caso do hipercubo @, isto é, o grafo com conjunto de vértices
{0,1}" = {(z1,...,2n) : x; € {0,1}} e arestas entre pares de vértices que diferem em
exatamente uma coordenada. O hipercubo possui 2" vértices, grau médio n e largura de
banda aproximadamante 2" //n, e portanto, nao esta coberto pelos resultados mais genéricos
menciodados. Foi mostrado que r(Qy, Ks) = (s—1)(2"—1)+1 para n suficientemente grande.

Mesmo com todos estes resultados desenvolvidos, encontrar as condi¢oes corretas de
esparsidade que garantem que um grafo é s-bom continua sendo uma importante direcao de
pesquisa na Teoria de Ramsey.

3 A largura de banda de um grafo G' é o menor inteiro positivo I tal que existe uma ordenacéo v1, ..., vn
dos vértices de G de forma que toda aresta v;v; satisfaz |i — j| <.



CAPITULO 4

Método Probabilistico

O método probabilistico é uma técnica nao construtiva para demonstragao da existéncia
de objetos matemaéticos com alguma propriedade especifica. Como o proprio nome indica, o
argumento tem natureza probabilistica e consiste em mostrar que, ao escolher um objeto de
maneira aleatéria, a probabilidade deste objeto ter a propriedade desejada é positiva. Isto
garante a existéncia deste objeto.

Cabe, entao, antes de entra nos detalhes desta técnica, fazer uma breve revisdo de
conceitos de probabilidade, em particular, espagos discretos de probabilidade. Referéncias
adicionais recomendadas incluem as notas de aula do Leonardo Rolla [33] e o livro do Barry
James [24].

4.1 Probabilidade Discreta

Para formalizar a probabilidade em matemaética, introduzimos o conceito de um modelo
probabilistico, que serd o ambiente natural no qual podemos falar de probabilidade. Um
modelo probabilistico possui trés componentes basicas: um espago amostral, uma classe de
eventos e uma medida de probabilidade.

O espago amostral ¢ um conjunto nao vazio €2, cujos elementos representam os resulta-
dos possiveis para um experimento. Uma realizacao deste experimento consiste na escolha
aleatoria de um elemento w € €. Estamos interessados exclusivamente no caso em que €2 é
um conjunto finito. Ao espacgo amostral €2, associa-se uma classe F apropriada de subcon-
juntos de Omega. Os elementos de F sao subconjuntos A C 2 aos quais atribuimos uma
probabilidade, e sdo denominados eventos ou conjuntos mensurdveis. Definiremos probabi-
lidade apenas para elementos desta classe. Para que isto seja feito de maneira adequada,
a classe F precisa satisfazer algumas propriedades. Mais precisamente, F precisa formar
uma o-algebra sobre ) [24]. No entanto, esta formalidade é facilmente contornada no caso
discreto, uma vez que o conjunto de todos os subconjuntos de 2 é uma o-algebra sobre (2
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quando  é finito. O par (2, F) é dito um espago mensurdvel.

Finalmente, uma medida de probabilidade, ou simplesmente probabilidade, ¢ uma medida
sobre o espago mensuravel (£2,F), ou seja, uma funcdo P : F — R com as seguintes
propriedades:

(P1) P(A) > 0 para todo A € F.
(P2) P(Q) =1.
(PS) Se A1, As,--- € F com A; N Aj =0,Vi = j, entdao P(UZ Al) = ZZP(Al)

Um espago de probabilidade é uma tripla (Q, F,P) no qual Q é um espago amostral, F
¢ uma classe de eventos e P é uma medida de probabilidade sobre (2, F). Para um espago
de probabilidade, também valem as seguintes propriedades:

1. P(0) =0;

2. P(A)=1—-P(A) onde A = Q\ A;

3. Se Ae Be Fe AC B, entao P(A) < P(B);

4. Se Ae Be Fe AC B, entao P(B\ A) =P(B) - P(4);

5. Para todo A € F, temos 0 < P(A) < 1,

6. Se A1, As,--- € F, entao P(|J; 4i) <>, P(4);

7.Se Ae Be F,entao P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB).

Existem diversas maneiras de construir espacos de probabilidade, cada uma se adequando
a uma situacao. Para nossos propositos, o espaco dos resultados equiprovdveis é de grande
interesse e construido da seguinte maneira: seja {2 um conjunto finito e F o conjunto de
todos os subconjuntos de €2; para A € F, definimos a probabilidade de A por P(A) =
%. Esta definigao satisfaz as propriedades (P1), (P2) e (P3), portanto, é uma medida de

probabilidade. Medidas de probabilidade sobre espagos finitos que satisfazem P(A) = %

também sao ditas uniformes.
Dado um espago de probabilidade (2, F,P) e A, B € F, definimos a probabilidade con-
dicional de A, dado que B ocorre, P(A|B), por

P(4|B) — 13(1;4(2)3)

Quando P(B) = 0, definimos P(A|B) = P(A). Desta forma, a fungao P(-|B): F - R ¢
uma medida de probabilidade em (€2, F) para qualquer B € F.

Dois eventos A e B sao ditos independentes se P(ANB) = P(A)-P(B). Intuitivamente,
dois eventos sao independentes quando a ocorréncia ou nao de um deles nao influencia a
probabilidade de ocorréncia do outro evento.
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As proposicoes a seguir sao todas equivalentes.
1. A e B sao independentes.
2. A e B sdo independentes.
3. A e B sao independentes.
4. A e B sio independentes.
5. P(A|B) =P(A).
6. P(BJ|A) =P(B).

Seja {4; : i € I} uma familia de eventos, para a qual I ¢ um conjunto qualquer de indices.
A familia {A; : i € I} é dita independente dois a dois se A; e A;j sdo independentes para
todo i,5 € I, ¢ # j. A mesma familia é dita mutuamente independente se, para qualquer
subconjunto J C I de indices, vale

P4 | =]]PwA).

jeJ jeJ

Uma wvaridvel aleatdria é uma fungdo X : 2 — R que associa a cada elemento do espaco
amostral um valor real. Formalmente, também ¢ requerido que o conjunto {w € 2 : X (w) <
x} seja mensuravel para todo x real, ou seja, X ~1((—oo, z]) € F para todo z. Quando (2 é
finito e F ¢ a classe de todos os subconjuntos de €2, este requisito sempre ¢é satisfeito. Quando
uma variavel aleatéria X assume uma quantidade finita de valores, ela é dita simples.

Utilizamos variaveis aleatorias para realizar contagens. Varidveis aleatorias que s6 as-
sumem valores inteiros nao negativos sao chamadas de naturais. Uma classe de variaveis
aleatorias naturais bastante importante é a das funcdes indicadoras. Fixado A C (2, defini-
mos a fungao indicadora de A, 1 4, por

Tg(w) =

1, sew € A4;
0, sew¢ A.

Dada uma variavel aleatoéria natural X sobre (2, F,P), definimos a esperan¢a de X,
denotada E[X], por

E[X]=> nP({X =n}).
n=0

Note que para fungoes indicadoras, temos E[14] = P(A).
A esperancga é um operador linear no seguinte sentido: sejam X1, ..., X, varidveis alea-
térias sobre um mesmo espago de probabilidade, e sejam «, ..., o, € R. Temos que

i OéiXi] = i (67 E[XZ]
i=1 i=1

E
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A esperanca é mondtona, isto é, se X e Y sao varidveis aleatOrias em um mesmo espago
Q com X (w) > Y (w) para todo w € 2, entao E[X] > E[Y].

A desigualdade de Markov é uma importante ferramenta dentro do método probabilistico.
Ela enuncia que se X é uma variavel aleatéria nao negativa, entao

E[X]

P(X >a) <

Este apanhado de resultados é suficiente para finalmente introduzirmos o método proba-
bilistico aplicado em Teoria de Ramsey. Aplicagoes mais refinadas do método, no entanto,
requerem conceitos mais avancgados de probabilidade, como martingais, concentracao de me-
dida, grandes desvios e desigualdade de correlagoes. O livro The Probabilistic Method |2]
é a grande referéncia para o método e contém intimeras aplicagoes tanto em Combinatoéria
quanto em outras areas da Matemaética.

4.2 Limitantes Inferiores

Os limitantes inferiores para os niimeros de Ramsey vistos no Capitulo 2 s&o construtivos,
isto é, a demonstragao de que R(4,4) > 17, por exemplo, passou pela construgao de uma
coloracao de arestas do grafo Ki7. Para encontrar bons limitantes inferiores de maneira
mais genérica, precisamos de uma abordagem um pouco diferente. Vamos comecgar pelos
nimeros de Ramsey diagonais.

O nosso objetivo é encontrar coloragoes de arestas de K,, sem K} monocromaticos com
k fixado e n maior possivel. Assim, podemos concluir que R(k,k) > n. Note que nao
precisamos necessariamente construir tal coloragao, basta sabermos que alguma coloragao
que satisfaz estas propriedades existe. Vamos introduzir agora o método probabilistico para
resolver este tipo de problema. Para isso, queremos provar que uma estrutura com certas
propriedades existe. Definimos, entdo, um espaco de probabilidade sobre o conjunto destas
estruturas de maneira adequada e mostramos que, com probabilidade positiva, a propriedade
de interesse ¢é satisfeita. Isto nos mostra que o conjunto dos elementos cuja propriedade é
satisfeita nao pode ser vazio, caso contririo, a probabilidade seria zero, e mostramos a
existéncia de uma estrutura com esta propriedade.

Esta técnica, embora aplicada pela primeira vez por Szele [39], foi vastamente explorada
por Erdés, que utilizou esta técnica para encontrar justamente um limitante inferior para
os numeros de Ramsey diagonais R(k, k) [13]. Estamos interessados em escolher uma RB-
coloracao do K, de maneira aleatdria e uniforme. O nosso espago amostral € é, portanto,
o conjunto de todas as coloragoes de arestas em duas cores do K. Seja (2, F,P) o espago

de probabilidade com medida uniforme. Como temos que || = 2(3), dado A € F, temos:

_ 14
P = o

Suponha que escolhemos uma coloracao ¢ € ) de maneira aleatéria e uniforme, de acordo
com o espago de probabilidade acima. Queremos saber qual é a probabilidade desta coloragao
possuir uma dada propriedade. Seja P C 2 o conjunto das coloragoes que satisfazem a dada
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propriedade. Temos, entao, que P(c possui a propriedade) = P(c € P) = |P| /||, onde P
é a medida de probabilidade.

Em particular, se e ¢ uma aresta, entdo |P| = [{c € Q:c(e) = R}| = 2(721)71, 0 que
nos da que P(c(e) = R) = 1 e também que P(c(e) = B) = 1. Além disso, se e e f sdo
arestas distintas, P(c(e) = B e ¢(f) = B) = %, 0 que nos mostra que os eventos da forma
{c(e) = C} para alguma aresta e e cor C' sao independentes.

Desta forma, escolher uma coloragao ¢ € Q utilizando o espago de probabilidade (2, F, P)
é equivalente a escolher uma coloracao das arestas de K,, colorindo cada aresta de maneira
aleatoria, uniforme e independente. Podemos agora introduzir a primeira aplicagdo do mé-
todo probabilistico:

Teorema 31 (Erdds, 1947). Se <Z>21(§) < 1 entao R(k,k) > n. Isso nos da que

R(k,k) > |2¥/2] para todo k > 3.

Demonstracao. Suponha que (2)21_(5) < 1 e considere uma RB-coloragao ¢ do grafo com-
pleto G = (V, E) ~ K,, obtida pintando cada aresta de maneira aleatoria, uniforme e inde-
pendente. Fixado um subconjunto A € (‘2), ou seja, um subconjunto de V' com k elementos,
defina o evento M4 = {G[A] é monocromético em c}. Fixando uma cor para as arestas do
subgrafo induzido por A, podemos colorir as demais (g) — (g) arestas de qualquer cor. Como

existem duas cores disponiveis, obtemos:

9.9(5)-(5)

—91-(5)
2(5) ? '

P(Ms) =

Considere agora a variavel aleatéria X, que conta a quantidade de K} monocromaticos
em K. Temos entdo X =}, ") 1, . Vamos calcular o valor esperado de X.
k

EX]=E| ) lMA] = ) E[Ly,]
Ag(%) Ae()
= Y Py = Y 20 = <Z>21(’§) <1.
A&(Y) A&(%)

Pela desigualdade de Markov, P(X > 1) < E[X] < 1, logo P(X = 0) > 0. Portanto,
existe alguma coloragao de K, sem K} monocromatico. Com isso, temos R(k, k) > n.
Lembre que (Z) < nF/k! e suponha que n = [2¥/2]. Temos, entdo, que

k 2 kolt+k 1+&
Mgl-(h) < Wor-Kah 22 272
= k! pol Tk

quando n > 3. Assim, temos R(k, k) > [2*/2| quando n > 3. O
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Este tipo de ideia pode ser refinado para obter resultados melhores para o limitante
inferior. No entanto, ndo se conhece algum limitante inferior cuja ordem exponencial seja
superior a (v/2)*. Vimos anteriormente que o melhor limitante superior conhecido possui
ordem exponencial 4. Um dos problemas abertos mais importantes da Teoria de Ram-
sey é determinar a ordem exponencial correta para o crescimento dos niimeros de Ramsey
diagonais. Em particular, ndo se sabe se o seguinte limite existe |7]:

lim (R(k, k)%
k—o00
J& mostramos que, se este limite existir, ele esta entre V2 e 4.

A diferenca entre as ordens de crescimento do limitante inferior e do limitante superior
nos mostra o quanto ainda nao se sabe sobre estes ntiimeros. O melhor que podemos fazer
para encontrar um K} monocromético consiste em jogar fora metade do grafo a cada passo,
como foi feito no Teorema 4, o que provavelmente é destrutivo demais. A melhor construcao
que encontramos para uma coloragdo sem Kj monocroméatico é uma coloragao aleatoéria.
Toda construgao explicita conhecida é sub-exponencial. De fato, um importante problema
em aberto da Teoria de Ramsey é encontrar uma demonstragao construtiva de que R(k, k) >
(1 + ¢)* para alguma constante ¢ > 0.

Outro aspecto interessante desta demonstragao é que ao alterar a desigualdade da condi-
cao de () 21-(3) <1 para (2)21_(5) < 1, garantimos que P(X = 0) — 1. Com efeito, isso
ocorre quando n = L2k/ 2], o que possui implicagoes algoritmicas interessantes. Podemos
encontrar, de fato, uma coloracao do K, sem Kj}ue, monocromético com alta probabili-
dade apenas colorindo as arestas de maneira aleatéria. Realmente, quanto maior n, menor
a probabilidade de uma coloragao aleatéria do K, possuir um Kz, monocromatico.

4.3 Pequenas Alteracoes

Na aplicacao do método probabilistico da se¢ao anterior, mostramos a existéncia de con-
figuragoes em que alguma estrutura indesejada nao ocorre. Algumas vezes, ndo conseguimos
garantir que estas estruturas nao aparecam, mas podemos encontrar configuracoes em que
nao existam muitas dessas estruturas ruins. O que podemos fazer, em seguida, é alterar esta
configuracao a fim de remover estas estruturas indesejadas. Este procedimento de realizar
alteragOes nos grafos é bastante utilizado e geralmente permite refinar ligeiramente o nosso
limitante inferior.

Teorema 32. Para todo inteiro n, temos R(k,k) > n — (Z) 21-(3),

Demonstragdo. Considere uma RB-coloracao ¢ do grafo completo com n vértices obtida
pintando cada aresta de maneira aleatoria, uniforme e independente. Procedendo de maneira
idéntica ao Teorema 31, definimos a variavel aleatéria X que conta a quantidade de Kj
monocromaticos no K,. Calculamos o valor esperado de X e obtivemos:

mm:<D?(Q
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Isto é suficiente para garantir que existe uma coloragao ¢ do K, com no maximo E[X]
copias monocromaticas de K. Remova do K, um vértice de cada uma das cépias monocro-
maticas Kj, e, assim, obtemos um grafo livre de K moncromatico. Removemos no maximo
E[X] vértices e, assim, sobram pelo menos n — E[X] vértices no grafo. Portanto

R(k,k) >n—E[X] =n— (Z)zl—('ﬁ). O
J. Spencer [37] fez uma analise cuidadosa desta desigualdade e obteve o resultado apre-
sentado a seguir.

1
Corolario 33. Para k — oo, temos R(k,k) > (1 + 0(1))7k\/§k. O
e

Até agora, vimos como utilizar o método probabilistico para encontrar limitantes para
os nimeros de Ramsey diagonais. Se desejarmos encontrar limitantes para outros nimeros
de Ramsey, precisamos alterar o nosso espago de probabilidade.

Sejam 2 o conjunto de todas as RB-coloragbes do K, e F o conjunto de todos os
subconjuntos de 2. Vamos construir uma medida de probabilidade que nao é uniforme
em 2. Fixe 0 < p < 1 e pinte cada aresta de maneira aleatéria e independente, com
P(c(e) = R) =p e P(c(e) = B) =1 — p. Para uma coloragao ¢ € 2 qualquer, temos

Assim, (2, F, P) forma um espaco de probabilidade. O espa¢o uniforme que tinhamos antes
é o caso particular em que p = 1/2. Podemos generalizar o Teorema 32 para ntiimeros R(k, s)
conforme estabele o Teorema 34.

Teorema 34. Para todo inteiron ep € [0,1], temos R(k,s) > n— <Z>p(§) — <n> (l—p)(g).
s

Demonstragao. Considere uma RB-coloracao ¢ do grafo completo G = (V, E) ~ K,, obtida
pintando cada aresta de maneira aleatéria e independente de forma que cada aresta é ver-
melha com probabilidade p e azul com probabilidade 1 — p. Definimos a variavel aleatéria
X como a quantidade de copias vermelhas de K em ¢ e Y como a quantidade de copias
azuis de K em c¢. Computando as esperancas de X e Y, obtemos:

E[X] = <Z>p(’§);
Blv] = (7)1 - ).

S

Consideramos um grafo proibido como uma copia vermelha de K ou uma copia azul de
K. Defina Z = X+Y como a quantidade de grafos proibidos. Note que E[Z] = E[X]+E[Y].
Existe, portanto, uma coloracao ¢ de K,, com no maximo E[Z] grafos proibidos. Removendo
do K, um vértice de cada um dos grafos proibidos, obtemos um grafo livre de K}, vermelho
e de K, azul. Removemos no maximo E[Z] vértices. Logo, sobram pelo menos n — E[Z]
vértices no grafo. Portanto,

Rik,s) > n— (Z)p<'s> _ (7;)(1 _ ). .
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Esta modificagao do resultado nos permite obter limitantes inferiores para outras classes
de nimeros. Fazendo escolhas adequadas de n e p no Teorema 34, obtém-se os corolarios a
seguir.

k3/2
Corolario 35. O numero de Ramsey R(3,k) satisfaz R(3,k) > Q (13/2k:> . O
0g
kZ
Corolario 36. O numero de Ramsey R(4,k) satisfaz R(4,k) > Q <12k:) O
0g

4.4 O Lema Local de Lovasz

Nas aplicagoes do método probabilistico apresentadas até agora, mostramos a existéncia
de um objeto com determinada propriedade provando que a probabilidade da sua existéncia
¢ maior do que zero. Em todos os casos que vimos, nés ainda provamos algo mais forte,
vimos que a probabilidade deste evento é bastante alta. Em alguns casos, no entanto, o
evento de interesse possui probabilidade baixa, mas positiva. Para lidar com este cenario,
precisamos de técnicas mais refinadas.

Suponha que o objeto que estamos gerando aleatoriamente seja o que queremos encontrar
quando alguns eventos raros nao ocorrem. Sejam {E;;i = 1,...,n} estes eventos. Desejamos
provar que existe a possibilidade de esses eventos nao ocorrerem simultaneamente, isto é,
P(NL, E;) > 0. Um caso bem simples em que obtemos probabilidades bem pequenas é
quando os n eventos sao mutuamente independentes, cada um com probabilidade 0 < p < 1.
A probabilidade de todos os eventos nao acontecerem simultaneamente ¢ (1 —p)” > 0, e
fica bem pequena & medida que n cresce. A técnica do Lema Local de Lovdsz (LLL) nos
permite obter um resultado similar para eventos que nao sao mutuamente independentes,
mas possuem dependéncias fracas entre si.

Para enunciar o LLL, precisamos introduzir o conceito de digrafo simples, que generaliza
ligeiramente o conceito de grafo. Um digrafo é um par ordenado (V' (D), A(D)), que consiste
em um conjunto V(D) de vértices e um conjunto A(D) de arcos, disjunto de V (D), acompa-
nhado de uma fungao de incidéncia Up que associa cada arco de A(D) a um par ordenado
de vértices de V(D), nao necessariamente distintos. Diferentemente das arestas em grafos,
os arcos dos digrafos sdo ordenados e, portanto, sugerem uma orientacdo. Se a € A(D) e
Up(a) = (u,v) dizemos que u se liga a v. Além disso, dizemos que u ¢ a cauda de a e v & a
cabeca de a.

Analogamente ao grafo simples, digrafo simples € um digrafo no qual nao existem arcos
paralelos, isto é, a e b distintos em A(D) com ¥p(a) = ¥p(b). Portanto, um arco pode ser
unicamente identificado com um par de elementos em V(D) x V (D), e a fun¢ao de incidéncia
fica implicita. Assim, podemos definir um digrafo simples como um par D = (V, A) tal que
ACV xV.

Uma definicdo central para o LLL é a de digrafo de dependéncia, que caracteriza a
estrutura de dependéncia entre variaveis aleatorias. Sejam FE1, ..., E, eventos em um espago
de probabilidade (€2, 7, P). Um digrafo simples D = (V, A) é dito um digrafo de dependéncia
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dos eventos E1,...,E, quando V = {1,...,n} e o evento F; é mutuamente independente
dos eventos no conjunto {Ej; : (i,5) € A,j # i}.

Por exemplo, considere duas moedas justas lancadas independentemente com resultados
cara (H) ou coroa (T'). Considere os seguintes eventos:

Ey={(H,H),(H,T)} Cara no primeiro langamento;
Ey={(H,H),(T,H)} Cara no segundo langamento;
Es={(H,H),(T,\T)} Langamentos iguais.

Note que todos esses eventos tem probabilidade P(E;) = 1/2 e, se ¢ # j, temos
P(E;|E;) = 1/2. Portanto, os eventos E; e E; sao independentes. Note também que para
todo 1, j, k distintos, P(E;|E; N Ey) = 1, logo E; nao é mutuamente independente de E; e
FE. Desta forma, o digrafo da Figura 16 é um digrafo de dependéncia para estes eventos.

Figura 16: Um digrafo de dependéncia para os eventos Fq, Fs e Fs.

Note também que outras escolhas de arcos sao possiveis para este mesmo exemplo. De
fato, o digrafo apresentado na Figura 17 também é um digrafo de dependéncia para os
eventos F, Fo e F3, mostrando a nao unicidade do digrafo de dependencia para um mesmo

Figura 17: Outro digrafos de dependéncia para os mesmos eventos.

Podemos agora enunciar e demonstrar a versao geral do Lema Local de Lovéasz, que foi
provado inicialmente por Erdos e Lovész [14].

Lema 37 (Lema Local de Lovasz; Versao Geral). Sejam Ej, ..., E, eventos em um espago
de probabilidade (2, F,P). Suponha que D = (V, A) seja um digrafo de dependéncia dos
eventos E; e suponha que, para todo 1 < i < n, erxistam numeros reais x1,...Ty, tal que
0<wz <1eP(E) <[] eall — ;). Entao

P (ﬁ&) > ﬁ(l—l’i) > 0.
=1 ]

i=1
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Demonstra¢ao. Vamos mostrar por indugao em s que, para qualquer S C {1,...,n} com
|S| = s < n e para todo i € S, temos a seguinte desigualdade:

P <E ﬂEJ> <.

jeSs
Para s = 0, nao condicionamos em nenhum evento, logo P(E;) < @; [[(; ea(1—7;) < ;.
Para o passo de indugdo, considere S} = {j € S : (i,j) € Ay e So ={l € S: (i,1) ¢ A}.
Utilizando a definicao de probabilidade condicional, obtemos

Az r (EZ N (ﬂjesl FJ) ‘ﬁzesz E)
P <Ez ]@ EJ) = p (ﬂjesl FJ‘HZGSQ E) .

Vamos agora limitar o numerador e o denominador individualmente. Para o numerador,
note que o evento F; é mutuamente independente dos eventos Ej com [ € Sy pela defini¢ao
de digrafo de dependéncia. Assim, temos:

r(an(07) ) <o

JEST €Sy

m El> =P(E;) < %H(l — ;)

leSs (i,5)eA

J&a para o denominador, vamos utilizar a hipdétese de indugdo. Suponha que S; =
{j1,792,---,Jr}. Se r = 0, entdo a intersegao mje(Z) E; = Q. Portanto, esta probabilidade
é um e provamos a proposicao apenas com o limitante do numerador. Com r > 0, obtemos:

n=)

P<EjlﬂEjzﬁ---ﬂEjr
€Sy

—p (5. N &E)P(EjEn (N E))-p (BB 0B 0 (N8))
€Sy €Sy €S>
>(1—aj)(1—aj,) .. (L—=5,) > [[(1 =),
(i,5)€A
Portanto, obtemos
p (E ﬂ E> B P (E’ n (mjesl EJ’) ‘ﬂzgsg El) < i [ jyea(l — ) .
7 3] — — — = . — &g
jes P (ﬂjesl Ej‘ﬂle& El> H(i,j)eA(l 951)
Finalmente, voltando ao enunciado original do lema, obtemos:
P (ﬂ Ez) =P(E1) P(E2|Ey) - P(Ep|Er NN Epo)
i=1
> —z)(I—wg)-(1—z) =][J(1 —21) >0 O
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Um caso particular de bastante interesse e mais facil de aplicar é o chamado caso simé-
trico, que estd enunciado em seguida.

Lema 38 (Lema Local de Lovész; Versao Simétrica). Sejam Ei,...,E, eventos em um
espago de probabilidade (Q, F,P). Suponha que cada evento E; seja mutuamente indepen-
dente de todos os outros eventos E; com no mdzimo r excegoes, e que P(E;) < p para todo
1<i<n. Se

ep(r+1) <1

entio P (N7, E;) > 0. (A constante “e” da desigualdade acima € a constante de Euler.)

Demonstracao. Se r = 0, entao p < 1 e os eventos sao independentes. Caso contrario,

construimos um digrafo de dependéncia D = (V, A) para os eventos Ei,..., E, no qual,
para cada i, |{j,(i,5) € A}| < r. Escolhemos z; = ﬁ e vamos mostrar que P(E;) <

x; H(i,j)eA(l — x;j). Com isso, satisfazemos as hipoteses do caso geral no Lema 37 e, assim,
concluimos que P (ﬂ?zl E) > 0. De fato, lembrando que para todo r, % < (1- TJ%I)T,
temos

1 1 1 "

PE,) <p< 1-— < xz; 1—x;). O
(l)—p—e(r+1)<r+1( 7“"1) —x(Z];Ei $])

17]

Foi mostrado por Shearer [35] que a constante “e” na desigualdade ep(r +1) < 1 ¢é a
melhor possivel. Esta versao do Lema Local de Lovasz possui diversas aplicacoes e produz
bons resultados. De fato, o melhor limitante inferior conhecido para os nimeros de Ramsey
diagonais R(k, k) é uma consequéncia desta versao do lema.

2
2

n

Teorema 39 (Spencer [36]). Se e<k> (k:

" a )21_(§) < 1 entao R(k,k) > n.

Demonstragao. Considere uma RB-coloragao ¢ do grafo completo com n vértices obtida
pintando cada aresta de maneira aleatéria, uniforme e independente. Fixado um subconjunto
A€ (‘]g), defina o evento M4 = {G[A] é monocromético em c}. Temos P(My) = 21-(5).
Se S,T C Ve |SNT| <1, entdo os eventos Mg e My sao independentes. Além disso,
se [SNT| > 2, entdao Mg e Mr sao dependentes. Fixado S, vamos estimar a quantidade
de conjuntos T' de k vértices que satisfazem |S N T'| > 2. Primeiramente, escolhemos dois
vértices desta intersecao, obtendo (g) possibilidades. Os k — 2 vértices restantes podem
ser quaisquer vértices que nao foram escolhidos anteriormente, o que implica em (Z:g)
possibilidades. Desta forma, contamos mais de uma vez alguns conjuntos 7', mas estimamos

que no maximo (g) (Z:g) destes conjuntos existem.

k
Portanto, aplicando o Lema 38 com p = 21-(3) ¢ r < (g) (Z:;), e sabendo, por hipétese,
que ep(r + 1) < 1, temos P (ﬂSE(V) WS) > 0 e, assim, existe uma coloragao de arestas de
2

K, sem K} monocromaticos. Concluimos que R(k, k) > n. O

Fazendo uma analise detalhada deste resultado e escolhendo n de forma adequada, €
possivel obter que
f

Rk, k) > (1+ 0(1))7%\@’“.
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Este limitante inferior possui a constante ligeiramente melhor que o apresentado anterior-

mente; é o melhor limitante inferior conhecido para os nimeros de Ramsey diagonais.
Uma andlise similar pode ser feita para ntumeros de Ramsey nao-diagonais, mas para

isso, a versao geral do LLL é necessaria. De fato, temos eventos de dois tipos, se T € (‘;),

entdao definimos A7 como o evento em que 1" é um tridngulo azul e, se S € (‘,2), Bg é o

evento em que S é um K}, vermelho. Temos P(Ar) = p3 e P(Bg) = (1 —p)(g) Cada evento
Ar & dependente de no méaximo 3(n — 3) < 3n eventos Ay e (2) eventos Bg/. Alem disso,

cada evento Bg ¢ dependente de no maximo (g) (n —2) < nk?/2 eventos Ar e (}) eventos
Bgr. Segue, entao, do Lema 37, que se existem 0 < p < 1 e dois reais 0 < x,y < 1, tais que

)

PP <a(l — )P (1 —y)E) e (1—p)) < y(1 — )21 — ) ()

temos que R(3,k) > n.

A melhor escolha possivel para os pardmetros p, x e y é dificil de se encontrar, mas ela
nos permite concluir que R(3,%) > Ck?/log?(k), para uma constante C > 0. A ordem de
crescimento deste nimero foi determinada por Kim [26], que mostrou que

R(3,k) =0 (10’;) .

Determinar se existe uma constante C' tal que R(3,k) ~ Ck?/logk e determinar tal cons-
tante caso ela exista sao dois problemas abertos fundamentais da Teoria de Ramsey.

A mesma ideia ainda pode ser utilizada para os nimeros R(4,k) e, em tal caso, en-
contramos que R(4,k) > k>/2+o()  Este limitante é melhor que qualquer outro limitante
conhecido que pode ser provado sem utilizar o Lema Local de Lovéasz.
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