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Relagoes entre caminhos e conjuntos estaveis em digrafos

Renato Yoshio Soma* Orlando Lee'

Resumo

Na literatura, pode-se encontrar varios resultados relacionando caminhos e conjuntos
estaveis em digrafos, por exemplo, os Teoremas de Gallai-Roy e de Gallai-Milgram.
Além disso, ha varios problemas em aberto envolvendo ambos os objetos, o que mostra
que nosso entendimento desta relagao ainda estd longe de ser completo. Neste projeto,
foram estudados alguns destes problemas e conceitos em grafos no geral.

1 Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar algumas relacoes entre caminhos e conjuntos estaveis
em digrafos. Para isso, foram estudados conceitos em grafos, desde conceitos béasicos, como
a definicado de um grafo, digrafo e arvore, até conceitos mais elaborados, como coloracao,
isomorfismo e torneios. A Secdo 2 deste trabalho contém as definicoes estudadas, bem
como alguns exemplos que auxiliaram no entendimento do conteido. As demonstragoes de
teoremas neste trabalho, como o teorema de existéncia de um circuito Euleriano num grafo,
embora nao sejam originais, sao interpretacoes do autor de forma a facilitar o entendimento
para uma pessoa sem conhecimento prévio de Teoria dos Grafos. A Secdao 3 contém os
resultados estudados relacionando caminhos a conjuntos estdveis. Nela, sao apresentados
os teoremas de Gallai-Roy, Gallai-Milgram e duas conjecturas, a de Linial e a de Berge. Na
Secao 3.4, apresentamos um resultado recente da veracidade da conjectura de Linial para a
classe de digrafos spine.

2 Conceitos em grafos

Esta secao explora conhecimentos adquiridos durante o estudo em grafos, bem como de-
finicGes e teoremas que foram provados para problemas classicos em grafos, como o problema
do circuito Euleriano e do ciclo Hamiltoniano.

2.1 Definicao de Grafo

Um grafo é um objeto matematico composto por dois conjuntos, o de vértices e o de
arestas. O conjunto das arestas representa relacoes entre os vértices. Podemos nos referir
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ao grafo G de forma mais resumida como G = (V, E), em que V é o conjunto dos vértices
e E é o conjunto das arestas.

Uma aresta de G é um par nao ordenado e = (a,b) de vértices de G. Note que usamos
a notacgao de par ordenado, apesar de ser um par nao-ordenado. Optamos por isto por
ser usada em alguns livros de algoritmos. Evitamos ambiguidade deixando claro se nos
referimos a um grafo ou a um digrafo (definido mais adiante). Dizemos que a e b sdo os
extremos de e. Quando os extremos da aresta sao iguais, a aresta é um “loop” ou “lago”.
Os extremos de uma aresta e sao ditos incidentes a e. Além disto, esses vértices sdo ditos
adjacentes ou vizinhos. Para um dado vértice v qualquer de um grafo, definimos o grau de
v como sendo o numero de arestas incidentes a ele. Denotamos o grau de v como deg(v). Se
um grafo tiver loops, cada loop incrementa o grau do vértice em duas unidades. A ordem
do grafo G, denotado por n(G), é o nimero de vértices de G, enquanto e(G) é o nimero de
arestas de G.

Um grafo é simples quando nao possui loops nem arestas multiplas. Arestas multiplas
sdo arestas que tém os mesmos extremos. Um grafo é dito completo quando é simples e
todo vértice do grafo é adjacente a todos os outros vértices do grafo. Denota-se o grafo
completo por K,. Desta forma, o K7 é apenas um vértice isolado e o Ky sdo dois vértices
ligados por uma tnica aresta. A Figura 1 apresenta os grafos K3, K4 e K.
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Figura 1: Grafos completos K3, K4 e K5

Dado um grafo G = (V, E), define-se o grafo complementar de G como sendo G = (V, E).
O grafo complementar de G, G, possui o mesmo conjunto de vértices de G. No entanto,
o conjunto de arestas de G é formado por arestas que ligam dois vértices de V mas que
nao estdo presentes em G. Ou seja, a aresta (u,v) € E(G) se e somente se (u,v) ¢ E(G).
Abaixo, seguem exemplos de um grafo G e seu complementar G.
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Figura 2: Grafo G e seu complementar G

Exemplo 3: Grafo de Petersen. O grafo de Petersen pode ser desenhado de vérias
formas, e na Figura 3 temos uma delas. Para a construgao do grafo de Petersen, toma-se
um conjunto de cinco elementos (no caso abaixo, o conjunto é o {1,2,3,4,5}) e tomamos
como conjunto de vértices todos os (g) subconjuntos de tamanho 2 deste conjunto. Toda
aresta do grafo de Petersen liga vértices que correspondam a conjuntos. Se um vértice usa
o elemento 1 e 0 2, entdo os seus vizinhos devem ser combinagdes do 3, 4 e 5. Como (g) é
3, todo vértice do grafo de Petersen tem exatamente trés vizinhos. No caso, os vizinhos de
12 podem ser 45, 35 ou 34.
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Figura 3: Grafo de Petersen

Grafos s@o comumente representados como listas de adjacéncias, em que todo vértice
possui uma lista de vértices adjacentes a ele ou como matriz de adjacéncia. Matrizes de
adjacéncia sao matrizes quadradas booleanas n X n, em que n representa o numero de
vértices do grafo e a posicao nl[i][j] é igual a 1 se o vértice i é adjacente ao vértice j.
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2.2 Cliques e conjuntos independentes

Seja G um grafo simples. Define-se uma clique em G (ou de G) como um subconjunto
C de V(G) tal que todos os vértices sao adjacentes dois-a-dois. Pode-se pensar na clique
como o resultado de uma relacao de transitividade no conjunto dos vértices. O numero de
clique de G, denotado por w(G), é o tamanho da maior clique de G.

Analogamente, define-se conjunto independente (também chamado de conjunto estavel)
como sendo um subconjunto I de V(G) tal que todos os vértices de I sdo nao adjacentes
dois-a-dois. O numero de independéncia de G, denotado por a(G), é o tamanho do maior
conjunto estavel do grafo.

Nota-se que a definicao de uma clique é oposta a definicado de um conjunto independente.
Se X é uma clique no grafo G, X serd um conjunto independente no grafo complementar
de G, G. O mesmo vale para o caso de X ser um conjunto independente em G, X serd uma
clique em G.

2.3 Isomorfismo e decomposicao

Uma decomposicao de um grafo G é uma lista de subgrafos de G em que cada aresta de
G aparece em exatamente um tnico subgrafo da lista.

Um grafo simples G sera isomorfo a outro grafo simples H se existir uma funcao bijetora
f que mapeie os vértices de G aos vértices de H. Formalmente, f(V(G) — V(H). Note que
isso ocorre se e somente se (u,v) € E(G) — f((u,v)) € E(H). Nota-se que, se as matrizes
de adjacéncia de G e H forem iguais, os grafos serao isomorfos. No entanto, o caso geral de
descobrir se um grafo é isomorfo a outro ainda nao foi provado como sendo da classe P ou
NP-Completo.

2.4 Passeio, trilha, caminho e circuito

Define-se um passeio em um grafo como uma sequéncia vy, €1, v1, €2, ..., Vk_1, €k, Uk tal
que e; é uma aresta com extremos v;_1 e v; parai = 1,2, ..., k. Num grafo simples, podemos
omitir as arestas e listar somente os vértices. Um passeio fechado é um passeio no qual o
vértice de inicio coincide com o vértice de término do passeio. No caso do passeio, tanto
arestas quanto vértices podem aparecer de forma repetida na sequéncia.

Uma trilha é um passeio sem arestas repetidas. Uma trilha serd considerada fechada
se o inicio da trilha for igual ao fim da trilha. Neste caso, também podemos chama-la de
circuito.

Um caminho em um grafo é uma trilha que nao repete vértices. Um caminho que é uma
trilha fechada, nao repete vértices (exceto o primeiro) e tem pelo menos uma aresta é dito
um ciclo.

Note que concatenar um caminho (u,...,v) com um caminho (v, ...,w) nao resulta ne-
cessariamente em um caminho (u,...,w). Isso porque algum vértice interno de ambos os
caminhos pode ser comum, levando & uma repeticao de vértices. Por outro lado, a lista de
vértices e arestas obtida deste modo gera um passeio de (u, ..., w).
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F

No grafo acima, a sequéncia (A, B, G, C, F') forma um caminho e a sequéncia (F, D,C, E)
forma outro caminho. No entanto, seguir os dois caminhos néo gera um caminho de A a
E, visto que o vértice C' apareceria repetido, mas claramente terifamos um passeio. Por
fim, nota-se que, apesar da uniao dos caminhos nao gerar um caminho, podemos obter um
caminho A a E baseado neles.

Teorema 1: Todo passeio (u,...,w) contém um caminho (u,...,w). A prova pode ser
feita por induc@o no nimero de arestas (n) do passeio. Considere n = 1. Entao teremos
um passeio de tamanho 1, que claramente é um caminho. Agora tome n = k. Se o passeio
de (u,...,w) nao tiver vértices repetidos, ele serd um caminho. Sendo, ele terd ao menos
um vértice interno que é repetido, seja ele o vértice v. Podemos tirar os vértices e arestas
internas ao intervalo em que v aparece repetido, obtendo um passeio menor do que k de
(t, ..., v, ...,w). Por hipdtese da inducao, esse passeio contém um caminho de (u, ..., w).

Quando nos referimos a paridade de um passeio (vale também a circuito, caminhos
e trilhas), estamos nos referindo ao tamanho do passeio, isto é, ao nimero de vértices
atravessados por ele. O proximo teorema relaciona passeios fechados com a existéncia de
ciclos.

Teorema 2: Todo passeio fechado impar possui um ciclo impar. A prova sera feita
em inducdo no numero de arestas n do passeio. Pode-se ver que o menor passeio fechado
possivel ocorre para n = 1, um loop. Nesse caso, o passeio fechado impar também é um
ciclo impar. Agora vamos supor que a hipotese é valida para passeios fechados de n < k e
tome um passeio fechado impar W com n = k. Se esse passeio nao tiver nenhum vértice
interno repetido, poderemos concluir que ele é um ciclo impar. Senao, seja v o vértice
interno repetido em W. Para que o passeio W seja fechado, esse vértice precisa ter grau
par. Usando esse vértice v de ponto inicial, podemos ver que ele pode ser a origem de dois
ou mais passeios fechados que partem dele. Porém, para que W seja fmpar, ao menos um
dos passeios deve ser impar. Como necessariamente todos os passeios que partem de v tém
tamanho menor do que k, por hipétese da inducao, o passeio fechado impar que parte de v
é um ciclo impar. Assim, W possui um ciclo impar.

Uma biparticao num grafo G é o particionamento do conjunto de vértices do grafo
em dois conjuntos independentes (estaveis). O enunciado do préximo teorema relaciona
biparticao em grafos com a existéncia de ciclos impares.

Teorema de Konig: Um grafo é bipartido se e somente se nao contiver um ciclo impar.

Podemos utilizar este teorema para verificar, por exemplo, que o grafo de Petersen nao
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é bipartido, pois ele claramente possui ciclo impar.

2.5 Circuitos Eulerianos e ciclos Hamiltonianos

Define-se um circuito Euleriano como um circuito num grafo que contém todas as arestas
do grafo. Um grafo é dito Euleriano se possuir um circuito Euleriano. O proximo teorema
relaciona a paridade de um grafo com a existéncia de um circuito Euleriano.

Lema 1: Se todo vértice de um grafo G tiver grau no minimo 2, o grafo G conterd um
ciclo.

Teorema 3: O grafo G é Euleriano se e somente se tiver no maximo uma componente
nao trivial e todos os seus vértices tiverem grau par.

— Se o grafo GG é Euleriano, ele possuira um circuito C. Toda vez que passamos por um
vértice do circuito C, usamos ao menos duas arestas, uma aresta usada para chegar nele e
uma aresta usada para sair dele. Logo, todo vértice possui grau par.

< Provamos por indug¢ao no nimero de arestas. Se n = 1 temos um loop no tnico
vértice do grafo, que é um circuito Euleriano. Vamos supor que a hipétese é valida para
1 < n < k e vamos supor um grafo G com uma tnica componente de n = k arestas, com
todos seus vértices de grau par. Pelo Lema 1, existe um ciclo C' no grafo G. Se esse ciclo
usar todas as arestas de (G, a demonstracdo se encerra, pois o grafo é Euleriano. Sendo,
o ciclo é um subgrafo de G. A remocdo das arestas de C' em G reduz os graus de todos
os vértices incidentes as arestas removidas de um nimero par (dois) e pode levar a dois
casos: ou G — C' é um grafo com uma tnica componente, ou G — C' possui mais de uma
componente. Os casos a seguir sao exaustivos e completam a demonstracao do teorema.

1. Se G — C formar uma unica componente, poderemos aplicar a hipdtese da indugao
pelo fato dessa componente ter menos de k arestas. Logo, G — C é um circuito
Euleriano. Agora recolocamos as arestas de C. Partindo de um vértice qualquer de
C, podemos percorrer o circuito Euleriano de G — C' e retornar ao vértice de partida,
depois percorrer o ciclo C'. Assim, percorremos um circuito Euleriano no grafo G, e
G pode ser dito Euleriano.

2. Se GG — C possuir mais de uma componente, saberemos que o ciclo C' conecta as di-
versas componentes de forma a gerar uma tnica componente em G. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que a remogao das arestas do ciclo gera duas componentes
que sao ligadas a C por meio dos vértices u e v de C. Como os dois componentes
possuem menos do que k arestas, podemos aplicar a hipotese da inducao e as duas
componentes formam circuitos Eulerianos. Partindo de u, podemos percorrer a pri-
meira componente e retornar a u. Depois, percorremos o ciclo C' até chegar em v,
quando percorremos a segunda componente e retornamos em v. Continuamos percor-
rendo o ciclo C' até retornar em u, quando completamos um circuito Euleriano em G
e concluimos que G é Euleriano.

Finalmente, define-se um ciclo Hamiltoniano como um caminho fechado, ou seja, nao ha
repeticao de vértices. Apesar de se assemelhar ao problema do ciclo Euleriano, o problema
de determinar se um grafo possui um ciclo Hamiltoniano é demonstrado como NP-Completo
e no momento nao é possivel determinar a existéncia do ciclo de forma eficiente.
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2.6 Conectividade e componentes, maximalidade e maximo

Um grafo serd tido como conectado (ou conexo) se, para todo par de vértices do grafo,
existir um caminho entre eles. Em termos de relagao, a relacao de conectividade em V(G) é
o conjunto de pares ordenados de vértices que possuem um caminho entre eles. Pode-se ver
que ela é uma relacao de equivaléncia. Um componente de um grafo G é um subgrafo de G
que é conexo. Deste modo, um grafo conexo deve possuir exatamente um componente.

O termo maximal se refere a algo que nao é contido em nenhum outro maior, enquanto
o termo maximo se refere ao de maior tamanho. A figura abaixo ilustra este conceito em
relagdo ao ciclo maximal e ao ciclo maximo.

/\ /
\/ \

Figura 4: Grafo com ciclo (4, B, D,C) e ciclo (E,F,G, H,I)

— H

No grafo da Figura 4, o ciclo (A4, B, D,C) é maximal, pois ndo ha como estender este
ciclo de forma a obter um maior partindo desses vértices. Mas ele nao é méximo, o ciclo
maximo é o (E, F,G, H,I), pois é o ciclo de maior tamanho no grafo G.

2.7 Contagem e sequéncias graficas

Conforme afirmado anteriormente, o grau de um vértice corresponde ao nimero de
arestas incidentes a ele. O grau maximo e o grau minimo de um grafo sao denotados por
A(G) e o(G), respectivamente. O grafo que possui todo vértice com mesmo grau é dito
regular, mais especificamente, k-regular quando o grau comum for k.

Teorema do Aperto de Maos: Para todo grafo nao dirigido, vale:

ZUEV(G) d(v) = 2e

O teorema do aperto de maos relaciona o grau dos vértices com o nimero de arestas do
grafo. Este teorema possui diversas implicacoes, por exemplo, o fato de que todo grafo nao
orientado possui um numero par de vértices de grau impar. Isso se deve ao fato de que, se
tivesse um numero impar de vértices de grau impar, nao teriamos um nuimero inteiro de
arestas. Além disso, o teorema auxilia na determinagado da existéncia de um grafo baseado
apenas nos graus do grafo. Para compreender esta afirmacgao, define-se uma sequéncia de
graus de um grafo como uma lista de niimeros naturais que representam graus de vértices
de um grafo.
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Uma lista de nimeros naturais qualquer é uma sequéncia de graus de um grafo se e
somente se a somatoria desses graus resultar em um numero par. Isso decorre do teorema
do aperto de maos, se a somatéria for impar, nao conseguiriamos construir um grafo com
um numero inteiro de arestas.

Define-se uma sequéncia grafica como uma sequéncia de niimeros naturais que seja uma
sequéncia de graus para algum grafo simples. O préximo teorema mostra como podemos
construir sequéncias graficas de modo recursivo.

Teorema de Havel-Hakimi: Seja n o ntmero de inteiros nao negativos de uma
sequéncia. Para n > 1, uma sequéncia d é grifica se e somente se outra sequéncia d’
obtida de d for gréfica. d’ ¢ obtida a partir de d, removendo-se o elemento de maior grau
(A) e reduzindo em 1 os préximos (A) elementos da sequéncia. A sequéncia grafica com
n =1 é aquela onde d; = 0.

2.8 Definicoes em Arvores

Quando um grafo nao possui ciclos, diz-se que ele é aciclico. Define-se uma arvore como
sendo um grafo aciclico conexo. Um conjunto de arvores disjuntas, ou um grafo aciclico
disconexo, é dito uma floresta. Como arvores nao tem ciclos, elas nao possuem ciclos
impares. Desta forma, drvores sdo por construcao sempre bipartidas.

O subgrafo gerador de G é o grafo que tem V(G) como o conjunto de vértices. O

s

subgrafo gerador conexo de G ¢é definido como arvore geradora de G.

Figura 5: K4, subgrafo gerador do K, e arvore geradora do Ky

Da Figura 5 podemos ver que um subgrafo gerador pode ser qualquer subgrafo de G,
desde que o conjunto de vértices seja o0 mesmo. Podemos ver também que para um mesmo
grafo, podem existir diversas arvores geradoras. No caso da Figura 5 acima, qualquer
caminho Hamiltoniano em G serviria como arvore geradora de G. Nota-se assim que todo
caminho hamiltoniano é uma arvore geradora.

O préximo teorema, cuja demonstracao serd omitida, mostra-se importante no entendi-
mento de problemas envolvendo arvores.

Teorema 4: Para um grafo G de n vértices, a arvore de n vértices caracterizada por G
apresenta as seguintes propriedades, todas equivalentes entre si:
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1. G é conexo e nao apresenta ciclos

2. G tem exatamente n — 1 arestas e é conexo

3. G tem exatamente n — 1 arestas e é aciclico

4. G nao tem loops e a todo par u,v € V(G), hd exatamente um caminho de u a v.
Do Teorema 4, seguem-se as seguintes afirmacoes:

1. Cada aresta da arvore é uma aresta de corte. Uma aresta de corte é uma aresta que
quando removida, aumenta o nimero de componentes do grafo.

2. A adigdo de uma aresta na arvore (sem adigao de outro vértice) produz exatamente
um ciclo.

3. Todo grafo conexo possui uma arvore geradora.

2.9 Aplicagoes dos conceitos

A seguir, seguem alguns exemplos de uso dos conceitos até agora expostos na resolugao
de problemas, ou demostracao de algumas propriedades em grafos.

Exemplo 4: Seja G = (V,E) um grafo (X,Y) bipartido. Entao ) _y deg(v) =
> ucy deg(u). Vamos supor por contradicdo, que )y deg(v) < > .y deg(u). Nesse
caso, existe ao menos uma aresta que sai de Y e nao atinge X, pois se toda aresta que
partisse de Y atingisse X, terfamos igualdade. Mas isso implicaria que a aresta que sai de
Y atinge algum outro vértice de Y, o que é uma contradicao, visto que Y é bipartido. Logo,
num grafo bipartido, temos a igualdade ) y deg(v) = )y deg(u). Note que a prova
também vale para o caso onde a soma dos graus em X é maior que a soma dos graus em Y.

Exemplo 5: Num grupo de seis pessoas, sempre é possivel encontrar trés pessoas que
se conhecem mutuamente ou trés pessoas que nao se conhecem mutuamente. Podemos
formular uma prova para este enunciado usando um grafo completo de seis vértices, Kg.
Cada aresta do grafo sera pintada de azul ou vermelho, arestas azuis significam que os
vértices ligados sdo pessoas que se conhecem. Arestas vermelhas significam que os vértices
ligados sao pessoas que nao se conhecem. Em todo grafo completo, o grau de cada vértice é
um a menos que o nimero de vértices total. Ou seja, no Kg, cada vértice tem grau 5. Note
que garantidamente sempre teremos ao menos trés arestas de mesma cor partindo de um
vértice A qualquer. Dessa forma, vamos supor que de A, partem exatamente trés arestas
azuis, atingindo os vértices B, D e F, conforme a Figura 4. Note que se existir aresta
azul conectando F' a D ou D a B ou ainda F' a B, temos que trés pessoas se conhecem
mutuamente. Para evitar que nao existam trés pessoas que se conhecam mutuamente,
necessariamente temos que pintar essas arestas de vermelho. Mas nesse caso, temos que
trés pessoas nao se conhecem mutuamente. Conclui-se entao que em um grupo de seis
pessoas, sempre é possivel achar trés pessoas que se conhecem mutuamente ou trés pessoas
que nao se conhecem mutuamente.
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D

Figura 6: Grafo do Exemplo 5

Exemplo 6: Sejam P e ) caminhos de um grafo G tal que o final de P é igual ao inicio
de Q). Seja u o inicio de P e seja v o final de Q. Se P e () tém paridades distintas entao
P contém um caminho impar de v a v ou contém um circuito impar.

1. Se nao existir circuito em P() entdo nao existem vértices repetidos no passeio de u
a v e esse passeio é um caminho. Como P e () tem paridades distintas, PQ é um
caminho {fmpar.

2. Se existir um circuito em PQ):

(a) Ou o circuito é impar,
(b) Ou o circuito é par. Nesse caso, o circuito contém arestas de P e de Q). Nao
pode estar contido unicamente em P ou em () senao eles nao seriam caminhos.

i. Se o numero de arestas contidas em P for par, entdo também temos um
numero par de arestas em (). Assim, remover o circuito forma um caminho
PQ impar.

ii. Se o numero de arestas contidas em P for impar, o nimero de arestas em
@) também é impar. Novamente, remover o circuito forma um caminho PQ
impar.

Como os casos sao exaustivos, vemos que sempre teremos um caminho impar ou um circuito
impar quando ocorrer uma concatenacao de caminhos com paridades distintas.

Exemplo 7 Em uma liga de duas divisoes com 13 times em cada divisao, é possivel
que cada time dispute 9 jogos entre times da mesma divisao e 4 jogos com times de outra
divisdo? A resposta para o problema é negativa, consequéncia do teorema de aperto de
maos. Modelando o problema por meio de grafos, podemos fazer com que cada time seja
um vértice e os jogos entre times sejam arestas que liguem os times. Fica evidente que nao
é possivel um escalonamento de jogos visto que cada vértice teria grau impar. Ou seja,
terfamos 2e = 13 X 9 e o ntimero de arestas nao seria inteiro.
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Exemplo 8 Sejam gy, ..., g, inteiros positivos com n > 2. Entao existe uma arvore com
vértices de graus g1, ..., g, se e somente se > ;- g; = 2n — 2.

— Imediato pelo teorema do aperto de maos. Como toda arvore possui exatamente
n — 1 arestas, temos que 3 x > ; ¢; =n— 1. Logo, >1 | g; = 2n — 2.

< A prova pode ser feita por inducao no nuimero de vértices.

A— B
Figura 7: Base da indugao, n = 2

Para n = 2 temos a sequéncia {1, 1} cuja somatdria resulta em 2 x 1 —2 = 2. Como a
Figura 7 mostra, é possivel obter uma arvore com essa sequéncia de inteiros. Vamos supor
que a hipdtese seja valida a 2 < k < n e que tenhamos uma sequéncia de k = n inteiros tais
que > | gi = 2n—2. Se essa sequéncia for composta apenas de uns, a somatdria teria valor
n. Por outro lado, se a sequéncia for composta apenas de uns, a somatoria teria valor 2n,
que é maior que 2n—2. Para que a somatoria tenha valor 2n—2, necessariamente precisamos
ter ao menos dois “uns” na sequéncia. Como a sequéncia nao pode ser composta somente
de “uns”, removemos um elemento “um” da lista, seja ele x e reduzimos um outro elemento
1 que nao seja um por uma unidade. Desta forma, obtemos uma sequéncia cuja somatoria
da 2n — 4 e uma sequéncia de n — 1 inteiros. Por hipétese da inducao, podemos obter uma
arvore com essa nova sequéncia e essa sequéncia é grafica. Agora podemos colocar uma nova
folha a essa arvore, o que implica em adicionar & sequéncia um inteiro “um” e incrementamr
algum outro inteiro da sequéncia de um. Assim, podemos pensar que recolocamos o x e
incrementamos y de um. Com isso, obtemos uma arvore com sequéncia de inteiros cuja
somatoria da 2n — 2.

2.10 Grafos dirigidos, Orientagoes e Torneios

Um grafo dirigido, também chamado de digrafo, consiste de um conjunto de vértices e
arcos, cada arco pode ser visto como uma aresta com um sentido. Quando nos referimos
aos vértices sucessores de um vértice v qualquer do digrafo, dizemos que o vértice v domina
seus sucessores. Uma orientacao de um grafo G é o digrafo obtido de G ao escolher uma
orientacao (r — y) ou (x « y) para cada aresta (x,y) do grafo nao dirigido G. Define-
se como um torneio a orientacao obtida de um grafo completo nao dirigido. Muitos dos
conceitos que foram vistos para grafos nao dirigidos se aplicam sem diferenca aos digrafos,
por exemplo, caminhos, subgrafos, isomorfimos, decomposicao, além de outros. No entanto,
alguns conceitos necessitam de revisao devido a algumas pequenas diferengas.

Define-se como grafo subjacente de um digrafo D como sendo o grafo nao dirigido obtido
de D ao ignorar o sentido dos arcos de D. Um digrafo é dito fracamente conexo se o seu
grafo subjacente for conexo. Serd fortemente conexo se, para cada par de vértices u,v do
digrafo, existir um caminho entre eles. Os componentes fortes do digrafo sao os subgrafos
maximais fortemente conexos.

Para digrafos, a versao do teorema do aperto de maos depende dos graus de entrada e
de saida do digrafo. O grau de entrada de um vértice é definido como o nimero de arcos
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que entram no vértice, o grau de saida é o andlogo para os arcos que partem dele. Desta
rm rem T ma ra digr resume 2 uin uagao:
forma, o teorema do aperto de maos para digrafos se resume a se te equacao

B@G) =Y deg* () =" deg™(v)

Finalmente, num digrafo D, um kernel K é um conjunto estavel de vértices tal que todo
vértice do conjunto V(D) — K domina algum vértice em K. Pode-se provar que, se D nao
possuir um ciclo fmpar, D possui um kernel. Isso implica que, se D nao possuir um kernel,
ele necessariamente possui um ciclo impar. Além disso, se D for aciclico, ele possui um
kernel.

2.11 Coloragao e niimero cromatico

Quando queremos particionar objetos de tal forma que as particbes sejam compativeis
de alguma forma, podemos usar coloracao. Uma coloracao de um grafo G é a rotulacao
dos vértices de G em cores (ntimeros) de um conjunto S. Vértices de mesma cor formam
uma classe de cor. Uma coloragao é dita propria se vértices adjacentes tiverem cores dis-
tintas. Um grafo é k-colorivel se tiver uma coloragao prépria com k cores. Pode-se ver
assim que cada classe de cor forma um conjunto independente, mais que isso, formam uma
particao. Logo, um grafo k-partido é também k-colorivel. Finalmente, o menor niimero de
cores necessarias para obter uma k-coloracdo em um grafo G é o nimero cromatico de G,
representado por x(G).

Nota-se que, para todo grafo G valem as desigualdades: x(G) > w(G) e x(G) >
n(G)/a(G). O motivo para a primeira desigualdade é que uma clique é formada por vértices
de cores distintas. Ja para a segunda, como cada classe de cor pode ser representada por
um conjunto independente, se o grafo for colorivel por conjuntos independentes de mesmo
tamanho, temos x(G) = n(G)/a(G). Como isso nao é necessariamente verdade, vale a
desigualdade.

Para digrafos, o digrafo D é k-colorivel se o seu grafo subjacente também for k-colorivel.

Para saber se um grafo G é m-colorivel, usamos o produto cartesiano do grafo G com
o grafo completo K,,. Se o produto cartesiano G x K,, possuir um conjunto estavel de
tamanho n(G), entdo G é m-colorivel. Como o problema de determinar a existéncia de um
conjunto estavel de tamanho x num grafo é NP-Completo, determinar uma m-coloracao no
grafo G também é.

Assim, o que costuma ser feito é determinar limitantes superiores para o problema da
coloracao. Um limitante simples relaciona o nimero cromatico com o nimero de vértices
do grafo, ou seja, x(G) < n(G). Um limitante um pouco melhor é baseado no maior grau
do grafo.

Teorema 5: Seja G um grafo conexo. Entao, o nimero cromético de G pode ser
dado pela desiguladade x(G) < 1+ A(G). A demonstragao pode ser feita por indugao no
ntmero de vértices do grafo, n(G). Para n = 1, tem-se um vértice cujo grau maximo é
zero e a hipdtese é valida. Suponha agora que a hipdtese é vélida para 1 < n < k — 1.
Seja G um grafo de k vértices. Se retirarmos um vértice v qualquer do grafo e todas as
arestas incidentes nele, obtemos um grafo G’ = G — {v}. Observe que A(G’") < A(G). Por



Relacoes entre caminhos e conjuntos estaveis em digrafos 13

hipdtese, esse grafo G’ tem ndmero croméatico de tamanho menor ou igual a 1 + A(G).
Agora recolocamos v e todas as arestas anteriormente retiradas. Devemos considerar dois
casos:

1. A(G") = A(G). Nesse caso, se v tiver grau A(G’), entdo como temos que x(G') =
1+ A(G'"), garantidamente temos uma cor para usar na coloracao de v.

2. A(G") < A(G). Nesse caso, se v tiver grau A(G) sendo ligado a todos os outros
vértices, atribuo a v uma nova cor.

Em ambos os casos, verifica-se que x(G) = 1+ A(G).

3 Caminhos e conjuntos cstaveis em digrafos

Até o momento, foram apresentados conceitos em grafos e digrafos, bem como teoremas
e resultados em problemas classicos de grafos. Com esses conceitos, podemos verificar
algumas relagdes entre caminhos e conjuntos estaveis (independentes) em grafos orientados.
As préximas subsecOes irao mostrar algumas das relagoes conhecidas que foram estudadas.

3.1 Teorema de Gallai-Roy

O teorema de Gallai-Roy relaciona coloracao prépria de vértices com o tamanho do
maijor caminho em um grafo dirigido, de tal forma que, grafos com ntimero cromatico
grande possuem caminhos de tamaho grande.

Teorema de Gallai-Roy: Todo digrafo D contém um caminho dirigido de x(D)
vértices.

Note que o teorema de Gallai-Roy pode ser interpretado também como: se D é um
digrafo qualquer, entdo D possui um caminho com ao menos x(D) vértices.
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Figura 8: Digrafo D com ciclo B,C, D, B e maior caminho de sete vértices

Para a demonstracao do teorema, suponha que o maior caminho no digrafo D tenha
tamanho de k vértices. Obtemos o digrafo o D’ como o subdigrafo maximal aciclico de D
por remocao de arestas de retorno. Por exemplo, na Figura 8, podemos remover a aresta
(D, B) de forma a obter um subdigrafo aciclico maximal, como visto na Figura 9.

N
K/ .

Figura 9: Subdigrafo D’ aciclico e maximal de maior caminho de sete vértices.

Podemos colorir D’ de tal forma que cada vértice tenha como cor um nimero natural
que represente o tamanho do maior caminho que parta dele. Como D’ é um subgrafo de D,
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o maior caminho de D’ é necessariamente menor ou igual a k, o valor do maior caminho de
D. Logo, a cor de qualquer vértice em D’ pode ser no mdximo igual a k. Para os arcos dos
digrafos D e D’, temos dois casos a considerar.

Primeiramente, se o arco (u,v) € A(D) e (u,v) € A(D’), suponha que o maior caminho
partindo de v vale v e termina em um vértice w. Entao, o tamanho do maior caminho
partindo de u é no minimo ~ + 1, pois o vértice v nao pode estar no caminho de v a w,
senao terfamos um ciclo em D’. Desta forma, podemos associar ao vértice u, uma cor de
valor no minimo v + 1.

Se o arco (u,v) € A(D) mas (u,v) ¢ A(D'), entdo sabemos que (u,v) formaria um ciclo
em D’. Logo, existe um caminho de v a u em D. Pelo mesmo argumento utilizado no
paragrafo anterior, podemos concluir que a cor de v sera diferente da cor de wu.

Assim, podemos colorir os digrafos D’ e D com k cores. Conclui-se que o ntmero
cromético deles deve ser no maximo k, ou seja, temos que x(D) < k. Considerando que,
numa coloragao prépria, vértices pertencentes & mesma cor sao vértices que nao tem ligacao
(arestas) entre si, podemos concluir que cada cor usada para colorir os vértices do caminho
um forma um conjunto estavel no grafo.

3.2 Teorema de Gallai-Milgram

O teorema de Gallai-Milgram tem por motivagao responder a seguinte questao: dado um
grafo, quantos caminhos disjuntos sao necessarios para cobri-lo? Veremos que este teorema
prové um limitante superior para a questdo. Antes de enunciar este teorema, € necessario
uma definicao: dado um grafo ou digrafo D, dizemos que D possui uma cobertura por cami-
nhos se pudermos cobrir o conjunto de vértices V(D) por caminhos disjuntos. Definimos P
como sendo esse conjunto de caminhos. Se o conjunto de caminhos P for o menor possivel
para cobrir os vértices de D, dizemos que P é 6timo. Nesse caso, representamos o conjunto
pela letra pi, ou seja, m(D) representa o menor nimero de caminhos disjuntos necessérios
para cobrir V(D).

Teorema de Gallai-Milgram: Para todo digrafo D, n(D) < a(D).

Este é o enunciado mais conhecido do teorema, mas eles provaram um resultado mais
fote:

Teorema de Gallai-Milgram (variagao): Se P for uma partigdo de caminhos 6tima
em D, entao existe um conjunto estavel S em D ortogonal a P.

Para compreender esse resultado mais forte, precisamos definir ortogonalidade. Diz-se
que um caminho P é ortogonal a um conjunto estével se eles tiverem apenas um vértice de
intersecgao. Por extensao, uma cobertura de caminhos P é ortogonal a um conjunto estdvel
se para todo caminho elemento de P, o caminho for ortogonal ao conjunto estavel. Note
que ortogonalidade pode ser vista como uma fungao sobrejetora f : P — S.

Observe que este ultimo teorema tem como consequéncia direta a primeira versao do
teorema de Gallai-Milgram apresentada, uma vez que w(D) < |P| < |S| < a(D).

Para a demonstracao do Teorema de Gallai-Milgram necessitamos do préximo lema.
Para tanto, note que i(X) representa os vértices iniciais de cada caminho em X e t(X)
representa os vértices finais de cada caminho em X.
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Lema 2: Seja P uma parti¢do de caminhos no digrafo D. Suponha que nao ha nenhum
conjunto estavel em D ortogonal a P. Entao existe uma particao de caminhos Q de D tal

que |Q| = |P| — 1, i(Q) C i(P) e t(Q) C t(P).

A demonstracao deste lema é feita por inducéao no nimero de vértices do digrafo D, n.
Para n = 2, note que podemos ter um vértice de inicio u e um de término v, com um arco
entre eles, (u,v). Nesse caso, podemos ver P como sendo composto por dois caminhos de
tamanho zero, ou seja, P = {(u,u), (v,v)}. Por outro lado, podemos ter uma cobertura
com um unico elemento, ou seja, @ = {(u,v)}, de tamanho um. Logo, para n = 2, temos

Q| =[P - 1.

Oo——0

Figura 10: Caso base do Teorema de Gallai-Milgram

Vamos supor que a hipdtese é valida para 2 < n < k. Supor também que tenhamos um
digrafo D de k vértices que possua uma partigdo por caminhos P e o digrafo D nao possua
nenhum conjunto estével ortogonal a P. Por consequéncia, o conjunto de terminais ¢(D)
nao é um conjunto estavel. Assim, temos dois casos.

o oo

Figura 11: z forma um caminho de caminho zero

Na Figura 11, vemos o primeiro caso, no qual o conjunto {a, b, y, z} representa o conjunto
de terminais ¢(D) e z representa um caminho trivial, de caminho zero. Como ¢(D) nao é
um conjunto estavel, garantidamente existe um arco entre os vértices terminais, o que esta
representado pelos arcos (a,b) e (y,z). Os arcos que atingem a,b e y correspondem aos
caminhos que terminam neles. Seja a cobertura de caminhos nesse grafo D denotada por
P. Entao podemos remover o caminho trivial de P e estender o caminho que termina em
y por meio do arco (y,z). Assim, obtivemos em D uma cobertura por caminhos Q tal que

Q] = [P] =1, i(Q) Ci(P) e l(Q) CH(P).
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Figura 12: z é um terminal de algum caminho nao trivial

Se z nao for o terminal de um caminho trivial, podemos representé-lo conforme a Figura
12 acima. Novamente, o conjunto de terminais de D é representado por {a,b,y,z}. Por
hipdtese, esse digrafo possui cobertura por caminhos P e nenhum conjunto estavel. Digamos
que z possua um antecessor no caminho até ele, seja ele x.

o0 o

®
T

Figura 13: Grafo D’ com o vértice z removido

Do digrafo da Figura 12, podemos remover o vértice z e obter um novo digrafo D’ com
n = k—1 vértices. Isso é representado na Figura 13. Digamos que o caminho que terminava
em z na Figura 12 era o caminho C'. Entado para a Figura 13, temos que o caminho que
chega ao vértice x é o C' = C'— z. Além disso, temos que a cobertura por caminhos em D’ é
P =(P-C)Uul’,i(P") =i(P) e t(P') = (t(P) — z) Uz. Note que, nesse caso, o nimero de
caminhos na cobertura de D' nao muda em relagao & D, ou seja, [P| = |P’|, sendo que |P’|
corresponde & cobertura por caminhos de D’. Além disso, o conjunto de terminais obtido,
t(P") nao forma um conjunto estavel em D’ Por hipdtese da indugao, podemos dizer que D’
possui uma cobertura por caminhos |Q'| tal que |Q'| = |P/|—1=|P|—1,4(Q") Ci(P) e
t(Q) C t(P").

Agora vamos reconstruir o digrafo D por recolocacao do vértice z, usando a cobertura
Q'. Novamente precisamos considerar dois casos, no primeiro caso, z € t(Q'). Se x é um
terminal na cobertura Q', vamos estender o caminho que termina nele por meio do arco
(x,z). Assim, obtemos uma cobertura @ em D de mesma cardinalidade que Q’, ou seja,
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provamos que em, D, existe uma cobertura por caminhos Q tal que |Q| = |P| — 1. Note
também que para esta cobertura Q, o conjunto de vértices que iniciam os caminhos é igual
ao conjunto de vértices que iniciam os caminhos da cobertura @’. Como visto no paragrafo
anterior, 1(Q') C i(P’) e i(P) = i(P’), assim, temos que i(Q) C i(P) em D. Finalmente,
por construcao de D’ e pelo passo indutivo, ¢(Q) C t(P) em D.

Para o segundo caso, temos que z ¢ t(Q'). Mas por hip6tese da indugio, Q' tem
exatamente um caminho a menos do que a cobertura P’, para um subconjunto de terminais
de P’. Isso implica que apenas um terminal de ¢(P’) ndo é presente em t(Q’). Assim,
x ¢ t(Q') implica y € t(Q"). Usando a mesma ideia de estender o caminho que termina em
y do paragrafo anterior, podemos ver que para este caso também temos que no digrafo D,
vale |Q| = |P| — 1, i(Q) Ci(P) e t(Q) C t(P).

Assim, podemos utilizar este lema para provar o teorema de Gallai-Milgram. Suponha
que P seja uma cobertura por caminhos 6tima de D, ou seja, m(D) = |P|. Pelo lema 2,
existe um conjunto estdvel S ortogonal a |P|, caso contrario, poderfamos construir uma
cobertura por caminhos @ menor do que P, o que seria uma contradicao. Como o conjunto
estdvel S pode ser no méximo igual ao maior conjunto estdvel do digrafo em tamanho,
temos que w(D) = |P| < |S| < a(D).

3.3 Conjecturas de Berge e de Linial

O teorema de Gallai-Milgram mostra a relacao entre uma cobertura 6tima por caminhos
com o maior conjunto independente num digrafo. Note que isso vale para um tinico conjunto
independente. Linial conjecturou que o mesmo ocorre para k conjuntos independentes,
enquanto que Berge prop0s uma conjectura que, se provada, é ainda mais forte. Antes de
apresentar as conjecturas, precisamos estender algumas definigoes ja feitas.

Define-se a k-norma de uma particao de caminhos P como sendo [P, = Y pop min {|P|, k},
onde |P| representa o tamanho do caminho P em numero de vértices. Denotamos 7 (D)
como sendo a k-norma de uma k-6tima particdo por caminhos de D e ax (D) como sendo o
numero de vértices coloridos numa particao por caminhos 6tima.

Uma k-coloracdo parcial C* é a unido de k classes de cores, representando conjuntos
independentes disjuntos. O peso dessa coloracdo parcial, denotada por ||C*|| é definida
como ||CF|| = >_ce|jcr) |C| e representa o nimero de vértices coloridos por meio dessa
coloragao parcial.

Finalmente, estendemos o conceito de ortogonalidade. Uma partigao por caminhos P é
ortogonal a uma k-coloracao parcial de D caso todo caminho P de P interceptar min{|P|, k}
classes de cores.

Desta forma, temos como associacoes importantes:

1. m(D) = |P|, = >_pep min{|P|,k}, k-norma de uma particdo por caminhos étima.
2. ag(D) = > cejon |C, niimero de vértices coloridos na partigao por caminhos étima.

Seguem as conjecturas:
Conjectura de Linial: Seja D um digrafo e k um inteiro positivo. Entao mi(D) <
Oék(D)
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Conjectura de Berge: Para toda particao por caminhos k-6tima P em D, existe uma
k-coloracao parcial ortogonal a P.

Note que, partindo da conjectura de Linial, para kK = 1 obtemos o teorema de Gallai-
Milgram.

Atualmente, a conjectura de Linial é aberta para k > 3 mas fol mostrada valida para
algumas classes de digrafos: bipartidos, aciclicos, entre outras. A proxima sub-secao ird
mostrar um resultado que mostra a validade da conjectura para uma classe de digrafos
chamada “spine”, que é uma generalizagdo de digrafos “split”.

A conjectura de Berge também é vilida para alguns casos, entre eles k =1 e k = A(D),
onde A(D) representa o maior caminho em D. Para k = 1, a conjectura se degenera ao
teorema de Gallai-Milgram enquanto que para k = A\(D), podemos mostrar a validade da
conjectura pelo mesmo argumento usado na demonstragao do teorema de Gallai-Roy.

Caso a conjectura de Berge seja valida para todo k, ela unificaria os teoremas de Gallai-
Milgram, Gallai-Roy, e a conjectura de Linial. Observe que de acordo com a conjectura de
Berge, temos que Y. pep min {|P|,k} < [|C¥||. Note que, m, = [P|x = > pep min {|P|,k} e
||C*¥|| < ay. Assim podemos escrever:

™ = |Plp < [|C]] € oy

e pode-se ver que a conjectura de Linial e os outros teoremas seguem.

3.4 Digrafos spine e a conjectura de Linial

Esta se¢@o explora conceitos do artigo “On Linial’s conjecture for spine digraphs” de
SAMBINELLI et al. (2017). No artigo, os autores mostram que a conjectura de Linial é
valida para uma classe de grafos a qual denominaram “spines”, cuja caracteristica é ser
uma generalizacao de digrafos “splits”. Grafos “split” sao grafos cujos vértices podem ser
particionados em uma clique e em um conjunto estavel.

No artigo, os autores definem um digrafo spine como sendo um digrafo D[X, Y], onde X
e Y sao particoes de vértices, X possui um caminho hamiltoniano e Y forma um conjunto
estavel. Para este problema, dois vértices sao ditos adjacentes se existir um arco que os
liga. Ao mostrar que a conjectura é valida para os spines, os autores conseguem mostrar a
validade para os splits, visto que sempre existe um caminho hamiltoniano em uma clique.

Para mostrar a validade da conjectura nessa classe de digrafos, os autores definiram
duas sub-classes do digrafo. Uma foi chamada de k-relaxada a e outra de k-apertada. Um
digrafo spine é dito k-relaxado se |X| < k ou se existir um subconjunto de S de X tal
que |S| = k e nao existir nenhum vértice em Y adjacente a todo vértice de S. Um digrafo
spine é dito k-apertado caso nao for k-relaxado. Mostrar que a conjectura vale para as duas
subclasses demonstra a conjectura para os digrafos spine. As duas observagoes a seguir sao
Uteis na demonstragao da conjectura.

1. Seja D[X,Y] um digrafo spine e P um caminho hamiltoniano em D. Pode-se verificar
que uma particao por caminhos possivel é o caminho P e cada vértice de Y sendo
um caminho trivial, ou seja, {P}U{(y) : y € Y'}. Essa particao tem como k-norma o
valor min{|X|, k} + |Y|, visto que o caminho P vai contribuir com o menor valor entre
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seu tamanho e o valor de k£ e cada vértice de Y aumenta a norma em uma unidade.
Deste modo, temos que (D) < min{|X|, k} + |Y| para todo digrafo spine.

2. Agora seja S um subconjunto de X tal que |S| < k —1 e S é maximal. Entdo uma
k-coloracao parcial possivel é Y U {{z} : x € S}. Essa k-coloragao parcial tem peso
Y| + min{|X|,k — 1}. Entao, ax(D) > |Y| + min{|X|,k — 1} a todo digrafo spine.

A demonstragao da conjectura para um digrafo spine k-relaxado é basicamente decor-
rente das observagoes 1 e 2 acima.

No artigo foi definido um caminho sem zigzag como sendo um caminho P = {x1, z2, ..., 2;}
que nao possui nenhum vértice y € Y tal que (y,z1) € A(D) ou (x;,y) € A(D) ou
(zi,y) € A(D) e (y,xzi+1) € A(D) (pode-se pensar em P como um caminho que nao pode ser
prolongado ou um caminho que gera um ciclo se usarmos algum vértice de Y'). Os autores
demonstram um lema (Lema 3 no artigo) que, se D[X,Y] é k-apertado com um caminho
P = {xz1,x9,...,x;} sem zigzag, entdo é possivel obter dois caminhos em D, digamos P; e
Py, tais que eles sejam disjuntos, a soma dos tamanhos dos caminhos seja | X| 4+ & + 1, um
dos caminho termina no término do caminho P (vértice x;) e o outro termina em um vértice
de Y. Além disto, o conjunto X é um subconjunto da unido dos vértices dos caminhos P;
(§] P2.

Deste modo, se o grafo for k-apertado, a analise prossegue baseada no maior caminho
do grafo. Se o maior caminho em D for maior do que |X|, entdo baseado na observacao
2 acima e usando uma particdo com esse maior caminho de tamanho ao menos |X|+ 1
vértices e os vértices restantes de Y como caminhos triviais, pode-se ver que a conjectura é
vélida, pois temos que m,(D) < |Y|+k —1 < ay(D). Agora, se o maior caminho em D for
menor ou igual a |X|, entdo toma-se o caminho hamiltoniano P na particdo X, que é um
caminho sem zigzag. Desta forma, é possivel obter dois caminhos disjuntos P; e P», ambos
de tamanho maior do que k, tais que a soma dos tamanhos deles é |X| + k + 1. Assim,
toma-se uma particdo de caminhos P com ambos os caminhos e os outros |Y| — k vértices
de Y restantes como caminhos triviais. Dessa forma, também é possivel ver que a relacao
(D) < Y|4+ k—1 < ag(D) se mantém. Logo, a conjectura é vélida para grafos spines, e
para grafos splits por consequéncia.

4 Conclusao

Neste trabalho foram apresentados conceitos em teoria dos grafos e algumas relacoes
conhecidas entre conjuntos estdaveis e caminhos dirigidos. No entanto, ainda ha muito a ser
descoberto neste campo de estudo, visto que a conjectura de Berge que é a mais geral, ainda
estd em aberto e implica os teoremas conhecidos na drea (Gallai-Roy, Gallai-Milgram, entre
outros) e a conjectura de Linial.
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