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Algoritmo de Branch-Cut-and-Price para o Problema do
Roteamento de Veículos Capacitados

Matheus Jun Ota∗ Flávio Keidi Miyazawa†

Resumo

Neste projeto objetivamos estudar algoritmos de otimização da classe Branch-Cut-
and-Price aplicados ao Problema do Roteamento de Veículos Capacitados, que pos-
sui diversas aplicações para as áreas de logística e de roteirização. Nessa abordagem,
proposta por Fukasawa et. al [7], utilizamos uma formulação em programação linear
inteira que usa um número exponencial de variáveis e de restrições. Os algoritmos
de Branch-Cut-and-Price buscam satisfazer esse modelo de modo que a computação
permaneça tratável. A implementação foi feita utilizando o framework de programa-
ção linear inteira SCIP e o solver CPLEX. Os experimentos indicam que o modelo de
Branch-Cut-and-Price trouxe uma melhoria significativa no desempenho quando com-
parado com o modelo de Branch-and-Cut.

1 Introdução

O Problema do Roteamento de Veículos Capacitados (Capacitaded Vehicle Routing Problem
ou CVRP) recebe de entrada o número de veículos localizados em um único depósito (todos com
capacidades iguais e finitas); e um conjunto de clientes em localizações distintas que possuem uma
quantidade de demanda pré-conhecida. O caminho percorrido por cada um dos veículos recebe o
nome de rota e o objetivo do problema é minimizar uma função dos comprimentos das rotas.

O serviço de transporte oferecido pelos veículos pode ser de entrega - como no caso da distribui-
ção de alimentos - ou de coleta - como no caso da coleta de lixo. Exemplos de sucesso não faltam
na literatura, por exemplo, Tarantilis e Kiranoudis [19] lidaram com o problema de distribuir leite
fresco para uma das maiores leiterias da Grécia. Formulando o problema como uma instância do
CVRP, eles encontraram uma solução que reduziu em 28% a distância percorrida em comparação
com a solução utilizada pela empresa. Da mesma maneira, Teixeira et al. [20] elaborou um algo-
ritmo para a coleta do lixo reciclável em Portugal. A solução encontrada obteve uma redução de
29% em relação ao histórico das distâncias percorridas.

∗Aluno, Instituto de Computação, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP
†Orientador, Instituto de Computação, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP
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Neste projeto visamos estudar técnicas de Programação Linear Inteira (PLI) para solucionar de
maneira ótima o CVRP. Simplificadamente, algoritmos baseados em PLI formulam o problema ori-
ginal como um problema de minimizar (ou maximizar) uma certa função linear, sujeita a restrições
lineares e restrições de integralidade. Essas últimas, por sua vez, não são consideradas explicita-
mente no modelo e o procedimento do Branch-and-Bound é utilizado para encontrar uma solução
ótima do problema.

Entretanto, isso não é o suficiente para o sucesso desse projeto, pois estamos interessados em
implementar o algoritmo proposto por Fukasawa et. al [7], onde o modelo utilizado possui um
número exponencial de variáveis e de restrições. Assim, a classe de algoritmos Branch-Cut-and-
Price, definem subproblemas para que, durante a resolução do PLI, sejam consideradas somente as
variáveis e restrições relevantes.

2 Definição do Problema

Dado a estrutura do problema, o CVRP pode ser facilmente modelado como um problema em
grafos. Seja G = (V,E) um grafo completo direcionado, onde V = {v0, v1, ..., vn} é o conjunto
de vértices e E o conjunto de arestas. O vértice v0 denota o depósito, e os vértices {v1, ..., vn} os
clientes. Para cada aresta e = (i, j) associamos um escalar ce que representa o custo de utilizar a
aresta (podendo ser, por exemplo, a distância); ce = +∞ caso não exista um caminho no problema
original para ir de i a j ou se i = j (evitando assim que as arestas escolhidas pelo algoritmo formem
laços). Definimos ainda para cada cliente i um escalar di, que representa sua demanda (define-
se d0 = 0, pois o depósito não possui demanda), e um inteiro K, que é o número de veículos
disponíveis no depósito, cada um com capacidade máxima C. A Figura 1 exibe um exemplo de
solução para o CVRP.

O CVRP pode então ser visto como o problema de encontrarK rotas, de custo mínimo - definido
como a soma dos custos das arestas de cada rota - tal que:

1 - todas as rotas visitam o depósito,

2 - todo cliente é visitado por exatamente uma rota,

3 - a somatória das demandas dos clientes em uma rota não ultrapassa a capacidade do veículo,

4 - toda rota possui pelo menos um cliente.

Nota-se ainda que, resolver o CVRP para K = 1 e C ≥
∑

i∈V di é equivalente a resolver
o problema do caixeiro viajante, que é NP-difícil. Portanto, sendo o caixeiro viajante um caso
particular do CVRP, este também é classificado como NP-difícil, e é altamente improvável que
exista um algoritmo capaz de encontrar sua solução ótima em tempo polinomial.
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Instance: A-n32-k5 Capacity: 100 Cost: 784
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Figura 1: Exemplo de uma instância do CVRP e sua respectiva solução ótima. Os valores em
parênteses indicam as demandas dos clientes.

3 Programação Linear Inteira

3.1 Programação Linear

Todos os problemas de otimização linear podem ser escritos na forma

Min cTx

s.a: Ax ≥ b,
x ≥ 0,

(1)

onde c e b são vetores de coeficientes (cT indica a transposta do vetor c), x é um vetor de variáveis,
0 é um vetor de zeros com a mesma dimensão de x e, por fim, A é uma matriz de coeficientes.

Geometricamente, a formulação acima encontra um ponto na região S = Ax ≥ b, minimi-
zando na direção da função objetivo f(x) = cTx. Tanto a função f como as restrições que definem
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S são lineares, e portanto, pode-se provar que uma solução ótima sempre será encontrada em um
dos vértices do politopo convexo definido por S.

Assim, um dos métodos utilizados para problemas de otimização linear, o Simplex, itera pelos
vértices de S até encontrar uma solução ótima. Dada um vértice inicial x0, pode-se “caminhar”
pelos vértices, indo de xi para xi+1 de modo que f(xi) > f(xi+1). Quando todos vértices adja-
centes tiverem um custo maior ou igual ao custo do vértice atual x∗, pode-se concluir que x∗ é uma
solução ótima para o problema.

3.2 Branch-and-Bound

O método Simplex não trata as restrições de integralidade, e problemas de natureza discreta
utilizam formulações que precisam de soluções inteiras. Um exemplo é o CVRP, onde as variáveis
xe indicam se a aresta e está ou não presente na solução, ou seja, xe só pode assumir os valores 1 ou
0. Diremos que o problema sem as restrições de integralidade será um problema de Programação
Linear ou PL, enquanto o problema com as restrições de integralidade será um problema de Progra-
mação Linear Inteira ou PLI. A fim de solucionar problemas do tipo PLI, pode-se utilizar o método
de Branch-and-Bound.

Esse procedimento consiste de uma enumeração sistemática de todas as soluções candidatas.
Ele utiliza uma rotina de ramificação (branch) e uma rotina de verificação dos limitantes (bound).
A primeira particiona o conjunto de soluções em subconjuntos menores e a segunda realiza a poda
dos ramos por verificação dos limitantes.

Suponha, que o problema a ser resolvido pelo modelo (1) necessite que todo xi em x =
[x1, ..., xi, ...xn]T seja inteiro, isto é xi ∈ Z. Suponha também que, a solução encontrada pelo
Simplex para (1) não seja inteira, isto é, ∃ xj ∈ (z, z + 1) para um z ∈ Z. Podemos então criar
outros dois problemas:

Min cTx

s.a: Ax ≥ b
xj ≤ z,

(2)

Min cTx

s.a: Ax ≥ b
xj ≥ z + 1.

(3)

Aplicando essa estratégia recursivamente - particionando o espaço de soluções - acabamos por
obter uma estrutura de árvore para os problemas gerados. Como a árvore tem um número exponen-
cial de nós, não é razoável que exploremos todos eles. Por esse motivo, existem três condições em
que realizamos a poda de uma ramo:

1 - se o problema do nó atual for infactível,

2 - se a solução ótima do nó atual for inteira,

3 - se a solução ótima do nó atual for pior que a melhor solução já encontrada.
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As condições 1 e 2 são fáceis de serem justificadas. Seja I o conjunto de soluções com algumas
restrições de integralidade e S o conjunto de soluções sem essas mesmas restrições de integralidade,
temos que I ⊆ S. Logo, S = ∅ implica em I = ∅. Portanto, se o problema de um nó é infactível,
podemos podá-lo, pois não há possibilidade de se encontrar uma solução inteira ramificando esse
nó (condição 1). Além disso, se uma solução ótima de S pertence a I , ela também é solução ótima
de I (condição 2).

Também temos que, como I é subconjunto de S, uma solução ótima de I não pode ser melhor
que uma solução ótima de S. Essa observação nos indica uma maneira de melhor explorarmos os
nós. Podemos armazenar em uma variável y a melhor solução inteira encontrada até então, que será
um limitante superior da solução ótima. Se ao resolvermos o problema do nó atual, encontrarmos
uma solução (não necessariamente inteira) x′ tal que f(x′) > f(y), concluímos que não é necessá-
rio ramificar esse nó. Pois caso ramificássemos, os filhos desse nó não possuiriam um valor menor
que f(x′) (condição 3). Por fim, se encontrarmos uma solução inteira x′′ tal que f(x′′) < f(y),
atualizamos y. Quando não houverem mais nós a serem explorados na árvore, a solução ótima da
formulação original (com as restrições de integralidade) estará armazenada na variável y.

Finalmente, notemos que nos modelos (2) e (3) particionamos o espaço de soluções impondo
as desigualdades, ou Branching Rules, xj ≤ z e xj ≥ z + 1. Naturalmente, quaisquer outras
desigualdades, que também particionam o espaço de soluções, poderiam ser impostas aos ramos da
árvore de Branch-and-Bound.

3.3 Algoritmo Branch-and-Cut para o CVRP

Uma formulação para o CVRP, dada por Laporte et al. [11], é a seguinte:

(B&C-CVRP) Min
∑
e∈E

cexe (4)

s.a:
∑

e∈δ(vi)

xe = 2, vi ∈ V \{v0} (5)

∑
e∈δ(v0)

xe = 2K, (6)

∑
e∈δ(S)

xe ≥ 2r(S), S ⊆ V \{v0} ∧ S 6= ∅, (7)

xe ∈ {0, 1}, e /∈ δ(v0), (8)

xe ∈ {0, 1, 2}, e ∈ δ(v0), (9)

(10)

onde a variável xe indica quantas vezes uma aresta e é percorrida na solução, ce indica o custo dessa
aresta, K é o número de rotas, δ(S) = {(i, j) : (i ∈ S ∧ j /∈ S) ∨ (i /∈ S ∧ j ∈ S)} para um
S ⊆ V (se S = vi escrevemos simplesmente δ(vi)), e finalmente, r(S) é um limitante inferior para
o número de veículos necessários para atender os clientes de S.

O valor r(S) pode ser obtido resolvendo o problema do Bin Packing. De maneira sucinta, dado
um conjunto de itens de diversos tamanhos e uma capacidade máxima dos recipientes; no problema
do Bin Packing estamos interessados em empacotar todos os itens em recipientes, de modo que o
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número de recipientes utilizados é minimizado. No contexto do CVRP, teremos que os itens são as
demandas dos clientes em S e a capacidade de cada recipiente é a capacidade máxima C de cada
veículo [5].

As restrições (5) indicam que todo cliente deve ser visitado por exatamente uma rota, e a res-
trição (6) informa que exatamente K rotas devem existir na solução do problema. Além disso,
podemos interpretar as restrições (7) da seguinte maneira: dado a definição de r(S), e como cada
veículo que atende clientes em S deve entrar e sair de S; segue que os veículos irão atravessar a
fronteira de S ao menos 2r(S) vezes. Logo, essas desigualdades lidam com a restrição de capaci-
dade do veículo e simultaneamente eliminam subciclos (ciclos que não passam pelo depósito). Por
fim, as restrições (8) e (9) lidam com a integralidade da solução e serão tratadas pelo procedimento
de Branch-and-Bound.

Pode-se notar que há um número exponencial de restrições do tipo (7), pois cada vértice de
V \{v0} pode, ou não, estar em S, o que implica em |{S : S ⊆ V \{v0} ∧ S 6= ∅}| = 2|V |−1 − 1.
A execução do Simplex para resolver o PL da formulação (B&C-CVRP) em cada nó da árvore
de Branch-and-Bound será muito custosa caso tenhamos que adicionar um número tão grande de
restrições ao modelo. Uma maneira de tratar esse problema é com o Método dos Planos de Corte.

Geometricamente, podemos pensar no Método dos Planos de Corte da seguinte maneira: seja
P o poliedro descrito pelas restrições (5), (6) e (7) do modelo (B&C-CVRP) e um poliedro Q ⊇ P
que é uma relaxação, e assim, não possui todas as restrições do tipo (7) incluídas em P . Suponha
que a execução do algoritmo Simplex no poliedro Q retorna uma solução ótima y, nos deparamos
então com dois casos:

1) y ∈ P ,

2) y /∈ P .

Se y é solução ótima de Q e y ∈ P , então segue que y é solução ótima de P (caso 1). Por
outro lado, se y /∈ P (caso 2), isso implica em existir uma desigualdade do tipo ax ≤ γ que, caso
adicionada ao poliedro Q, gerando Q′, teremos que y /∈ Q′. Podemos então, atualizar Q para Q′,
executar o Simplex, e repetir o processo até que a solução encontrada pertença ao conjunto P . Como
a desigualdade ax ≤ γ adicionada separa y do poliedro relaxado Q, chamamos essa desigualdade
de plano de corte. A Figura 2 representa algumas iterações do Método dos Planos de Corte.

Assim, podemos dizer que separamos o problema original (descrito pelo poliedro P ) em um
problema mestre (poliedro Q) e um subproblema escravo. Esse último busca gerar somente os
planos de corte que irão separar a solução y. Portanto, em grande parte dos casos, é possível obter
a solução ótima do problema original adicionando somente poucas das desigualdades de P .

Vale mencionar ainda que encontrar um plano de corte que separa y é equivalente a resolver
o problema da separação ou (SEP); por outro lado, encontrar uma solução ótima de P é equiva-
lente a resolver o problema da otimização ou (OPT). Grötschel, Lovász e Schrijver [8] demonstram,
utilizando o Método dos Elipsóides, que (SEP) e (OPT) possuem a mesma complexidade computa-
cional. Assim, se conseguirmos resolver (SEP) em tempo polinomial, também podemos construir
um algoritmo polinomial para resolver (OPT) - apesar desse algoritmo não ser de interesse prático
pois envolve o Método dos Elipsóides [6].

Conclui-se então que o Método dos Planos de Corte nos fornece uma maneira de resolver o PL
da formulação (B&C-CVRP) mesmo que essa tenha um número exponencial de restrições. Quando
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Figura 2: Representação gráfica da inserção de planos de corte [14].

combinamos esse método com o Branch-and-Bound - que é responsável por impor a integralidade
da solução - temos um algoritmo da classe Branch-and-Cut.

3.3.1 Geração de Planos de Corte

No início do algoritmo nós não incluímos nenhuma desigualdade do tipo (7). Após o algoritmo
encontrar uma solução ótima para o PL do CVRP, utilizamos o pacote CVRPSEP [12], disponibili-
zado por Lysgaard et al., que soluciona o subproblema de encontrar planos de corte que separam a
solução. Além das restrições (7), também chamadas de capacity inequalities, o CVRPSEP encon-
tra cortes dos seguintes outros tipos: strengthened comb, multistar, partial multistar, generalized
multistar e hypotour cuts.

Separar as capacity inequalities é conhecido por ser um problema NP-difícil [2], assim, o pacote
CVRPSEP utiliza de heurísticas para separar essa família de cortes. Com exceção das desigualda-
des do tipo strengthened comb, todas as outras famílias de cortes também são encontradas com
algoritmos heurísticos de tempo polinomial. Esses, no entanto, podem falhar, assim as restrições de
strengthened comb são encontradas de maneira exata com o algoritmo de Padberg & Rao [16]. Por
fim, por motivos de clareza, daqui em diante representaremos nas formulações seguintes somente
as restrições do tipo (7).

3.3.2 Branching Rule

As restrições de integralidade são tratadas pelo método de Branch-and-Bound. No entanto, ao
invés de impor as desigualdades xe = 0 e xe = 1 nos ramos, o algoritmo implementado de Branch-
and-Cut impõe desigualdades baseadas em cutsets. Isto é, dada uma solução x∗ que não é inteira,
é sempre possível encontrar um cutset S de vértices tal que 2 < x∗(δ(S))) < 4. Impomos então
as desigualdades x∗(δ(S)) = 2 e x∗(δ(S)) ≥ 4 nos ramos da árvore. O algoritmo que encontra o
conjunto S também está implementado no pacote CVRPSEP.

3.4 Algoritmo Branch-and-Price para o CVRP

Diferentemente do Branch-and-Cut, no Branch-and-Price os modelos costumam ter um número
exponencial de variáveis, e não de restrições. Uma maneira de formular o CVRP dessa maneira é
utilizando o conceito de q-routes [4]. Essas, assim como as rotas, definem percursos que começam e
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terminam no depósito, e obedecem as restrições de capacidade. Mas as q-routes também permitem
repetição de vértices no trajeto percorrido; ou seja, se q é um vetor que representa a sequência de
vértices visitados por uma q-route, q pode ser da forma:

q = [v0, vi1 , ..., vik , vik+1
, ..., vik , ..., v0].

Dada uma instância I qualquer do CVRP, se definirmos por Q o conjunto das q-routes e por
T o conjunto das rotas, teremos que Q é uma relaxação de T e portanto T ⊆ Q. Assim, seja S o
conjunto das rotas presentes na solução ótima de I , sabemos que S ∈ T , logo S ∈ Q. Podemos
então representar a solução ótima de I definindo variáveis binárias λj que indicam se a q-route j
está ou não presente em S.

Definindo qej como o sendo o número de vezes que a aresta e é utilizada na q-route j. Temos
que uma maneira de definir o acoplamento entre variáveis do tipo λj e do tipo xe é utilizando a
equação:

xe =

|Q|∑
j=1

qejλj , e ∈ E. (11)

Substituindo as ocorrências de xe no modelo (B&C-CVRP) pela sua expressão equivalente dada
em (11), chegamos na seguinte formulação:

(B&P-CVRP) Min
∑
e∈E

ce(

|Q|∑
j=1

qejλj) (12)

s.a:
∑

e∈δ(vi)

(

|Q|∑
j=1

qejλj) = 2, vi ∈ V \{v0} (13)

∑
e∈δ(v0)

(

|Q|∑
j=1

qejλj) = 2K, (14)

|Q|∑
j=1

qejλj ∈ {0, 1}, e /∈ δ(v0), (15)

|Q|∑
j=1

qejλj ∈ {0, 1, 2}, e ∈ δ(v0), (16)

λj ≥ 0, j ∈ {1, ..., |Q|}. (17)

Observando o modelo acima notamos que não são mais necessárias as restrições do tipo (7)
pois as variáveis λj correspondem as q-routes, que, por definição, já obedecem as restrições de
capacidade e de subciclos. De certa forma, deslocamos a complexidade das restrições presentes
no modelo de Branch-and-Cut para as variáveis no modelo de Branch-and-Price. Nesse caso, o
procedimento da geração de colunas será utilizado para encontrar a solução do PL de cada nó da
árvore de Branch-and-Bound; e a Branching Rule utilizada será a mesma que a do Branch-and-Cut
mas com a substituição indicada em (11).
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3.4.1 Geração de Colunas

Assim como no Branch-and-Cut nós utilizamos a geração de planos de corte, no Branch-and-
Price nós desejamos gerar somente as colunas (ou variáveis) interessantes para a solução do pro-
blema. Como o custo reduzido de uma variável nos dá a informação de quanto aquela variável pode
melhorar o valor da função objetivo; uma maneira de selecionar as q-routes a serem adicionadas ao
modelo seria selecionar somente aquelas com custo reduzido negativo.

No entanto, muitas q-routes podem não estar ainda presentes no modelo, precisamos então de
uma maneira indireta para calcular o custo reduzido de q-routes que ainda não foram adicionadas.
Essa dificuldade pode ser superada se considerarmos que o peso da aresta e é dado pelo seu custo
reduzido c̄e, definido da seguinte forma:

c̄e =

{
ce − µi − µj − ωe, e = (i, j) ∈ E\δ(v0),
ce − ν − µj , e = (0, j) ∈ δ(v0),

(18)

onde µ, ν, e ω são as variáveis duais associadas as restrições (13), (14) e (15), respectivamente.
Segue então que o custo reduzido λ̄j de uma q-route j é definido por

λ̄j =
∑
e∈E

c̄e.

Portanto, no caso do Branch-and-Price, o subproblema é equivalente a encontrar a q-route de custo
mínimo; quando essa não tiver custo reduzido negativo, não é possível adicionar mais variáveis ao
modelo. Apesar desse ser um problema NP-difícil, se as demandas forem valores inteiros, Christo-
fides et al. [4] indica um algoritmo de programação dinâmica que resolve esse problema em tempo
pseudo-polinomial.

Assim como em muitos algoritmos de programação dinâmica, a estrutura básica é uma matrizR
com C linhas e n colunas. Cada entrada R(c, v) representa o menor caminho (não necessariamente
simples) P = [v0, v

′
1, v
′
2, ..., v

′
k = v], cuja soma das demandas dos clientes vi ∈ P é igual a c. Para

obter uma q-route a partir desse caminho, basta que conectemos v com o depósito v0.
Suponha que tenhamos todos os valores R(c′, v) para todo c′ < c e v ∈ V (se for impossível

alcançar v com demanda acumulada c′, dizemos que R(c′, v) = ∞). Então o valor de R(c, v) é
simplesmente min(u,v)∈δ(v)R(c− d̄e, u) + c̄(u,v); e a função de recorrência é a seguinte:

R(0, 0) =0, (19)

R(0, v) =∞, ∀v ∈ V \{v0}, (20)

R(c, v) = min
(u,v)∈δ(v)

R(c− dv, u) + c̄(u,v), (21)

onde (19) e (20) indicam o caso base.
A fim de poder reconstruir a q-route de menor custo, cada entrada R(c, v) guarda um label,

que, além do custo da q-route, contém o último vértice no caminho (v) e um ponteiro para o label
representando o caminho até o vértice anterior. O algoritmo de programação dinâmica utiliza então
a abordagem bottom-up para resolver essa recorrência, e assim, possui complexidade de tempo de
O(C|V |2).
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Para fortalecer a formulação do problema, podemos ainda considerar somente as q-routes com
ciclos de tamanho maior que s. Nesse caso, cada entrada da matriz R não guardará somente um
label, mas um bucket de labels. A intuição por trás dessa mudança é que ao estender em s vértices
o menor caminho de v, devemos considerar vários caminhos que chegam em v e não somente o
menor deles.

Os caminhos que chegam em v que estarão no bucket R(c, v) são os caminhos que não são
s-dominados. Dizemos que um label l é s-dominado por um conjunto de labels L se nenhum label
em L tem custo maior que l; e se todo caminho p de comprimento s, que pode estender l, também
pode estender algum label l′ ∈ L. O algoritmo para encontrar as q-routes sem ciclos de tamanho
s inicializa todos os buckets vazios. Ele então procede, também de maneira bottom-up, extendendo
os labels em s vértices e inserindo no respectivo bucket, se o label não for s-dominado pelos labels
já presentes no bucket. Irnich et al. [10] menciona que esse algoritmo tem complexidade de tempo
de O(s!s2n2C), o que o torna impraticável para grandes valores de s. Nos nossos experimentos
utilizamos a implementação de Fukasawa et al. [7] desse algoritmo com s = 3.

3.4.2 Variáveis Artificiais

É possível que, durante a execução do algoritmo, as colunas presentes na formulação (B&P-
CVRP) não são suficientes para que a mesma seja factível. A geração de colunas deve então adici-
onar as variáveis que tornam a formulação factível. Entretanto, o cálculo dos custos reduzidos c̄e
necessita do valor da solução dual, e essa por conseguinte, necessita de uma solução para o pro-
blema primal. Objetivando tratar esse cenário introduzimos variáveis artificiais nas restrições do
problema. Por exemplo, adicionando variáveis artificiais αi em (13) teríamos que:

∑
e∈δ(vi)(

∑|Q|
j=1 q

e
jλj) + αi = 2, vi ∈ V \{v0}. (22)

Portanto, as variáveis artificiais fazem com que qualquer solução do problema primal seja factí-
vel. A fim de evitar que essas variáveis estejam presentes na solução final com valor não nulo, dize-
mos que cada αi contribui com +Mαi para a função objetivo, onde M é um valor suficientemente
grande (nos nossos experimentos utilizamos M = 10000). Por motivos de clareza, omitiremos as
variáveis artificiais dos modelos.

3.5 Algoritmo Branch-Cut-and-Price para o CVRP

Tanto a formulação do Branch-and-Cut quanto do Branch-and-Price representam corretamente
o CVRP, logo, combinar ambas as estratégias parece dificultar desnecessariamente o problema.
Lembremos no entanto que, quanto mais próxima a solução do problema relaxado for da solução
ótima, melhor será o critério para realizar as podas dos ramos do Branch-and-Bound. Barnhart
et al. [3] menciona que, uma das maneiras de melhorar a qualidade das soluções obtidas nos nós
do Branch-and-Bound, é considerando formulações que utilizam um número maior de variáveis
(podendo ser, inclusive, de ordem exponencial). Justifica-se assim uma formulação que possui um
número grande de variáveis e de restrições, e a abordagem a ser utilizada nesse caso é a do Branch-
Cut-and-Price.
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Fukasawa et. al [7] utiliza a seguinte formulação do CVRP:

(BC&P-CVRP) Min
∑
e∈E

ce(

|Q|∑
j=1

qejλj) (23)

s.a:
∑

e∈δ(vi)

(

|Q|∑
j=1

qejλj) = 2, vi ∈ V \{v0} (24)

∑
e∈δ(v0)

(

|Q|∑
j=1

qejλj) = 2K, (25)

|Q|∑
j=1

qejλj ≤ 1, e /∈ δ(v0) (26)

∑
e∈δ(S)

(

|Q|∑
j=1

qejλj) ≥ 2r(S), S ⊆ V \{v0} ∧ S 6= ∅, (27)

|Q|∑
j=1

qejλj ∈ {0, 1}, e ∈ E\δ(v0), (28)

|Q|∑
j=1

qejλj ∈ {0, 2}, e ∈ δ(v0), (29)

que é semelhante a formulação (B&P-CVRP) com a adição dos planos de corte do modelo (B&C-
CVRP). A Branching Rule utilizada também será a mesma que a mencionada na seção 3.3.2.

O algoritmo de Branch-Cut-and-Price começa com o modelo (BC&P-CVRP) sem uma única
q-route. Logo, a solução encontrada para o respectivo PL possui todas as variáveis artificiais não
nulas; e com nenhuma restrição do tipo (27). Em seguida, a rotina de geração de colunas é chamada
e os seguintes passos são repetidos para cada nó da árvore de Branch-and-Bound:

1 - adiciona ao modelo as colunas encontradas com custo reduzido negativo,

2 - resolve novamente o modelo PL atual,

até que não exista uma única coluna com custo reduzido negativo. Caso o PL não possa ser resol-
vido, o nó corrente é infactível.

Após os passos de geração de colunas, as rotinas que encontram os cortes de separação são
chamadas. Semelhantemente, os seguintes passos são repetidos:

1 - adiciona os planos de corte que separam a solução corrente,

2 - resolve novamente o modelo PL atual,

até que não exista cortes para separar a solução. Ao fim dessa rotina é possível que o modelo seja
factível, e nesse caso encontramos a solução ótima do PL, ou que o nó corrente tenha se tornado
infactível, e então chamamos novamente o primeiro passo da geração de colunas.
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Um problema comum em combinar as abordagens de Branch-and-Cut e de Branch-and-Price é
que os planos de corte adicionados ao modelo podem alterar a estrutura do subproblema da geração
de colunas. Entretanto, no caso da formulação (BC&P-CVRP), notemos que os cortes adicionados,
assim como as Branching Rules, são da forma

∑
e∈E aexe ≥ b, ou ainda, utilizando a equação (11),

da forma
∑

e∈E ae(
∑|Q|

j=1 q
e
jλj) ≥ b. Como mencionado por Pecin [17], tais cortes não alteram

a estrutura do subproblema da geração de colunas e contribuem com −aeπ para o valor do custo
reduzido c̄e, onde π é a variável dual associada ao corte.

4 Experimentos Computacionais

O algoritmo de Branch-Cut-and-Price para o CVRP proposto nesse projeto segue o algoritmo
de Fukasawa et al. [7] mas utilizando o framework SCIP 4.0 [13] com o solver CPLEX 12.8
[9]. Além de gerenciar a árvore de Branch-and-Bound, o SCIP permite que o usuário implemente
plugins personalizados, para, por exemplo, adicionar planos de corte, realizar a geração de colunas
ou implementar Branching Rules. Além disso, cada nó executa o chamado price-and-cut loop,
que é equivalente ao algoritmo descrito na seção 3.5. Por outro lado, a implementação do método
Simplex, não é tarefa do SCIP e sim do solver (CPLEX). Para informações mais detalhadas sobre o
funcionamento do SCIP indicamos ao leitor a referência [1].

A fim de examinar a diferença de desempenho entre o algoritmo de Branch-and-Cut e o de
Branch-Cut-and-Price; examinamos o tempo, custo da solução, número de colunas geradas e nú-
mero de cortes gerados para diversas instâncias do pacote CVRPLIB [15]. O nome das instâncias
desse pacote segue o seguinte formato:

<nome da instância>-n<número de nós no grafo>-k<número de rotas>.

Os testes desse experimento foram executados em um processador Intel(R) Core(TM) i7-4720HQ
CPU @ 2.60GHz com 8GB de memória RAM. O limite para o tempo de execução foi de 2000 se-
gundos. Assim, testes que ultrapassaram esse limite não foram capazes de terminar sua execução e
a solução retornada não é necessariamente ótima.

Também comparamos o desempenho do nosso código com a algoritmo original de Fukasawa
et al.[18] quando executado sobre o mesmo computador e o mesmo solver (a implementação de
Fukasawa não utiliza nenhum framework). O algoritmo de Fukasawa et al. resolve primeiro o
PL do nó raiz utilizando o Branch-and-Cut e o Branch-Cut-and-Price; dependendo dos custos das
soluções e dos tempos para encontrá-las, ele seleciona dinamicamente qual deles será utilizado no
restante da execução. Modificamos então brevemente o código para que o Branch-Cut-and-Price
fosse sempre utilizado e que a geração de colunas fosse sempre realizada com s = 3.

Nas figuras 3 e 4 salientamos que o valor de 2000 para o limite superior foi escolhido somente
para facilitar a visualização dos dados. Observamos então que, o algoritmo de Branch-Cut-and-
Price foi capaz de encontrar uma solução factível antes do Branch-and-Cut. Esse último, por sua
vez, encontrou uma solução muito próxima da ótima, mas não conseguiu terminar a execução do
algoritmo em um grande intervalo de tempo.

Observando as tabelas 1 e 2 temos que, de fato, o algoritmo de Branch-Cut-and-Price obteve
desempenho superior ao Branch-and-Cut, em especial nas instâncias maiores. Tal melhoria decorre
do fato de que a formulação (BC&P-CVRP) produziu limitantes inferiores melhores nos nós da
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árvore de Branch-and-Bound. Por outro lado, quando comparamos nossa implementação com a de
Fukasawa et al. (tabela 3), notamos que o nosso algoritmo teve um tempo maior de execução na
maioria das instâncias.

A Tabela 4 mostra o tempo total de execução dos três algoritmos nas 36 instâncias escolhidas do
CVRPLIB. O algoritmo de Branch-and-Cut foi o que teve o maior tempo de execução, e também,
foi o único que não foi capaz de solucionar algumas das instâncias selecionadas dentro do tempo
limite de 2000 segundos. Além disso, o código de Fukasawa foi aproximadamente duas vezes mais
rápido que a nossa implementação.

Figura 3: Progressão do limitante superior (verde claro) e inferior (verde escuro) para algoritmo de
Branch-and-Cut quando executado com a instância A-n45-k7.

Figura 4: Progressão do limitante superior (verde claro) e inferior (verde escuro) para algoritmo de
Branch-Cut-and-Price quando executado com a instância A-n45-k7.
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Tabela 1: Resultados do algoritmo de Branch-and-Cut.

Instância Número de Colunas Geradas Número de Cortes Gerados Custo da Solução Tempo(s)
A-n32-k5 0 426 784 0.67694
A-n37-k5 0 932 669 3.00087
A-n37-k6 0 42564 949 298.361
A-n38-k5 0 3076 730 7.69152
A-n39-k5 0 2125 822 7.47786
A-n44-k6 0 35766 937 285.777
A-n45-k6 0 5013 944 21.4088
A-n45-k7 0 124594 1153 2002.22
A-n46-k7 0 1186 914 2.28937
A-n53-k7 0 40390 1010 310.878
A-n55-k9 0 4245 1073 32.7506
B-n38-k6 0 541 805 0.739365
B-n39-k5 0 147 549 0.168115
B-n41-k6 0 532 829 0.774924
B-n43-k6 0 11024 742 57.9178
B-n44-k7 0 572 909 0.393722
B-n45-k5 0 576 751 0.940842
B-n45-k6 0 30282 678 129.956
B-n50-k7 0 472 741 0.402842
B-n52-k7 0 386 747 0.478402
B-n56-k7 0 6069 707 7.48514
B-n64-k9 0 1434 861 3.55195
P-n16-k8 0 209 450 0.080124
P-n19-k2 0 72 212 0.060581
P-n20-k2 0 110 216 0.072253
P-n21-k2 0 30 211 0.028903
P-n22-k2 0 53 216 0.079279
P-n22-k8 0 1205 603 1.0337
P-n23-k8 0 1457 529 1.83803
P-n40-k5 0 654 458 1.75948
P-n45-k5 0 1045 510 2.77615
P-n50-k10 0 112104 704 2002.18
P-n50-k7 0 22503 554 183.835
P-n51-k10 0 104300 787 2002.08
P-n60-k10 0 100990 758 2002.34
P-n60-k15 0 139573 982 2006.74
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Tabela 2: Resultados do algoritmo de Branch-Cut-and-Price

Instância Número de Colunas Geradas Número de Cortes Gerados Custo da Solução Tempo(s)
A-n32-k5 1463 48 784 1.04869
A-n37-k5 4244 179 669 13.779
A-n37-k6 5561 808 949 85.8193
A-n38-k5 5334 255 730 34.6903
A-n39-k5 3473 305 822 17.2325
A-n44-k6 3699 168 937 11.9321
A-n45-k6 6894 568 944 80.8639
A-n45-k7 5169 883 1146 76.8649
A-n46-k7 2720 235 914 7.71793
A-n53-k7 7853 569 1010 84.0618
A-n55-k9 4079 453 1073 33.3718
B-n38-k6 2187 143 805 4.82438
B-n39-k5 3253 53 549 4.32428
B-n41-k6 2313 101 829 3.51566
B-n43-k6 8461 851 742 140.188
B-n44-k7 2594 104 909 3.33062
B-n45-k5 3908 106 751 11.5368
B-n45-k6 3599 184 678 11.689
B-n50-k7 3648 77 741 4.4679
B-n52-k7 4484 114 747 18.9512
B-n56-k7 11400 792 707 192.726
B-n64-k9 6125 182 861 27.2452
P-n16-k8 84 7 450 0.028428
P-n19-k2 1038 13 212 0.384506
P-n20-k2 1882 21 216 1.6407
P-n21-k2 1106 26 211 0.554092
P-n22-k2 1525 30 216 1.24967
P-n22-k8 252 0 603 0.322297
P-n23-k8 235 0 529 0.049362
P-n40-k5 2379 116 458 4.64597
P-n45-k5 6131 333 510 48.0163
P-n50-k10 8238 5613 696 640.466
P-n50-k7 2889 170 554 10.311
P-n51-k10 7964 4392 741 427.411
P-n60-k10 5253 1601 744 161.565
P-n60-k15 3142 2049 968 105.726
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Tabela 3: Resultados do algoritmo de Branch-Cut-and-Price implementado por Fukasawa et al.[18]

Instância Número de Colunas Geradas Número de Cortes Gerados Custo da Solução Tempo(s)
A-n32-k5 1264 43 784 0.214474
A-n37-k5 6903 176 669 2.08945
A-n37-k6 109996 3040 949 37.5703
A-n38-k5 41919 444 730 13.5908
A-n39-k5 29331 640 822 9.61478
A-n44-k6 6270 126 937 1.54179
A-n45-k6 13168 269 944 5.02579
A-n45-k7 68240 2787 1146 28.7019
A-n46-k7 2467 185 914 0.844414
A-n53-k7 974030 5505 1010 693.103
A-n55-k9 15404 415 1073 6.72416
B-n38-k6 8036 119 805 2.34712
B-n39-k5 4571 52 549 1.4099
B-n41-k6 3586 83 829 0.858091
B-n43-k6 21253 388 742 6.6641
B-n44-k7 2346 104 909 0.64457
B-n45-k5 8926 99 751 2.90883
B-n45-k6 5149 78 678 2.41012
B-n50-k7 5392 78 741 1.24897
B-n52-k7 8686 113 747 3.15358
B-n56-k7 15550 305 707 6.60888
B-n64-k9 30012 274 861 17.579
P-n16-k8 103 11 450 0.018502
P-n19-k2 1021 15 212 0.137414
P-n20-k2 4789 13 216 0.87562
P-n21-k2 1004 25 211 0.133423
P-n22-k2 1764 27 216 0.332023
P-n22-k8 264 0 603 0.376041
P-n23-k8 258 0 529 0.014625
P-n40-k5 2775 96 458 0.621891
P-n45-k5 23483 431 510 8.27026
P-n50-k10 31784 843 696 9.82501
P-n50-k7 108400 1830 554 48.0735
P-n51-k10 11361 409 741 3.83896
P-n60-k10 630862 16389 744 294.999
P-n60-k15 25247 1603 968 9.19241
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Tabela 4: Comparação do tempo total (em segundos) de execução dos algoritmos.
Branch-and-Cut Branch-Cut-and-Price Branch-Cut-and-Price (Fukasawa)

11380.2446 2272.5516 1221.5627

5 Conclusão

Nesse projeto exploramos a fundamentação teórica por trás de algoritmos baseados na estraté-
gia de Branch-and-Cut, Branch-and-Price e finalmente, de Branch-Cut-and-Price; e estudamos a
aplicação desses conceitos para o problema do Roteamento de Veículos Capacitados. Um problema
de natureza combinatória difícil, e por isso, foi necessário um tratamento complexo para solucionar
instâncias de tamanho moderado dentro de um tempo razoável.

Observando as tabelas 1 e 2 notamos que, como esperado, a complexidade introduzida pelo mo-
delo de Branch-Cut-and-Price foi justificada pela melhoria nos tempos de execução do algoritmo
em instâncias maiores. Por outro lado, notamos na Tabela 3 que nosso código obteve um desempe-
nho inferior, quando comparado com o algoritmo original de Fukasawa et al. [7]. Acreditamos que
essa discrepância decorre do fato de que, uma série de detalhes e parâmetros, não mencionados no
artigo, são implementado no código original [18]. Por exemplo, as variáveis artificias mencionadas
na seção 3.4.2 não são descritas na publicação, e elas produziram um melhoria de aproximadamente
1000% no desempenho do código.
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