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Ordenacao de Permutacoes por Operacoes Deterministicas

Matheus Rotta Gabriel Siqueira Zanoni Dias

Resumo

O problema de ordenagao apresenta diversas aplicacoes, por exemplo, o problema de
rearranjo de genomas pode ser formulado como o de ordenagao de permutagoes quando
nao ha repeticao de genes no modelo. Neste trabalho, exploramos as operagoes de troca,
reversao e transposi¢ao. Essas operagoes podem ou nao ser deterministicas, o que signi-
fica que um ou mais elementos devem ser posicionados corretamente. Quando falamos
em uma operagao parcialmente deterministica, nos referimos ao fato de pelo menos
um dos elementos envolvidos ir para a posicao correta; ji no caso de uma operacao
totalmente deterministica, todos os elementos envolvidos na operagao sao posicionados
corretamente. Primeiro, estudamos a versao parcialmente deterministica, e depois a to-
talmente deterministica para cada operacao. No caso da troca, geramos algoritmos ou
usamos algoritmos cldssicos que conseguiam seguir a restrigao de determinismo e manter
o numero minimo de operagoes. Ja no caso de reversao e transposicao, foram desenvol-
vidas heuristicas que buscavam ordenar a permutacao numa quantidade de operagoes
préxima da minima, seguindo as restrigoes de determinismo parcial. Para todas as
operagoes com determinismo total descrevemos as permutagoes que podem ser ordena-
das. Como esperado, ao se impor que as operagoes sejam parcialmente deterministicas,
o numero de operagoes necessarias para ordenar a permutacao é maior ja que ha menos
operagoes disponiveis. Além disso, constatamos que esse aumento é maior no caso da
reversao do que na transposicao. Foram necessarias em média 1.6 vezes mais operagoes
de reversao e 1.2 vezes mais operagoes de transposi¢ao para ordenar as permutagoes ao
forgcar o determinismo.

1 Introducao

O problema de ordenacao [12] é um problema computacional muito estudado e fundamental
em varias aplicagoes computacionais. Em uma de suas formulagbes mais simples o problema
consiste em ordenar uma lista de elementos que possuem uma relacao de ordem entre eles.
Normalmente, os elementos a serem ordenados sao inteiros, ou possuem uma representacao
como inteiros, e a ordem considerada é a ordem natural dos inteiros.

Existem aplicagoes onde o problema de ordenacao apresenta outras restrigcoes que po-
dem torné-lo mais simples ou mais complexo. Além disso, nem sempre estamos interessa-
dos apenas em ordenar a lista de elementos. Em alguns casos, o objetivo é encontrar uma
sequéncia minima de operagoes que ordene essa lista. Por exemplo, uma variagao do pro-
blema de ordenacao pode considerar apenas uma lista sem elementos repetidos, que pode
ser representada por uma permutacao, e buscar minimizar o ndmero de operacoes de troca
de elementos que ordene essa permutacao.
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Dentre as variagoes do problema de ordenagao, algumas possuem aplicagoes em proble-
mas encontrados em outras areas. No campo de biologia computacional, temos os problemas
de distancia de rearranjo [8] que consistem em encontrar o menor nimero de eventos de
rearranjo, uma forma de mutacao, que transformam um genoma em outro. Quando con-
sideramos que os dois genomas tém os mesmos genes e nenhum gene possui mais de uma
copia, esses problemas podem ser modelados como problemas de ordenacao de permutagoes
por um numero minimo de operacoes especificas. Dentre as operagoes que sao consideradas
temos a reversao [13], que inverte uma sequéncia continua de genes, e a transposigao [2], que
troca a ordem de duas sequéncias continuas consecutivas de genes. Os problemas de ordenar
permutagoes por uma dessas operagoes pertencem & classe NP-dificil [5, 6] e o melhor fator
de aproximacao conhecido para eles é de 1.375 [4, 7].

Um outra possivel variacao de problemas de ordenacao que consideram operagoes es-
pecificas, é restringir o conjunto de operacoes que podem ser aplicadas ao requerer que cada
operacao posicione elementos corretamente. OperacOes com essa restricao sao chamados
de operagoes deterministicas. Por exemplo, Aigner e West [1] estudaram a versao deter-
ministica do problema de ordenar uma permutagao por insercao do primeiro elemento. Na
versao original, esse problema consiste em ordenar uma permutacao por uma operacao que
remove o primeiro elemento e o adiciona em qualquer posicao. Na versao deterministica o
elemento removido tem que ser inserido na posicao correta. Outro exemplo, é o problema
que consiste em ordenar uma permutagao por reversao de prefixo [10], que também teve
uma versao deterministica explorada [3].

Neste trabalho estudamos a inclusao da restricao de operacoes deterministicas em proble-
mas de ordenacao envolvendo as operacoes de troca de elementos, reversao e transposicao.
Na Secao 2 apresentamos algumas defini¢oes sobre permutagoes. Nas secOes de 3 até 5,
abordamos cada uma das operagoes estudadas. Na Secao 6 mostramos os resultados dos
experimentos praticos realizados e, por fim, a Secao 7 conclui o trabalho.

2 Permutacoes

Nesta secao apresentamos algumas definigoes gerais sobre permutacoes que serao utilizadas
nas préximas segoes.

Uma permuta¢ao m é uma bijecao sobre o conjunto {1,2,...,n} e a imagem de i €
{1,2,...,n} por 7 é denotada por m;. A permutacdo inversa de 7, denotada por 7!, é tal

que 7T;1_1 =4, ou seja, o valor 77;1 nos indica a posicao de x em .

Exemplo 1. Uma permutacio 7 e sua inversa 7.

T=(2317645)
T'=(3126754), 1 =2 1, =1

Definimos como a permutacdo identidade t, a permutagao tal que ¢; = ¢ para todo
i € {1,2,...,n}, ou seja, a permutagao ji ordenada. Nos problemas de ordenagdo que
estudamos, o objetivo é transformar uma permutacao qualquer na permutacao identidade
através de operacoes especificas.
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Um elemento 7; de uma permutacao 7 é dito auto inverso se m; =, 1, ou seja Ty, = %.
Uma permutacdo 7 é dita auto inversa se 1 = 7', ou seja, todos seus elementos sio
auto inversos. Note que a permutacao identidade é um caso particular de permutacao
auto inversa. Conforme apresentado em [9], o ntimero I,, de permutagoes auto inversas de

tamanho n é dado por:

I

ME

]

n!

— (n — 2k)12FE!

Um elemento auto inverso m; satisfaz uma das seguintes condigoes:

I, =

1. m; =4, nesse caso dizemos que m; € um elemento fixo de m;
2. existe outro elemento 7}, tal que m; = j e m; = 1.

Denotaremos por fiz(m) o nimero de elementos fixos de uma permutacao w. Além disso,
denotamos por ainv(m) o nimero de elementos auto inversos nao fixos de 7. A permutacao
tn € a Unica permutagao de tamanho n com fiz(t,) = n.

Exemplo 2. Uma permutagao auto inversa w. Os elementos fixos de 7w sao 1, 5 e 6.

T=n1=(1327564)
fix(m) =3, ainv(m) =4
Mo =3, m3=2, my=7, mr =4

3 Trocas

Nesta segao tratamos sobre as variacoes deterministicas da operacao de troca. Dada uma
permutacdo ™ = (7 ... T 1TWit1 ... Tj—1TjTj41 - .. Tpp), uma troca t(i,j), com 1 < i < n,
1 <j<nei4#j, éuma operacao que troca os elementos i e j de posicao, resultando na
permutacao m o t(4,5) = (M1 ... T 1M1 - . Tj—1 T4l - - - Tp)-

Uma troca é dita parcialmente deterministica se afeta um elemento 7y, (ou seja, i = k
ou j = k) tal que m, = k ou w;k = 7, onde ™ = w o t(4,5). Além disso, uma troca é dita
totalmente deterministica se afeta um elemento m, tal que 7, =k e W;Tk =7, onde 7’ = 7o
t(i,7). Essencialmente, uma troca parcialmente deterministica posiciona corretamente um
dos elementos afetados pela troca enquanto uma troca totalmente deterministica posiciona
corretamente os dois elementos afetados pela troca.

Exemplo 3. Trés trocas t(1,6), t(4,5) e t(2,4) sendo aplicadas em uma permutagao 7.
A troca t(1,6) é parcialmente deterministica, pois mg = 1, a troca t(4,5) é totalmente
deterministica, pois m4 = 5 e w5 = 4, e a troca t(2,4) ndo é deterministica.
T=(236541)
mot(1,6)=(136542)
mot(4,5)=(236451)
mot(2,4)=(256341)
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3.1 Trocas Parcialmente Deterministicas

Vamos comecar tratando sobre trocas parcialmente deterministicas. Comecamos com alguns
resultados que relacionam trocas parcialmente deterministicas com elementos fixos e auto
inversos.

Lema 1. Dada uma permutacdo w. Nenhuma troca parcialmente deterministica afeta um
elemento fizo de .

Demonstragao. Considere uma troca parcialmente deterministica ¢(i,j) que afete um ele-
mento fixo k de uma permutagao 7 e seja 7’ = wot(i, j). Devemos ter 7, =k ou 7, = mp.
Caso m), = k, como 7, = k, temos 7}, = m,. Chegamos a uma contradicdo, pois toda troca
que afeta a posicao k muda o valor de 7. De forma similar se TI';Tk = 7y, temos 712; = TI';.k = T
e chegamos a mesma contradicgao. O

Uma consequéncia direta do Lema 1 é que nenhuma troca parcialmente deterministica
pode ser aplicada em uma permutacao ordenada.

Lema 2. Dada uma permutacao m e um elemento auto inverso k de w, temos as sequintes
implicagoes: (i) se k < m, a troca t(k,7) € a unica troca parcialmente deterministica que
pode afetar k; (ii) se k > 7y, a troca t(k,m) € a unica troca parcialmente deterministica
que pode afetar k; (iii) se k = 7, nenhuma troca parcialmente deterministica pode afetar

k.

Demonstragao. O item (iii) é uma consequencia direta do Lema 1. Para os itens (i) e (ii),
caso uma troca t(i,j) afete o elemento k, devemos ter 7, = k ou W;rk = 7y, em ambos o0s
casos 7, também é afetado. Logo, se k < 7y temos t(i,j) = t(k,mx), e se k > 7, temos
t(i,j) = t(mg, k). O

Denotaremos por A fix(m,t(i,7)) = fiz(wot(i,j)) — fiz(mw) a variacao do valor de fix
apds a aplicagao de uma troca (i, j).

Lema 3. Dada uma permutagao 7, para toda troca parcialmente deterministica t(i, j) temos
Afix(m, t(i,j)) > 1. Além disso, se Afix(m,t(i,j)) = 2 entdo i e j sGo ambos auto inversos.

Demonstragao. Considere uma troca parcialmente deterministica t(i,j) que afete k e seja
7' = mot(i,j). Devemos ter m =k ou m;, = 7. Caso 7, = m, T N@0 estava fixo antes e
agora estd. Caso m, = k, k nao estava fixo antes e agora estd. Como a troca afeta apenas
k e mp, temos no méaximo dois novos elementos fixos e, pelo Lema 1, nenhum elemento fixo
foi afetado.

Agora, suponha sem perda de generalidade que ¢ = k. Se dois elementos fixos foram
adicionados, devemos ter m; = k, o que implica que 7; = k, e W;k = 7, 0 que implica
que T = j, portanto m, = 7T, =k =ie Try = Mrp, = Tk = j. Ou seja, i e j s@o auto
inversos. O

Teorema 1. Qualquer sequéncia de trocas parcialmente deterministicas que ordene uma
dada permutacdo m de tamanho n utiliza exatamente n — fix(m) — %(W) trocas.
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Demonstragao. Como fix(t,) = n, sabemos que qualquer sequéncia que ordene 7 deve au-
mentar o nimero de elementos fixos até n. Como ja temos fiz(m) elementos fixos precisamos
fixar mais n — fiz(m) elementos. Pelos lemas 2 e 3 as trocas parcialmente deterministicas
que aumentam em dois o nuimero de elementos fixos devem estar presente em qualquer
sequéncia que ordene 7 e cada uma dessas trocas fixa dois elementos auto inversos, que
necessariamente nao estao fixos. Note que temos %v(ﬂ) trocas dessa forma e elas fixam
ainv(m) elementos. Além disso, pelo Lema 3, as demais trocas parcialmente deterministicas,
que nao afetam elementos auto inversos, aumentam em exatamente um o nimero de ele-
mentos fixos, portanto devemos ter n — fix(m) — ainv(m) trocas dessa forma. No total
n — fix(m) — %U(W) trocas parcialmente deterministicas sdo necessarias e suficientes para
ordenar 7. O

Agora vamos provar que o Selection Sort (Algoritmo 1) utiliza apenas trocas parci-
almente deterministicas, ou seja, todas as trocas realizadas pelo algoritmo colocam pelo
menos um elemento em sua posigao correta.

Algoritmo 1: Selection Sort

Entrada: Permutacao m de tamanho n

Saida: Sequéncia de trocas parcialmente deterministicas capazes de ordenar 7
1 inicio

2 S < Sequéncia vazia

3 para i de 1 até n — 1 faga

4 minlndex <+ @

5 minValue < 7;

6 para j de i+1 até n faca

7 S€ Tininder > T; €ntao
8 minlndex <+ j

9 minValue < 7;

10 se i # minIndex entao

11 Adicione a troca t(i,j) em S
12 | T mot(i, )

13 retorna S

Teorema 2. Cada troca realizada pelo algoritmo Selection Sort € uma troca parcialmente
deterministica.

Demonstragao. Ao longo do algoritmo, o Selection Sort separa em dois a permutacao a ser
ordenada. No caso de uma permutacao m de tamanho n, suponha que i = k, 1 < k < n.
Como a parte da permutacao ja ordenada vai de 1 até k — 1, o menor elemento da parte
nao ordenada a ser selecionado no lago das linhas 4 a 9 seré k, e serad trocado com qualquer
elemento que esteja na k-ésima posigao (linha 12). Deste modo, a troca na linha 12 sempre
colocara pelo menos um elemento na posicao correta, que é o elemento k. ]
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3.2 Trocas Totalmente Deterministicas

Vamos agora verificar que as permutacoes auto inversas sao as Unicas que podem ser orde-
nadas por trocas totalmente deterministicas.

Teorema 3. Uma permuta¢do m de tamanho n € ordendvel por trocas totalmente deter-
ministicas somente se € uma permutacdo auto inversa.

Demonstragao. Vamos provar por indugao no tamanho n da permutagao.
Base: paran =1, m = (1) é a inica permutacdo e m; = 1.

Hipétese de Inducgao: para 1 < k < n, uma permutacao m de tamanho k é ordenavel
por trocas totalmente deterministicas somente se é uma permutacao auto inversa.

Passo: dada uma permutagao m de tamanho n > 1, temos dois casos possiveis:

— m = 1, entao o elemento 1 é fixo e aplicamos a hipétese de indugao para garantir
que os outros n — 1 elementos sao auto inversos.

— m = j # 1, podemos provar por absurdo: se m; # 1, entao nao poderemos
corrigir o elemento na primeira posicao, pois precisariamos levar o elemento j a
sua posicao correta j, mas como m; # 1, nao podemos realizar a troca. Também
nao é possivel trocar o elemento na posicao j com um terceiro elemento em uma
posicao k tal que mp = 1 pois o valor 1 teria que ir para a posicao 1, mas na
verdade vai para a posicdo j # 1, o que também é impossivel. Portanto, se
m = j, entao m; = 1. Considere agora a permutacao 7’ correspondente a 7 sem
os elementos j e m; e renumerada para ir de 1 até n — 2. Podemos ordenar 7 por
trocas totalmente deterministicas se e somente se pudermos ordenar 7’ por trocas
totalmente deterministicas. Pela hipétese de inducao n’ deve ser auto inversa, o
que garante que 7 deve ser auto inversa. O

O Algoritmo 2 mostra como ordenar as permutacoes que sdo ordendveis com apenas
trocas totalmente deterministicas.

Exemplo 4. A permutagao m = (3 1 2 4) nao é ordendvel por trocas totalmente deter-
ministicas. O algoritmo tenta posicionar corretamente o elemento 1 realizando a troca
t(1,3), mas nao é possivel pois w3 # 1.

Exemplo 5. A permutagao m = (321 7 5 6 4) é ordenavel pela seguinte sequéncia de
trocas totalmente deterministicas.

T=(3217564)
' =7m0t(1,3)=(1237564)
=7 o t(4,7T) = (1234567)
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Algoritmo 2: Ordenacao por trocas totalmente deterministicas
Entrada: Permutagao 7 de tamanho n
Saida: Sequéncia de trocas totalmente deterministicas capazes de ordenar 7

1 inicio
2 S + Sequéncia vazia
3 para i de 1 a n faga
4 se m; # i entao
5 se T, # 1 entao
6 Erro: m nao é ordendvel por trocas totalmente deterministicas
7 senao
8 Adiciona a troca t(i, ;) em S
9 Lﬂ'(—ﬂ'ot(i,ﬂ]’)
10 retorna S

4 Reversoes

Nesta secao, exploramos a operacao de reversao. Para simplificar as definicoes, assumiremos
que cada permutacao 7 é estendida com a adicao de dois novos elementos 79 = 0 e mp+1 =
n + 1, onde n é o tamanho de .

Exemplo 6. Uma permutacao 7 estendida com a adi¢ao dos elementos mp = 0 e w7y =7
resultando na permutacao 7.

T= (236541)
”=(02365417)

Dada uma permutacdo m = (7 ... Tj—17 ... TjTj41 ... Tpy1), Uma reversdo p(i,j), com
1 <i < j <n,éuma operacao que inverte a sequéncia de elementos entre i e j resultando
na permutacao mo p(i,j) = (mg ... T—17j... TTj41...Tpt1). Uma reversao p(i,j) é dita
parcialmente deterministica se m; = j ou m; = 4, ou seja, um dos extremos da sequéncia
invertida é posicionado corretamente. Além disso, uma reversao p(i,j) é dita totalmente
deterministica se m, = j — k 4+ 4,Vi < k < 7, ou seja, todos os elementos da sequéncia
invertida sao posicionados corretamente.

Exemplo 7. Trés reversoes p(1,7), p(4,6) e p(2,5) sendo aplicadas em uma permutacao 7.
A reversao p(1,7) é parcialmente deterministica, pois m7 = 1, a reversao p(4, 6) ¢é totalmente
deterministica, pois m4 = 6, 715 = 5 e mg = 4, e a reversao p(2,5) nao é deterministica.

=(032765418)
7Top(,) (014567238)
mop(4,6)=(032745618)
mop(2,5)=(035672418)



8 Rotta, Siqueira e Dias

Quando queremos ordenar uma permutacao usando o nimero minimo de reversoes, te-
mos o problema de Ordenagao de Permutagoes por Reversao. Quando nos restringimos
as reversoes deterministicas, temos os problemas de Ordenacao de Permutacoes por Re-
versao Parcialmente Deterministica e Ordenacao de Permutacoes por Reversao Totalmente
Deterministica.

Precisamos definir mais alguns conceitos para lidar com reversoes. Dada uma per-
mutacdo 7, um par de elementos consecutivos (m;, mi+1) é um breakpoint de reversao se
|miy1 — mi| # 1. Denotamos o nuimero de breakpoints de reversdo de uma permutagao m
por b,(m). Dizemos que uma reversao p(i,j) remove x breakpoints de reversao de uma
permutacao 7 se b,(m o p(i,j)) — by(m) = x. Note que a permutacao identidade ¢, é a tinica
permutacao de tamanho n para a qual b, ¢ 0. Uma sequéncia maximal de elementos de
7 sem breakpoints de reversao é chamada de uma strip de reversao de w. Uma strip de
reversao é crescente se ela possui apenas um elemento ou seus elementos estdo em ordem
crescente, caso contrario a strip é decrescente.

Exemplo 8. Os breakpoints de reversao de uma permutacao w. Cada breakpoint é indicado
por um ponto (e). As strips de reversao crescentes de 7w sao (0), (2 3), (1) e (7);e (6 54) é
uma strip de reversao decrescente.

7=(0 023 0654 e 1 eT7)

4.1 Reversoes Parcialmente Deterministicas

A seguir, propomos um algoritmo para ordenar permutacoes por reversoes parcialmente
deterministicas. O algoritmo se baseia no seguinte lema.

Lema 4 (Kececioglu e Sankoff [11]). Uma reversao p(i,j) aplicada em uma permutag¢ao m
pode remover no mdzrimo 2 breakpoints de reversdo.

bp(m)

Como consequéncia do Lema 4, temos que pelo menos -5~ reversoes sao necessarias
para ordenar uma permutagao 7. De fato, Kececioglu e Sankoff [11] demostraram que é
possivel remover em média pelo menos um breakpoint por reversao, o que garante um fa-
tor de aproximacao 2 para o problema de Ordenagdao de Permutacoes por Reversao. Essa
mesma garantia nao existe para o problema de Ordenacao por Reversao Parcialmente De-
terministica, mas utilizamos o conceito de breakpoints para produzir uma heuristica gulosa
para o problema.

O Algoritmo 3 apresenta um pseudocédigo do algoritmo desenvolvido. A ideia é buscar
por reversoes parcialmente deterministicas que removam o maior nimero de breakpoints.

Caso nenhuma reversao seja capaz de remover breakpoints, seja m; o primeiro elemento fora
de ordem em 7, aplicamos a reversao p(i, j), tal que m; = 1.

Teorema 4. Dada uma permutacdo 7, o Algoritmo 8 para e encontra uma sequéncia que
ordena T por reversoes parcialmente deterministicas.

Demonstragao. Considere que estamos em uma interagao qualquer do algoritmo e seja ;
o primeiro elemento fora de ordem em 7. Temos que nenhum elemento 7, k < ¢ é afetado
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Algoritmo 3: Ordenacgao por reversoes parcialmente deterministicas
Entrada: Permutagao =«
Saida: Sequéncia de reversoes parcialmente deterministicas capazes de ordenar 7

1 inicio

2 S + sequéncia vazia

3 enquanto m nao estiver ordenada faga

4 se existe uma reversdao deterministica p(i,j) que remove 2 breakpoints entao
5 Adicione p(i,j) em S

6 T o p(i,])

7 senao se eziste uma reversao deterministica p(i,j) que remove 1 breakpoint
entao

8 Adicione p(i,7) em S
9 T mop(i,])
10 senao
11 Seja m; o primeiro elemento fora de ordem em 7 e j, tal que m; =i
12 Adicione p(i,7) em S
13 T mop(i,])
14 retorna S

pelas operagoes realizadas pelo algoritmo, pois essa operacao aumentaria o niimero de bre-
akpoints. Além disso, a cada passo a reversao aplicada diminui o nimero de breakpoints
de 7 ou posiciona corretamente o primeiro elemento nao ordenado de w. Como o ntimero
de breakpoints de 7 s6 aumenta no segundo caso, quando o nimero de elementos a serem
ordenados diminui, eventualmente a permutacgao estara ordenada.

Além disso, todas as operagoes que removem breakpoints sdo escolhidas apenas quando
sao deterministicas e a 1ltima operacao é deterministica, pois m; = i. O

Exemplo 9. A permutagao 7 = (03217 5 6 4 8) é ordenada pelo algoritmo 3 com a
seguinte sequéncia de reversoes parcialmente deterministicas.

—(032165748)
7T':7rop(6,7) (032165478)
7' =n"0p(1,3)=(012365478)
tn=7"0p(4,6)=(012345678)

Vamos analisar brevemente a complexidade de tempo do algoritmo 3. Note que em cada
interacao do laco das linhas 3 até 13 reduzimos em pelo menos 1 o niimero de breakpoints
ou reduzimos o nimero de elementos a serem ordenados e aumentamos em no maximo 1 o
numero de de breakpoints. Dessa forma, o lago é executado O(n) vezes. Em cada iteragao,
como consideramos operacoes deterministicas, sé temos que verificar as operagoes que posi-
cionam corretamente cada elemento. Além disso, podemos verificar o nimero de breakpoits
removidos por cada operagao em tempo O(1) se mantivermos um vetor representando a
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permutagdao 7 e um vetor representando a permutacao inversa 7~!. Portanto, encontrar

a operacao a ser aplicada leva tempo O(n). Além disso, aplicar a operacdo encontrada
para atualizar a nossa representagao também leva tempo O(n). No total a complexidade
do algoritmo é O(n?).

4.2 Reversoes Totalmente Deterministicas

Vamos descrever quais permutagoes podem ser ordenadas por reversoes totalmente deter-
ministicas utilizando as seguintes definicoes. Uma strip crescente de uma permutacao é

uma strip crescente fira se ela tiver a forma (k k+1 ... £ —1 /), onde k e £ sdo a posi¢ao
inicial e final da strip, respectivamente. Uma strip decrescente de uma permutagéo é uma
strip decrescente fixa se ela tiver a forma (¢ £ —1 ... k+ 1 k), onde k e £ sdo a posigao

inicial e final da strip, respectivamente.

Teorema 5. Uma permutacdo m pode ser ordenada por reversoes totalmente deterministicas
somente se toda strip for uma strip crescente fiza ou uma strip decrescente fixa.

Demonstragao. Por definicao, uma reversao totalmente deterministica p(i,j) sé pode ser
aplicada em 7 se a sequéncia entre as posigoes i e j é da forma (5 7 —1 ... i+ 14). Note
que, essa sequéncia deve estar contida em uma strip decrescente fixa para que ela esteja
na posicao esperada. Com esse fato, vamos realizar a prova por indu¢do no nimero m de
strips decrescentes de .

Base: se m nao tem nenhuma strip decrescente nenhuma reversao totalmente deter-
ministica pode ser aplicada e a permutacao ja deve estar ordenada, ou seja, tem apenas
uma strip (0 ... n+ 1) que é crescente fixa.

Hipétese de Inducgao: toda a permutacao m com m — 1, m > 0 strips decrescentes e
ordendvel com a operacao de reversao totalmente deterministica é tal que toda strip
é crescente fixa ou decrescente fixa.

Passo: dada uma permutacao m com m > 0 strips decrescentes. Sabemos que 7 deve
ter pelo menos uma strip decrescente fixa. Seja (¢ £ —1 ... k+ 1 k) essa strip e
considere a permutacao ' = 7 o p(k,f) que terd m — 1 strips decrescentes. Pela
hip6tese de indugao toda strip de «’ é crescente fixa ou decrescente fixa. Como toda
strip decrescente de 7 diferente de (¢ £ —1 ... k+ 1 k) também é strip de 7/, elas
sao decrescentes fixas e, como toda strip crescente de m é também strip de 7’ ou est4
contida em uma strip de 7/, elas sao crescentes fixas. ]

Note que, dada uma permutagao m no formato especificado pelo Teorema 5, podemos
ordend-la por reversoes totalmente deterministicas ao aplicar uma reversao em cada strip

decrescente.

Exemplo 10. A permutacdo 7 = (021347 6 5 8) é ordenavel pela seguinte sequéncia
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de reversoes totalmente deterministicas.

T=(0213476528)
' =mop(1,2)=(0123476528)
m=m"0p(5,7)=(012345678)

Descrevemos agora o nimero R,, de permutagoes de tamanho n ordenéveis por reversoes
totalmente deterministicas. Temos os casos particulares R; = 1 e Ro = 2, onde todas as
permutagoes sao ordendveis. Para n > 3, apresentamos a seguir uma relagao de recorréncia.
Consideramos Rg = 1 e separamos as permutagoes em 3 casos:

e Existe uma permutacao identidade ¢y,.

e Existem ) }_, R,_j permutacbes que comegam com uma strip decrescente fixa. Para
cada tamanho k da strip, usamos a recorréncia para contar as possibilidades para o
restante da permutacao. Note que uma strip decrescente fixa deve ter tamanho pelo
menos 2.

e Existem Zzzg(k —2)R,,_\ permutagoes que comegam com uma strip crescente fixa se-
guida de uma strip decrescente fixa. Para cada tamanho k da sequéncia de duas strips,
usamos a recorréncia para contar as possibilidades para o restante da permutacao e
multiplicamos por (k — 2), para levar em conta a posigao do breakpoint entre as duas
strips.

Note que nao é necessario considerar o caso de uma strip crescente fixa seguida de outra
strip crescente fixa, pois nesse caso temos uma unica strip crescente fixa composta pelas
duas. Juntando todos os casos temos a seguinte relacao de recorréncia:

R, =1+ Z Ry + Z(k? - 2)Rn—k
k=2 k=3

5 Transposicoes

Nesta se¢ao, exploramos a operacao de transposi¢ao. Assumiremos novamente que cada
permutagao 7 de tamanho n é estendida com a adigao de mg =0 e w41 =n + 1.
Dada uma permutagdo m = (mp... 71T ... Tj—1 Tj...Tp—1Tk...Tp41) UMAa trans-

posicao 7(i,7,k), com 1 < i < j < k < n+ 1, é uma operagdo que troca a sequéncia
de elementos entre i e j — 1 com a sequéncia de elementos entre j e kK — 1 resultando na
permutacao mo 7(4, 7, k) = (7o ... T—17j ... Tp—1 Tj...Tj—1T ... Tp41). Uma transposicao

7(1,7, k) é dita parcialmente deterministica se m; = k — j 41 ou m; = i, ou seja, pelo menos
um dos elementos iniciais das sequéncias afetadas é posicionado corretamente. Além disso,
uma transposicao 7(i,7, k) é dita totalmente deterministica se mp =k —j+(,¥Vi < < j
em =40 —j+14Vj < <k, ou seja, todos os elementos das sequéncias afetadas sao
posicionados corretamente.
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Exemplo 11. Trés transposigoes 7(1,4,5), 7(4,5,7) e 7(1,3,6) sendo aplicadas em uma
permutacado w. A transposicdo 7(1,4,5) é parcialmente deterministica, pois m = 2 =
5—4+ 1, a transposigao 7(4,5,7) é totalmente deterministica, pois 1y =6 =7—5+4 e
75 = 4, e a transposigao 7(1,3,6) nao é deterministica.

7=(023764518)
mo7(1,4,5) =(062374518)
To7(4,5,7)=(023745618)
707(1,3,6)=(0764235178)

Quando queremos ordenar uma permutacao usando o nimero minimo de transposicoes,
temos o problema de Ordenacao de Permutagoes por Transposi¢ao. Quando nos restringi-
mos as transposicoes deterministicas, temos os problemas de Ordenagao de Permutagoes por
Transposicao Parcialmente Deterministica e Ordenacao de Permutacoes por Transposicao
Totalmente Deterministica.

Precisamos definir mais alguns conceitos para lidar com transposi¢oes. Dada uma per-
mutacao m, um par de elementos consecutivos (7, mi+1) é um breakpoint de transposicio se
mi+1 — 7 # 1. Denotamos o nimero de breakpoints de transposi¢do de uma permutagao
por b, (m). Note que a permutacao identidade ¢, é a unica permutagao de tamanho n para
a qual b; é 0. Uma sequéncia maximal de elementos de m sem breakpoints de transposicao
¢é chamada de uma strip de transposicdo de .

Exemplo 12. Os breakpoints de transposicao de uma permutacao w. Cada breakpoint é
indicado por um ponto (e). As strips de transposi¢ao de 7 sao (0), (5), (1 2 3), (4) e (6 7).

7=(0e5 e 123 e4e67)

5.1 Transposicoes Parcialmente Deterministicas

A seguir, propomos um algoritmo para ordenar permutagoes por transposi¢oes parcialmente
deterministicas. O algoritmo se baseia no seguinte lema.

Lema 5 (Bafna-Pevzner [2]). Uma transposi¢ao (i, j, k) aplicada em uma permutagio m
pode remover no mazrimo 3 breakpoints de transposicao.

N . b_,.(ﬂ') . o~ ~ .
Como consequencila do Lema 5 temos que pelO menos 3 tranSpOSI(;OGS Sa0 necessarias

para ordenar uma permutacao m. De fato, podemos garantir que a cada transposi¢ao pelo
menos um breakpoint é removido, pois sempre podemos aplicar uma transposi¢ao que po-
siciona corretamente o primeiro elemento fora de ordem em 7. Note que uma transposicao
7(4,j, k) que posiciona corretamente o primeiro elemento fora de ordem 7; de 7 é necessa-
riamente deterministica, pois m; = 1.

O Algoritmo 4 apresenta um pseudocddigo do algoritmo desenvolvido. Como no caso
de reversoes deterministicas, a ideia é buscar por operacoes que removam 0 maior numero
de breakpoints. No pior caso uma transposicao que remove 1 breakpoint sera aplicada para
posicionar corretamente o primeiro elemento fora de ordem em 7.
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Algoritmo 4: Ordenagao por transposigoes parcialmente deterministicas

Entrada: Permutagao =«
Saida: Sequéncia de transposicoes deterministicas capazes de ordenar 7

1 inicio

2 S + sequéncia vazia

3 enquanto m nao estiver ordenada faga

4 se existe uma transposi¢ao deterministica 7(i,7j,k) que remove 3 breakpoints
entao

5 Adicione 7(i,7,k) em S

7w+ moTt(i,], k)
7 senao se existe uma transposicio deterministica 7(i,j, k) que remove 2
breakpoint entao

Adicione 7(i,7,k) em S

7w+ mort(i,], k)

10 senao

11 Seja m; o primeiro elemento fora de ordem em 7 e j, tal que 7[j] =1, e
seja k o indice do primeiro breakpoint depois de 5 + 1

12 Adicione 7(7,7,k) em S

13 7w+ mworT(i,j, k)

14 retorna S

Teorema 6. Dada uma permutacao w, o Algoritmo 4 para e encontra uma sequéncia que
ordena m por transposi¢oes parcialmente deterministicas com tamanho no mdzimo by ().

Demonstragdo. A cada passo o Algoritmo 4 aumenta em pelo menos 1 o niimero de break-
points. Logo, como a permutagao ¢, é a tnica com b, (t,) = 0, em no maximo b, (7) passos
o algoritmo ordena a permutagao. O

Corolario 1. O Algoritmo 4 garante um fator de aproximacdo 3 para o problema de Or-
denagao por Transposi¢cao Deterministica.

Demonstragao. Como consequéncia do Lema 5, bfgr) transposicoes sao necessdrias para
ordenar 7 e pelo Teorema 6 o Algoritmo 4 consegue ordenar 7 com no méaximo b, () trans-
posicoes deterministicas. Portanto, o tamanho da sequéncia de transposicoes deterministicas
obtidas pelo Algoritmo 4 estd a um fator no méximo 3 do tamanho da menor sequéncia de
transposicoes que ordena m. Como a menor sequéncia de transposicoes deterministicas que
ordena 7 deve ser maior que a menor sequéncia de transposicoes que ordena 7 o resultado
segue. O

Exemplo 13. A permutagdo m = (032 16 4 5 7) é ordenada pelo algoritmo 4 com a
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seguinte sequéncia de transposigoes parcialmente deterministicas.

03216457)
03214567)
01324567)
01234567)

= (
= 7To7'(4,5,7) (
7' =7"o7(1,3,4) = (
by =m"07(2,3,4) = (
Vamos analisar brevemente a complexidade de tempo do algoritmo 4. Note que em cada
interacao do laco das linhas 3 até 13, reduzimos em pelo menos 1 o niimero de breakpoints,
portanto o lago é executado O(n) vezes. Adicionalmente, em cada interagao, como conside-
ramos operagoes deterministicas, s6 temos que verificar as 2 transposigoes que posicionam
corretamente cada elemento (uma considerando que o elemento é o primeiro da primeira
sequéncia e outra considerando que o elemento é o primeiro da segunda sequéncia). Além
disso, podemos verificar o nimero de breakpoits removidos por cada operagdo em tempo
O(1) se mantivermos um vetor representando a permutagdo m e um vetor representando
a permutacdo inversa . Portanto, em cada iteracio, encontrar a operacio a ser apli-
cada leva tempo O(n). Além disso, aplicar a operacao encontrada para atualizar a nossa
representacio também leva tempo O(n). No total a complexidade o algoritmo é O(n?).

5.2 Transposicoes Totalmente Deterministicas

Vamos descrever quais permutacoes podem ser ordenadas por transposigoes totalmente
deterministicas utilizando as seguintes defini¢bes. Uma strip de transposicao de uma per-
mutagao é uma strip fiza se ela tiver a forma (k k+1 ... £—1¢), onde k e £ sdo a posi¢ao
inicial e final da strip, respectivamente. Um par de strips de transposi¢do consecutivas
em uma permutacdo sdo um par de strips trocadas se eles tém a forma (k k+1 ...) e
(0041 ...), onde £ é a posigao inicial da primeira strip e k = ¢+ r, sendo r o tamanho da
segunda strip.

Teorema 7. Uma permutacdo ™ pode ser ordenada por transposicoes totalmente deter-
ministicas somente se toda strip for uma strip fiza ou pertencer a um par de strips trocadas.

Demonstragao. Por definigao, uma transposigao totalmente deterministica 7(i, 7, k) s6 pode
ser aplicada em 7 se a sequéncia entre as posicoes i e k—1 é da forma (j j+1 ... k—17i+
1 ... 7—1). Note que, essa sequéncia deve estar contida em um par de strips trocadas para
que ela esteja na posicao esperada. Com esse fato, vamos realizar a prova por indugdo no
numero m de pares de strips trocadas de .

Base: se m nao tem nenhum par de strips trocadas nenhuma transposicao totalmente
deterministica pode ser aplicada e a permutacao ja deve estar ordenada, ou seja, tem
apenas uma strip (0 ... n+ 1) que é fixa.

Hipétese de Inducgao: toda a permutagao m com m — 1, m > 0 pares de strips trocadas
e ordendvel com a operacao de transposicao totalmente deterministica é tal que toda
strip é fixa ou pertence a um par de strips trocadas.
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Passo: dada uma permutagao 7 com m > 0 pares de strips trocadas. Seja (m; ... mj_1)
e (mj ... mp—1) um par de strips trocadas de 7 e considere a permutacdo 7’ = 7o
7(4,7, k) que terd m — 1 pares de strips trocadas. Pela hip6tese de indugao toda strip
de 7’ é fixa ou pertence a um par de strips trocadas. Como toda strip de 7 diferente
de (m; ... mj—1) ede (m; ... mp—1) também é strip de 7, elas sao fixas ou pertencem
a pares de strips trocadas. ]

Note que, dada uma permutagdo 7w no formato especificado pelo Teorema 7, podemos
ordend-la por transposicoes totalmente deterministicas ao aplicar uma transposi¢ao em cada
par de strips trocadas.

Exemplo 14. A permutacao 7 = (02134 6 75 8) é ordendvel pela seguinte sequéncia
de transposicoes totalmente deterministicas.

7=(021346758)
7 =m07(1,2,3)=(0123467538)
tn=7"07(57)=(012345678)

Descrevemos agora o numero 7,, de permutacoes de tamanho n ordenaveis por reversoes
totalmente deterministicas. Temos os casos particulares 77 = 1 e T = 2, onde todas as
permutagoes sao ordendveis. Para n > 3, apresentamos a seguir uma relagao de recorréncia.
Consideramos Ty = 1 e separamos as permutagoes em 3 casos:

o FExiste uma permutacao identidade ¢y,.

e Existem Y ;_,(k—1)T,_; permutagoes que comegam com um par de strips trocadas.
Para cada tamanho k do par, usamos a recorréncia para contar as possibilidades para
o restante da permutagao e multiplicamos por k£ — 1, para levar em conta a posi¢ao do
breakpoint entre as duas strips. Note que um par de strips trocadas deve ter tamanho
pelo menos 2.

e Existem 22:2 (Zf;f(k — 7 — 1)) T, _; permutacoes que comecam com uma strip fixa
seguida por um par de strips trocadas. Para cada tamanho k da sequéncia strip e par,
usamos a recorréncia para contar as possibilidades para o restante da permutacao e

.. k—2 . . .
multiplicamos por ) "7(k —4 — 1), para levar em conta a posicdo dos breakpoints
entre as trés strips.

Juntando todos os casos temos a seguinte relagao de recorréncia:

n n k—2
To=1+Y (k=T p+ (Z(k —i— 1)) T,
k=2 k

=2 \i=1

6 Testes Computacionais

Nesta secao apresentamos resultados dos testes experimentais para os problemas envolvendo
reversao e transposicao. Para esses testes desenvolvemos duas bases de dados e comparamos
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os resultados dos nossos algoritmos com algoritmos que nao tem a restri¢do de usar operagoes
deterministicas.

6.1 Bases de Dados

Nesta secao, descrevemos brevemente as bases de dados desenvolvidas. Criamos a base REV
para testar os algoritmos envolvendo reversoes e a base TRANS para testar os algoritmos
envolvendo transposicoes. Cada base de dados possui 40 conjuntos de permutacoes, sendo
que cada conjunto foi construido com o uso de o operagoes e contém permutagoes de tama-
nho n. Para construir cada permutacao, partimos da permutacao inicial ¢,, e aplicamos o
operagoes. No caso da base REV sao aplicadas o reversoes, onde os indices ¢ e 5 sao escolhi-
dos de forma aleatéria e uniforme. No caso da base TRANS sao aplicadas o transposicoes,
onde os indices i, j e k sao escolhidos de forma aleatdria e uniforme.

6.2 Resultados Obtidos

Nés comparamos os resultados dos nossos algoritmos considerando operacoes deterministicas
com variagoes desses algoritmos sem essa restricao. No caso de reversao, o algoritmo sem
restricao busca por reversoes quaisquer que removam dois breakpoints e, caso nao existam
reversoes desse tipo, sao aplicadas reversoes que removem em média um breakpoint segundo
a estratégia proposta por Kececioglu e Sankoff [11]. No caso de transposigao, utilizamos o
mesmo algoritmo do caso com operacoes deterministicas, mas buscamos por transposicoes
quaisquer.

As tabelas 1 e 2 apresentam os resultados com reversao e transposicao, respectivamente.
Cada linha corresponde a um conjunto de pares de permutagoes e as colunas OP e |r] in-
dicam, respectivamente, o nimero de operagoes aplicadas para gerar as permutacoes do
conjunto e o tamanho das permutagoes geradas. As préximas trés colunas informam o
minimo (Min.), a média (Med.) e o maximo (Max.) das distancias obtidas sem a restri¢ao
de operacoes deterministicas e considerando todos os pares do conjunto. As trés colunas se-
guintes mostram os mesmos valores considerando operacoes deterministicas. As ultimas seis
colunas apresentam informagoes sobre a aproximacao experimental das distancias encon-
tradas. A aproximagao experimental é dada pela distancia dividida pelo limitante inferior
(o5 o

no caso de reversdo e ~5— no caso de transposigao).

Percebemos que ao forcarmos o uso de operacoes deterministicas, o algoritmo vai tender
a usar mais operagoes, o que era esperado. No entanto, forcar as operagoes deterministicas
tem suas vantagens pois em geral os algoritmos ficam mais simples e eficientes, ja que
as escolhas sdo reduzidas substancialmente. Percebemos também que esse aumento na
distancia devido ao determinismo tende a ser maior no caso da reversao. Em média, a
razao entre a média da transposi¢ao normal e da deterministica é de 1.2, enquanto, no caso
da reversao, é de 1.6.
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7 Conclusao

Neste trabalho, exploramos as operacoes de troca, reversao e transposicao, particularmente,
nas suas versoes deterministicas. Provamos que o Selection Sort faz apenas trocas parcial-
mente deterministicas, e ordena a permutacao com o nimero minimo dessas trocas.

Sendo a transposicao e a reversao operagoes mais complexas, com as restricoes de de-
terminismo parcial e total focamos em gerar heuristicas e comparamos com heuristicas da
literatura que estimam o valor minimo de reversoes ou transposicoes sem as restricoes de
determinismo.

Trabalhos futuros poderiam combinar as operacoes de troca e insercao através de uma
heuristica ponderada, assim como combinar as operagoes de transposigao e reversao, sempre
levando em conta que se podemos usar mais de um tipo de operacao, o resultado deverd
sempre ser igual ou melhor que as outras duas operagoes sozinhas, ja que optar sempre s
por um ou por outro é uma op¢ao, constitui-se um limite superior a ser considerado.
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Tabela 1: Tamanhos das sequéncias de ordenagao por reversoes e reversoes deterministicas

para permutacoes da base REV.

Distancia Aproximagao Experimental

OP | |~ Reversao Reversao Det. Reversao Reversao Det.
Min. Avg. Max.|Min. Avg. Max. | Min. Avg. Max. | Min. Avg. Max.
25| 50 16 23.24 29 17 26.23 46| 1.24 154 1.81| 124 1.74 3.29
25100 21  25.64 31 22 33.75 69| 1.05 134 1.74| 119 1.76 4.06
25150 22 25.66 31 24 38.24 8| 1.04 1.23 1.57| 1.15 1.83 4.15
25 | 200 22 25.50 29 23 42.63 126 1.02 1.17 147 1.02 195 6.15
25 | 250 22 25.49 29 25 45.84 162| 1.00 1.14 1.35| 1.04 2.05 7.20
25| 300 21  25.47 29 24 50.28 181} 1.00 1.12 1.37| 1.02 221 7.39
25| 350 23 25.44 29 23 55.98 225| 1.00 1.10 1.33| 1.04 243 9.57
25 | 400 23 25.49 30 25 57.04 201| 1.00 1.09 1.35| 1.04 245 8.40
25 | 450 23 25.44 29 25 63.41 265| 1.00 1.08 1.29| 1.00 2.70 11.04
25| 500 23 25.46 30 25  66.08 313| 1.00 1.08 1.29| 1.02 2.80 13.04
50| 50 26 33.32 39 27 36.91 58| 143 164 1.85| 148 1.81 290
50| 100 39 49.16 58 41 58.27 92| 1.37 1.60 1.85| 1.50 1.90 2.90
50 | 150 42 51.88 58 47 67.89 127 124 146 1.77| 141 191 3.85
50 | 200 45 51.73 58 51 74.64 159| 1.14 1.34 1.59| 1.31 194 4.18
50 | 250 46 51.42 57 53 81.76 160 1.10 1.27 1.52| 1.26 2.02 4.00
50 | 300 47 51.15 56 54  87.47 187 1.06 1.22 1.44| 1.23 2.08 4.62
50 | 350 46  50.99 59 52 92.61 207 | 1.03 119 1.44| 119 215 5.05
50 | 400 48 50.79 55 54 100.80 248 | 1.05 1.16 1.35| 1.19 231 5.90
50 | 450 48 50.79 55 53 106.56 282| 1.03 1.14 1.31| 1.17 240 6.48
50 | 500 47  50.66 55 52 112.40 338 | 1.03 1.13 1.31| 1.16 251 7.95
75| 50 30 36.52 43 31 40.36 65| 144 1.64 1.83| 1.51 1.81 271
75100 53  63.79 73 57 72.52 113| 152 1.70 18| 1.66 1.94 3.05
75| 150 66 75.13 85 70  90.57 137 145 163 1.82] 1.54 196 3.01
75200 70 78.51 86 79 102.44 158 | 1.30 1.52 1.74| 1.55 198 3.19
75| 250 70 78.51 86 84 110.29 176 | 1.21 1.42 1.72| 149 1.99 3.49
75 | 300 71 77.85 87 82 118.86 201 1.18 1.34 1.57| 1.36 2.04 3.72
75| 350 71 77.24 85 85 125.66 223| 1.13 128 1.50| 1.39 2.09 3.88
75| 400 71 76.93 84 82 132.78 272 1.13 125 1.42| 1.24 215 4.36
75 | 450 70 76.55 82 87 139.88 293| 1.09 122 1.36| 1.35 222 4.87
75| 500 73 76.41 81 81 147.40 304 1.09 119 1.36| 129 230 5.02
100| 50 32 37.62 44 33 41.80 62| 143 163 1.81| 1.52 1.82 2.64
100 | 100 61 72.24 81 66 80.94 120 1.57 1.73 1.87| 1.70 194 2.86
100 | 150 81 92.10 105 90 107.15 159 1.56 1.72 1.88| 1.71 2.00 3.03
100 | 200 91 101.86 112 102 124.81 183| 146 1.65 1.84| 1.72 2.02 2.82
100 | 250 94 104.96 116 111 136.37 216 | 1.40 155 1.73| 1.64 2.02 3.30
100 | 300 96 105.43 115 115 146.33 224| 1.30 147 1.65| 1.60 2.04 3.07
100 | 350 97 104.62 113 117 154.94 271 1.19 140 1.61| 1.50 2.07 3.69
100 | 400 96 103.80 114 113 164.74 269 1.20 1.34 1.55| 1.40 2.12 3.43
100 | 450 97 103.10 112 120 172.57 318| 1.16 1.29 1.50| 145 2.16 4.05
100 | 500 97 102.71 111 119 179.08 330 1.12 1.26 1.44| 1.42 220 4.15




20 Rotta, Siqueira e Dias

Tabela 2: Tamanhos das sequéncias de ordenacao por transposicoes e transposicoes deter-
ministicas para permutacoes da base TRANS.

Distancia Aproximagao Experimental

OP | |~ Transposigao Transposi¢cao Det. Transposicao Transposicao Det.
Min. Avg. Max.|Min. Avg. Max. | Min. Avg. Max. | Min. Avg. Max.
25| 50 13 19.12 28 13 19.54 26| 1.29 161 218| 1.30 1.65 2.14
251|100 18  23.79 33 19 26.31 35| 122 146 1.89| 1.26 1.61 2.05
251|150 20 24.89 32 20 29.04 39| 1.11 134 1.75| 1.21 1.56 2.09
25 | 200 21 25.09 33 22 30.39 44| 1.09 127 1.62| 117 1.54 2.00
25| 250 21  25.08 33 23 30.97 42| 1.04 1.22 1.55| 1.06 1.50 1.98
25| 300 22 25.09 32 22 31.55 44| 1.03 1.18 1.55| 1.10 1.48 2.07
25| 350 22 25.12 32 24  31.78 43| 1.03 1.16 1.48| 1.10 1.47 1.97
25 | 400 22 25.11 33 24 31.98 44| 1.03 1.14 1.48| 1.09 1.45 1.98
25 | 450 23 25.16 34 24 3211 46| 1.00 1.13 1.50| 1.08 1.44 2.03
25| 500 23 25.11 33 24 32.22 47| 1.01 1.11 1.48| 1.04 1.43 2.04
50| 50 18  25.71 40 19 25.04 32| 140 1.74 2.,55| 140 1.69 2.12
50| 100 30  39.60 53 32 41.38 53| 1.35 1.63 2.17| 145 1.71 1.99
50| 150 38 45.96 61 41  50.80 61| 1.34 155 1.84| 148 1.71 2.00
50 | 200 41 49.12 60 44  56.23 701 1.29 148 1.76| 142 1.69 1.98
50| 250 42 50.31 60 48  60.08 73] 1.22 141 1.67| 142 1.68 2.03
50| 300 45  50.82 59 51 62.63 76| 1.19 136 1.63| 1.35 1.67 1.91
50 | 350 46 51.05 59 52 64.72 82| 1.14 1.31 1.53| 129 1.66 1.96
50 | 400 47 51.01 60 52 66.12 85| 1.11 1.28 1.53| 1.33 1.66 2.01
50 | 450 46  50.86 60 55  67.21 83| 1.10 1.25 1.58| 1.32 1.64 1.93
50| 500 47  50.85 60 53 68.33 84| 1.09 122 147| 1.28 1.64 1.98
75| 50 21 27.67 42 21 26.51 33| 140 1.77 272| 140 1.70 2.02
75100 39 48.70 61 39 48.74 59| 1.50 1.72 2.16| 148 1.72 2.06
751|150 47  60.07 73 53  63.27 741 146 164 1.94| 1.54 1.73 1.98
75| 200 56 67.49 80 63 73.78 88| 1.42 158 1.82| 1.53 1.73 1.98
75| 250 63 71.39 85 69 81.08 98| 1.37 152 1.76| 1.54 1.72 1.96
75 | 300 65 74.18 86 74 86.41 100| 1.33 147 1.72| 149 1.72 1.94
75| 350 67 75.40 87 80 90.58 111 1.26 1.43 1.63| 1.50 1.71 1.95
75| 400 69 76.29 85 80 93.93 110| 1.24 1.39 1.57| 147 1.71 1.92
75 | 450 70 76.66 86 82 96.33 112 1.20 1.35 1.53| 1.47 1.70 1.95
75| 500 71 76.66 86 84 98.57 114| 1.16 1.32 1.50| 1.44 1.70 1.93
100| 50 21  28.52 41 22 27.25 34| 137 1.79 256| 143 1.72 2.09
100|100 44 53.22 69 45  52.34 60| 1.52 1.75 228 1.63 1.73 1.98
100|150 57 69.90 84 60 71.42 84| 1.45 1.69 2.02| 1.57 1.73 1.94
100 | 200 69 81.05 97 73  85.70 100 148 1.64 191| 1.58 1.73 1.93
100 | 250 76  88.67 103 84 96.33 112 145 1.59 1.82| 1.57 1.73 1.91
100 | 300 83 93.43 106 92 104.54 124 141 1.55 1.73| 1.58 1.73 1.93
100 | 350 87 97.06 112 98 111.20 127 1.39 151 1.71| 1.55 1.73 1.96
100 | 400 89 99.01 110| 100 116.20 132 1.36 1.47 1.63| 1.55 1.72 1.97
100 | 450 91 100.61 113| 102 120.62 139 1.30 1.43 1.63| 1.51 1.72 1.90
100 | 500 93 101.55 113| 108 124.64 1441 1.28 140 1.57| 1.54 1.72 1.93




