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Analise Optica de Lentes Gravitacionais
por Tracado de Raios Através de Transformacao Conformal
em Geodésicos Nulos de Schwarzschild

Guilherme de Barros Avila* Helio Pedrinit

Resumo

Os efeitos opticos causados por objetos massivos na trajetoria de raios de luz sao am-
plamente estudados ha mais de 200 anos. Estes efeitos, formalmente referidos como
\Lentes Gravitacionais", sao de extrema importancia para a cosmologia e astronomia
moderna, pois somente atraves dos mesmos e poss vel analisar criticamente os dados e
imagens coletadas por astrénomos, ao observar 0s mais diversos eventos cosmologicos do
universo ao nosso redor. Este trabalho visa descrever a natureza f sica deste efeito por
meio de uma analise conceitual da metrica de Schwarzschild e apresentar um modelo
computacional para s ntese de imagens gra cas que ilustrem os efeitos de de exao de
raios de luz causados pela curvatura do \espaco-tempo" ao redor de objetos massivos.

1 Introducao

Desde o surgimento dos conceitos f sicos modernos, oriundos das teorias fsicas de Isaac
Newton, a ideia de que ate mesmo raios de luz seriam afetados pela presenca de um grande
potencial gravitacional ja comecava a ser discutida pelos f sicos da epoca. Nos primeiros anos
do seculo XIX, Johann von Soldner faria a primeira publicacao em que seria proposta uma
formulacao anal tica para quanti car os efeitos e caracter sticas desta de exao da luz [5].

Contudo, mais de 100 anos se passariam ate a formulacao atualmente aceita ser pu-
blicada. Esta surgiria com o famoso trabalho de Albert Einstein, em 1915, a respeito da
\Relatividade Geral”. Juntamente ao seu estudo da natureza f sica do espaco-tempo, Eins-
tein tambem viria a propor as suas equacees campo [5]. A primeira solucao para estas
equacees seria descoberta em menos de um ano apos a publicacao original, com o trabalho
de Karl Schwarzschild.

Iniciaremos o estudo de lentes gravitacionais, introduzindo a \metrica de Schwarzschild™
e o resultado anal tico obtido atraves das equacees de movimentos oriundos da mesma.
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Hnstituto de Computagdo, Universidade Estadual de Campinas, 13083-852, Campinas, SP.
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1.1 Espaco-Tempo e a Metrica de Schwarzschild

Uma metrica, vista atraves de uma perspectiva f sica, e um instrumento matematico que
descreve a distancia entre dois pontos em um sistema de coordenadas espec co. Uma das
metricas mais simples e a que descreve um espaco Euclidiano simples. Neste conhecido
sistema, a metrica e obtida pela aplicacao do teorema de Pitagoras. No caso de um sistema
cartesiano (Xx;y;z), esta metrica e expressa como:

ds? = dx? + dy? + dz? 1)
Ja para um sistema coordenadas esfericas (r; ; ), a metrica passa a ser a de nida como:
ds? = r?dr? + r?sen?( )d 2 )

Utilizando esta de nicao simples de distancia, as leis fundamentais da f sica podem ser
aplicadas ao espaco Euclidiano simples, obtendo, assim, as equacees basicas de movimento
para o respectivo sistema de coordenadas.

De forma analoga, a metrica de Schwarzschild, tambem descreve a distancia entre dois
pontos, entretanto, para um sistema \espaco-tempo" esferico (t;r; ; ):

ds?= (1 Lrs)dt2+(1 r—rs)dr2+r2 sen?( )d 2 3)

Contudo, quando nos referimos a um sistema \espaco-tempo", as ideias de distancias e
pontos devem ser vistas com ressalvas. Atraves de uma simples analise matematica, vemos
gue a distancia (ds) esta intrinsecamente associada nao somente a ideia de espaco (dr),
mas tambem a coordenada temporal (dt). Devido a isto, nao podemos mais pensar em
pontos, mas sim em eventos, em que um evento e descrito pela sua posicao espacial em um
determinado tempo (t). A distancia (ds) tambem ganha um novo signi cado dependendo
de seu sinal e magnitude.

Para valores de ds > 0, entendemos que esta dist&ncia mede a separacao espacial entre
dois eventos simult&neos. Quando ds < 0, passamos a considerar esta distancia como a se-
paracao temporal entre eventos vistos em uma mesma posicao espacial. Finalmente, quando
ds = 0 (null), estamos nos referindo a distancia entre eventos que podem ser conectados
atraves de um raio de luz [7, 8].

Como estamos interessados apenas nos efeitos gravitacionais associados a luz, apenas
iremos considerar o caso em que ds = 0. Mais especi camente, apenas utilizaremos as
equacees de movimento que sao obtidas ao igualarmos a metrica a zero. Essas equacees sao
tambem chamadas de null-geodesics.

1.2 Simetria e Caracter sticas de Curvatura Espaco-Tempo

Para entendermos como a presenca de um potencial gravitacional afeta os raios de luz que
incidem numa regiao de \espaco-tempo" curvado pela existéncia de um objeto massivo
central, devemos avaliar o que a metrica de Schwarzschild descreve e em quais situacees o
Seu uso e apropriado.
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Esta metrica, tambem chamada de metrica exterior de Schwarzschild, pode ser aplicada
a uma regiao externa a um corpo massivo esferico, sem carga, sem rotacao e de densidade
uniforme. Tambem assumimos que esta regiao externa esta em vacuo ou com densidade
substancialmente menor do que ao objeto central. Objeto este que iremos nos referir, a
partir de entao, como \objeto de Schwarzschild".

A metrica de Schwarzschild apresenta uma simetria fundamental na analise do com-
portamento da luz. Esta simetria diz respeito a sua geometria esferica. Como estamos
lidando com uma metrica esferica, podemos realizar a analise de um raio de luz incidente
completamente'ignorando 0 angulo relativo de incidéncia. Em outras palavras, um raio de
luz incidente (V ), juntamente a uma coordenada radial (R) formam um plano e, segundo a
metrica, este raio de luz permanecera no mesmo plano apos a sua sa da da zona de atuacao
gravitacional do corpo [8]. Assim, podemos garantir a acao gravitacional em qualquer raio
de luz como apenas uma rotacao planar na direcao do objeto central.

Outra caracter stica importante da metrica ocorre quando r ¥ 1. Neste limite, a
metrica se transforma no chamado \espaco-tempo planar” [7]. Isto implica que, para objetos
su cientemente longe do corpo central, a metrica perde a sua curvatura, como pode ser
visto na Figura 1. Neste limite, podemos analisar as din&micas de movimento assim como
previstas pela f sica de Newton.

Flat P
S == S

Schwarzschild

Figura 1: Espaco-tempo at (acima) e espaco-tempo curvado por objeto massivo
(abaixo) [3].

O objeto de Schwarzschild central pode ser caracterizado apenas por um unico
paré&metro, o chamado raio de Schwarzschild (rs), que, por sua vez, apenas e dependente
da massa total do corpo central e um termo constante:

_2GM
==

(4)

Is

em que G e a constante gravitacional universal e ¢ e a velocidade da luz no vacuo. Vale
notar que a metrica (Equacao 3) e, por consequéncia, tambem as equacees de movimento
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sao diretamente associadas ao valor rs. Portanto, podemos inferir que a intensidade do
efeito gravitacional sera diretamente proporcional a massa do corpo central.

Tambem relevante para nossa analise e o fato do termo constante de rg ser extremamente
pequeno (2(3—? 1;4852 10 27[%]). Portanto, e necessario uma enorme quantidade de massa
para que rs seja substancial, bem como o efeito de sua lente gravitacional. Por exemplo,
para um objeto de Schwarzschild com a massa do sol, rg e de aproximadamente 3km. Ja
para um objeto com a massa da terra, o valor seria de apenas 8.8mm.

1.3 Intensidade de De exao e Par&metro de Impacto

Fundamentalmente, para reproduzirmos os efeitos de lentes gravitacionais, estamos interes-
sados em de nir a intensidade da de exao de raios de luz que incidem na regiao proxima
de um objeto de Schwarzschild. Para tal, consideramos a equacao da metrica (Equacao 3)
assumindo uma trajetoria planar ( = 5) em uma fatia invariante de tempo (dt = 0). Apli-
cando estas condicees as equacees de null-geodesics, obtemos a equacao de variacao angular
em relacao a variacao radial da trajetoria da luz [8]:

d 1 1 .
E B ? 1 1 rs=r ( )

bz Tz
em que b representa o par@metro de impacto da luz incidente em relacao a massa central.
Podemos de nir o par@metro de impacto como sendo a menor distancia de um raio de luz ao
corpo central, ignorando o efeito da curvatura do espaco-tempo, como ilustrado na Figura 2.

Flat bending angle

impact parameter

Figura 2: De nicao do par&@metro de impacto para um raio de luz incidente numa regiao de
espaco-tempo plano [3].

Utilizando a simetria esferica do sistema, podemos assumir que um raio de luz vindo de
uma distancia in nita (r ¥ 1) e se aproximando da regiao de espaco-tempo curvo ate a
sua distancia de menor aproximaceao (ro) sofrera uma de exao de intensidade equivalente a
sua trajetoria de sa da da regiao de espaco-tempo curvo (r ¥ ).
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Portanto, podemos obter a variacao angular deste raio de luz, integrando a equacao
obtida na Equacao 5 referente a sua trajetoria de aproximacao e dobrando a sua intensidade.
z o 1 1

=2 — €§———dr (6)

1 r2 1 1 rs=r
b2 r2

Ao integrar a Equacao 6 utilizando a aproximacao de pequenos angulos ( sen( )),
em gue estamos assumindo que o observador se encontra longe o su ciente do objeto central
(regiao assintoticamente plana), obtemos o seguinte resultado:

4GM
+ —— 7
Este resultado difere do resultado newtoniano, sem de exao angular ( = ), exata-

mente em 4(‘:32?)" . Portanto, esta sera a intensidade de de exao ( ) sofrida pelo raio de luz

em sua trajetoria atraves da geometria curva do espaco-tempo, este sendo exatamente o
resultado obtido por Einstein em 1915, para de exao da luz [5].

AGM _ 2r
= = TS (8)

"~ ¢2p

Antes de seguir com a construcao do modelo de s ntese de imagens para lentes gravi-
tacionais, devemos tambem estabelecer em quais situacees um raio de luz sofrera de exao
forte o su ciente, de modo que este nao saira do potencial gravitacional do objeto central,

cando preso pela enorme in uéncia gravitacional e sendo puxado para o centro da singu-
laridade. Esta dist&ncia e chamada de \par&metro de impacto cr tico” (be) €, para raios
de luz incidentes com valores b < ber, nao e poss vel que raios de luz escapem do potencial
gravitacional exercido pelo objeto central (Figura 3). Para buracos negros, esta distancia
cr tica de ne exatamente a regiao de \sombra" do objeto, onde nenhuma luz pode ser vista
saindo da regiao esferica interior a bgy.

3
ber = s 2:6 Ty )

Figura 3: llustracao do efeito de de exao para diferentes par&metros de impacto. Para
valores b < ber 0s raios de luz incidentes acabam presos pelo potencial gravitacional do
objeto de Schwarzschild [4].
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2 Modelo Computacional

Tendo estabelecido o aporte teorico f sico do efeito gravitacional de lentes, podemos seguir
com a construcao do modelo para s ntese de imagens do efeito. Temos como objetivo, nesta
etapa, a criacao de um modelo versatil e performatico que possibilite rapida alteracao dos
paré&metros que regulam o efeito de lentes gravitacionais. Visamos, tambem, a construcao de
um modelo que possibilite a interatividade com o programa gra co, seja esta interatividade a
mudanca da posicao relativa do observador (c&mera) em relacao ao objeto de Schwarzschild
ou a propria posicao relativa do objeto central que gera o efeito.

Com estes requisitos em mente, propomos um modelo constru do em linguagem de sha-
ders (GLSL), fazendo uso da pipeline de aceleracao gra ca (GPU). Desta forma, podemos
aproveitar a natureza paralela do problema e bene ciar-se da capacidade de processamento
em paralelo de GPUs, obtendo, entao, uma aplicacao interativa de s ntese de imagens em
tempo real.

2.1 Camera Virtual e Projecao Perspectiva

Iniciamos o0 nosso modelo computacional introduzindo o conceito de c&mera perspectiva.
Especi camente, utilizaremos a de nicao de uma camera estenopeica (pinhole camera),
onde a luz incidente e focada atraves de uma abertura in nitesimal e projetada no plano de
captura para obtermos a imagem nal. Utilizamos um modelo de camera estenopeica para
evitar a in uéncia de outros efeitos (por exemplo, depth of eld) que podem in uenciar na
s ntese da imagem nal e prejudicar a analise cr tica do efeito central ao trabalho.

Na construcao proposta, nosso objeto c&mera pode ser parametrizado por apenas trés
informacees. A primeira e o campo de visao ( eld of view - FOV), que de ne a abertura
angular de amplitude da c&mera, a segunda e a direcao focal da camera (R) e, nalmente, as
dimensees da imagem nal em pixels (Wp, Hp). Como estamos lidando com uma projecao
perspectiva, a direcao focal de cada pixel na imagem nal nao sera uniforme, mas devera
ser obtida por uma transformacao regulada pelos par&metros de c&mera mencionados ante-
riormente. Explicaremos, a seguir, 0s passos de transformacao para obter a direcao vetorial
de cada pixel na imagem nal.

De forma simpli caga, estamos interessados em obter uma transformacao (T (X)) entre
uma posicao planar (Pjj) (2D), em pixels, e a sua direcao vetorial (V) (3D), conforme a
Equacao 10:

Py 4 ¥ (10)

Para obter a direcao vetorial de cada pixel, iremos assumir uma imagem projetada em
um plano perpendicular a direcao focal da c&mera (R) a uma distancia de 1 metro, iremos
tambem assumir que a nossa camera se encontra na origem de nosso sistema de coordenadgs.
Nosso objetivo, entao, e construir um vetor da posic'ao da cAmera ate a posicao nal (V)
projetada no plano perpendicular para cada pixel (Pjj).

Primeiramente, devemos obter os versores l\’l‘r ] l\’l\u que representam, respectivamente,
as direcoes horizontais e verticais no plano de projecao. Assumindo um versor xo O que
de ne a direcao \cima" em coordenadas globais (0 = (0;1;0)), podemos obter os versores
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do plano:

Nr =R 0O (11)
Nu=Nr Ry (12)

Sabemos que, para um pixel na pos‘cao central da imagem nal, a sua direcao vetorial
sera igual a direcao focal da camera (V = R). Dessa forma, a posicao tridimensional de
um pixel projetado no plano pode ser de nido como a direcao focal (R) somada a uma
combinacao linear de N, e Ny:

V=R+ N+ N (13)

Para obter as constantes e , devemos considerar a altura da imagem (Hproj) projetada
no plano, com base no eld of view da camera e tambem seu aspect ratio (a;). Este ultimo
e de nido como ar = Hp=W,, e a altura projetada e de nida como:

fov
Hproj = 2tan(—-) (14)

Com estas de nicees, estamos prontos para de nir a serie de equacees para obtencao das
constantes e . Primeiramente, obtemos a posicao planar em coordenadas normalizadas
(normalized device coordinates) ao tamanho da imagem:

Pr=(d) (15)
: Wp, Hp

Em seguida, movemos a origem para a posicao central da imagem para alinharmos com
a origem de nossa de nicao na Equacao 13:

| L
P.=P, 05 (16)

Multiplicamos o termo horizontal pela nossa de nicao de aspect ratio, considerando
eventuais diferencas de altura e largura de nossa imagem nal. Entao, adicionamos um
termo constante (%), de modo a deslocarmos a posicao para o centro de cada pixel:

0:5

1 . .
p

Finalmente, podemos obter as constantes lineares ao multiplicar o resultado de nossa
ultima equacao pela altura projetada da imagem no plano:

“)zéHmj (18)

Aplicando este resultado a Equacao 13, obtemos um mapeamento entre um pixel da
imagem nal e sua posicao vetorial equivalente no plano de projecao. Como passo nal
para nossa modelagem de camera generica, apenas devemos normalizar a posicao vetorial,

de modo a obtermos o versor direcional para cada pixel (¥ = AVL) Este ultimo sera
- . ) . . IV
utilizado, ao inves de de nicees em funcao de pixels, nas proximas etapas de nosso modelo.
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2.2 Projecao de Plano In nito e Texturizacao

Para ilustracao adequada do efeito de lentes gravitacionais, devemos aplicar o efeito a uma
imagem ou textura. Para tal, e importante nos preocuparmos com as caracter sticas reais
destas imagens, assim como a projecao da mesma de acordo com a nossa de nicao de posicao
e rotacao da c&mera.

Portanto, devemos considerar as proporcees reais dos objetos contidos nas imagens
utilizadas. Em outras palavras, e de extrema importancia realizarmos um mapeamento
correto entre o eld of view da c&mera, utilizada na captura original da imagem e a nossa
de nicao de abertura angular de nida na parametrizacao da camera virtual.

Historicamente, no contexto de computacao, 0 mapeamento de texturas de radi&ncia
vindas do plano in nito e feito atraves de cube-maps (ou seja, mapeamento esferico). Con-
tudo, sabemos, da formulacao apresentada, que estamos lidando com uma aproximacao de
pequenos angulos ( sen( )). Neste cenario, um mapeamento esferico se aproximaria a
uma projecao planar [2]. Alem disso, grande parte das imagens astronfmicas tambem sao
capturadas utilizando cameras de pequeno eld of view.

De forma inversa ao processo de obtencao da direcao vetorial por pixel (\7 ). Desejamos,
agora, obter uma cqordenada UV para uma direceo vetorial generica. Para tal, projetamos
um vetor direcao (V) no plano ortogonal a R, a uma distancia de 1 metro:

¥ ¥ 1
ST=V +—» (19)
R V

A partir desta projecao (S"I“), podemos subtrair (Ii) para obter a posicao relativa ao
centro do plano de projecao. Como queremos obter coordenadas horizontais e verticais no
plano de projecao, devemos decompor esta diferenca nas direcees N, e N, entao normalizar
esta diferenca dividindo pela altura de projecao da textura (Equacao 14), utilizando o

eld of view da textura de radi&ncia, obtendo, assim, a diferenca em coordenadas UV de
amostragem para um direcao vetorial generica referente ao centro de amostragem (C):

| | 1 | | | || |
C= [(ST R) N (ST R) Nyl (20)
I_|proj

Finalmente, devemos considerar eventuais diferencas de aspect ratio da textura de amos-
tragem e a nossa imagem de s ntese. Para tal, multiplicamos a componente horizontal da
coordenadas UV pela razao entre o eld of view da imagem nal e imagem de amostragem.
Somamos, entao, esta ultima com a posicao de amostragem do centro da imagem para obter
a nossa coordenada UV de amostragem nal.

ar
=(Cx —;Cy)+UV 21
Cx EiC)+UV: (21)

2.3 Objeto de Schwarzschild e Rotacao Vetorial

Uma vez de nidas as informacees de direcao vetorial por pixel e o sampling de textura ba-
seado em uma direcao vetorial, agora devemos estabelecer a modelagem de como a presenca
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de um objeto de Schwazrzschild afetara a luz incidente e, por consequencia, a sua direcao
vetorial de sampling.

Denimos a posicao do objeto de Schwarzschild relativo a cdmera (screen space) como o
vetor T. Para encontrar o parametro de impacto de um raio de luz que incide na camera,
devemos, primeiramente, obter o &ngulo ( ) entre os versores ¥ e f:

= arccos(¥ f) (22)
Atraves deste angulo, podemos, entao, obter o par&metro de impacto (b):
[
b=sen( ) jij (23)

Aplicando o valor b a Equacao 8, encontramos a de exao total ( ) do raio de luz
incidente a camera, gerada pela in uéncia da lente gravitacional do objeto de Schwarzschild.
De nimos, anteriormente, que esta de exao pode ser descrita como uma rotacao da direcao

vetorial (V) na direcao do centro do objeto em radianos. Portanto, devemos obter o
eixo de rotacao (Nyot), que e descrito como:
Nt =¢ ¢ (24)

Foi escolhida uma modelagem baseada em quaternios unitarios para aplicar esta trans-
formacao em V', uma vez que esta simpli ca uma rotacao a duas operacees de multiplicacao
de quaternios [6]:

V' =Rot(Nrot; )?]1=q ¥ q* (25)

Um quaternio unitario q e seu inverso (q 1), referente a rotacao, em um eixo (K), de
angulo radianos, sao de nidos como:

q=(Ny sen(—-); Ky sen(—-); K, sen(—-); cos(—-)) (26)

0 '=( 0 G Giow) (27)

Finalmente, aplicamos a rotacao ao versor \ estendido (Y, = 0) e obtemos a direcao

original de incidéncia da luz (Equacao 25), que sera utilizada para amostragem da textura,

caso b seja maior que o parametro de impacto cr tico (ber). Caso contrario, sabemos que o

raio de luz incidente sera puxado ao centro da massa central e, portanto, menos raios de
luz incidirao no pixel da imagem nal [8] (preenchido com a cor preta).

3 Analise de Resultados

Com base no modelo exposto anteriormente, um sistema para a s ntese de imagens foi im-

plementado em um pipeline de renderizacao utilizando linguagem de shaders (GLSL). Para

analisarmos qualitativamente o efeito da in uéncia gravitacional de um objeto de Schwarzs-

child, escolnemos uma textura de radi@ncia capturada pelo telescopio James Webb [1]. Esta

escolha foi feita pela alta resolucao de captura fornecida pelo telescopio, que e signi cati-

vamente maior do que seus predecessores, possibilitando uma melhor de nicao na imagem
nal e mais detalhes na regiao proxima da lente gravitacional.
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Nos exemplos a seguir, utilizamos capturas de frequéncia semi infra-vermelho (NIRcam)
da chamada \Tarantula Nebula”. A captura utilizada possu um eld of view vertical de
apenas 4.5 minutos de arco (4.5/60 graus), o que facilita a visualizacao do efeito gravitaci-
onal.

Para modelar o objeto de Schwarzschild que gera a lente gravitacional em questao,
escolhemos um buraco negro com raio de Schwarzschild 1000 vezes maior do que o raio
de Schwarzschild do sol (Rs = 1000 Rsyn  3000[km]) a uma distancia de 100 unidades
astrondmicas (distancia do sol a terra). Utilizaremos um eld of view da imagem nal entre
0.3 e 1 minuto de arco.

Na Figura 4, podemos evidenciar um dos efeitos mais conhecidos associados a lentes
gravitacionais. Os chamados \aneis de Einstein™ ocorrem quando uma lente gravitacional e
posicionada exatamente entre o objeto luminoso (estrelas, galaxias) e um observador. Neste
cenario, a luz proveniente do objeto e de etida pelo objeto de Schwarzschild, formando um
anel ao redor da massa central.

Figura 4. Imagem contendo o anel de Einstein resultante de um alinhamento perfeito entre
lente gravitacional e estrela atras da lente. Imagem de referéncia James Webb Space Teles-
cope [1].

Uma outra consequéncia do efeito gravitacional e a re exao de objetos e raios de luz na
regiao interna a lente. Esta caracter stica pode ser notada na Figura 5, em que parte da
nebula de gases e re etida internamente a lente, na direcao oposta a mesma.

Entretanto, a caracter stica mais comumente associada a lentes gravitacionais e o alon-
gamento radial de raios de luz proveniente de estrelas e galaxias posicionados atras da lente
primaria do efeito. Neste cenario, ilustrado na Figura 6, e poss vel evidenciar diferentes
graus de distorcao radial de estrelas que sofrem de exao gravitacional. Em casos extremos,






