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Resumo

Este relatorio analisa adaptacoes de dois modelos da literatura para variantes do
problema de Particago Comum Minima de Strings Balanceadas. Como esse problema
se origina da Biologia Computacional, onde as strings representam genomas, propomos
evolugoes para os modelos que atendam variantes do problema. Nessas variantes con-
sideramos o caso em que as strings nao sao balanceadas, representando genomas com
conjuntos diferentes de genes, e o caso em que os caracteres possuem sinais positivo ou
negativo, representando a orientagao dos genes. Também levamos em conta variagoes
considerando o nimero de nucleotideos entre os genes. Ao final, os diferentes modelos
foram testados e comparados em termos de tempo de execugao e qualidade da solugao.

1 Introducao

Problemas de distancia de rearranjos de genomas e particao de strings sao estudados na Bi-
ologia Computacional pois permitem estimar a distancia evolutiva entre dois individuos. No
problema de distancia de rearranjos de genomas sao dados dois genomas e um conjunto de
operagoes permitidas, e busca-se a menor sequéncia de operacoes que transforme a primeira
sequéncia de genes na segunda. Varios algoritmos de distancia de rearranjos de genomas se
baseiam no conceito de particao de strings e motivam as variantes do problema estudadas
neste trabalho.

Uma forma de representar os genomas €é por meio de strings, representando cada gene
por um caractere. Adicionalmente, podemos adicionar outras informagcoes biologicamente
relevantes a essa representagao, como a orientacao dos genes e a quantidade de nucleotideos
entre os genes. Neste relatério usamos o termo genomas para nos referir a representacao com
informagdes adicionais sobre as regides intergénicas. No problema de particdo de strings
sao dadas duas strings ou genomas e o objetivo é achar o menor conjunto de substrings
que podem ser concatenadas e resultarem nas strings de entrada. Sua forma mais bésica é
a Particdo Comum Minima de Strings Balanceadas (ou MCBSP, do inglés Minimal Com-
mon Balanced String Partition), em que uma string é anagrama da outra. Relaxando essa
restri¢do, obtém-se a Particdo Comum Minima de Strings (MCSP, do inglés Minimal Com-
mon String Partition). Em alguns casos é interessante anotar a orientacao dos genes, o
que usualmente ¢é realizado assinalando um sinal (+ ou —) para cada caractere das strings,

*Instituto de Computagao, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP



2 Romeiro, Siqueira e Dias

resultando na Particdo Comum Minima de Strings Balanceadas com Sinais (SMCBSP, do
inglés Signed Minimal Common Balanced String Partition) e na Particdo Comum Minima
de Strings com Sinais (SMCSP, do inglés Signed Minimal Common String Partition).

Chen et al. (2005) mostraram que uma aproximacao com fator ¢ para o problema
SMCBSP pode ser usada para construir uma aproximacao com fator 2¢ para rearranjo de ge-
nomas considerando a operacao de reversao. De forma similar uma aproximagao com fator ¢
para o problema MCBSP pode ser usada para construir uma aproximacao com fator 3¢ para
a distancia de rearranjos de genomas considerando a operagao de transposigao (SHAPIRA;
STORER, 2007).

Em trabalhos mais recentes, os problemas de distancia de rearranjos de genomas tém
considerado as quantidades de nucleotideos entre genes, as quais nos referimos como tama-
nhos das regioes intergénicas (BULTEAU; FERTIN; TANNIER, 2016; BRITO; JEAN et al.,
2020; OLIVEIRA et al., 2021; ALEXANDRINO; OLIVEIRA; DIAS et al., 2021; BRITO;
OLIVEIRA et al., 2021; ALEXANDRINO; BRITO et al., 2022; ALEXANDRINO; OLI-
VEIRA; JEAN et al., 2022; SIQUEIRA; ALEXANDRINO; DIAS, 2022; ALEXANDRINO;
OLIVEIRA; JEAN et al., 2023; SIQUEIRA; OLIVEIRA; DIAS, 2023). Utilizando essa in-
formagao temos também o problema de Partigago Comum Minima Intergénica de String com
Sinais (SMCISP, do inglés Signed Minimal Common Intergenic String Partition). Também
existe uma representacao onde as regioes intergénicas possuem um intervalo de tolerancia
(BRITO; ALEXANDRINO et al., 2023), o que resulta no problema de Particaio Comum
Minima Intergénica Flexivel de Strings com Sinais (SMCFISP, do inglés Signed Minimal
Common Flexible Intergenic String Partition).

Todas estas variantes sao dificeis, o que motiva a exploracao de algoritmos de Pro-
gramagao Linear Inteira. Goldstein, Kolman e Zheng (2004) demonstraram que MCBSP,
MCSP e SMCSP sao NP-dificeis. Siqueira, Oliveira e Dias (2023) demonstraram que SM-
CISP é NP-dificil. Siqueira, Alexandrino, Oliveira et al. (2023) demonstraram que SMC-
FISP é NP-dificil.

2 Definicoes

Nesta secao serao introduzidos conceitos utilizados ao longo do relatério. Os conceitos foram
organizados pelos problemas que os motivam. Sendo assim, a Secao 2.1 explora os conceitos
relacionados ao MCBSP. A Segao 2.2 aborda o MCSP. A Secao 2.3 aborda o SMCSP. A
Secao 2.4 explora os conceitos do SMCISP. Por fim, a Segao 2.5 aborda o SMCFISP.

2.1 Particao Comum Minima de Strings Balanceadas (MCBSP)

Uma string S é uma sequéncia de caracteres de tamanho |S|, onde o i-ésimo caractere é
dado por S5;. Em alguns casos pode ser interessante identificar a orientacao dos caracteres, o
que é feito associando um sinal (+ ou —) a cada um deles. Nesse caso, a string é denominada
com sinais e, caso contrario, sem sinais.

O conjunto de caracteres distintos de S é denominado alfabeto de S e é representado por
Ys. Para evitar ambiguidade, os elementos de ¥ g sao denominados rdtulos, enquanto que
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os elementos de S sao chamados de caracteres. No caso de strings com sinais, os caracteres
incluem os sinais e os rotulos nao, ou seja, os caracteres +« e —a se referem ao rétulo a.

A quantidade de vezes que um rétulo o € X g ocorre em uma string S é denominada
ocorréncia de a e denotada por oce(a, S). Um rétulo § € Yg tem sua ocorréncia definida
como 0 (isto é, occ(B,5) = 0).

Duas strings S1 e S2 sao ditas balanceadas se possuem o mesmo alfabeto (isto é, ¥g1 =
Y52 = X) e cada rétulo tem a mesma ocorréncia nas duas strings, ou seja, occ(a, S1) =
occ(a, S2) para todo a € . Isto implica que as duas strings tém o mesmo tamanho.

Dadas duas string S1 e S2 nao balanceadas, se um rétulo o € ¥ aparece mais vezes em
S1 (respectivamente S2) ele é dito abundante em S1 (respectivamente abundante em S2).
Caso contrario, ele é denominado raro.

Definicao 1. Dadas duas strings balanceadas sem sinais S1 e S2, uma particdo direta
(S1,S2,¢) de S1 e S2 é composta por duas sequéncias S1 e S2 de strings e uma permuta¢ao
¢ tais que:

e S1 e S2 tém o mesmo tamanho (|S1]| =|S2|);
e a concatenacao das strings de S1 € igual a S1;

e a concatenacdo das strings de S2 € igual a S2;

o SQZ' = Sl@., V1 S 7 S |Sl|
Exemplo 1. Uma particao direta entre duas strings balanceadas S1 e S2 sem sinais.

S1 = (
S2 =
S1 = ((E B),(4),(C),(D E), (D))
S2 (
¢ = (

PARTIGAO COMUM MINIMA DE STRINGS BALANCEADAS (MCBSP)

Entrada: Duas strings balanceadas sem sinais S1 e S2.

Objetivo: Encontrar uma partigao direta (S1,S2,¢) de S1 e S2 tal que S1 tenha o
menor tamanho possivel.

2.2 Particao Comum Minima de Strings (MCSP)

Definigao 2. Dadas duas strings sem sinais S1 e S2, uma parti¢ao direta (S1,S2,0) de S1
e S2 € composta por duas sequéncias S1 e S2 de strings e uma bijecdo o entre os elementos
de uma subsequéncia S1° de S1 e os elementos de uma subsequéncia S2° de S2 tais que:
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a concatenacdo das strings de S1 € igual a S1;

a concatenacdo das strings de S2 € igual a S2;

o € tal que 0(S1;) = S2; para S1; € S1 e S2; € S2, somente se S1; = S2;;

sendo X o conjunto de caracteres em S1 que ndo estao em S1% e Y o conjunto de
caracteres em S2 que ndo estao em S27, entdo X NY = (.

Exemplo 2. Uma particao direta entre duas strings S1 e S2 sem sinais.

Sl = (E B A C D E D)

S2 = (B D C D FE B E D D )

SI = (B B),(4),(C D),(E D)

S2 = (B D).(C D)(E B).(E D)D)
o(S1y) = S23,0(S13) = S29,0(S14) = S24

X = {4}

Y = {C D}

PARTIGAO CoMUM MINIMA DE STRINGS (MCSP)

Entrada: Duas strings sem sinais S1 e S2.

Objetivo: Encontrar uma partigao direta (S1,S2,0) entre S1 e S2 tal que |S1|+ [S2\
S27| seja minimo.

2.3 Particao Comum Minima de Strings com Sinais (SMCSP)

Dada uma string com sinais S, diz-se que uma string Q@ = inv(S) é inversa de S se ela
consiste dos caracteres de S na ordem inversa e com os sinais invertidos, isto é, @Q; =
_S\S|7i+17 V1 << |S‘

Definicao 3. Dadas duas strings com sinais S1 e S2, uma parti¢ao com sinais (S1,S2,0)
de S1 e S2 é composta por duas sequéncias S1 e S2 de strings e uma bijecio o entre o0s
elementos de uma subsequéncia S1° de S1 e os elementos de uma subsequéncia S2° de S2
tais que:

e a concatenacao das strings de S1 € igual a S1;

e a concatenacao das strings de S2 € igual a S2;

e 0 € tal que o(S1;) = S2; para S1; € S1 e S2; € S2, somente se S1; = S2; ou
Sli = ’i?’L’U(SQj),’

e sendo X o conjunto de rotulos dos caracteres em S1 que mao estao em S17 e Y o
conjunto de rétulos dos caracteres em S2 que nao estao em S27, entao X NY = ();
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Exemplo 3. Uma particao com sinais entre duas strings S1 e S2 com sinais.

S1 = ( -A -E +B —-A -C +D +E -D )
$2 = ( -D +C +A —-F +B +D —E )
S1 = ((-A),(-E +B),(-A —C +D),(+E -D))
2 = (-D +C +A),(-E +B),(+D -E))

0(Sla) = S29,0(S13) = S21,0(S14) = S23
X = {4}
Yy =10

PARTIGAO COMUM MINIMA DE STRINGS COM SINAIS (SMCSP)

Entrada: Duas strings com sinais S1 e S2.

Objetivo: Encontrar uma partigdo com sinais (S1,S2,0) de S1 e S2 tal que [S1|+[S2\
S27]| seja minimo.

2.4 Particao Comum Minima Intergénica de String com Sinais (SMCISP)

Neste problema, um genoma G = (S, S ) é composto por uma string S e _por uma sequéncia
de regides intergénicas S de tamanho |S|—1. O genoma é dito rigido se S for uma sequéncia
de nimeros naturais.

Dados dois genomas G1 = (S1,51) e G2 = (52, 52), diz-se que G2 = inv(G1) é inversa
de G1 se 52 = inv(S1) e se 52 é a sequéncia dos elementos de S1 na ordem contréria, ou
seja, 92; = Sl|51|_l, V1<i<|S1—1.

Uma quebra de um genoma G1 = (Sl,Svl) é uma operacao que separa G1 em dois
genomas G1' = (S1/,51") e G1” = (51”7, 51”) em uma regido intergénica S1; tal que

o |S1| =1

o 51 =181;,¥1<j<i;

|S1"| = |S1] —4;

S/, = S1;, Vi < j <|S1[;

1S1| =i

o S1;=51;,V1<j<i

1S17| = |S1] — 4;

Sulllj_i = glj, Vi< j<|S1|—1;
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Definicao 4. Dados dois genomas rigidos G1 = (51,571) e G2 = (S2,§2), uma particdo
com sinais (S1,S2,0) € composta por duas sequéncias de genomas S1 e S2 e uma bije¢ao
o entre os elementos de uma subsequéncia S19 de S1 e os elementos de uma subsequéncia
S29 de S2 tais que:

e 0 genoma G1 possa ser quebrado nos genomas de S1;
e 0 genoma G2 possa ser quebrado nos genomas de S2;

e 0 ¢ tal que o(S1;) = S2; para S1; € S1 e S2; € S2 somente se S1; = S2; ou S1; =
inv(S2j);

e sendo X o conjunto de rdtulos dos caracteres em S1 que nao estao em S19 e Y o
conjunto de rétulos dos caracteres em S2 que nao estao em S27, entao X NY = ();

Exemplo 4. Uma parti¢ao com sinais entre dois genomas rigidos (S1, gl) e (52, 52)

( +A —-E +B —-A —-C +D +E —-D )

(-b +C +A —-FE -B 4+D -—-FE )

= ( 63 44 23 52 32 38 4 )

S2 = ( 32 0 63 42 34 4 )

(+A = E),(63)),((+B), (), ((=4),0), (=C  + D), (32)),
(+E D, (4))
(-D +C.(32).(+A - B),(63)),((~B),0),(+D — B),(4)))

o(S11) = S29,0(S1y) = S23,0(S14) = S21,0(S15) = S24

X = {4

Yy =10

PARTIGAO COMUM MINIMA INTERGENICA DE STRINGS COM SINAIS (SMCFSP)

Entrada: Dois genomas rigidos G1 e G2.

Objetivo: Encontrar uma particdo com sinais (S1,S2,0) de G1 e G2 tal que |S1| 4+
IS2 \ S27| seja minimo.

2.5 Particao Comum Minima Intergénica Flexivel de Strings com Sinais
(SMCFISP)

Um genoma flexivel G = (S, S ) é composto por uma string S e uma sequéncia de pares de
nimeros naturais S de tamanho |S| — 1 tais que S; = (S/™", §max) ¢ §min < gmaz,

Dados um genoma rigido G1 = (51, 51) e um genoma flexivel G2 = (52, §2), diz-se que
G1 e G2 sdo compativeis se 51 =52 e 52, < S1; < 52" V1 <i<|S1]—1.
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Defini¢ao 5. Dados um genoma rigido G1 = (S1,51) e um genoma flexivel G2 = (52, 52),
uma particio com sinais (S1,S2,0) € composta por uma sequéncia de genomas rigidos S1,
uma sequéncia de genomas flexiveis S2 e uma bijecdo o entre os elementos de uma sub-
sequéncia S1° de S1 e os elementos de uma subsequéncia S2° de S2 tais que:

e 0 genoma G1 possa ser quebrado nos genomas de S1;
e 0 genoma G2 possa ser quebrado nos genomas de S2;

e 0 € tal que 0(S1;) = S2; para S1; € S1 e S2; € S2 somente se S1; for compativel com
S2; ou com inv(S2);
e sendo X o conjunto de rotulos dos caracteres em S1 que mao estao em S19 e Y o

conjunto de rétulos dos caracteres em S2 que ndo estao em S27, entdo X NY = ();

Exemplo 5. Uma particio com sinais entre um genoma rigido (Sl,gl) e um genoma
flexivel (S2,52).

Sl = ( +A -E +B —-A —-C +D +E —-D )

( -D +C +A —-E 4B +D —E )

— (63 44 23 52 32 38 4 )

S§2 = ( (25,47) (0,54) (63,64) (42,45) (34,68) (0,10) )
((+4),0),(-F  +B),(40),(-4 -C +D),(52 32)),
(+F - D,(4)

(=D +C +4+A((24,47) (0,54)),((—E + B),((42,45)),
(+D = E),((0,10))))

0(S1ly) = S25,0(S13) = S21,0(S1y4) = S23

X = {A}

Yy =10

PARTIGAO COMUM MINIMA INTERGENICA FLEXIVEL DE STRINGS COM SINAIS (SMC-
FISP)

Entrada: Um genoma rigido G1 e um genoma flexivel G2.

Objetivo: Encontrar uma particdo com sinais (S1,S2,0) de G1 e G2 tal que |S1| +
IS2 \ S27]| seja minimo.

3 Formulagoes de Programacao Linear Inteira

Esta secao é dividida em duas partes. Na primeira sao apresentadas duas formulacoes de
programacao linear inteira para MCBSP da literatura, enquanto que na segunda sao discu-
tidas as alteragoes necessarias sobre essas formulacoes para abordar cada um dos problemas
introduzidos na secao anterior.
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3.1 Formulacoes da Literatura

Blum, Lozano e Davidson (2015) introduziram a formulacao de Blocos Comuns, daqui em
diante identificada por CB. Dadas duas strings balanceadas de entrada S1 e 52, cada bloco
comum b; é representado por uma tripla (¢;, k1;, k2;) composta por uma string t; e dois
indices 1 < k1;, k2; < |S1|, indicando que a substring ¢; inicia-se na posigao k1; em S1 e na
posicao k2; em S2. Seja B o conjunto de todos os blocos comuns possiveis entre S1 e S2.
Uma solucao para o MCBSP pode ser representada por um subconjunto B’ C B tal que:

® >, cp lti| =|51], isto é, a soma dos comprimentos das substrings dos blocos selecio-
K2
nados € igual ao comprimento das entradas e;

e para quaisquer dois blocos (t;, k1, k2;) # (t;,k1;,k2;) € B, temos que nao existe
intersegdo entre os intervalos [kl;, k1; + |t;| — 1] e [k1;,k1; + |t;| — 1] e nao existe
intersecao entre os intervalos [k2;, k2; + |t;| — 1] e [k2;, k2; + |t;]| — 1].

O modelo CB usa, para cada bloco b; € B, uma varidvel bindria x; que indica se esse
bloco faz parte ou nao da solugao S. Desta forma, pode-se escrever o modelo como a seguir,
usando a notagdo de Blum (2020):

min Z T; (1)

b,eB
sujeito a > z;=1 V1< j<|S1 (2)
b;e€B t.q. kliSj<k1i+|t,‘|
> zi=1 V1 <j < |52 (3)
b;€B t.q. k2;<j<k2;+|t;|
z; € {0,1} Vb, € B

A funcao objetivo (1) garante que a solugao encontrada serd minima. A restricao (2)
garante que cada caractere de S1 é representado por um e somente um bloco de S, e portanto
as duas condicoes da solucao sao vialidas para S1. A restrigao (3) é andloga para S2.

Um grande problema desta formulagao é que substrings repetidas geram muito blocos,
aumentando o tamanho da instancia. Blum, Lozano e Davidson (2015) mostraram que
grande parte dos blocos correspondem a substrings de tamanho 1.

Com este problema em mente, Blum e Raidl (2015) introduziram a formulagao de Subs-
trings Comuns, identificada por CS. Dadas duas strings balanceadas de entrada S1 e 52,
seja T o conjunto de todas as substring comuns a S1 e S2. Para cada t € T, seja Q1;
(respectivamente (Q2;) o conjunto das posi¢oes em que t se inicia em S1 (respectivamente
S2).

Para cada combinacao de t € T e k € (Y14, este modelo usa uma varidvel binaria az% i
para indicar que a substring ¢ com inicio em k na string S1 faz parte da solugao. As varidveis
mf ;. sao analogas para S2. Desta forma, pode-se escrever o modelo como a seguir:
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min Z Z x,‘}k (4)

teT keQly

sujeito a Z Z x%k = V1 <j <|S1| (5)
teT keQls t.q. k<j<k+|t|

> > aip =1 V1 <j<|S2 (6)

teT keQ2s t.q. k<j<k+I|t|

Z Tf) = Z T h VteT (7)

keQls keQ2t
zyy €{0,1} Vit e T,k € Q1
a7y, €{0,1} Vte T, ke Q2

A funcao objetivo (4) indica a quantidade de substrings selecionadas e garante que a
solucdo encontrada é minima. A restricao (5) garante que cada caractere de S1 é englobado
por uma e somente uma substring de S1 selecionada. A restricao (6) é andloga para S2.
A restrigao (7) garante que cada substring é selecionada uma mesma quantidade de vezes
em cada uma das strings S1 e S2 e, portanto, é possivel parei-las e montar uma particao
a partir das strings selecionadas.

3.2 Adaptacoes das Formulagoes

Nesta secao serao apresentadas as alteracOes necessédrias para que as formulagoes introdu-
zidas anteriormente tratem os problemas apresentados na Secao 2. A Secdo 3.2.1 apresenta
as mudancas necessarias para o MCSP. A Secao 3.2.2 apresenta as mudangas necessarias
para o SMCSP. A Secao 3.2.3 apresenta as mudangas necessérias para o SMCISP e, a Segao
3.2.4, para o SMCFISP.

3.2.1 Particao Comum Minima de Strings

No MCSP nao se tem a garantia de que as strings sao balanceadas, fazendo com que surjam
partes exclusivas a uma das strings na particao. Nas definicoes da secao 2, estas partes sao
indicadas por S1\ S17 e S2 \ S27. Para tratar estas partes, serd introduzido o conceito de
blocos exclusivos. Um bloco exclusivo é um bloco disjunto de todos os blocos comuns da
particao. Porém, nao é possivel saber quais substrings serao parte de blocos exclusivos a
priori, entdo usaremos um conjunto mais abrangente.

Teorema 1. Dada uma parti¢io com sinais (S1,S2,0), as partes exclusivas sao formadas
apenas por caracteres com rotulos abundantes.

Demonstragao. Por contradicao e sem perda de generalidade, assuma que exista uma parte
exclusiva S1; que contém um caractere com um rétulo raro a.. Pela definicao de rétulo raro,
« aparece ao menos occ(a,S1) vezes em S2. Porém, as partes comuns (nao exclusivas) de
S1 e S2 contém no méximo occ(a, S1) — 1 instancias de a. Logo, as partes exclusivas de S2
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também tém ao menos uma instancia de «. Isto implica uma contradi¢do com a definigao
de particao que exige que os caracteres das partes exclusivas de S1 nao aparecam nas partes
exclusivas de S2. Portanto, as partes exclusivas sao formadas apenas por caracteres com
rétulos abundantes. O

Sabendo que os blocos exclusivos sao formados apenas por caracteres com rétulos abun-
dantes, considere o conjunto de todos os blocos exclusivos possiveis, ou seja, todas as subs-
trings formadas somente por caracteres com rétulos abundantes. Denote um possivel bloco
exclusivo el; de S1 pela tupla (r1;,11;), onde r1; é uma substring de caracteres com rétulos
abundantes em S1 e [1; é a posi¢ao onde esta substring se inicia em S1 e denote um bloco
exclusivo €2; = (r2;,12;) de S2 de forma andloga. Sejam F1 e E2 o conjunto de todos os
possiveis blocos exclusivos de S1 e S2 respectivamente.

Sendo y1; e y2; as varidveis bindrias que indicam a inclusao das partes exclusivas dos
conjuntos E1 e E2, respectivamente, na solugao, considere a seguinte adaptagao de CB
para MCSP:

min ZJUH- Z yl; + Z Y2 (8)

b;eB el;,€E1l e2;,cE2
sujeito a Z xi + Z yl; =1 v1<j<|S1] (9)
b;EB t.q. k1;<j<kl;+]|t;| el;€F1 t.q. 11, <j<I1;+]|rl;]
> i + > y2; =1 V1<j<|S2| (10)
b;€B t.q. k2;<j<k2;+]|t;| €2,€E2 t.q. 12;<j<12;+|r2;]
x; € {0,1} Vb; € B
yl; € {0,1} Vel; € E1
y2; € {0, 1} Ve2; € B2

A funcéo objetivo (8) é a mesma da descricdo do problema pois Y, g @i+ oy ey Yli
contém todas as partes de S1 (S1) e )y gy ¥2; contém as partes exclusivas de 52 (S2\527).
A restricao (9) implica que todo caractere de S1 faz parte de um e somente um bloco comum
ou bloco exclusivo. A restrigao (10) é andloga para S2.

Note ainda que se o rétulo de um caractere é abundante em uma das strings, ele necessa-
riamente é raro na outra. Isto implica que um rétulo sé pode aparecer nos blocos exclusivos
de uma das strings e, portanto, o conjunto de blocos encontrado por esta formulacao satisfaz
a definicao de particao.

A alteracao para a formulagao CS é parecida. Considerando E1 e E2 como anterior-
mente e sendo y1; e y2; as varidveis que indicam a inclusao dos blocos exclusivo na solucao:
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min Z Z m%’k—i— Z yl; + Z y2; (11)

teT keQl, el,€E1 e2,EE2
sujeito a Z Z :ctlk + Z yl; =1 V1<j<|S]|
teT keQly t.q. k<j<k+|t| el;€F1 t.q. 11;<j<l1;+|rl;]

(12)
> > oh + > Y2 =1 V1<j<|S2
teT keQ2s t.q. k<j<k+|t| €2,€F2 t.q. 12;<j<I2;+|r2;]

(13)
keQ1: keQ2:

z1, €{0,1} VteT,keQl
ap, €{0,1} VteT ke Q2
yl; € {0,1} Vel; € E1
y2; € {0,1} Ve2; € E2

Novamente, a funcdo objetivo (11) é a mesma do MCSP e as restri¢oes (12) e (13)
garantem que cada caractere é parte de um e somente um dos blocos selecionados. A
restrigao (14), assim como no MCBSP, garante que os blocos comuns sao escolhidos na
mesma quantidade em cada uma das strings.

3.2.2 Particao Comum Minima de Strings com Sinais

A formulagdo CB se mantém como no caso anterior, mas utilizando o conceito de blocos
comuns com sinais. Dadas duas strings com sinais S1 e S2, um bloco comum com sinais b; é
representado pela tripla (¢;, k1;, k2;) composta por uma string ¢; e dois indices 1 < k1; < |S1]
e 1 < k2; <|S2], indicando que S1 possui ou a substring ¢; ou inv(t;) na posigao k1; (e o
analogo para S2 e k2;). Os demais conceitos se mantém.

A formulacao CS passa por uma alteracao parecida. Dadas duas strings S1 e S2, seja
T o conjunto de todas as strings t tais que t ou inv(t) é substring de S1 e de S2. Para
cada t € T, seja Q1; (respectivamente (Q2;) o conjunto das posi¢oes em que ¢ se inicia em
S1 (respectivamente S2). O resto da formulagao se mantém igual ao dltimo caso.

3.2.3 Particao Comum Minima Intergénica de Strings com Sinais

Novamente as formulacbes sao parecidas com o caso anterior, porém com alteragoes nos
conceitos para englobar as regioes intergénicas.

Para o modelo CB sera necessario introduzir o conceito de blocos comuns de regioes
intergénicas. Dados dois genomas rigidos G1 = (S1,51) e G2 = (52, 52), um bloco comum
é representado pela tripla (t;, k1;, k2;) composta por um genoma t; e dois indices 1 < k1; <
|S1| e 1 < k2; < |52, indicando que S1 possui o genoma t; ou inv(t;) na posigao k1; (e o
analogo para 52 e k2;). O resto da formulagdo se mantém igual ao caso anterior.
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Ja para a formulagao CS, o conjunto 1" passa a ser de genomas ao invés de strings. Dados
dois genomas rigidos G1 = (51, §1) e G2 = (52, §2), seja T o conjunto de todos os genomas
t tais que t ou inv(t) aparece em G1 e G2. Para cada t € T, seja Q1; (respectivamente QQ2;)
o conjunto das posigdes em que ¢ ou inv(t) se inicia em S1 (respectivamente S2). O resto
da formulacao se mantém igual ao 1ltimo caso.

3.2.4 Particao Comum Minima Intergénica Flexivel de Strings com Sinais

Como SMCIFSP possui um genoma rigido e um genoma flexivel, serd necessario alterar um
pouco a estrutura dos conjuntos das formulagoes.

Para a formulagdo CB, dados um genoma rigido G1 = (51, S 1) e um genoma flexivel
G2 = (52, §2), um bloco comum é representado pela tripla (¢;, k1;,k2;), indicando que o
genoma rigido t; aparece em GG1 na posicao k1; e é compativel com o genoma flexivel que
se inicia na posicao k2; em G2 ou com seu inverso. O resto da formulagdo se mantém.

A formulagao CS precisa de maiores alteragoes. Dados um genoma rigido G1 = (51, S 1)
e um genoma flexivel G2 = (52, §2), seja T' o conjunto de todos os genomas contidos em G1
que sao compativeis com algum genoma contido em G2. Para t € T, seja Q1; o conjunto
das posicoes em que t ocorre em G1 e (Q2; o conjunto das posicées em que um genoma
compativel com t ou com inv(t) aparece em G2. O resto da formulacao se mantém como
antes.

4 Experimentos

Os modelos descritos anteriormente e suas adaptagoes foram desenvolvidos usando Python
3.12.2 e resolvidos utilizando Gurobi 11. Os testes a seguir foram executados em um com-
putador com uma CPU “Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2470 v2” de 40 ntcleos de 2.40GHz,
32GB de memoéria RAM e 9GB de swap. Cada teste foi executado em uma tnica thread,
sendo que a montagem dos modelos nao teve limites de tempo e a execucao dos modelos foi
limitada em 1 hora.

Para a criacao dos testes foram iterados dois parametros: quantidade de rétulos [ entre
{4,20,36} e fracao de operagoes conservativas c entre {0.6,0.8,1}. Para cada combinacao
de parametros foram criados 10 testes, sendo que para cada teste foi criado um genoma
rigido com sinais de [ rétulos e tamanho 1000 e foram executadas 1000 operacoes, sendo
1000c conservativas (todas reversoes) e 1000(1 — ¢) indels (delegoes seguidas de insergoes),
sobre esse para obter o segundo genoma. O genoma rigido original foi criado com a selegao
aleatéria e uniforme de genes de um alfabeto com [ rétulos e de regioes intergenicas com
valores no intervalo [0, 100]. As operagoes de reversao selecionam aleatoriamente de forma
uniforme duas posicoes do genoma e invertem o segmento de genes e regioes intergénicas
entre essas posicoes, invertendo os sinais dos genes afetados. Cada delecao remove um
gene escolhido de forma aleatéria e uniforme, além de remover aleatoriamente parte dos
nucleotideos presentes adjacentes a esse gene. Cada inser¢ao insere um gene com um rétulo
que nao estd presente no genoma em uma posicao escolhida de forma aleatoéria e uniforme,
além de inserir uma quantidade aleatéria de nucleotideos ao redor do gene. No méximo 100
nucleotideos sao inseridos em cada regiao.
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|¥| Tolerancia (%) Tergf?nizsf; ezs)gao Gap (%) Tempfofjsl e(zc)acugao
Média DP Média DP Média DP
4 0 2103 284 0,0 0,0 3266 440
4 25 3540 204 1,6 0,8 4687 619
4 50 3381 480 0,6 0,4 4466 482
4 00 3415 615 0,8 0,5 4503 619
20 0 3214 715 0,4 0,5 4230 718
20 25 2490 751 0,0 0,0 3518 735
20 50 2384 751 0,0 0,0 3397 750
20 0 9824 892 02 04 3841 902
36 0 3603 1 0,5 0,2 4603 9
36 25 3471 416 0,3 0,2 4473 415
36 50 3472 412 0,3 0,3 4470 412
36 00 3065 783 0,2 0,3 4071 785

Tabela 1: Resultados dos testes do modelo CB com 60% de operacoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regioes intergénicas.

Assim, esses testes refletem o SMCISP. Para o teste da solucao para SMCSP, as regices
intergénicas foram descartadas. Para testar as alteracoes do SMCFISP, foram definidas
duas tolerancias v € {0.25,0.5} e para cada entrada de teste (G1,G2 = (S2,§2)) foram
construfdos dois genomas flexiveis G2 = (52/,52) tal que para cada G2; € G2, 52" =
(1-0)52 e 52" = (1 +0)92; e 52 = 2.

As tabelas 1, 2 e 3 listam, respectivamente, os resultados dos testes do modelo CB
com 60%, 80% e 100% de operacoes conservativas. As tabelas 4, 5 e 6 sao andlogas para o
modelo CS.

Pode-se observar que os testes com mais caracteres tendem a executar mais rapido e
a obterem um gap menor, o que é esperado pois existem menos substrings comuns entre
as entradas, resultando em modelos menores e, portanto, mais faceis de serem otimizados.
Ainda, nota-se que em ambos os modelos que os testes com 80% e 100% de operagoes
conservativas tendem a executar mais rdpido que os testes com 60%, o que sugere que os
blocos exclusivos sao computacionalmente mais caros do que os blocos comuns. No caso
do modelo CB, esse efeito é mais perceptivel nos testes com 36 rétulos, enquanto que nos
modelo CS esse efeito pode ser observado em quase todos os testes e, em ambos 0s casos,
os tempos de execugao com 100% de operagoes conservativas sdo quase negligencidveis. Isso
sugere que melhorias no tratamente de blocos exclusivos seriam vantajosas para os modelos
estudados. Uma possivel melhoria seria considerar somente blocos exclusivos que tivessem
ambas as extremidades adjacentes ou a um bloco comum ou a uma extremidade da string.

Os resultados do modelo CB foram inconclusivos em relagao ao impacto da tolerancia
das regioes intergénicas flexiveis na execucao do modelo: hé casos em que os testes com
menor tolerancia executaram melhor e outros em que os testes com mais tolerancia foram
melhores. Apesar disso, pode-se observar que tanto no caso de 60% de operacoes conser-
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|¥| Tolerancia (%) Tergg;izgf; e((js)gao Gap (%) Tempso(ti;l e(z;cu(;ao
Média DP Média DP Média DP
4 0 1866 255 0,0 0,0 2982 257
4 25 3603 2 3,7 6,6 4719 26
4 50 3603 2 6,1 7,6 4746 94
4 00 3607 14 12,6 12,2 4734 92
20 0 3253 396 0,1 0,5 4264 398
20 25 2618 707 0,1 0,2 3626 706
20 50 2169 445 0,0 0,0 3178 436
20 9] 3542 190 94 19,3 4549 189
36 0 3247 1125 0,3 0,2 4160 1437
36 25 2929 1129 0,2 0,2 3839 1408
36 50 2333 1127 0,1 0,1 3247 1366
36 00 2431 1062 0,0 0,0 3349 1323

Tabela 2: Resultados dos testes do modelo CB com 80% de operagoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regioes intergénicas.

|¥| Tolerancia (%) Tergg?nizsf; ezg)gao Gap (%) Tempsofjsl e():)ecugao
Média DP Média DP Média DP
1 0 2 1 00 00 138 1
4 25 3600 0 1,1 0,3 3740 1
4 50 3600 0 2,1 0,5 3744 1
4 00 3600 0 9.4 1,5 3757 1
20 0 0 0 0,0 0,0 29 0
20 25 0 0 0,0 0,0 29 0
20 50 0 0 0,0 0,0 29 0
20 o0 28 26 0,0 0,0 58 26
36 0 0 0 00 00 17 0
36 25 0 0 0,0 0,0 17 0
36 50 0 0 0,0 00 17 0
36 0 0 0 00 00 17 0

Tabela 3: Resultados dos testes do modelo CB somente com operagoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regides intergénicas.
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|¥| Tolerancia (%) Tergg?nizsf; ezg)gao Gap (%) Tempsofjsl e():)acu(;ao
Média DP Média DP Média DP
4 0 906 246 0,0 0,0 1969 243
4 25 1825 414 0,0 0,0 2919 404
4 50 1317 355 0,0 0,0 2388 350
4 00 1818 422 0,0 0,0 2881 426
20 0 1062 169 0,0 0,0 2127 157
20 25 1073 316 0,0 0,0 2207 419
20 50 1327 621 0,0 0,0 2420 647
20 00 1649 773 0,0 0,0 2760 771
36 0 1089 184 0,0 0,0 2146 184
36 25 937 61 0,0 0,0 1972 o7
36 50 1030 69 0,0 0,0 2090 96
36 00 927 144 0,0 0,0 1966 150

15

Tabela 4: Resultados dos testes do modelo CS com 60% de operacoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regioes intergénicas.

S| Tolerancia (%) Te?f;izsf:ff;@ao Gap (%) Tempso(j;e(’;;cugao
Média ~ DP  Média DP Média  DP
1 0 1094 273 00 00 2232 269
4 25 3454 621 04 03 4617 654
4 50 3429 608 05 03 4624 668
4 o0 3715 112 14 03 4839 128
20 0 851 83 00 00 1864 93
20 25 832 67 00 00 1851 64
20 50 808 79 00 00 1822 78
20 0 1163 155 00 00 2185 163
36 0 835 341 00 00 1837 676
36 25 852 303 00 00 1800 630
36 50 901 355 00 00 1832 655
36 o0 867 316 00 00 1808 639

Tabela 5: Resultados dos testes do modelo CS com 80% de operagoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regioes intergénicas.
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|¥| Tolerancia (%) Tergf?nizsf; ezs)gao Gap (%) Tempsoiisl i};c)ecugao
Média DP Média DP Média DP
4 0 0 0 0,0 0,0 5 0
4 25 3600 0 0,4 0,2 3614 0
4 50 3600 0 1,0 0,2 3618 1
4 o0 3600 0 4,1 0,5 3612 0
20 0 0 0 0,0 0,0 3 0
20 25 0 0 0,0 0,0 5 0
20 50 0 0 0,0 0,0 7 0
20 00 2 1 0,0 00 10 1
36 0 0 0 00 00 3 0
36 25 0 0 0,0 0,0 4 0
36 50 0 0 00 00 5 0
36 0 0 0 00 00 6 0

Tabela 6: Resultados dos testes do modelo CS somente com operagoes conservativas. A to-
lerancia 0 indica SMCISP e a tolerancia oo indica SMCSP, ou seja, sem regides intergénicas.

vativas quanto 80%, os testes de SMCISP com 4 caracteres executaram mais réapido que
os demais, o que é curioso pois, por um lado, espera-se que testes de SMCISP executem
mais rapidos que os demais por terem menos blocos comuns, mas, por outro, os testes de
SMCISP com mais caracteres executaram por mais tempo, o que ¢ inesperado, ja que nesses
casos também ha menos blocos comuns.

Ja no modelo CS o impacto da tolerancia das regices intergénicas é mais perceptivel, o
que é esperado, ja que uma maior tolerancia permite a construgao de mais blocos comuns.
Também ¢ interessante notar que este modelo é melhor que o anterior em todos os cendrios,
executando mais rapido e obtendo gaps menores dentro do tempo proposto.

Ainda é interessante observar que nos casos de strings desbalanceadas, independente
dos parametros, o tempo de montagem do modelo foi de cerca de 1000 segundos, o que,
considerando o tempo de execucdo de 1 hora, é um tempo razodvel. Além disso, em todos os
cenarios, o desvio padrao do tempo de execucao do modelo frequentemente esteve préximo
do desvio padrao do tempo total, indicando uma consisténcia que sugere que a etapa de
modelagem sofre pouco impacto em razao das instdncias e que a maior parte da variagao
do tempo dos resultados vem da fase de execugao do modelo.

5 Conclusao

Este trabalho demonstrou que as formulagoes CB e CS para MCBSP, introduzidas em
Blum, Lozano e Davidson (2015) e Blum e Raidl (2015), podem ser adaptadas de maneira
simples para resolver variantes comuns do problema de particao de strings. Os modelos
considerando essas adaptacoes resolvem as instancias testadas com respostas de qualidade,
dado o tempo de execugao escolhido para os testes. Em alguns casos as instancias foram
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resolvidas de forma 6tima dentro do tempo limite selecionado.

Em trabalhos futuros, pode ser feita uma exploracao de outros modelos para os pro-
blemas propostos. Também pode ser interessante o estudo de heuristicas para acelerar o
tempo de solucao dos modelos desenvolvidos. Outra possibilidade, dado o impacto dos
blocos exclusivos nos tempos de execucao dos modelos, seria tentar reduzir a quantidade
destes blocos.
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