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Resumo

Este estudo apresenta um algoritmo capaz de criar grafos nao direcionados com trés
caracteristicas principais observadas em redes do mundo real: distribuicao de graus de
cauda longa (ou livre de escala), curtas distdncias médias entre os nés (fenémeno small-
world) e altos coeficientes de clusterizacdo. A ideia central é adicionar, a cada passo,
um novo noé a rede e realizar passeios aleatorios sobre os nés ja existentes, selecionando
um subconjunto deles para ser marcado e conectado ao novo né. Adicionalmente, com
uma probabilidade ajustavel, podem ser criadas arestas entre os proprios nés marcados
ao final do passeio aleatério. Entre as principais vantagens do nosso algoritmo estao
sua simplicidade, eficiéncia (complexidade de tempo préxima da linear) e flexibilidade
para gerar redes com diferentes caracteristicas, sem utilizar informacoes globais sobre
a topologia da rede. Mostramos como os parametros podem variar para gerar redes
com diferentes valores das distdncias médias entre os nds e dos coeficientes de clus-
terizacao, mantendo uma distribuicao de graus de cauda longa. A implementacao do
nosso algoritmo estd disponivel publicamente em um repositério no GitHub.

1 Introducao

Nos ultimos anos, o estudo de redes complexas ganhou destaque em diversas disciplinas
cientificas, como sociologia, fisica, biologia e ciéncia da computagao [1, 2, 3, 4, 5] Redes
do mundo real frequentemente apresentam caracteristicas scale-free e uma surpreendente
proximidade entre seus nés. Essas duas propriedades, geralmente observadas em redes reais,
sao conhecidas como o efeito Matthew e o fendomeno small-world.

O efeito Matthew (também conhecido como efeito “o rico fica mais rico”, ou de vantagem
acumulada) reflete uma dinamica de conexao preferencial [6], levando ao surgimento de hubs
com alto grau e distribui¢oes de grau de cauda longa [7]. Esse comportamento é facilmente
observado em redes sociais, onde a maioria das pessoas possui poucas conexoes, enquanto
uma minoria concentra um nimero muito elevado de conexdes [8].

As redes sociais também sdo exemplos de redes com alto coeficiente de clusterizacao,
nas quais os individuos tendem a formar grupos fortemente conectados, como circulos de
amizade, grupos familiares ou comunidades profissionais. Nesses agrupamentos, a probabi-
lidade de que dois amigos de uma mesma pessoa também sejam amigos entre si é maior do
que em redes aleatérias, resultando em altos coeficientes de clusterizacao.

Por fim, a propriedade small-world caracteriza redes com pequenas distancias médias,
o que favorece a navegabilidade na rede. Redes de colaboracao entre atores e a rede neural
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do verme C. elegans sdo exemplos cldssicos de redes small-world [9].

Modelar redes com essas trés caracteristicas pode ser desafiador, j4 que os mecanis-
mos subjacentes a cada uma delas tendem a direcionar a estrutura da rede em sentidos
diferentes. Modelos baseados em passeios aleatérios [10] ji foram utilizados para gerar
redes com distribui¢oes de graus de cauda longa, capturando o crescimento natural e a
adjacéncia preferencial de sistemas reais. Uma vantagem importante é sua capacidade de
criar estruturas sem a necessidade de informacoes globais, o que estd alinhado com o desen-
volvimento organico de redes reais. Embora eficazes na geracdo de hubs e na modelagem
do efeito Matthew, os passeios aleatorios tradicionais frequentemente deixam de reduzir os
comprimentos dos caminhos entre os nds — uma caracteristica crucial para redes do tipo
small-world — e geram coeficientes de clusterizagao pequenos. Essas limitagoes dificultam a
modelagem de sistemas que exigem distribuicoes de graus de cauda longa, altos coeficientes
de clusterizacao e pequenas distancias médias entre os nos.

O objetivo deste artigo é apresentar um algoritmo de passeios aleatérios que é simples,
intuitivo e eficiente, capaz de gerar redes small-world com alta clusterizacao local e distri-
buigoes de graus de cauda longa, sem exigir nenhuma informagao global sobre a rede, como
os graus de todos os nds ou suas coordenadas em algum espaco euclidiano. O algoritmo
proposto neste trabalho representa um avanco significativo em relagao ao algoritmo apre-
sentado por Morais e Interian [11]. Nosso algoritmo ¢ eficiente, ou seja, linear no nimero de
nos da rede, e flexivel, gerando redes com diferentes coeficientes de clusterizacao e variadas
distancias médias entre os néds.

O artigo esta organizado da seguinte forma. A Secao 2 apresenta trabalhos anteriores
que inspiraram e contribuiram com ideias para a abordagem apresentada. Na Secao 3,
descrevemos nosso algoritmo. Os resultados e caracteristicas das redes geradas sao apre-
sentados na Secgao 4. As conclusdes sao detalhadas na tltima segao.

2 Trabalhos anteriores

Trabalhos anteriores estudaram a geragao de redes com combinacgoes especificas das propri-
edades consideradas neste estudo.

Afirmando que redes reais frequentemente sao altamente clusterizadas e ao mesmo tempo
apresentam pequenas distancias médias entre nds, Watts e Strogatz [9] propuseram um
modelo para reproduzir tais caracteristicas. Comecando com um conjunto de N nds em
ordem circular, onde cada né é conectado a k vizinhos por arestas nao direcionadas, os
autores realizaram a reconfiguracao de cada aresta com uma pequena probabilidade fixa
p. O coeficiente de clusterizagdo médio permaneceu alto, enquanto a distancia média caiu
para um valor pequeno, aproximadamente proporcional a log N.

Modelos de redes em espaco latente também foram utilizados para investigar redes small-
world com clusterizagao nao muito préximas do zero [12]. Na versao mais simples, também
chamada de modelo de grafo geométrico aleatério, os nés sao distribuidos uniformemente ao
acaso em algum espago métrico, e dois nds 7 e j sao conectados se e somente se a distancia
x;; entre eles for menor que um parametro u, resultando em alta clusterizacao e grandes
distancias médias. No entanto, o modelo pode tornar-se small-world ao introduzir uma
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probabilidade p;; de existéncia de uma aresta entre os nés. Por exemplo, em R?, escolhendo
Dij X x;jﬁ com f € (d,2d), obtém-se coeficientes de clusterizagdo nao nulos e redes do tipo

small-world, com distancias médias escalando proporcionalmente a log N [13].

Por outro lado, redes reais também apresentam nés com alto grau, chamados hubs, que
estao ausentes nos modelos mencionados. Barabési e Albert [6] propuseram um processo de
adjacéncia preferencial que gera distribuicoes de graus de cauda longa. Comegando com um
pequeno grafo, um novo né v é adicionado a cada iteracao, com k novas arestas ligando v
a k nos diferentes, escolhidos com probabilidades proporcionais aos graus dos nés. Ou seja,
a probabilidade de o né v escolher o né w é proporcional ao grau de w naquele momento,
gerando redes do tipo scale-free.

Para aumentar o coeficiente de clusterizacao das redes geradas pelo modelo de Barabasi-
Albert, Holme e Kim [14] introduziram uma etapa de formagao de triades realizada com
probabilidade P; apos a adigdo de um né e suas arestas a rede. Quando uma nova aresta
conecta o novo né v a um né w, é adicionada uma aresta entre v e um vizinho aleatoério de
w, formando uma triade entre os trés nés e aumentando a clusterizagao da rede.

Nesse mesmo contexto, Klemm e Eguiluz [15] propuseram um modelo de crescimento
com memoria, no qual ha nds ativos e inativos, e novas conexodes sao feitas exclusivamente
com os noés ativos. A cada passo, um novo né ativo é adicionado a rede, e um dos nds ativos
atuais é desativado com probabilidade inversamente proporcional ao seu grau — modelando
uma forma de esquecimento coletivo, onde nés muito conectados sao menos propensos a
serem esquecidos. Como resultado, os nds s6 permanecem ativos se tiverem alto grau. O
modelo é capaz de gerar redes cuja distribuicao de graus é uma lei de poténcia, e com altos
coeficientes de clusterizagao.

Embora modelos anteriores tenham apresentado bons resultados na construgao de redes
scale-free, uma preocupacao relevante é que eles requerem informacao global a cada passo
(por exemplo, os graus de todos os nds para calcular a probabilidade da conexao preferen-
cial), o que pode ser pouco realista, j4 que em redes reais os vinculos surgem naturalmente,
sem conhecimento da topologia global da rede.

Uma abordagem diferente foi proposta por Davidsen et al. [16]. O modelo mantém uma
populacao constante de individuos (nds), cada um conectado por arestas nao direcionadas.
A cada passo, um individuo aleatdrio apresenta dois de seus conhecidos, formando uma
nova aresta — esse mecanismo de conexao transitiva leva & formacdo de tridngulos. Adi-
cionalmente, com uma pequena probabilidade, uma pessoa é removida da rede junto com
suas conexoes e substituida por um novo participante com um tunico conhecido aleatorio.
Essas duas etapas alternadas — formacao de tridngulos e substituicdo de um né — conduzem
a rede a um estado estaciondrio. As redes resultantes exibem alta clusterizacao, pequenas
distancias médias e, para valores especificos dos parametros, apresentam distribuicoes de
graus de cauda longa.

No entanto, Davidsen et al. [16] ndo investigaram o nimero de passos necessarios para a
rede atingir o estado estacionario. Isto representa uma limitacao importante para a geracao
de redes grandes, onde a convergéncia pode ser lenta ou computacionalmente custosa, e onde
uma complexidade de tempo nao linear pode tornar inviavel o uso de qualquer algoritmo
com complexidade superior a linear.
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Saramaki e Kaski [10] propuseram o uso de passeios aleatérios para gerar redes nao di-
recionadas livres de escala. Eles demonstraram que nao é necessario ter informacgoes globais
sobre os graus dos nés para alcangar esse resultado. Herrera e Zufiria [17] aprimoraram
esse processo utilizando o niimero de passos dos passeios aleatérios para guiar a geracao
de triangulos, introduzindo uma maneira de controlar o coeficiente de clusterizagao usando
apenas informagoes locais.

O processo do passeio aleatdrio proposto por Saraméki e Kaski [10] parte de um pequeno
grafo inicial com ng nés. A cada iteracdo, um novo né v é adicionado a rede, conectando
v aos noés existentes que sao escolhidos com base no passeio aleatério. Esses nds escolhidos
(chamados de “ndés marcados”) sao identificados da seguinte maneira: iniciando de um né
aleatério w, realizam-se [ passos aleatorios a partir de w, permitindo a visita a nés repetidos.
Ao final de cada passeio, o né de chegada é marcado, e o processo continua até que m nés
sejam marcados. O novo né v é entao conectado aos nés marcados. O processo se encerra
apés a adicdo de N novos nds ao grafo.

Herrera e Zufiria [17] observaram que, ao variar o valor do parametro ! (nimero de
passos do passeio), é possivel controlar o coeficiente de clusterizacao da rede. Se [ = 1, o
vizinho de um né marcado também serd marcado, gerando um triangulo entre esses dois
vizinhos e o novo ng, afetando diretamente a clusterizagao. Cada né v possui um valor
associado p,, a probabilidade de [ = 1 se um passeio aleatorio comeca naquele no.

Para reduzir as distancias médias nas redes resultantes do modelo de Herrera e Zufiria,
Morais e Interian [11] introduziram uma nova fase no algoritmo apds o passeio aleatério,
adicionando uma aresta especial ao final de cada iteracdo. Apds o processo de marcacao e
conexao do passeio, escolhe-se um né aleatoério s da rede, seleciona-se um valor de distancia
d com base em alguma distribuicao de probabilidade, e encontra-se um né ¢ a uma distancia
d de s para conectd-los. Com este aprimoramento simples, os autores conseguiram reduzir
significativamente os comprimentos médios dos caminhos nas redes geradas, mantendo altos
os coeficientes de clusterizacao e as propriedades scale-free dos modelos anteriores. No
entanto, a etapa de encontrar um né a uma distancia exatamente d pode tornar o algoritmo
computacionalmente custoso.

Passeios aleatérios que controlam o tamanho de cada passeio [ mostraram-se eficientes
para gerar redes com distribuic¢oes de cauda longa e regulacao do coeficiente de clusterizagao.
Ainda assim, a geracao eficiente de redes que exibam simultaneamente distribuicées livres
de escala, altos coeficientes de clusterizacao e pequenos comprimentos médios dos caminhos
entre os nés — mantendo baixa a complexidade de tempo e utilizando apenas informagoes
locais, como na formacao de redes reais — continua sendo um desafio, justificando a busca
por algoritmos inovadores.

3 Desenvolvimento do Trabalho

O algoritmo de Morais e Interian [11] conseguiu reduzir as distancias médias nas redes
geradas pelo algoritmo de Herrera e Zufiria ao introduzir uma nova etapa no processo, na
qual uma aresta é adicionada ligando dois nds aleatérios a uma distancia d entre si, onde
d é escolhido com base em uma distribuicdo de probabilidade. A seguir, este algoritmo é
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apresentado de forma simplificada:
1. Comece com um pequeno grafo inicial com ng nés.
2. Adicione um novo né v a rede.

3. Escolha um né aleatério w. Realize um passeio aleatorio a partir de w, marcando
cada né alcancado, a cada [ passos. Pare quando exatamente m nés forem marcados,
e conecte estes nés a v.

4. Escolha um valor d com alguma probabilidade P(d) e um né aleatério s. Encontre
um né ¢ a uma distancia d de s e conecte s e t com uma aresta.

5. Repita os passos 2 a 4 um total de N vezes.

A aresta adicional do passo 4 deste algoritmo reduz significativamente as distancias
médias dentro do grafo gerado [11]. Porém, encontrar dois nés separados por uma distancia
fixa d torna o algoritmo computacionalmente custoso, fazendo com que sua complexidade
total seja quadratica no nimero de nés N, o que pode ser problemético quando o objetivo
é a geracao de redes grandes.

Outro problema deste método é que a nova etapa adicionado no passo 4 do algoritmo é
muito heterogénea, ou seja, nao estd bem integrada em relacao ao nucleo do algoritmo. A
adicao da aresta nao estd relacionada ao passeio aleatorio, tornando o processo inconsistente
ou artificial, ao contrario do crescimento organico das redes reais. Além disso, a aresta
adicional pode reduzir o coeficiente de clusterizacao, j4 que conectar nés aleatoriamente
pode abrir tridangulos que permanecerao nao fechados até o final do processo, limitando os
coeficientes méximos de clusterizacao observados nas redes geradas.

Por outro lado, o algoritmo proposto neste trabalho comeca com um pequeno grafo
inicial G = (V, E) com ny nés. A cada iteragdo, um novo né v é adicionado ao grafo, e
um passeio aleatério é realizado, marcando um né a cada [ passos até que m nds sejam
marcados. Em seguida, todos os nés marcados sao conectados a v. Suponha agora que [
pode assumir valores entre 1 e k, com base em uma distribuicao geométrica truncada. Por
exemplo, se k = 10:
py = PO

1= (—p)
Neste caso, podemos controlar o coeficiente de clusterizagao do grafo gerado por meio do
parametro p. Embora a probabilidade de obter um valor alto de [ seja baixa, uma pequena
parcela dos passeios chegard a nds distantes, e o novo né v funcionara como um atalho que
ird reduzir as distancias médias da rede sem a necessidade de criar arestas adicionais.

Neste momento, introduzimos um novo passo do algoritmo, conectando os nds mar-
cados entre si com probabilidade fp, que serd um novo parametro. Esta etapa pode ser
interpretada da seguinte forma: “ha dois amigos de um amigo em comum, o novo né v, for-
mando conexoes entre si”. Este passo segue o principio chamado Triadic Closure [18, 19],
caracteristica frequentemente observada em redes reais, segundo a qual, se dois nés estao
conectados a um terceiro, h4 uma maior probabilidade de que também se conectem direta-
mente. Essas conexoes entre os nds marcados poderiam surgir futuramente — como sugere

P(l =
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o principio mencionado — mas, em nossa implementagao, elas sao criadas no momento em
que o novo né é adicionado.

O passo a passo do novo algoritmo é:

1. Comece com um pequeno grafo inicial G = (V, E) com ng noés.

2. Adicione um novo né v a rede.

3. Escolha um valor [ € {1,...,k} a partir de alguma distribuicao de probabilidade P(1),
e escolha um né aleatério w. Realize um passeio aleatério a partir de w, marcando
um noé a cada [ passos. Pare quando m nés distintos forem marcados e conecte cada
um deles a v.

4. Para cada par de nds marcados, conecte-os com probabilidade fp.
5. Repita os passos 2 a 4 um total de N vezes.

Os Algoritmos 1 e 2 detalham esse processo. O Algoritmo 1 explica como funciona o
passeio aleatério a partir do no start com a distribuicao de probabilidade P.

Algorithm 1 RandomWalk (G, start, P, m)
1: marked < {start}
2: current < start
3: while |marked| < m do
4 Escolha [ € {1,...,10} com probabilidade P(l).
5: fori=1até!l do
6
7
8
9

neighbors < Gcurrent].neighbors
current < vizinho aleatorio de neighbors

marked < marked U {current}

: return marked

O Algoritmo 2 descreve o processo de geracao da rede. Ele recebe como entrada um
grafo inicial G, normalmente pequeno e conexo, o nimero de nés N a serem adicionados, o
parametro de distribuicao P usado pelo passeio aleatério, o nimero de arestas m a serem
adicionadas para cada novo né, e a probabilidade fp de criacao de arestas entre os vizinhos
selecionados.

A complexidade de tempo de pior caso do Algoritmo 1 é O(km), onde m é o nimero
de nés a serem marcados. O lago principal roda até que m nds tenham sido visitados e,
a cada iteracao, no maximo um novo né é adicionado. O valor [ sorteado esta limitado
por um valor pequeno k, fazendo com que cada iteragao custe no maximo O(k) operagoes.
Portanto, a complexidade total é O(km) = O(m) para k pequeno.
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Algorithm 2 GenerateNetwork (G, N, P,m, fp)
1: repeat N times

2 start < né aleatério de G

3 marked <~ RandomWalk(G, start, p, m)

4 v < G.add_node()

5: for u € marked do

6

7

8

9:

G.add_edge(v,u)

for all {u;,u2} C marked do
Com probabilidade fp, execute G.add_edge(u1,u2)

return G

Agora podemos calcular a complexidade de tempo do algoritmo de geracao da rede.
O lago principal roda N vezes. Em cada iteragao, realiza-se um passeio aleatério com
complexidade O(m), adiciona-se um novo né e conecta-se a m nés (também O(m)), e sdo
consideradas O(m?) possiveis arestas entre os pares de nés marcados. Assim, a complexi-
dade final ¢ O(N - (m +m +m?)) = O(Nm?).

Embora o resultado seja quadratico em m, este parametro deve tomar valores pequenos,
ja que o objetivo é gerar redes esparsas. Gerar redes densas estd fora do escopo deste
trabalho, ja que estudos empiricos mostram que grandes redes reais — sociais, tecnoldgicas,
biolégicas e ecoldgicas — sao esparsas, com nimeros pequenos de arestas incidentes a cada
vértice, na média. Assim, a complexidade atual representa uma melhoria significativa em
relagdo ao algoritmo anterior, permitindo que N alcance valores muito maiores.

4 Resultados

Esta secao apresenta as principais propriedades das redes geradas pelo algoritmo proposto.
Demonstramos como o método pode produzir grafos com ampla variedade de caracteristicas,
assim como com caracteristicas semelhantes as observadas em redes reais. Nos experimentos,
o grafo inicial G utilizado foi um ciclo com 10 vértices (isto é, o grafo circular C1p). Cada
linha da tabela representa uma execucao distinta do algoritmo.

A andlise é centrada em trés métricas fundamentais: o coeficiente de clusterizagao C,
que reflete a probabilidade média de que dois vizinhos de um né também sejam vizinhos
entre si; o comprimento médio do caminho mais curto L, que expressa a distancia média
entre todos os pares de nds; e o expoente da lei de poténcia v, que descreve como os graus
dos nés se distribuem, com P(k) o< k=7, onde P(k) é a probabilidade de um né ter grau
k. Esse expoente é estimado pela inclinagao da reta ajustada a distribuicao de graus em
escala log-log, utilizando o método dos minimos quadrados.

As figuras mostram que é possivel gerar uma significativa variedade de redes com o
algoritmo. As figuras 1 e 2 mostram que o coeficiente de clusterizagdo cresce de maneira
praticamente linear com o aumento de p e de fp, fornecendo miultiplas possibilidades para
o controle desta métrica nas redes geradas. A figura 3 mostra a relacio entre m e L, que
diminui consideravelmente com o aumento de m, chegando a valores inferiores a tres.
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Average Shortest Path Length vs Number of Marked Nodes
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Figura 3: Controlando L utilizando m (fp = 0.5, p = 0.5, N = 20000)

A Tabela 1 mostra que, ao aumentar o nimero de nés N (com m = 5 e p; = 0,5 fixos), os
coeficientes de clusterizagao se estabilizam em um nivel alto apés N = 10.000, refletindo os
altos coeficientes de clusterizacao das redes reais, enquanto o expoente vy diminui lentamente.
Além disso, tanto a tabela quanto a Figura 4 indicam que, apesar das variagoes estocésticas,
o comprimento médio dos caminhos cresce de forma logaritmica com N, confirmando o

comportamento small-world das redes geradas.

Tabela 1: Redes geradas e suas respectivas métricas para diferentes valores de N (m = 2,
p = 0,5). Pardametro: nimero total de nés N adicionados ao grafo. Métricas apresentadas:
coeficiente de clusterizacao C'; distancia média L; expoente estimado da lei de poténcia ~;

e grau maximo da rede dyax.

100 0.5910 4.6854 -1.0766 14
200 0.6082  5.5087 -1.2228 23
1000 0.5733  6.8307 -1.7672 37
2000 0.5566  6.9737 -1.9692 48
5000 0.5611  7.5983 -2.2840 56
10000 0.5443  8.5549 -2.4097 83
20000 0.5546  9.6340 -2.6570 68
50000 0.5509  9.5437 -2.7631 130
100000 0.5550 10.5823 -2.9616 103
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Average Shortest Path Length vs N (log-log scale)
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Figura 4: Comparacao de N com a distancia média, em escala log-log (p = 0.5, fp = 0.5,
m = 2).

5 Conclusoes

Este trabalho abordou o desafio de gerar redes que simultaneamente apresentem distri-
buicoes de graus de cauda longa, altos coeficientes de clusterizacao e curtas distancias médias
entre os nés — trés propriedades fundamentais observadas em redes reais, mas dificeis de
alcancar ao mesmo tempo por algoritmos eficientes.

Os resultados mostraram que o algoritmo proposto atinge essas trés propriedades com
eficiéncia e consisténcia, mesmo em redes com numero elevado de nds. As métricas es-
truturais das redes geradas podem ser controladas de forma precisa por meio de poucos
parametros: o coeficiente de clusterizacao cresce com os valores de p e fp, enquanto o au-
mento de m reduz significativamente a distancia média entre os nds, sem comprometer a
esparsidade da rede ou a distribuicao de graus de cauda longa.

Diferentemente de outros modelos, este método nao requer nenhum conhecimento global
da topologia da rede, e mantém a sua complexidade computacional reduzida, linear no
namero de nds, o que o torna vidvel para aplicagoes em larga escala e mais aderente a
formagao organica de redes reais.
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