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Topicos em Programacao Competitiva:
Teoria dos Jogos, Combinatoria, Grafos Direcionados e
Arvores

Lucas Martiniano Fabio Usberti

Resumo

Este projeto apresenta o Trabalho de Conclusdo de Curso em Engenharia da Compu-
tacdo. Ele corresponde ao Volume II de uma série voltada a programacao competitiva,
servindo tanto de complemento aos tépicos ja abordados quanto de introdugao a novos
temas para o leitor.

O trabalho reine um conjunto de topicos avancados de algoritmos, cobrindo teo-
ria dos jogos, combinatdria, probabilidade e algoritmos complementares sobre grafos
direcionados e arvores.
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1 Teoria dos Jogos

Teoria dos Jogos é uma area da mateméatica que estuda situagoes em que dois ou mais
jogadores tomam decisoes racionais visando maximizar seu proprio ganho. Em Programagao
Competitiva, a maioria dos problemas de teoria dos jogos envolve dois jogadores que se
alternam em movimentos, e queremos determinar quem vence quando ambos os jogadores
jogam de forma 6tima.

Nesse capitulo vamos estudar jogos combinatérios, que sao jogos em que nao ha elemento
de sorte, ambos os jogadores tém informacao completa sobre o estado do jogo e sempre
existe um vencedor (ou seja, ndo ha empate). Apesar de terem uma defini¢ao simples, esses
jogos escondem uma estrutura matematica rica que nos permite determinar o resultado de
configuracoes extremamente complexas de forma eficiente.

Os jogos combinatorios finitos considerados neste capitulo podem ser modelados como
um grafo direcionado aciclico (DAG) em que cada né representa um estado possivel do jogo
e cada aresta representa um movimento valido. O jogador que deve mover a partir de um
estado sem arestas saindo perde. Embora esse DAG possa ser exponencialmente grande,
as ferramentas que vamos desenvolver nesse capitulo permitem analisar o resultado do jogo
sem precisar explord-lo completamente.

1.1 Programacao Dindmica e Jogos

Para analisar jogos combinatérios, classificamos cada estado do jogo em duas categorias:
estados perdedores (P-posigoes) e estados ganhadores (N-posi¢oes). Um estado é perdedor
se o jogador da vez perde com jogo 6timo de ambos os lados, e um estado é ganhador se o
jogador da vez vence com jogo 4timo.

A classificagdo segue trés regras simples:

e Um estado terminal, em que nenhum movimento é possivel, é uma P-posicao: o
jogador da vez nao tem jogada e perde.

e Um estado é N-posicao se existe pelo menos um movimento que leva a uma P-posicao.

e Um estado é P-posicao se todos os movimentos a partir dele levam a N-posigoes.

Como o jogo ¢ aciclico, todo estado ¢ classificado como exatamente um dos dois tipos: se
tivesse um ciclo, seria possivel voltar a um estado ja visitado e o jogo nunca terminaria. Na
pratica, implementamos essa classificacdo como uma programagao dindmica sobre o DAG
de estados do jogo.
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Problema 1.1.1

(CSES - Stick Game) Dois jogadores se alternam em um jogo. Existe uma pilha com n
palitos. Em cada turno, o jogador atual pode remover 1, 2 ou 3 palitos. O jogador que
nao puder realizar um movimento perde. Quem vence com jogo 6timo?

Os estados do jogo sao os inteiros de 0 a n, representando o niimero de palitos restantes.
Definindo dpl[i] como true se o jogador da vez com i palitos vence, o caso base é dp[0] =
false: o jogador da vez com 0 palitos ndo tem jogada e perde. Para os demais estados, o
jogador atual vence se existe alguma jogada que leva o adversario a um estado perdedor:

dpli] = —~dp[i — 1] V —dpli — 2] V = dpli — 3] (1)

O DAG de estados desse jogo para n = 8 estd representado na Figura Cada né
corresponde a um numero de palitos e cada aresta representa uma jogada possivel. Perceba
que o n6 0 (terminal) ndo tem arestas saindo e é classificado como P-posi¢do. O né 1
alcanga apenas o n6 0 (P-posigao), logo é N-posicdo. O né 4 s6 alcanga os nds 1, 2 e 3,
todos N-posigoes, e portanto é P-posigao.

Figura 1: DAG dos estados do jogo de palitos com movimentos {1,2,3} para n = 8. Nos
verdes sdo N-posigoes (primeiro jogador vence) e nés vermelhos sdo P-posi¢des (segundo jogador
vence). Cada aresta representa um movimento valido.

Calculando os primeiros valores:

i |01 2 3 4 5 6 7 8
dpif] [P N N N P N N N P

O padrao se repete: dp[i] = P se e somente se i = 0 (mod 4). Isso faz sentido intuiti-
vamente: se o nimero de palitos é miiltiplo de 4, qualquer que seja a jogada do primeiro
jogador (remover 1, 2 ou 3), o segundo jogador completa para o préximo multiplo de 4, até
chegar em 0.

Essa variante pertence a familia dos jogos de subtra¢do, em que o conjunto S de movi-
mentos validos é fixo. Para conjuntos S arbitrarios, o padrao de P e N-posi¢Ges pode ser
mais complexo e calculado por forca bruta:

vector<bool> dp(n + 1, false); // false = P-posicgdo
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int s : S) { // S é o conjunto de movimentos
if (i - s >= 0 && 'dpli - s1) {
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dp[i] = true; // eziste jogada para P-posigdo
break;

X
b
if (dp[n]) cout << "primeiro jogador vence\n";
else cout << "segundo jogador vence\n'";

Cddigo 1.1: Calculo de P e N-posigdes para um jogo de subtragdo genérico.

Problema 1.1.2

(CSES - Nim Game I) Dois jogadores se alternam em um jogo com n pilhas de pedras.
Em cada turno, o jogador escolhe uma pilha e remove pelo menos uma pedra dela. O
jogador que nao puder realizar um movimento perde. Quem vence com jogo 6timo?

Esse jogo é chamado de Nim e é um dos mais cléssicos da teoria dos jogos. Uma
abordagem ingénua seria enumerar todos os estados (a1, ag, . .., a,) e calcular a classificacdo
com programacao dindmica. O problema é que o nimero de estados é [[;(a; + 1), o que
pode ser exponencialmente grande.

Felizmente, existe um teorema notével que resolve o Nim em O(n):

O estado (a1, as,...,a,) é P-posicio <= a1 ®as P ...Da, =0 (2)

em que @ denota o XOR bit a bit. O valor a; ® as ® ... D a, é chamado de nim-sum.
Para provar esse teorema, verificamos as trés propriedades das P e N-posicoes:

1. O estado terminal (0,0,...,0) tem nim-sum 0, logo é corretamente classificado como
P-posicao.

2. A partir de qualquer estado com nim-sum = # 0, existe um movimento para um estado
com nim-sum 0. Seja k o indice do bit mais significativo de x. Existe pelo menos uma
pilha a; com o bit k ativado. Defina a; =a; ®x. Como o bit kdea;eraleodex
também é 1, o bit k de a} é 0, o que garante a; < a;, portanto a jogada é vélida. O novo
nim-sum apés a jogada é (a1 ®...®a,®...®ay) =xda;da, =xda; ®(a;x) =0.

3. A partir de qualquer estado com nim-sum 0, todo movimento leva a um estado com
nim-sum # 0. Se reduzirmos uma pilha a; para a; < a;, 0 novo nim-sum é (0)®a;®a;, =
a; @ a;. Como a; # a, esse valor é ndo nulo.

A Figura[2]ilustra a classificagao de todos os estados do Nim com duas pilhas de tamanho
até 5. A diagonal principal (estados com a = b) é exatamente o conjunto de P-posigoes,
confirmando que a $b=0 < a =1.

A implementacao é trivial:

int xorSum = O0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> alil;
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| xorSum “= alil;

51}

6|if (xorSum == 0) cout << "segundo jogador vence\n';
7| else cout << "primeiro jogador vence\n";

Cddigo 1.2: Solucdo para o Nim cléssico.

Pilha 2

0 P N N N N N

0 1 2 3 4 5
Pilha 1

Figura 2: Classificacdo dos estados do Nim com duas pilhas de tamanho 0 a 5. Um estado
(a,b) é P-posicao (vermelho) se e somente se a @ b = 0, ou seja, a = b. A diagonal pontilhada
corresponde exatamente ao conjunto de P-posigoes.

Além de determinar o vencedor, o teorema indica a jogada étima: basta encontrar uma
pilha a; tal que a; ® x < a;, em que x é o nim-sum atual, e reduzi-la para a; ® x. Considere
o estado (3,5,7): o nim-sum é 3@ 5@ 7 = 1. O bit mais significativo de 1 é o bit 0, que
estd ativado em 3, 5 e 7. Tomando a pilha 3: 3@ 1 = 2 < 3. Apds remover uma pedra
dessa pilha o estado passa a (2,5,7), com nim-sum 2 ® 5@ 7 = 0, uma P-posi¢do para o
adversario.

1.2 Sprague-Grundy

O resultado do Nim pode ser generalizado para jogos combinatoérios imparciais finitos. O
teorema de Sprague-Grundy afirma que qualquer jogo combinatério é equivalente a uma
pilha do Nim com um determinado tamanho. Esse nimero é chamado de valor de Grundy,
ou nimber, do estado.
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Definicao e calculo do valor de Grundy

O valor de Grundy G(s) de um estado s é o mex (minimum excludant) dos valores de
Grundy dos estados alcangédveis a partir de s:

G(s) = mex{G(s') | ' é alcangdvel a partir de s} (3)

O mex(S) é o menor inteiro ndo negativo que nao pertence ao conjunto S:

mex(()) =0 mex({0,1,2}) =3
mex({0}) =1 mex({0,1,3}) =2
mex({1,2}) =0 mex({0,2,4}) =1

Note que G(s) = 0 para estados terminais (mex do conjunto vazio é 0), correspondendo
a P-posi¢oes. De fato, G(s) = 0 se e somente se s é P-posigao: os estados com Grundy 0
tém todos os seus sucessores com Grundy > 1, e a partir de qualquer estado de Grundy > 1
existe sempre um movimento para um estado de Grundy 0.

A Figura[3]mostra o mesmo DAG do jogo de palitos com os valores de Grundy anotados
em cada né. Compare com a Figura [I} os nés com (G = 0) s@o exatamente as P-posi¢oes
(vermelhos).

Figura 3: DAG dos estados do jogo de subtragdo com movimentos {1, 2,3}, agora anotado
com os valores de Grundy. O valor de Grundy de cada estado é o mex dos Grundy dos estados
alcangdveis por uma aresta. Os nés com G = 0 (vermelho) correspondem as P-posigoes.

Para o jogo de subtracao com S = {1,2,3}, os valores de Grundy calculados séo:

Estados [0 1 2 3 4 5 6 7 8
Alcancaveis | § {0} {0,1} {0,1,2} {1,2,3} {2,3,4} {3,4,5} {4,5,6} {5,6,7}
G(s) 0 1 2 3 0 1 2 3 0

Soma de jogos e o teorema de Sprague-Grundy

A grande utilidade do valor de Grundy aparece quando o jogo é a soma de jogos indepen-
dentes. Formalmente, se o jogo J é composto por subjogos independentes Jy, Js, ..., Ji, em
que em cada turno o jogador escolhe um dos subjogos e realiza uma jogada nele, entdo o
valor de Grundy da posicdo combinada é:

GJ)=G(h)®G(J)&...aG(Jy) (4)
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Esse é o teorema de Sprague-Grundy. A prova segue verificando as mesmas trés propri-
edades de P e N-posigdes usadas para o Nim: o estado com todos os subjogos em Grundy 0
¢é terminal; a partir de qualquer estado com XOR néo nulo existe um movimento que zera o
XOR; e a partir de qualquer estado com XOR zero todo movimento produz XOR nao nulo.
Os detalhes sdo analogos a prova do Nim.

O Nim classico é um caso particular do teorema: cada pilha de tamanho a é um subjogo
independente, e G(pilha de tamanho a) = a. Isso pode ser verificado diretamente pela
definigdo, pois os estados alcangdveis de uma pilha de tamanho a sdo {0,1,...,a — 1}, cujo
mex ¢é a.

Problema 1.2.1

(CSES - Nim Game II) Dois jogadores se alternam em um jogo com n pilhas de pedras.
Em cada turno, o jogador escolhe uma pilha e remove 1, 2 ou 3 pedras dela. O jogador
que nao puder realizar um movimento perde. Quem vence com jogo 6timo?

Esse jogo é a soma de n jogos independentes, um por pilha. O valor de Grundy de
uma pilha de tamanho a é a mod 4, como calculado na tabela acima. Pelo teorema de
Sprague-Grundy, o primeiro jogador perde se e somente se

(a1 mod 4) ® (ag mod 4) & ... & (a, mod 4) =0 (5)

Problema 1.2.2

Dois jogadores jogam em um grafo direcionado aciclico com n vértices e m arestas.
Existe uma ficha no vértice 1. Em cada turno, o jogador deve mover a ficha por uma
aresta. Se um jogador nao puder mover, ele perde. Quem vence com jogo 6timo?

Nesse problema, o préprio grafo dado é o DAG de estados do jogo: cada vértice é um
estado e cada aresta é uma jogada. Esse tipo de problema é chamado de jogo da ficha em
DAG. Para cada vértice v, o valor de Grundy é:

G(v) = mex{G(u) | (v,u) € E} (6)

Como o grafo é aciclico, calculamos os valores de Grundy em ordem topoldgica usando
memoizacao. O codigo abaixo serve como template para os dois problemas desta secao:

vector<int> grundy(n + 1, -1);
function<int (int)> calc = [&](int v) -> int {
if (grundy[v] != -1) return grundyl[v];

set<int> alcancaveis;
for (int u : adjlv])
alcancaveis.insert(calc(u));

int mex = O0;
while (alcancaveis.count(mex)) mex++;
return grundy[v] = mex;
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Cédigo 1.3: Template: cédlculo do valor de Grundy em um DAG com memoizagao.

Para o problema de uma tnica ficha, basta chamar calc(1) e verificar se grundy [1] ==
0. A memoizacao garante que cada vértice é processado exatamente uma vez. Um vértice
de grau de saida d insere d elementos em um conjunto e calcula o mex, que é no maximo d.
Somando sobre todos os vértices, a complexidade total é O((n + m)logm).

Problema 1.2.3

Dois jogadores jogam com n pilhas de pedras. Em cada turno, o jogador escolhe uma
pilha de tamanho s > 1 e a divide em duas pilhas de tamanhos a e b com a + b = s,
a>1eb>1. O jogador que ndo puder realizar um movimento perde (quando todas
as pilhas tém tamanho 1). Quem vence?

O jogo é a soma de n subjogos independentes, um por pilha. Precisamos calcular G(s)
para cada tamanho de pilha s. Uma pilha de tamanho 1 é terminal: G(1) = mex(0)) = 0.
Para s > 2, as divisoes alcan¢aveis sao todos os pares (a,b) com a+b=sea <b. O estado
resultante é a soma de dois subjogos com valor de Grundy G(a) & G(b):

grundy [1] = 0;

for (int s = 2; s <= maxN; s++) {
set<int> alcancaveis;
for (int a = 1; a <= s / 2; a++) {
alcancaveis.insert (grundy[al =~ grundyls - al);
}
int mex = O0;
while (alcancaveis.count(mex)) mex++;
grundy [s] = mex;
}

Cddigo 1.4: Calculo do valor de Grundy para o jogo de divisdo de pilhas.
Os primeiros valores calculados sdo:

9 10
0 1

s |1 23 45 6 7 8
Gis)[o 1. 01 0 1 0 1

Nesse caso o padrdo é simples: G(s) = (s — 1) mod 2, ou seja, pilhas de tamanho par
tém Grundy 1 e pilhas de tamanho impar tém Grundy 0. Para entender por qué, note que
ao dividir s em (a,b) com a+b = s e a < b, se s é impar entdo a e b tém paridades opostas,
logo G(a) & G(b) =061 =1 em todos os casos, e o mex de {1} é 0. Se s é par entdo a e b
tém a mesma paridade, logo G(a) ® G(b) = 0 em todos os casos, € 0o mex de {0} é 1.

Para determinar o vencedor com n pilhas, basta calcular o XOR dos valores de Grundy
de cada pilha. O primeiro jogador perde se e somente se o nimero de pilhas de tamanho par
é par. Por exemplo, com pilhas de tamanho 3 e 4: G(3) ®G(4) =0® 1 =1 # 0, portanto o
primeiro jogador vence. Com pilhas de tamanho 3 e 5: G(3) & G(5) = 0 & 0 = 0, portanto

o segundo jogador vence.
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1.3 Variacoes de Nim

H& diversas variantes do Nim, cada uma com uma analise prépria. Nessa secdo vamos
estudar trés variantes classicas.

Nim Miseéere

Problema 1.3.1

(Nim Misere) Idéntico ao Nim classico, mas agora o jogador que pegar a ultima pedra
perde.

No Nim Misere a andlise é quase idéntica a do Nim classico. A Unica diferenca relevante
ocorre nos estados finais do jogo. O resultado completo é:

e Se todas as pilhas tém tamanho < 1: o primeiro jogador perde se e somente se o
numero de pilhas de tamanho 1 é impar.

o (Caso contrario (existe pelo menos uma pilha de tamanho > 2): o primeiro jogador
perde se e somente se o nim-sum é 0.

Enquanto houver alguma pilha de tamanho > 2, o jogador com posicao vencedora segue
a estratégia do Nim classico, mantendo o nim-sum zero apds cada jogada. Ao chegar ao
estado em que todas as pilhas tém tamanho 0 ou 1, esse jogador sempre pode controlar se
o numero de pilhas de tamanho 1 restantes sera par ou impar, escolhendo esvaziar ou nao a
ultima pilha de tamanho maior que 1. Se o nimero final de pilhas de tamanho 1 for par, o
adversario ird pegar a ultima pedra e perderd, pois os dois jogadores se alternam retirando
exatamente uma pedra por turno.

int xorSum = 0, maxPilha = 0, contUm = O0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
xorSum ~= alil;
maxPilha = max(maxPilha, al[il);
if (al[i]l == 1) contUm++;
}
bool perde;
if (maxPilha == 1)
perde = (contUm % 2 == 1); // ndimero impar de pilhas de 1 =
perde
else
perde = (xorSum == 0);
cout << (perde 7?7 "segundo" : "primeiro") << " jogador vence\n";

Cébdigo 1.5: Solucao para Nim Misere.
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Staircase Nim

Problema 1.3.2

(CSES - Staircase Nim) Dois jogadores jogam em uma escada com n degraus numerados
de 1 an. Cada degrau ¢ contém a; pedras. Em cada turno, o jogador escolhe um degrau
i > 2 e move qualquer quantidade de pedras (pelo menos 1) do degrau i para o degrau
i — 1. O degrau 0 é o chao e pedras que chegam 14 sdo removidas do jogo. Quem nao
puder mover perde.

O resultado para o Staircase Nim é o seguinte: o primeiro jogador perde se e somente
se 0 XOR do niimero de pedras nos degraus impares é zero:

a1 PazPasd...=0 (7)

A Figura [4] ilustra um exemplo com 4 degraus.

Degrau4 a4 =2 | par irrelevante

--{Degrau 3 a3 =5| impar conta para o XOR

--) Degrau 2 ap =1| par irrelevante

Degrau 1 a; = 3| impar conta para o XOR

Chao (degrau 0)

a1 ®a3=3®5=06%#0 = N-posicdo (primeiro jogador vence)

Figura 4: Ilustracdo do Staircase Nim com 4 degraus. Os degraus impares (vermelho) sao os
lnicos relevantes para o nim-sum. Mover pedras de um degrau par para um impar pode ser
desfeito pelo adversario na jogada seguinte, tornando pedras em degraus pares irrelevantes.

Para entender o porqué, considere o que acontece quando um jogador move pedras
de um degrau par para o degrau impar logo abaixo. O adversario pode simplesmente
mover essas mesmas pedras do degrau impar para o degrau par logo abaixo, neutralizando
completamente o efeito sobre o XOR dos degraus impares. Portanto, qualquer jogada em
degrau par pode ser desfeita pelo adversario em um tnico movimento. O jogo se reduz ao
Nim classico jogado apenas nos degraus impares.

int xorSum = O0;
for (int i = 1; i1 <= n; i += 2) // apenas degraus impares
xorSum “= al[il;

if (xorSum == 0) cout << "segundo jogador vence\n";
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else cout << '"primeiro jogador vence\n";

Cddigo 1.6: Solugao para Staircase Nim.

k-Nim

Problema 1.3.3

Dois jogadores jogam o Nim classico com n pilhas, mas agora cada jogador pode remover
pedras de no maximo k pilhas distintas por turno. Quem ndo puder mover perde.

Para o k-Nim, vale o seguinte teorema: o segundo jogador vence se e somente se, para
todo bit de posi¢ao (b) em todas as pilhas, a soma desses bits é divisivel por k + 1.
Representando cada a; em binario, a condi¢do de derrota do primeiro jogador é:

vb e {0,1,2,...}: (Lai/2bJ mod 2) =0 (modk+1) (8)

1

n
=

Para k = 1 essa condigdo se reduz exatamente ao nim-sum ser zero, recuperando o Nim
classico. A prova do caso geral segue o mesmo esquema de trés itens: (1) o estado terminal
satisfaz a condigdo; (2) a partir de qualquer posigdo que viola alguma condi¢do, sempre
existe um conjunto de no maximo k£ movimentos que restaura todas as condigdes, com a
construgao andloga a do Nim cléssico trabalhando bit a bit; (3) a partir de qualquer posi¢ao
que satisfaz todas as condi¢Ges, qualquer conjunto de no maximo k movimentos viola pelo
menos uma condicdo, pois cada movimento altera pelo menos um bit de alguma pilha e a
soma de no maximo k alteragoes binarias nao pode manter a divisibilidade por k£ + 1 em
todos os bits simultaneamente. A prova completa pode ser encontrada em [IJ.

bool perdendo = true;
for (int b = 0; b < 30 && perdendo; b++) {
int soma = O0;

)

N o

for (int i 0; i < n; i++)
soma += (al[i] >> b) & 1;
if (soma % (k + 1) != 0) perdendo = false;
}

cout << (perdendo 7?7 "segundo" : "primeiro") <<

" jogador venceln";

Cédigo 1.7: Solucdo para k-Nim.

Resumo das condigoes de P-posicao

A tabela abaixo resume as condi¢oes de P-posicdo para as variantes estudadas:
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Jogo Condicao de P-posigao Complexidade
Nim cléssico a1 ®...®a, =0 O(n)
Nim Misere XOR = 0 (se existe pilha > 2); O(n)
ou #pilhas de tamanho 1 impar
(se todas < 1)
Staircase Nim a1 ®agPas®...=0 O(n)
k-Nim Vb:) ,a;5 =0 (mod k+1) O(nlogmax a;)

1.4 Aplicacao: jogo de divisores

Nos exemplos anteriores, o DAG de estados era dado explicitamente pelo problema. Em
varios problemas de Programacao Competitiva, porém, a dificuldade estd em identificar
qual DAG subjacente representa o jogo e como calcular os valores de Grundy de forma
eficiente para esse DAG. Vamos estudar um problema que ilustra esse processo.

Problema 1.4.1

Dois jogadores jogam em uma sequéncia de n inteiros ai,asg,...,a,. Em cada turno,
o jogador escolhe um indice i e substitui a; por qualquer divisor estrito de a; (ou seja,
qualquer divisor d com 1 < d < a;). O jogador que nao puder realizar um movimento
(quando todos os elementos forem 1) perde.

1<n<10% 1<a; <108

Cada elemento a; da sequéncia é um subjogo independente: o jogador escolhe um ele-
mento da sequéncia e o substitui por um divisor estrito. O DAG de estados de cada subjogo
tem os divisores de a; como nds e arestas de x para cada divisor estrito de . O jogo ¢é a
soma desses n subjogos, logo pelo teorema de Sprague-Grundy o primeiro jogador perde se
e somente se G(a1) ® G(az) ® ... G(ap) =0.

Resta calcular G(v) para cada valor possivel v. O estado terminal é v = 1, com G(1) = 0.
Para v > 1, os estados alcangaveis sdo todos os divisores estritos de v. Usando a fatoragiao em
primos v = pi*p5* - - - p&r, podemos notar que a sequéncia de movimentos em cada subjogo
corresponde a reduzir os expoentes dos fatores primos.

Mais precisamente, pode-se mostrar que G(v) = Q(v), onde Q(v) =e; +ea+ ...+ ¢, é
o numero de fatores primos de v contados com multiplicidade (também chamado de fung¢do
de Liouville aditiva). A prova é por indugdo: os estados alcangédveis a partir de v sdo todos
os divisores estritos d de v, que satisfazem §2(d) < (v). Portanto, o conjunto de valores de
Grundy dos sucessores é {0,1,...,Q(v) — 1}, e 0 mex é Q(v).

// Crivo para calcular o menor fator primo de cada nimero
vector<int> spf(maxN, 0); // smallest prime factor

for (int i = 2; i < maxN; i++)
if (spfl[i]l == 0)
for (int j = i; j < maxN; j += i)
if (spfl[jl == 0) spfljl = i;

// Calcular Omega(v) = nimero de fatores primos com multiplicidade
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auto omega = [&](int v) -> int {
int cnt = 0;
while (v > 1) { v /= spflv]; cnt++; }
return cnt;

s
int xorSum = O0;
for (int i = 0; i < n; i++) {
int a; cin >> a;
xorSum ~= omega(a);
}
cout << (xorSum == 0 ? "segundo" : "primeiro") << " jogador vence\n"

’

Cddigo 1.8: Solucao para o jogo de divisores.

Esse problema é um bom exemplo de como o teorema de Sprague-Grundy resolve jogos
nao triviais: identificamos os subjogos independentes, calculamos o valor de Grundy de cada
um usando uma propriedade matemaética do problema, e aplicamos o XOR para determinar
o vencedor.

Exercicios

(5.1) [Project Euler - 400]

Uma arvore de Fibonacci é uma arvore binaria definida recursivamente como:
T(0) é a arvore vazia; T'(1) é a drvore com apenas um nd; 7'(k) é a arvore cujo
no raiz tem T'(k — 1) como filho esquerdo e T'(k — 2) como filho direito.

Dois jogadores jogam nessa arvore. Em cada turno, o jogador escolhe um né e

remove esse né junto com toda a subarvore enraizada nele. O jogador que for
forcado a remover a raiz da arvore inteira perde.

Seja f(k) o nimero de jogadas vencedoras do primeiro jogador no primeiro turno
ao jogar em T'(k). Por exemplo, f(5) = 1 e f(10) = 17. Encontre f(10000) e
imprima os dltimos 18 digitos da resposta.

(5.2) [CSES - Coin Piles]

Vocé tem duas pilhas de moedas com a e b moedas cada. Em cada turno, o
jogador escolhe uma das duas opgoes: remover 2 moedas de uma pilha e 1 da
outra, ou remover 1 moeda de cada pilha. O jogador que nao puder realizar um
movimento perde. Quem vence com jogo 6timo?

1<a,b<10°

(5.3) [CSES - Staircase Nim]

Dois jogadores jogam em uma escada com n degraus. Cada degrau ¢ contém a;
pedras. Em cada turno, o jogador escolhe um degrau i > 2 e move qualquer
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quantidade de pedras (pelo menos 1) do degrau i para o degrau i — 1. Pedras
no degrau 0 sdo removidas. Quem nao puder mover perde?

1<n<2-10° 0 <a; <107

(5.4) [CSES - Grundy’s Game]

Dois jogadores alternam turnos em um jogo com uma pilha de n pedras. Em
cada turno, o jogador escolhe uma pilha com pelo menos 2 pedras e a divide
em duas pilhas de tamanhos distintos. O jogador que nao puder realizar um
movimento perde.

1 <n <10
(5.5) [Project Euler - 306: Paper-strip Game]|
(5.6) [Codeforces - 1312F]

(5.7) [CodeChef - FDIVGAME]
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2 Combinatoria e Probabilidade

Nessa se¢ao vamos explorar topicos mais avancados de combinatéria. Cobrimos os nu-
meros de Catalan, contagem de estruturas em grafos via sequéncia de Priifer, o Lema de
Burnside para contar objetos com simetrias, e uma introducdo a fungoes geradoras.

2.1 Numeros de Catalan

Os numeros de Catalan sdo uma sequéncia de inteiros positivos que aparecem surpreenden-
temente em muitos problemas de contagem combinatéria. O n-ésimo nimero de Catalan é
denotado por C), e pode ser calculado pela férmula

C":ni1<2:> 9)

Os primeiros valores dessa sequéncia sao 1,1,2,5,14,42,132,429, ...

Problema 2.1.1

(CSES - Bracket Sequences I) Quantas sequéncias de n pares de parénteses sdo validas?
Uma sequéncia é valida se cada paréntese de abertura possui um correspondente de
fechamento e os pares nao se cruzam. Por exemplo, para n = 3, as 5 sequéncias validas

sao: ((0)), OO, (OO, OCOI, OOO.

Esse é o exemplo classico dos nimeros de Catalan: a resposta para n pares de parénteses
é exatamente C,. Para entender o porqué, vamos pensar em como construir uma sequéncia
valida. Uma sequéncia de n pares pode ser vista como um abre-parénteses inicial, depois
uma sequéncia valida de k pares que esta “dentro” desse paréntese, depois o fecha-parénteses
correspondente, e por fim uma sequéncia valida com os n — 1 — k pares restantes. Isso nos
dé a recorréncia

n—1
Co=) Cr Cnap, Co=1 (10)
k=0

Essa recorréncia também aparece no problema das arvores bindrias: o niimero de arvores
binérias ordenadas com n nés onde cada né tem exatamente dois filhos ordenados (esquerdo
e direito), cada um podendo ser uma subdrvore ndo vazia ou uma folha externa vazia é
Cp. Aqui contamos os nds internos (nao-folha), e ao escolher a raiz, temos k nds internos
na subdrvore esquerda e n — 1 — k na direita, para k variando de 0 a n — 1.

1 (2n

Para provar que C,, = P ( n), usamos uma bijecdo elegante com caminhos em grade.

Uma sequéncia de parénteses com n aberturas e n fechamentos pode ser vista como um
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caminho em grade de (0,0) a (2n,0) com passos +1 (abre) e —1 (fecha). A sequéncia é
valida se e somente se o caminho nunca fica abaixo de y = 0.

O ndmero total de caminhos de (0,0) a (2n,0) é (2:) Para contar os invédlidos, usamos
o Lema da Reflexio, ilustrado na figura [5

saldo

valido

passos

reflexio] |- - —Wf--——----M - y=—1
\

\ 7 . s
N invalido

refletido

Figura 5: Lema da Reflexdo para n = 3. O caminho azul é vilido (saldo sempre > 0). O
caminho vermelho é invédlido: toca y = —1 pela primeira vez no ponto P = (1,—1). O caminho
laranja tracejado é o refletido: o prefixo até P é espelhado em torno de y = —1, mapeando
(0,0) para (0,—2), e o sufixo a partir de P permanece inalterado. Existe uma bije¢do entre
caminhos invélidos de (0,0) a (2n,0) e todos os caminhos de (0, —2) a (2n,0).

Um caminho invalido necessariamente toca y = —1 em algum momento; seja P o pri-
meiro ponto em que isso ocorre. Refletimos o prefiro do caminho a parte de (0,0) até P
em torno da reta y = —1. Como P estd em y = —1, o ponto de partida (0,0) é mapeado

para (0, —2), e o sufixo do caminho (de P até (2n,0)) permanece inalterado. Isso cria uma
bijecao entre caminhos invalidos de (0,0) a (2n,0) e todos os caminhos de (0, —2) a (2n,0).
Para contar esses caminhos, note que um caminho de (0, —2) a (2n,0) tem comprimento
2n e deve subir 2 unidades no total. Chamando de U o niimero de passos +1 e D o niimero
de passos —1, temos o sistema
U+D=2n

U-D=2 1

2n
n+1

( 2n ) = ( 2n ), podemos escrever o resultado de qualquer das duas formas. Portanto,

n+1 n—1
on () () )

Outros problemas cujas respostas sao os niimeros de Catalan incluem: triangulacoes de
um poligono convexo de n+ 2 lados, niimero de arvores binarias ordenadas com n+ 1 folhas,
e nimero de caminhos em grade de (0,0) a (n,n) que ndo cruzam a diagonal principal.

cuja solucdo ¢ U =n+1e D =n — 1. Logo ha exatamente ( ) tais caminhos. Como
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Problema 2.1.2

Dado n, calcule C,, mod (10° + 7).
1 <n <105

1

A resposta é C), = P (277:) Para calculé-la de forma eficiente, basta usar o pré-calculo

de fatoriais e inversos que vimos na secao de fundamentos:

// Assumindo fat[] e inv[] pré-calculados até 2*MAXN
11 catalan(int n) {

if (n < 0) returmn O;

// C.n o= (2n)! / ((n+1)! * n!)

return mul (fat[2*n], mul (inv[n+1], invI[n]));

Cédigo 2.1: Célculo de C,, mod p em O(1) apds pré-computagao.

Vale verificar os primeiros valores & mao. Para n = 3: C3 = i(g) = % = 5, que bate
com as b sequéncias validas ((())), (O O), (OYO, OCO), OOQO, ilustradas como
caminhos em grade na figura [6]

/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

O [(0X0)) (MO (0X40)) 000

Figura 6: As C3 = 5 sequéncias de parénteses validas com 3 pares, representadas como
caminhos em grade de (0,0) a (6,0). Cada passo para cima corresponde a “(” e cada passo
para baixo a “)”. Todos os caminhos permanecem em y > 0.

Problema 2.1.3

(CSES - Bracket Sequences II) Sua tarefa é calcular o nimero de sequéncias de parén-
teses validas de comprimento n quando um prefixo da sequéncia é dado.

Imprima a resposta médulo 107 + 7.

1 <n <106

Uma sequéncia total de comprimento n é valida se e somente se n é par e o saldo nunca
fica negativo. Chamemos de s o saldo do prefixo dado (ntimero de “(” menos nimero de
“)") apds processar os k caracteres. Se s < 0 em qualquer ponto do prefixo, ou se n for
impar, a resposta é 0 imediatamente.

Caso contrario, queremos contar os sufixos de comprimento m = n — k que (i) nunca
fazem o saldo total cair abaixo de 0, e (ii) terminam com saldo total 0. Como o prefixo
j& contribui com saldo s > 0, precisamos de um sufixo que parta de saldo s, nunca desga
abaixo de 0, e termine em saldo 0. Isso é equivalente a contar caminhos de (0, s) a (m,0)
em grade que nunca tocam y = —1.
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Pelo mesmo argumento do Lema da Reflexdo, ilustrado na figura [7, um caminho de
(0,s) a (m,0) usa U passos +1 e D passos —1 com U+ D = me U — D = —s, logo
U = (m—s)/2. O total de caminhos é (( ) /2), e os invélidos bijetam com caminhos de

(0,—s—2) a (m,0), que sio (,_ay).

m
m—s

valido

passos

p invalido

refletido

inicio do sufixo

Figura 7: Lema da Reflexdo para o Bracket Sequences II, com s = 2 e m = 6. Os caminhos
partem de (0,s) e devem chegar a (m,0) sem tocar y = —1. O caminho azul é vélido. O
caminho vermelho é invdlido: toca y = —1 pela primeira vez em P = (3,—1). O caminho
laranja é o refletido: o prefixo até P é espelhado em torno de y = —1, mapeando (0, s) para
(0, —s—2), e o sufixo a partir de P permanece igual. O nimero de caminhos invilidos de (0, s)
a (m,0) é portanto igual ao nimero total de caminhos de (0,—s — 2) a (m,0).

Portanto a resposta é

<(m1n8)/2>_((m—:)1/2—1>’ m=n—k (13)

desde que (m — s) seja par e ndo negativo; caso contrario a resposta é 0.

int n; cin >> n;
string prefix; cin >> prefix;
int k = prefix.size();
int saldo = 0;
bool invalido = false;
for (char ¢ : prefix) {
saldo += (c == (> 7 1 : -1);
if (saldo < 0) { invalido = true; break; }
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int m = n - k;
if (invalido || (m - saldo) < 0 || (m - saldo) % 2 !'= 0) {
cout << 0 << "\n";
} else {
int U = (m - saldo) / 2;
11 ans = (nck(m, U) - nck(m, U - 1) + MOD) % MOD;
cout << amns << "\n'";

Cédigo 2.2: Solucdo em O(n) para Bracket Sequences II usando o Lema da Reflexdo.

Essa solugéo roda em O(n) apds o pré-célculo de fatoriais. Note que para um prefixo
vazio (k = 0), o saldo é 0 e a férmula se reduz a (n%) - (, /;‘_1) = ()9, recuperando o
niumero de Catalan como esperado.

2.2 Variaveis Aleatérias Indicadoras e Esperanca

Nessa secdo exploramos uma técnica central em probabilidade discreta: decompor uma
variavel aleatéria complexa em uma soma de varidveis indicadoras varidveis que valem 1 se
um certo evento ocorre e 0 caso contrario. Pela linearidade da esperanca, o valor esperado
da soma ¢é a soma dos valores esperados individuais, e cada indicador tem esperanga igual
a probabilidade do evento correspondente. Essa decomposicdo frequentemente transforma
um problema dificil em vérios subproblemas simples.

Problema 2.2.1

(Classico) Em um torneio de eliminacio simples com n = 2* jogadores, dois jogadores
especificos A e B sdo sorteados aleatoriamente no chaveamento. Qual a probabilidade
de A e B se encontrarem na final?

Assuma que qualquer jogador vence qualquer partida com probabilidade %

Para resolver esse problema, calculamos a probabilidade usando probabilidade condici-
onal em duas etapas: primeiro a chance de A e B cairem em lados opostos do chaveamento,
e depois a chance de ambos chegarem a final dado que estao em lados opostos.

Etapa 1: probabilidade de ficarem em lados opostos. O chaveamento divide os
n jogadores em dois grupos de 5. Fixado A em alguma posicao, hd n — 1 posigoes restantes
para B, das quais § estdo no lado oposto ao de A. Portanto,

2

n—1

P(lados opostos) = (14)

Etapa 2: probabilidade de ambos chegarem a final dado que estao em lados
opostos. Para chegar a final, cada jogador deve vencer k — 1 = logy(n) — 1 partidas con-
secutivas, cada uma com probabilidade % Como as trajetorias de A e B sdo independentes
(estdao em lados opostos),

1
P(ambos chegam a final | lados opostos) = DT e (15)
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Combinando as duas etapas:

2 4 2
P(se encontram na final) = n/ 1 2= 7( ) (16)
n—1 n n(n —

Para n = 8, a probabilidade é % = % ~ 3.6%, bem menor do que a intui¢do inicial

poderia sugerir.

Problema 2.2.2

(Cléssico - Problema do Colecionador de Cupons) Um album tem n figurinhas distintas.
Cada vez que vocé compra um pacote, recebe uma figurinha escolhida aleatoriamente e
uniformemente entre as n. Qual o nimero esperado de pacotes que vocé precisa comprar
para completar o album?

Dividimos o processo em n fases. Na fase k (apds ter k— 1 figurinhas distintas), precisa-
mos comprar pacotes até conseguir uma figurinha inédita. Nesse momento, hé exatamente
n — k 4+ 1 figurinhas que ainda ndo temos, entdo a probabilidade de qualquer pacote ser
inédito é p = "‘T]“H O nuamero de pacotes nessa fase segue uma distribuicdo geométrica de
pardmetro p, cujo valor esperado é % = T

Pela linearidade da esperanca, o niimero total esperado de pacotes é a soma das espe-
rancas de cada fase:

- n 1
E[T]—;n_kH—n;A—n H, (17)
onde H, =1+ % + % 4+ 4 % é 0 n-ésimo numero harmoénico. Para n = 100, sdo
necessarios em média 100 - Higg ~ 519 pacotes.
Esse resultado tem uma interpretacdo computacional importante: o nimero esperado
de amostras aleatérias com repeticao necessarias para cobrir um universo de n elementos é

O©(nlogn).

Problema 2.2.3

Vocé joga um dado de 6 faces repetidamente. Qual o valor esperado de jogadas até que
vocé tenha visto todos os 6 valores pelo menos uma vez?

Pelo resultado anterior com n = 6:

1 1 1 1 1 49 147
E[T]—6<1+2+3+4+5+6>—6~20—10—14.7 (18)

Problema 2.2.4

Vasya tem n cartas com nimeros de 1 a n em ordem aleatéria. Ele as vira uma por uma.
Dizemos que a i-ésima carta é notdvel se ela for maior que todas as cartas anteriores.
A primeira carta é sempre notavel.

Qual o valor esperado do ntimero de cartas notaveis?
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Definimos X; como a varidavel aleatéria indicadora de que a i-ésima carta é notavel.
A carta i é notavel se ela for o maximo entre as ¢ primeiras cartas, o que acontece com
s 1 . . ..
probabilidade ¢ (pois qualquer das 4 cartas pode ser o maximo).
Pela linearidade da esperanca:

B x| =31 =H, (19)

Novamente o niimero harménico! Para n = 1000, o niimero esperado de cartas notaveis
é HlOOO =~ 7.49.

Problema 2.2.5

(Cléssico - Passeio Aleatério) Uma formiga comega no vértice 0 de uma reta e a cada
segundo se move uma posi¢ao para a esquerda ou direita com igual probabilidade. Qual
a probabilidade de a formiga estar na origem apods exatamente 2n passos?

Para retornar a origem em 2n passos, a formiga deve dar exatamente n passos para a
direita e n para a esquerda. O niimero de sequéncias possiveis de 2n passos é 22", e as que
N . ~ 2
resultam em retorno a origem sao (:) Portanto,

ey o)

4n \/Tn

onde a aproximacao segue da féormula de Stirling. Um resultado famoso do passeio
aleatério é que em uma dimensdo, a formiga retorna & origem com probabilidade 1 (o
passeio é recorrente).

P(retorno em 2n passos) =

Vale notar a conexdo com os niimeros de Catalan que vimos anteriormente. Se contarmos
apenas os caminhos de comprimento 2n que retornam & origem sem nunca ter saldo negativo
ou seja, a formiga nunca vai para y < 0 esses caminhos correspondem exatamente as
sequéncias de parénteses validas com n aberturas e n fechamentos. Pelo Lema da Reflexao,
o numero de tais caminhos é C,, = (27?) - (n2f”1). A probabilidade de um passeio aleatorio
de comprimento 2n retornar a origem permanecendo sempre nao-negativo é portanto

2n
Gt G (21)
4n n+1 47

que para n grande se aproxima de , decaindo muito mais rapido do que a

1
(nt1)vmn
probabilidade de simples retorno a origem.

2.3 Contagem em Grafos

Nessa se¢ao vamos estudar como contar estruturas em grafos, com foco em arvores rotuladas
e a poderosa ferramenta da sequéncia de Priifer.
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2.3.1 Foérmula de Cayley e Sequéncia de Priifer

Ja vimos na secao anterior a formula de Cayley para florestas. O caso especial mais famoso
¢é o seguinte resultado:

Teorema de Cayley: O ntimero de arvores rotuladas com vértices {1,2,...,n} é n"» 2.

A prova desse resultado usa a sequéncia de Priifer, que construiremos a seguir. A ideia
¢ mostrar uma bijecdo entre arvores rotuladas com n vértices e sequéncias de comprimento
n — 2 com elementos em {1,...,n}: como h4 exatamente n" 2 tais sequéncias, o teorema
segue diretamente.

Por exemplo, para n = 4, temos 42 = 16 4rvores distintas. Elas estdo todas ilustradas

abaixo, com sua respectiva sequéncia de Priifer:

Q ©
-0 DD oeee
®
[4,1] [4,2] [4,3] [4,4]
Q ©
OO0 T O-O--@
®
[3,1] [3,2] [3,3] [8:4]
Q O
OO0 @ DD OO0
®
[2,1] [2,2] [2,3] [2,4]
aQ ©
o -0 OO0 OO0
®

[1,1] [1,2] [(1,8] [1,4]

Construindo a sequéncia de Priifer a partir de uma arvore:

Dada uma arvore com n vértices, repetimos o seguinte processo n — 2 vezes: encontre
a folha (vértice de grau 1) de menor nimero, adicione o nimero de seu dnico vizinho a
sequéncia, e remova essa folha da arvore. A sequéncia resultante tem comprimento n — 2 e
é a sequéncia de Priifer da arvore. A figura [§l mostra um exemplo com 6 vértices.

vector<int> prufer_encode(vector<vector<int>>& adj, int n) {
vector<int> deg(n + 1, 0), seq;

for (int i = 1; i <= n; i++) degli] = adjl[i].size();
priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> leaves;
for (int i = 1; i <= n; i++) if (degl[i] == 1) leaves.push(i);

for (int step = 0; step < n - 2; step++) {
int leaf = leaves.top(); leaves.pop();
int parent = -1;
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for (int x : adjl[leaf]) if (deglx] > 0) { parent = x; break;
}
seq.push_back (parent) ;
degl[leaf] = 0;
deg[parent]--;
if (deglparent] == 1) leaves.push(parent);
}

return seq;

Cddigo 2.3: Construgao da sequéncia de Priifer a partir de uma arvore.

Sequéncia de Priifer: [4, 4, 4, 5]

Figura 8: Arvore com 6 vértices e sequéncia de Priifer [4,4,4,5].

Uma propriedade fundamental da sequéncia de Priifer é que os vértices de grau 1 (folhas)
nunca aparecem nela. Isso porque uma folha s6 é removida quando é a menor folha dispo-
nivel, e nesse momento seu Unico vizinho que é adicionado & sequéncia. A tnica excecdo
seria quando vértice n (o maior vértice) tem grau 1, mas ele nunca aparece na sequéncia.

Dessa observacao segue uma propriedade mais forte: o grau de cada vértice v na arvore
¢é exatamente 1+ a, onde a é o nimero de vezes que v aparece na sequéncia de Prifer. Isso
porque v é removido da arvore em um tnico momento (quando se torna folha) e cada vez
que aparece na sequéncia corresponde a uma aresta com um filho que foi removido antes
dele. Na figura [8| por exemplo, o vértice 4 aparece 3 vezes na sequéncia [4,4,4,5], logo
deg(4) = 14 3 = 4; o vértice 5 aparece 1 vez, logo deg(5) = 14 1 = 2; e os vértices 1, 2,
3 e 6 nao aparecem, confirmando que sdo folhas com grau 1. Assim, a sequéncia de Priifer
carrega toda a informacao de grau da arvore, o que garante que a decodificagdo é tnica:
dada uma sequéncia, existe exatamente uma arvore que a gera.
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Reconstruindo a arvore a partir da sequéncia de Priifer:

Dada uma sequéncia de Priifer de comprimento n — 2, reconstruimos a arvore de forma
andloga: mantemos o conjunto de candidatos a folha (vértices que ndo aparecem mais na
sequéncia restante). A cada passo, o menor candidato a folha é conectado ao préximo
elemento da sequéncia, e ambos sdo removidos de seus respectivos conjuntos.

vector<pair<int,int>> prufer_decode(vector<int>& seq, int n) {
vector<int> deg(n + 1, 1);
for (int x : seq) deglx]++;
priority_queue<int, vector<int>, greater<int>> leaves;
for (int i = 1; i <= n; i++) if (degl[i] == 1) leaves.push(i);
vector<pair<int,int>> edges;
for (int x : seq) {
int leaf = leaves.top(); leaves.pop();
edges.push_back ({leaf, x1});

degl[x]--;
if (deglx] == 1) leaves.push(x);
}
// 4ltima aresta comecta os dois wértices restantes
int u = leaves.top(); leaves.pop();
int v = leaves.top(); leaves.pop();

edges .push_back ({u, v});
return edges;

Cddigo 2.4: Reconstrugao da arvore a partir da sequéncia de Priifer.

Como a codificacdo e a decodificagao sao inversas uma da outra, temos uma bijecao entre
o conjunto de arvores rotuladas com n vértices e o conjunto de sequéncias de comprimento
n — 2 sobre {1,...,n}. Como hé exatamente n"~2 tais sequéncias, o Teorema de Cayley
estd provado.

Problema 2.3.1

Quantas arvores rotuladas com n vértices existem tal que os vértices v1,vs, ..., v tém
graus di,do, . .., dg respectivamente?

Pela propriedade da sequéncia de Priifer, o vértice v; deve aparecer exatamente d; — 1
vezes na sequéncia de comprimento n — 2. Sendo S = Zle(di — 1), isso equivale ao total
de posicoes que os k vértices ocupam na sequéncia. Assim, queremos contar as sequéncias
em que cada v; ocupa exatamente d; — 1 posigoes e as n — 2 — S posicoes restantes sao
preenchidas livremente.

Para contar essas sequéncias, primeiro escolhemos as S posigoes e depois permutamos
os k vértices nelas (com repetigdo):

n—2\ S| _ (n—2)!
< 5 > [Ty (di — 1) T (d = 1) (n—2— 9)! (22)

Cada uma das n — 2 — S posigoes livres pode ser preenchida por qualquer dos n — k
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vértices sem grau fixado, de forma independente, dando (n — k)”*Q*S possibilidades. O
nimero total de arvores é portanto

k
(n—2)! —2—5
“(n—k)" , S = di —1 23)
Mo n-2-sy " " Z( ) (
desde que S < n—2 e todos os d; > 1. Como verificagdo, tomemos n =5, k=1, d; = 2:
temos S = 1 e a féormula da %’2!'42:3-16:48.

2.3.2 Contagem de Arvores Enraizadas

Uma &arvore enraizada é uma arvore em que um vértice especial é designado como raiz.
Qualquer arvore ndo enraizada com n vértices pode ser enraizada de n formas diferentes
(uma para cada escolha de raiz). Portanto, o nimero de arvores enraizadas rotuladas com

n vértices é n - n" 2 =pn1L,

Problema 2.3.2

(Classico) Quantas arvores rotuladas com n vértices existem tal que o vértice 1 e o
vértice 2 sdo adjacentes e deg(1) = 17

Queremos arvores onde 1 é folha e seu Unico vizinho é 2. A ideia é remover o vértice 1
e a aresta (1,2): o que sobra é uma arvore arbitraria sobre os n — 1 vértices {2,3,...,n},
onde 2 pode ter qualquer grau. Essa operagao é uma bijecdo: dado qualquer arvore sobre
{2,...,n}, basta pendurar 1 em 2 para obter uma arvore sobre {1,...,n} com deg(1l) =1
e 2 como vizinho de 1. Pelo Teorema de Cayley, o nimero de arvores rotuladas com n — 1
vértices é (n — 1)"73.

Para verificar: com n = 4, a férmula d4 (4 — 1)473 = 3! = 3. As trés drvores rotuladas
sobre {2,3,4} sdo distinguidas pelo vértice central: (i) 2 é central, com arestas {2,3} e
{2,4}; (ii) 3 é central, com arestas {2,3} e {3,4}; (iii) 4 é central, com arestas {2,4} e
{3,4}. Pendurando 1 em 2 em cada caso, obtemos exatamente 3 arvores sobre {1,2,3,4}
com deg(1) =1 e (1,2) como aresta, confirmando o resultado.

Problema 2.3.3

(Cléssico) Vocé tem um grafo completo com n vértices. Quantas florestas enraizadas
rotuladas existem com exatamente k componentes conexas?

Uma, floresta com n vértices e k componentes tem necessariamente n — k arestas, pro-
priedade analoga ao fato de que uma arvore com n vértices tem n — 1 arestas. Queremos
contar essas florestas usando a generalizacao da férmula de Cayley.

Pela férmula de Cayley generalizada para florestas, o nimero de florestas com n vértices
e k raizes fixadas é k-n""*~1. No entanto, se ndo fixamos quais sdo as k raizes, precisamos
escolhé-las: ha (Z) formas de escolher os k vértices que serao raizes. Portanto, a resposta é

(Z) kRl (24)
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Note que para k = 1 a férmula da (Tf) -1-n"2 =n""1 que é o ntimero de arvores enrai-
zadas rotuladas com n vértices, consistente com o fato de que uma floresta de componente
tnica é uma arvore, e cada uma das n” 2 4rvores niao enraizadas pode ser enraizada em n
vértices distintos.

2.4 Lema de Burnside e Teoria de Pdlya

Em varios problemas de contagem, dois objetos sdo considerados iguais se um pode ser
obtido do outro por alguma simetria.

2.4.1 Lema de Burnside

Seja G um grupo de simetrias que age sobre um conjunto X de objetos. O Lema de Burnside
diz que o ntimero de érbitas (classes de equivaléncia) de X sob a agao de G é

X/G| = |é| 31X (25)

geG

onde X9 = {zx € X : g(x) = x} é o conjunto de elementos de X fixados pela simetria g,
ou seja, que nao mudam quando aplicamos g.

Em termos praticos: para contar objetos distintos médulo um grupo de simetrias, so-
mamos, para cada simetria g do grupo, quantos objetos sao fixados por g, e dividimos pelo
tamanho do grupo.

Problema 2.4.1

(CSES - Counting Necklaces) Quantos colares distintos existem com n contas, onde
cada conta pode ter k cores possiveis? Dois colares sdo o mesmo se um pode ser obtido
do outro por rotagao.

O conjunto X sdo todos os colares com cores fixas, ou seja, | X| = k™. O grupo de
simetrias G s@o as n rotagoes possiveis (rotagao de 0,1,2,...,n — 1 posigoes).

Para a rotacdo de r posigoes, um colar é fixado se e somente se ele é periédico com
periodo ged(r,n). Ou seja, as contas se repetem em blocos de tamanho ged(r,n), e hé
ksed(rn) colares fixados por essa rotacao.

Pelo Lema de Burnside, o niimero de colares distintos é

1 n—1
- Z fecd(rn) (26)
n r=0

11 burnside_necklace (1l n, 11 k) {
11 ans = 0;
for (11 r = 0; r < n; r++) {
ans = (ans + modpow(k, __gcd(r, n))) % MOD;
}
return ans * modpow(n, MOD - 2) 7% MOD;
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Cédigo 2.5: Contagem de colares distintos com n contas e k cores usando Burnside.

Por exemplo, para n = 4 e k = 3, a rotacdo 0 fixa 3% = 81 colares, as rotacoes 1 e 3
fixam 3' = 3 cada, e a rotacdo 2 fixa 3% = 9.
Total: (81 +3 49+ 3)/4 =96/4 = 24 colares distintos.

Problema 2.4.2

Quantos colares distintos existem com n contas, onde cada conta pode ter k cores
possiveis? Dois colares sdo o mesmo se um pode ser obtido do outro por rotacio ou
reflexdo.

Agora o grupo de simetrias inclui tanto as n rotagdes quanto as n reflexdes (o grupo
diedral D,, de ordem 2n).

Para as rotacdes, o calculo é idéntico ao anterior: a rotacdo de r posicoes fixa kgd(n)
colares.

Para as reflexées, o calculo depende da paridade de n:

e Se n é impar: todas as n reflexdes passam por um vértice e o meio da aresta oposta.
Cada reflexdo fixa uma conta e emparelha as demais, resultando em k("+1)/2 colares
fixados por cada reflexdo. A contribuicdo total das reflexdes é n - k(+1)/2,

e Se n é par: n/2 reflexdes passam por dois vértices opostos, fixando k™21 colares
cada, e n/2 reflexdes passam por dois pontos médios de arestas opostos, fixando /2
colares cada. A contribuigao total das reflexdes é 7 - En/2Hl 4 5 kn/2.

Aplicando o Lema de Burnside com o grupo diedral, o niimero de colares distintos é

n—1

1

o (Z k&4 4 contribuicao das reﬂexées) (27)
r=0

Para fixar a ideia, vamos trabalhar o exemplo n =4 e k = 2 (cores preta e branca) com
a conta completa. O grupo diedral D4 tem 8 simetrias: 4 rotacoes e 4 reflexoes.

Para as rotacoes: a rotacdo 0 fixa 2% = 16 colares, as rotacoes 90 e 270 fixam 2! = 2
cada, e a rotacao 180 fixa 22 = 4 colares.

Para as reflexdes, como n = 4 é par, as 2 reflexées por eixo que passa por 2 vértices
opostos fixam 23 = 8 colares cada, e as 2 reflexdes por eixo que passa pelos meios de arestas
opostos fixam 2% = 4 colares cada.

Total pelo Lema de Burnside:

1 48
gUO+2+4+2+8+8+4+4)= =6 (28)

Os 6 colares distintos com 4 contas pretas (P) e brancas (B), obtidos pelo Lema de
Burnside com o grupo diedral Dy, estdo ilustrados na figura [9) Contas em preto = P e
contas em branco = B.
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Figura 9: Os 6 colares distintos estao ilustrados acima.

Além disso, vale mencionar que a solucdo apresentada para o CSES - Counting Necklaces
roda em O(n), o que é suficiente para os limites do problema. No entanto, é interessante
notar que podemos otimizar ainda mais agrupando os valores de r por valor de ged(r,n),
0 que se torna essencial quando n é muito grande. Para cada divisor d de n, o nimero de
valores de r € [0,n — 1] com ged(r,n) = d é ¢(n/d), onde ¢ é a fungdo totiente de Euler. A
férmula se torna

LS blnfd) -k 29)
dln

Isso reduz o niimero de termos de n para o nimero de divisores de n, tornando a solucao
muito mais eficiente para n grande.

11 phi(11 n) {

11l result = n;
for (11 p = 2; p * p <= n; p++) {
if (n % p == 0) {
while (n % p == 0) n /= p;
result -= result / p;
}
}
if (n > 1) result -= result / n;

return result;

3

11 burnside_fast (1l n, 11 k) {
11 ans = 0;

for (11 d = 1; 4 * d <= n; d++) {
if (n % d == 0) {
ans = (ans + phi(n / d) % MOD * modpow(k, d)) % MOD;
if (d '=n / d)
ans = (ans + phi(d) % MOD * modpow(k, n / d)) % MOD;
}
}

return ans % MOD * modpow(n, MOD - 2) % MOD;

Cédigo 2.6: Contagem de colares usando Burnside com agrupamento por ged.
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2.4.2 Teoria de Pdlya

A Teoria de Pélya é uma extensao do Lema de Burnside que vai além da simples contagem:
ela produz um polinémio gerador que descreve como os objetos se distribuem de acordo
com suas composi¢des. Isso permite, por exemplo, responder ndo apenas quantos colares
distintos existem com k cores, mas quantos existem com ezatamente a; contas da cor 1, as
da cor 2, e assim por diante.

A ferramenta central é o enumerador ciclico de indices (cycle index) de um grupo G
agindo sobre n posicoes. Para cada simetria g € GG, decompomos as n posi¢ées em ciclos
disjuntos: se g tem c¢1(g) ciclos de comprimento 1, ¢a(g) ciclos de comprimento 2, e assim
por diante, o cycle index é

1 S )
Z(G; 81,82, ...,8n) = @ Z 311(9)522(9) cgon(9) (30)
geG

O Teorema de Pélya diz que, se substituirmos cada s; por >, w,{ , onde w; é 0 peso
da cor i, o resultado é a funcao geradora que conta os objetos distintos por composicao de
cores. Em particular, substituindo s; = k para todo j (cores intercambidveis), recuperamos
a férmula de Burnside: o niimero total de objetos distintos com k cores é Z(G; k, k, ..., k).

Para o grupo ciclico C,, das rotacées de um colar de n contas, os ciclos da rotacao
de r posigoes tém todos o mesmo comprimento n/ ged(r,n), com ged(r,n) ciclos no total.
Portanto o cycle index é

n—1

1 cd(r,n
Z(Cn;sla" '7STL) = ﬁ —~ Si/g(cd(7)“7n) (31)

Problema 2.4.3

Quantos colares distintos com 6 contas existem usando exatamente 2 contas vermelhas,
2 azuis e 2 verdes, considerando apenas rotacoes?

Pelo Teorema de Polya, substituimos s; = rJ + b + ¢ no cycle index de Cg, onde r, b,
g sao varigveis formais representando as trés cores. A resposta sera o coeficiente de r2b?g>
no polinémio resultante.

O cycle index de C§ é calculado agrupando as 6 rotagdes por tipo de ciclo. A rotagdo
0 ndo move nada, gerando 6 ciclos de comprimento 1. As rotacgoes 1 e 5 giram todas as 6
contas num unico ciclo. As rotac¢des 2 e 4 criam 2 ciclos de comprimento 3, e a rotagao 3
cria 3 ciclos de comprimento 2. Portanto:

1
Z(Cg) = G (s8 + 256 + 253 + s3) (32)

Agora substituimos s; = 7+ + ¢/ em cada termo e extraimos o coeficiente de r2b%g2.

O tnico termo que contribui é s? = (r+b+g)%, cujo coeficiente é o multinomial %:2, = 90,

2 2 . . s ! ~
e s5 = (r? + b + ¢?)3, cujo coeficiente é % = 6. Os termos sg e s3 ndo produzem o

mondmio r2b?¢g? pois suas poténcias sao maiores que 2. O resultado é
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1 96
6(90+0+0+6):€:16 (33)
Para comparacdo, a férmula de Burnside simples com k = 3 cores contaria todos os
colares independentemente da composi¢dao, dando w = 130 colares distintos
no total. A Teoria de Pélya nos permite extrair a contagem para uma composicao especifica,

o que Burnside sozinho nao consegue fazer.

2.5 Introducao a Fung¢oes Geradoras

Fungoes geradoras s@o uma ferramenta que transforma problemas de contagem em pro-
blemas de algebra de polindmios. A ideia central é representar uma sequéncia de inteiros

ap, a1, as, ... como os coeficientes de uma série de poténcias formal:
A(z) = ap + a1z + agz® + azz® + -+ = E anz" (34)
n>0

O z aqui é apenas um marcador formal: ndo nos preocupamos com convergéncia, e x
nunca recebe um valor numérico. O que importa é que operagoes algébricas sobre fungoes
geradoras correspondem a operagoes combinatérias sobre as sequéncias que elas codificam.

A operacdo mais importante é o produto. Se A(x) conta de quantas formas escolher k
objetos de um tipo A, e B(x) conta de quantas formas escolher j objetos de um tipo B,
entao o coeficiente de ™ no produto A(x)- B(x) conta de quantas formas escolher n objetos
no total, somando sobre todas as formas de dividir n entre os dois tipos. Formalmente:

n
2" A(z) - B(z) = ag - bns (35)
k=0
Essa operacao é chamada de convolugdo e ela aparece naturalmente sempre que combi-
namos escolhas independentes.

2.5.1 Fungoes Geradoras Ordinarias

As fungoes geradoras ordindrias (OGF) sdo a forma mais direta: A(xz) = > apz™, onde ay,
conta objetos indistinguiveis de tamanho n. O exemplo mais simples é a série geométrica:
se podemos usar 0,1,2,... objetos de um certo tipo, a fun¢do geradora correspondente é

l+z+ai+.. = (36)

1—=x
1

e se cada objeto tem tamanho c, a série vira ;—.

Problema 2.5.1

(CSES: Coin Combinations I) Vocé tem um sistema monetario com ¢ moedas, cada
uma com um valor inteiro positivo. Calcule o nimero de formas distintas ordenadas de
produzir a soma n usando as moedas disponiveis. Duas formas que usam as mesmas
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moedas em quantidades iguais, mas em ordens diferentes, sdo consideradas distintas.
Imprima a resposta médulo 107 + 7.

Quando a ordem importa, cada sequéncia de comprimento ¢ de moedas que soma n é
contada. A funcio geradora correspondente ndo é um produto independente por moeda:
cada posicdo da sequéncia pode ser qualquer moeda, e a funcdo geradora de uma unica
posicdo é M (z) = z° + 2% +- - -4+ 2. Uma sequéncia de exatamente ¢ posigoes tem fungao
geradora M (z)¢. Somando sobre todos os comprimentos possiveis, chegamos em

1
2 M@ = 3 (37)

>0
e a resposta ¢ o coeficiente de 2™. Chamemos essa funcao geradora de F(z) = 1— Al/[(x)
Podemos reescrevé-la como
F(x) =14 F(z)- M(x) (38)

Chamando de dp[n] o coeficiente de =™ em F(zx), essa equagao nos diz que para formar
o termo z™ em F'(x), pegamos o termo "~ % de F(z) e multiplicamos por z¢, para cada
moeda ¢;. O caso base é o 1, que diz que dp[0] = 1 (hé exatamente uma forma de formar a
soma 0: ndo usar nenhuma moeda). Isso nos dé a recorréncia

t

dpln] = 3" dpln — ] (39)

i=1

que se traduz diretamente na DP dp[j] += dp[j — ¢;] para cada ¢;, iterando j no loop
externo e as moedas ¢ no loop interno. Isso garante que todas as ordenagbes sejam contadas,
pois para cada valor de j consideramos todas as moedas possiveis como tltimo elemento da
sequéncia.

Problema 2.5.2

(CSES - Coin Combinations IT) Vocé tem um sistema monetario com ¢ moedas, cada
uma com um valor inteiro positivo. Calcule o ntimero de formas distintas nao ordenadas
de produzir a soma n usando as moedas disponiveis. Duas formas que usam as mesmas
moedas em quantidades iguais, mas em ordens diferentes, sdo consideradas iguais.
Imprima a resposta médulo 107 + 7.

A funcdo geradora para as moedas de valor ¢; é 1%3;%, pois podemos usar 0,1,2,...
moedas desse tipo, gerando as somas 0, ¢;, 2¢;, 3¢;, . . . Como as escolhas de cada denominacao
sao independentes entre si, a fungdo geradora total é o produto sobre todos os tipos:

i=1



32 Martiniano e Usberti

Para extrair a recorréncia, ndo expandimos esse produto de uma vez. Adicionamos uma
moeda por vez. Suponha que Fyeno(z) é a fungdo geradora usando as primeiras k — 1
moedas. Ao incluir a k-ésima moeda cg, obtemos

1

Fnovo(x) = Fvelho(x) : 1 — 2o (41)
= Fnovo(x) = Fvelho(l‘) + Fnovo(x) - xh (42)

Chamando dp[n] o coeficiente de " em Fyoyo():
dpnovo [n] = dpvelho [n] + dpnovo [n - Ck] (43)

O ntimero de formas de formar a soma n usando as k primeiras moedas ¢ igual ao nimero
de formas sem usar a moeda c¢; mais o nimero de formas de chegar em n — ¢ ja tendo
¢, disponivel. Na pratica, usamos um tnico vetor dp e atualizamos in-place, o que exige
processar uma moeda inteira por vez: a DP é dp[j] += dp[j — ¢;] para cada ¢;, iterando as
moedas no loop externo e j no loop interno. O caso base é dp[0] = 1.

2.5.2 Funcgoes Geradoras Exponenciais

Quando os objetos sdo distinguiveis, como elementos de uma permutacdo onde importa
qual elemento estd em qual posicdo, a convolugao ordinaria nao captura o problema corre-
tamente, pois ela ndo leva em conta que estamos escolhendo quais objetos vao para cada
parte. A solucdo é usar fungoes geradoras exponenciais (EGF), que inserem um fator n! no
denominador:

Az) =) an% (44)

n>0

O produto de duas EGFs tem uma propriedade diferente da OGF: o coeficiente de x™ /n!
em /l(a:) - B () € > g (Z) apbp—r. O fator (Z) aparece naturalmente porque, ao combinar
k objetos do tipo A com n — k do tipo B, precisamos escolher quais dos n objetos vao para
cada parte, o que é exatamente a convolucdo binomial.

A EGF mais famosa é e* = ) -, 2"/n!, que corresponde & sequéncia a,, = 1 e tem a
interpretacio de conjunto: hi exatamente 1 conjunto com n elementos distinguiveis quais-
quer, independentemente de n.

Problema 2.5.3

Quantas permutagoes de n elementos existem com exatamente k pontos fixos?

Um ponto fixo é um elemento ¢ tal que p(i) = i. Vimos anteriormente que o ntimero
de permutagoes sem nenhum ponto fixo sdo os desarranjos D,, = n! Z?ZO(—l)j /jl. A EGF
dos desarranjos é
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e*I
T (45)

Para construir uma permutagdo com exatamente k pontos fixos, escolhemos quais k
elementos serdo fixos e organizamos os n — k restantes como um desarranjo. A EGF da
parte dos pontos fixos é %I,c (exatamente 1 forma de fixar k elementos distinguiveis, e o
k! vem da normalizagdo). Pelo produto de EGFs, a fungao geradora de permutagoes com

exatamente k pontos fixos é

E'D(l’)

(46)

e o coeficiente de z"/n! nesse produto é (Z) D,,_i: escolhemos k dos n elementos para
serem pontos fixos e desarranjamos os restantes. Para k = 0, recuperamos D,,, consistente

com a definicdo.

2.5.3 Multiplicagao de Polinémios com NTT

Em muitos problemas de fungoes geradoras precisamos calcular produto de dois polinémios

de grau O(n).

A multiplicagdo ingénua leva O(n?), que pode ser ruim. A solucio é a

Transformada Répida de Fourier (FFT), que computa o produto em O(nlogn).

A ideia da FFT é explorar que multiplicacdo de polinémios no dominio dos coeficientes
equivale a multiplicagdo ponto a ponto no dominio dos valores. Avaliamos A(x) e B(x)
em N = 2[log2(n+m+1] 5ontos escolhidos como raizes da unidade, multiplicamos ponto a
ponto em O(N), e depois interpolamos o resultado de volta para os coeficientes, tudo isso

em O(Nlog N).

Aqui, para evitar problemas de precisdo com ponto flutuante, usa-se a Transformada
Teorica de Nimeros (NTT), que opera inteiramente sobre Z, para um primo especial p. O

primo 998244353 é o mais comum.

Problema 2.5.4

(CSES - Apples and Bananas) Dados dois polinémios A(x) =

> ko bja?, caleule C(z) = A(x) - B(x).
n,m < 2-10°.

const int MOD = 998244353, g = 3;
11 modpow(ll a, 11 b, 11 mod) {
11 res = 1; a %= mod;
for (; b > 0; b >>= 1) {

if (b & 1) res =
a * a % mod;

res * a % mod;
a=

}

return res;
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void ntt(vector<l1ll>& a, bool inv) {
int n = a.size();
for (int i = 1, j = 0; i < n; i++) {
int bit = n >> 1;
for (; j & bit; bit >>= 1) j ~= bit;
j = bit;
if (i < j) swap(alil, aljl);

for (int len = 2; len <= n; len <<= 1) {
11 w = inv ? modpow(g, MOD-1-(MOD-1)/len, MOD)
modpow (g, (MOD-1)/len, MOD);
for (int i = 0; i < n; i += len) {
11 wn = 1;
for (int j = 0; j < len/2; j++, wn = wn*xw/MOD) {
11 u = ali+jl, v = ali+j+len/2]*wn’MO0OD;
ali+j] = (u+v)%MOD;
ali+j+len/2] = (u-v+MOD)%MOD;

}
}
if (inv) {
11 n_inv = modpow(n, MOD-2, MOD);

for (auto& x : a) x = x * n_inv % MOD;
}
¥
vector<11l> multiply(vector<ll> a, vector<1ll> b) {
int result_size = a.size() + b.size() - 1;
int n = 1; while (n < result_size) n <<= 1;

a.resize(n); b.resize(n);

ntt(a, false); ntt(b, false);

for (int i = 0; i < n; i++) al[i] = ali] * b[i] % MOD;
ntt(a, true);

a.resize(result_size);

return a;

Cédigo 2.7: NTT para multiplicacao de polindmios médulo um primo.

Exercicios

(3.1) [CSES - Bracket Sequences I]
Quantas sequéncias de n pares de parénteses sao validas?

Imprima a resposta médulo 10° + 7.

(3.2) [CSES - Bracket Sequences II]
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Vocé recebe uma string que representa o inicio (prefixo) de uma sequéncia de
parénteses. De quantas formas existem de terminar de preencher essa string
para que ela se torne uma sequéncia de parénteses valida?

Imprima a resposta médulo 107 + 7.

(3.3) [CSES - Counting Necklaces|

Quantos colares distintos existem com n contas e k cores, onde dois colares sdao
o0 mesmo se um pode ser obtido do outro por rotagao?

Imprima a resposta médulo 109 + 7.

(3.4) [CSES - Counting Grids]

Quantas grades nxn distintas existem onde cada célula pode ser preta ou branca,
onde duas grades sdo iguais se uma pode ser obtida da outra por rotagao de 0,
90, 180 ou 2707

Imprima a resposta médulo 109 + 7.
(3.5) [CSES - Counting Tilings|
Quantas formas existem de cobrir um grid n x m com dominds (1 x 2 ou 2 x 1)?

Imprima a resposta médulo 109 + 7.

(3.6) [CSES - Apples and Bananas]|

Dados dois polinémios A(z) = > 3i'a;z’ e B(x) = Y7L bjal, calcule C(z) =
A(z) - B(z).

(3.7) [Exercicio]

Quantos colares distintos existem com n contas e k cores, considerando que dois
colares sao iguais se um pode ser obtido do outro por rotacao ou reflexao?

Imprima a resposta médulo 10° + 7.

(3.8) [Exercicio]

Um grafo de n vértices e m arestas é dado. Vocé deve atribuir cores aos vértices
tal que, para todo par de vértices u e v conectados por uma aresta, |cor(u) —
cor(v)| = 1. Quantas formas distintas existem de fazer isso médulo 109 4 77

(3.9) [CSES - Graph Paths I]

Vocé tem um grafo direcionado com n vértices e m arestas. Quantos caminhos
de comprimento k existem do vértice 1 ao vértice n?

Imprima a resposta médulo 10° + 7.

(3.10) [Exercicio]

Vocé tem uma sequéncia de n inteiros. Vocé quer saber quantos subarrays
(subconjuntos contiguos de elementos consecutivos) dessa sequéncia tém a soma
de seus elementos divisivel por k.

Imprima a resposta médulo 10° + 7.
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3 Grafos Direcionados

Um grafo direcionado é um grafo em que cada aresta possui uma direcao.

3.1 Ordenacao Topoldgica

A ordenagdo topoldgica de um DAG é uma listagem de seus vértices tal que, para toda
aresta (u,v), o vértice u aparece antes do vértice v na listagem. Ela é definida apenas
para DAGs, pois a presenca de um ciclo tornaria impossivel ordenar os vértices de forma

consistente com todas as arestas.

Problema 3.1.1

(CSES - Course Schedule) Vocé tem n disciplinas e m pré-requisitos. Cada pré-requisito
é da forma (a,b), indicando que a disciplina a deve ser cursada antes da disciplina b.
Encontre uma ordem para cursar todas as disciplinas respeitando todos os pré-requisitos,
ou diga que é impossivel.

Uma ordenacao topoldgica: 1 -2 —-3 —+4 —5—6

Figura 10: Exemplo de DAG com uma ordenagdo topolégica. O vértice 1 possui grau de
entrada 0 e é o ponto de partida natural.

Esse problema é um exemplo classico de ordenacao topolégica. Modelamos as disciplinas
como vértices e os pré-requisitos como arestas direcionadas: se a deve ser cursada antes de
b, adicionamos a aresta (a,b). Uma ordenagao topoldgica desse grafo, como a ilustrada na
Figura fornece a ordem desejada. Se o grafo contém um ciclo, é impossivel satisfazer
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todos os pré-requisitos.

Um algoritmo simples para encontrar a ordenagao topoldgica é baseado no conceito de
grau de entrada de um vértice, que € o niimero de arestas que chegam nele. Observe que todo
DAG possui pelo menos um vértice com grau de entrada 0. Esse vértice pode ser colocado
primeiro na ordenacéo, pois ndo depende de nenhum outro. Ao remové-lo do grafo, o grafo
resultante ainda é um DAG, e podemos repetir o processo.

Esse algoritmo é conhecido como algoritmo de Kahn e pode ser implementado de forma
eficiente usando uma fila:

vector<int> in(n + 1, 0);

vector<vector<int>> adj(n + 1);

for (int i = 0; i1 < m; i++) {
int a, b; cin >> a >> b;
adj[al.push_back(b);

in[bl++;
}
queue<int> fila;
for (int i = 1; i <= n; i++)
if (in[i] == 0) fila.push(i);

vector<int> ordem;
while (!'fila.empty()) {
int uw = fila.front(); fila.pop();
ordem.push_back (u);
for (int v : adjl[ul) A{
in[v]--;
if (in[v] == 0) fila.push(v);

}

if ((int)ordem.size() < n)
cout << "IMPOSSIBLE\n";
else
for (int x : ordem) cout << x << "\n";

Cddigo 3.1: Ordenacgao topoldgica pelo algoritmo de Kahn.

O~

Se ao final do algoritmo todos os n vértices foram processados, a ordem encontrada
uma ordenacdo topolégica véilida. Caso contrario, o grafo contém um ciclo e a tarefa
impossivel. O algoritmo roda em O(n + m).

(e

Uma alternativa igualmente popular é obter a ordenagao topoldgica a partir de uma DF'S:
ao terminar de processar um vértice (ou seja, quando a DFS retorna dele), o inserimos no
inicio de uma lista. Ao final, essa lista contém os vértices em ordem topoldgica. A deteccao
de ciclos é feita checando se alguma aresta leva a um vértice que ainda esta sendo processado
(vértice cinza na DFS).
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Problema 3.1.2

(CSES - Longest Flight Route) Vocé tem n cidades e m voos direcionados. Encontre
o maior numero de cidades em um caminho do vértice 1 ao vértice n, ou diga que tal
caminho nao existe.

dp=>5

Figura 11: Valores da DP de caminho maximo do vértice 1 ao 6. A resposta é dp[6] = 5,
correspondendo ao caminho1 -2 —+3 — 5 — 6.

O grafo dos voos é um DAG (voos formam rotas sem ciclos entre cidades). Definimos
dplv] como o maior nimero de cidades em um caminho de 1 até v, cujos valores estao
ilustrados na Figura O caso base é dp[l] = 1, e para os demais vértices:

dplv] =1+ max dplu
plv] nax plu] (47)

Essa recorréncia s6 pode ser calculada corretamente se, ao processar v, todos os vértices
u com aresta (u,v) ja foram processados, o que é exatamente o que a ordenagao topoldgica
garante. Ao final, a resposta é dp[n], se n foi alcangado, ou “IMPOSSIBLE” caso contrério.

vector<int> dp(n+1, -1);

vector<int> par(n+l, -1);

dp[1] = 1;

for (int u : ordem) { //ordenacao topologica
if (dp[u]l == -1) continue;

for (int v : adjlul) {
if (dplul + 1 > dplv]) {
dplv] = dpl[ul + 1;
par[v] = u;
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3
if (dp[n] == -1)
cout << "IMPOSSIBLE\n";
else {
cout << dpl[n] << "\n";
vector<int> caminho;
for (int v = n; v != -1; v = parl[v])
caminho.push_back(v);
reverse (caminho.begin(), caminho.end());
for (int x : caminho) cout << x << " '";
}

Cédigo 3.2: DP de caminho méximo em DAG usando ordenagio topolégica.

3.2 Componentes Fortemente Conexas

Em um grafo ndo direcionado, uma componente conexa é um conjunto maximal de vértices
em que todo par de vértices é conectado por algum caminho. Em grafos direcionados, esse
conceito se desdobra em dois: componentes fracamente conexas (ignorando as dire¢oes das
arestas) e componentes fortemente conexas.

Uma Componente Fortemente Coneza (SCC) é um conjunto maximal de vértices C tal
que, para todo par de vértices u,v € C, existe um caminho direcionado de u para v e um
caminho direcionado de v para u.

SCC 3

SCC 1 SCC 2

Figura 12: Grafo direcionado com trés componentes fortemente conexas destacadas. As
arestas entre SCCs distintas formam o grafo condensado, que é sempre um DAG.

No grafo da Figura [12] as SCCs sao {1,2,3}, {4,5} e {6}. Observe que, dentro de cada
componente, é possivel chegar de qualquer vértice a qualquer outro seguindo as direcoes
das arestas. Ja entre componentes distintas, se existe uma aresta de uma componente para
outra, nao existe caminho de volta.

Uma propriedade fundamental é que, se condensarmos cada SCC em um tnico super-
vértice e adicionarmos arestas entre super-vértices onde havia arestas entre componentes
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distintas, o grafo resultante é sempre um DAG. Esse grafo é chamado de grafo condensado
e é extremamente 1til para reduzir problemas em grafos gerais a problemas em DAGs.

Problema 3.2.1

(CSES - Planets and Kingdoms) Vocé tem n planetas e m rotas espaciais direcionadas.
Dois planetas pertencem ao mesmo reino se e somente se existe uma rota do primeiro
para o segundo e uma rota do segundo para o primeiro (ndo necessariamente diretas).
Atribua a cada planeta um nimero de reino de 1 a k, em que k é o nimero total de
reinos.

Esse problema é exatamente encontrar as SCCs do grafo. O algoritmo de Kosaraju
resolve esse problema em O(n + m) com duas passagens de DFS.

A ideia central do Kosaraju é explorar a observacao de que se executarmos uma DFS e
registrarmos os vértices em ordem de término de visita, o u@ltimo vértice a terminar pertence
a uma SCC que nao tem arestas de entrada vindas de outras SCCs no grafo condensado
(ou seja, estd em uma componente “raiz”). Ao invertermos todas as arestas do grafo, essa
componente raiz se torna uma componente “folha”, alcangavel apenas a partir de si mesma.
Assim, ao rodar uma DFS no grafo invertido a partir desse vértice, visitamos exatamente
os vértices dessa SCC, e nenhum outro.

O algoritmo executa uma DFS no grafo original registrando os vértices em uma pilha na
ordem de término, constréi o grafo transposto GT com todas as arestas invertidas, e entdo
processa os vértices na ordem inversa a da pilha executando uma DFS em GT. Cada DFS
completa a partir de um vértice ndo visitado encontra exatamente uma SCC.

int n, num_scc = 0;
vector<vector<int>> adj, radj;
vector<bool> visited;
vector<int> order, comp;

void dfsl(int u) {
visited[u] = true;
for (int v : adjl[ul)
if (!visited([v]) dfsi(v);
order.push_back (u);

}
void dfs2(int u, int c) {
comp [u] = c;
for (int v : radjl[ul)
if (comp([v] == -1) dfs2(v, c);

}

int main() {
// leitura do grafo
adj.assign(n+1, {}); radj.assign(n+1, {3});
visited.assign(n+1l, false); comp.assign(n+l, -1);
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for (int i = 1; i <= n; i++)
if (!visited[i]) dfs1(i);

for (int i = (int)order.size()-1; i >= 0; i--)
if (complorder[i]] == -1) dfs2(order[i], num_scc++);

Cédigo 3.3: Algoritmo de Kosaraju para encontrar SCCs.

Ao final, o vetor comp atribui a cada vértice o indice de sua SCC. O nuimero total de
SCCs é num__scc.

Problema 3.2.2

(CSES - Coin Collector) Vocé tem n salas e m ttneis direcionados. Cada sala tem c¢;
moedas. Vocé pode comecar em qualquer sala e terminar em qualquer sala. Qual o
maximo de moedas que vocé consegue coletar?

Grafo original Grafo condensado

3 moedas 7 moedas 5 moedas

Q e e (scct = 12(scc2 =9)

. G 10 moedas
3 A 5 SCC3 =10

2 moedas 4 moedas

Resp: 12+9+4 10 =31

Figura 13: A esquerda, o grafo original com o ntimero de moedas de cada vértice. A direita,
o grafo condensado: cada SCC vira um super-vértice com a soma das moedas. A resposta é o
caminho de maior soma no DAG condensado.

Note que, se vocé entrar em uma SCC, pode coletar todas as moedas dela antes de sair,
pois dentro de uma SCC é possivel alcancar qualquer vértice a partir de qualquer outro.
Portanto, o valor de uma SCC é a soma das moedas de todos os seus vértices.

Com isso, condensamos o grafo e cada SCC vira um super-vértice com valor igual a
soma das moedas de seus membros. O problema se reduz a encontrar o caminho de maior
soma no DAG condensado, o que pode ser resolvido com DP em ordem topolédgica, como
fizemos na secdo anterior.

3.3 2-SAT

O problema de satisfatibilidade booleana (SAT) pergunta se existe uma atribuicao de valores
verdadeiro/falso a varidveis booleanas que satisfaga uma férmula légica. O caso geral (3-
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SAT) é NP-completo, mas a versao com duas varidveis por cldusula, o 2-SAT, pode ser
resolvida em tempo linear usando SCCs.

Uma instancia de 2-SAT tem n varidveis booleanas x1, xa, . .., z, € m cldusulas, em que
cada clausula é a disjuncao de exatamente dois literais. Um literal é uma variavel x; ou sua
negacao —x;. Por exemplo:

(:L’l vV ﬁxg) A (—|x1 V xg) A (1’2 V xg) (48)

Queremos encontrar valores para x1,x9,r3 que tornem toda cldusula verdadeira, ou
determinar que isso é impossivel.

A redugdo ao problema de SCCs parte da observagdo de que uma clausula (a V b) é
equivalente a duas implicagoes: (—a = b) e (=b = a). Se a for falso, b obrigatoriamente
deve ser verdadeiro, e vice-versa.

Construimos entao um grafo de implicagbes: cada varidvel z; gera dois nds, um para x;
e outro para —z;. Para cada cldusula (a V b), adicionamos as arestas —a — b e ~b — a.

T1 K €2 @

Figura 14: Grafo de implicagdes para a férmula (z1 V —x2) A (mx1 V 23) A (22 V 23). Cada
clausula (a V b) gera as arestas —a — b e b — a.

A instancia é satisfativel se e somente se nenhuma variavel x; estd na mesma SCC que
-z, Se x; e ox; estivessem na mesma SCC, a implicacdo z; = —x; e -x; = x; seriam
ambas verdadeiras, o que é uma contradigao.

Para construir a solugdo, usamos o grafo condensado. Como ele é um DAG, podemos
numerar as SCCs em ordem topoldgica. Atribuimos z; = verdadeiro se a SCC de x; vem
depois da SCC de —x; nessa ordem, e x; = falso caso contrario.

A ideia é que, no grafo condensado, arestas vao de componentes anteriores para poste-
riores na ordem topoldgica. Se a SCC de z; aparece depois da de —x;, temos —x; = x; no
DAG condensado (mas nao o contrario), entao podemos escolher z; = verdadeiro de forma
consistente.

O Kosaraju numera as SCCs de forma que componentes sem predecessores no DAG
condensado recebem os menores indices. Portanto, a SCC de z; aparece “depois” (tem indice
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maior) quando recebe mais implicagdes convergindo para ela, e basta checar se comp[z;] >
comp|—z;].

// wvariaveis de 1 a n

// literal z_1 -> indice 1%
// literal ~xz_1 -> indice 1 + n
int neg_of(int a) { return a >n ? a - n : a + n; }

void add_clause(int a, int b) {
adj[neg_of (a)].push_back(b);
radj [b].push_back(neg_of (a));
adj[neg_of (b)].push_back(a);
radj[al].push_back(neg_of (b));
}

// apos rodar Kosaraju, verificar e atribuir wvalores
bool satisfativel = true;
vector<bool> val(n + 1);

for (int i = 1; i <= n; i++) {
if (comp[i] == comp[i + n]) {
satisfativel = false;
break;
}
val[i]l = comp[i]l > comp[i + nl;
}

Cédigo 3.4: 2-SAT: construgdo do grafo de implicagdes e resolugio via Kosaraju.

A funcdo neg_of retorna o indice da negagdo de um literal: se o literal é z; (indice
i < n), retorna i+n; se é —x; (indice ¢ > n), retorna i —n. Para adicionar a clausula (aVb),
chamamos add_clause(i, j+n) para a clausula (z; V —x;), por exemplo.

Exercicios

(3.1) [CSES - Game Routes]

Vocé tem um DAG com n vértices e m arestas. Quantos caminhos existem do
vértice 1 ao vértice n? Imprima a resposta médulo 107 + 7.

1<n<10°,1<m<2-10°.

(3.3) [CSES - Giant Pizza]

Uma familia de n pessoas quer montar uma pizza gigante com m ingredientes.
Cada pessoa tem dois pedidos: ela quer que um determinado ingrediente seja
incluido ou excluido da pizza. A familia precisa atender pelo menos um pedido
de cada pessoa.

Determine se existe uma escolha de ingredientes que satisfaca essa condicao e,
se sim, exiba uma solugao.

1<n<10% 1 <m<10°.
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4 Arvores

4.1 Diametro de Arvore

O didmetro de uma &arvore é o maior caminho entre dois vértices quaisquer da arvore.
Formalmente, o didmetro é max, , dist(u,v), em que dist(u,v) é o nimero de arestas no
caminho entre u e v.

Problema 4.1.1

(CSES - Tree Diameter) Dada uma arvore de n vértices, encontre o comprimento do
seu diametro.
1<n<2-10°.

Uma observagao central para resolver esse problema é o seguinte lema: se fixarmos um
vértice qualquer s e encontrarmos o vértice mais distante de s, chamado de u, entdo u é
uma extremidade do didmetro da arvore.

Para provar esse lema por contradi¢ao, suponha que o didmetro da arvore seja o caminho
entre os vértices a e b, com comprimento D, e que u nao seja nem a nem b. Sabemos que
dist(s,u) > dist(s,a) e dist(s,u) > dist(s,b), pois u é o mais distante de s.

Como a arvore nao tem ciclos, todos os caminhos sdo tnicos. Seja z o vértice onde o
caminho de s encontra o didmetro a-b, e seja j o vértice onde o caminho de u encontra o
didmetro a-b. O vértice j divide o didmetro em dois lados: um em dire¢do a a e outro em
diregdo a b. O vértice x esta obrigatoriamente em um desses lados.

Sem perda de generalidade, assuma que x esta entre j e b, ou seja, a ordem no didmetro
éa---j---x---b. Nesse caso, o caminho de s até a passa obrigatoriamente por x e por j, de
modo que dist(s,a) = dist(s,z) + dist(z,j) + dist(j,a) e portanto dist(s,j) = dist(s,x) +
dist(z, j), o que nos da dist(s,a) = dist(s, j)+dist(j,a). Vamos mostrar que dist(u,b) > D,
contradizendo a maximalidade do didmetro. Nessa topologia, o caminho de s até u passa
obrigatoriamente por j, portanto dist(s,u) = dist(s, j)+dist(j,u), o que nos dé a igualdade
exata dist(u,j) = dist(s,u) — dist(s, j). Como também dist(u,b) = dist(u, j) + dist(j,b),
temos

+ dist(j

st )
( 7)

> dist(s,a) dist(s,7) + dist(j (49)
(4, a) ,b) =

uma contradi¢do. Se x estivesse entre a e j, o argumento seria simétrico, mostrando que
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dist(u,a) > D, o que também contradiz a maximalidade do didmetro.

Com esse lema, o algoritmo para encontrar o didmetro fica simples: escolhemos qualquer
vértice s, rodamos uma BFS ou DFS para encontrar o vértice v mais distante de s, e entao
rodamos uma segunda BF'S ou DFS a partir de u para encontrar o vértice v mais distante
de u. O didmetro é dist(u,v).

(—©

Figura 15: Arvore cujo didmetro, de comprimento 5, esté destacado em verde (caminho de
v="Tau=06).

A figura [15|ilustra esse processo. Comecando de s = 1, o vértice mais distante é u = 6,
a distancia 4. Rodando novamente a partir de u, o vértice mais distante é v = 7, com
distancia 5. De fato, o caminho 6 -5 — 3 — 2 — 4 — 7 é o didmetro da arvore.

int farthest (int start, vector<int>& dist, vector<vector<int>>& adj)
{
fill(dist.begin(), dist.end (), -1);
queue<int> q;
dist[start] = 0;
q.push(start);
int node = start;
while (!q.empty()) {
int at = q.front(); q.popQ);
for (int x : adjlat]) {

if (dist[x] == -1) {
dist[x] = distl[at] + 1;
q.push(x);

if (dist[x] > dist[nodel]) node = x;

return node;
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int main() {
// ...leitura do grafo e inits
int uw = farthest (1, dist, adj);
int v = farthest(u, dist, adj);
cout << dist[v] << "\n"; // didmetro
return O;

Cédigo 4.1: Algoritmo para encontrar o didmetro de uma arvore em O(n).

Problema 4.1.2

(CSES - Tree Distances I) Dada uma arvore de n vértices, para cada vértice v encontre
mazdist(v), ou seja, a maior distancia de v para qualquer outro vértice.
1<n<2-10°.

Uma solugdo ingénua seria rodar uma BFS a partir de cada vértice, o que resulta em
complexidade O(n?). Podemos fazer melhor usando o didmetro.

Primeiro encontramos as duas extremidades do didmetro u e v, usando o algoritmo
anterior. Em seguida, rodamos uma BFS a partir de u e outra a partir de v, obtendo os
vetores du e dv de distancias. A observacao chave é que, para qualquer vértice x, o vértice
mais distante de x é sempre u ou v. Portanto:

maxdist(x) = max(du[z], dv[x]) (50)

Para provar isso, suponha que exista um vértice w tal que dist(x, w) > max(dist(x, u), dist(z,v)).

Pelo mesmo argumento do lema anterior aplicado ao par (z,w), chegariamos em uma con-
tradicdo com o fato de u e v serem extremidades do didmetro.

4.2 Minimo Ancestral Comum (LCA)

O Lowest Common Ancestor (LCA) de dois vértices u e v em uma arvore enraizada é o
unico vértice w no caminho entre v e v que tem a menor profundidade.

Uma aplicagdo imediata do LCA é calcular a distancia entre dois vértices em uma arvore.
Se conhecemos a profundidade de cada vértice e sabemos calcular o LCA, a distancia entre
u e v é simplesmente

dist(u,v) = depth[u] + depth[v] — 2 - depth[lca(u, v)] (51)

Isso ocorre pois o caminho de u a v necessariamente passa pelo LCA, e a distancia de u
ao LCA é depth|u] — depthl[lca(u,v)], e analogamente para v.

Problema 4.2.1

(CSES - Company Queries II) Vocé tem uma arvore de n vértices com raiz no vértice
1. Para cada query (u,v), encontre o LCA de u e v.
1<n,q<2-10.
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depth =0
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Figura 16: Exemplo de LCA em uma arvore enraizada no vértice 1. O LCA dos vértices 7
e 8 é o vértice 3 (destacado em laranja), enquanto o LCA dos vértices 5 e 9 é o vértice 1, a
proépria raiz (destacado em roxo).

Uma abordagem ingénua seria subir pelos ancestrais de u e v alternadamente até que
se encontrem, o que no pior caso roda em O(n) por query. Para ¢ queries, isso resulta em
O(nq), que é inviavel para os limites dados.

A solucio eficiente usa binary lifting. A ideia é precalcular anclv][k], o 2F-ésimo ancestral
de v. Ou seja, anc[v][0] é o pai de v (1 ancestral), anc[v][1] é o avo de v (2 ancestral), anc|v][2]
é o tataravd (4 ancestral), e assim por diante. A relagdo de recorréncia é simplesmente

ancv][k] = anclanc[v][k — 1]][k — 1] (52)

ou seja, o 2F-ésimo ancestral de v é o 2¥71-ésimo ancestral do 2¥~!-ésimo ancestral de

O precélculo é feito com uma DFS em O(nlogn):

1 |const int LOG = 18;

>|int anc [MAXN][LOG], depth[MAXN];

3 |void dfs(int node, int parent, int d) {

4 anc [node] [0] = parent;

5 depth[node] = d;

6 for (int k = 1; k < LOG; k++)

7 anc [node] [k] = ancl[anc[node]l[k-1]]1[k-1];
8 for (int x : v[nodel)

9 if (x != parent) dfs(x, node, d + 1);

Cébdigo 4.2: Precilculo do binary lifting para LCA em O(nlogn).

Note que definimos anc|raiz][0] = raiz, o que garante que os saltos além da raiz nao
saiam dos limites do vetor.

Para responder uma query (u,v), primeiro nivelamos u e v para a mesma profundidade
subindo o vértice mais profundo com saltos bindrios. Depois, subimos os dois simultanea-
mente usando os saltos precalculados até encontrar o LCA:
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int lca(int u, int v) {
if (depth([u] < depth([v]) swap(u, v);
int diff = depth[u] - depth[v];
for (int k = 0; k < LOG; k++)
if ((diff >> k) & 1) u = anclu][k];

if (u == v) return u;
for (int k¥ = LOG - 1; k >= 0; k--)
if (ancl[ul[k] != anc[v][k]) {

u = anc[u][k];
v = anc[v][k];
}

return anc[u] [0];

Cédigo 4.3: Consulta de LCA em O(logn).

No coédigo primeiro igualamos as profundidades de w e v subindo o vértice mais
profundo pela representacao binaria de dif f. Em seguida, se u = v apds o nivelamento,
esse vértice é o préoprio LCA. Caso contrario, subimos os dois simultaneamente pelos maiores
saltos possiveis que ainda nao os fazem coincidir, garantindo que ao final ambos sejam filhos
do LCA. A complexidade total é O(nlogn) para o precalculo e O(logn) por query.

Problema 4.2.2

(CSES - Distance Queries) Vocé tem uma arvore de n vértices e ¢ queries. Cada query
é um par (u,v) e vocé deve responder a distdncia entre u e v na arvore.
1<n,q<2-10.

Com o binary lifting j4 implementado, esse problema se resolve diretamente. Calculamos
depth[v] durante a DFS de precélculo, e para cada query basta combinar as distdncias a
raiz:

int dist(int u, int v) {
return depth[u] + depth[v] - 2 * depth[lca(u, v)];
}

Cédigo 4.4: Distancia entre dois vértices usando LCA.

O custo de cada query é O(logn) e o custo total é O((n + ¢) logn).

Referéncias

[1] Elwyn R. Berlekamp, John H. Conway, and Richard K. Guy. Winning Ways for your
Mathematical Plays. A K Peters, 2 edition, 2001.

[2] Daryl Casarotto. Priifer sequences. VIGRE REU, University of Chicago, 2006.
Disponivel em: https://www.math.uchicago.edu/~may/VIGRE/VIGRE2006/PAPERS/
Casarotto.pdi|.



https://www.math.uchicago.edu/~may/VIGRE/VIGRE2006/PAPERS/Casarotto.pdf
https://www.math.uchicago.edu/~may/VIGRE/VIGRE2006/PAPERS/Casarotto.pdf

	Programação Dinâmica e Jogos
	Sprague-Grundy
	Variações de Nim
	Aplicação: jogo de divisores
	Números de Catalan
	Variáveis Aleatórias Indicadoras e Esperança

	Contagem em Grafos
	Fórmula de Cayley e Sequência de Prüfer
	Contagem de Árvores Enraizadas


	Lema de Burnside e Teoria de Pólya
	Lema de Burnside
	Teoria de Pólya

	Introdução a Funções Geradoras
	Funções Geradoras Ordinárias
	Funções Geradoras Exponenciais
	Multiplicação de Polinômios com NTT

	Ordenação Topológica
	Componentes Fortemente Conexas
	2-SAT
	Diâmetro de Árvore
	Mínimo Ancestral Comum (LCA)


