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Inducé@o Matematica

« Técnica de prova poderosa e comumente usada em Ciéncia
da Computacéo.

* Axioma da Indugéo:
— Suponha que:
* P(0) é true
* Vm e N, P(m) > P(m+1)
— Entéo:
* Vn e N, P(n) é true

Formato da Prova por Inducéo

« O texto de uma prova por indugéo consiste de trés partes:
» Especificagdo da hipétese da indugdo:

* P(n)
* O caso base:
+ P()

* O passo indutivo:
« ¥Vme N, P(m) > P(m+1)

Exemplo: Identidade de Gauss

* Queremos provarque: 1+2+ ... +n=n.(n+1)/2
» Hipétese da Indugéo (H.1.):
— A propria identidade
= I(n)=n.(n+1)/2
« Caso base:
-n=1
—I1)=1=1.(1+1)2=1
« Passo indutivo:
— Provar que I(n + 1) = (n + 1).(n + 2)/2
— Utilizar a H.I.

VariacOes

« Variagéo 1
— Casobase:n=1
— Provar que para Vn > 2, se a propriedade é valida para n-1,
ela é valida para n.
« Variagdo 2
— Vérios casos base:n=1,2€e 3
— Provar que para Vn > 4, se a propriedade é valida para n,
ela é valida para n+1.
« Variagao 3 (indugéo forte)
— Casobase:n=1

— Provar que para Vn > 2, se a propriedade é valida para
V1<msn, ela é vélida para n+1.




Arvore Binaria Completa

« Provar que uma arvore binaria completa com k niveis tem
exatamente 2k — 1 nos.

* Prova:
— Caso base: k=1. Ok, pois nesse caso tem um unico cé.
— H.l.: S(k)=2%—1 nos.
— Mostrar que S(k+1)= 2k*1 — 1 nés.
» Sabe-se que S(K+1) = 2.S(k) + 1

Triomino

« Tabuleiro mxm, em que m é poténcia de 2, ou seja, m = 2".
« Uma das células do tabuleiro é a célula especial.

* Uma L-pega é semelhante a um tabuleiro 2x2, eliminando-se
uma das células.

+ E possivel cobrir com L-pegas todo o tabuleiro, com
excegaoda célula especial?

Corretude de Algoritmos Recursivos

* Provar usando indugéo.
« Caso base é o caso base da recurséao.

Assumir que as chamadas recursivas estéo corretas, e usar
esse argumento para provar que a execugao corrente &
correta (passo indutivo).

Corretude de Fibonnaci Recursivo

F=0,F=1,Vvn22, F, =F ,+F.,

Fib(n)
if n<lthen
return n
else
return Fib(n - 1) + Fib(n - 2)

Corretude de Algoritmo Recursivo

Encontrar o maior valor em um array A de n elementos.

Invariante de Lago

Maximo(n)
if n<lthen
return A[1]
else
return max(Maximo(n - 1), A[n])

Conceito importante que pode nos ajudar a analisar
programas.

Pode ser definido como uma relagdo entre as variaveis de um

algoritmo (programa) que é verdadeira nas seguintes
condigdes:

— Antes do inicio do lago
— Durante a manutengao do lago.
— Na saida do lago.




Exemplo de Invariante de Lago

Algoritmo que calcula a soma de todos os elementos de um array I

Soma(A[l)

s—0

i—1

while i < Allength do
s« s+ A[i]
i—i+1

return s

V20, i =] +1, 5= A[1] +...+ A[]] ‘

Ainda sobre Lagos

Dois elementos:
— Guarda: expressao booleana que indica se o corpo do lagco
deve ou n3o ser executado.

— Variante: expressdo numérica que mede o quanto de
execugao ainda falta.

Soma(A[]) Guarda: i < A.length
s«—0 Variante: Allength-i+1
i—1
while i < Allength do

s« s+ A[]

i—i+1
return s

Ainda sobre Lagos

« Um laco esta correto se as seguintes 5 condi¢des sdo
satisfeitas:
1. Inicio: invariante é verdadeiro antes de entrar no lago.
2. Invariancia: o corpo do lago preserva o invariante.

3. Progresso: o corpo do lago diminui a variante.
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. Limitagcdo: quando a variante atinge certo valor, a guarda
se torna falsa.

5. Saida: a negacéo da guarda e o invariante descrevem o

objetivo do lago.

Derivando Lagos a partir de Invariante

PRE
»invariante verdadeiro
while G do
»invariante verdadeiro
C
»invariante verdadeiro
» -G e invariante verdadeiro
POS

Exemplo: Derivando Lagos a partir de Invariante

Considerar a definicdo da diviséo de inteiros que relaciona as
saidas q (quociente) e r (resto) as entradas n (nimero) e d
(divisor). Por definicdo: r<den=qxd +r.

« A definigdo da divisdo corresponde a pés-condic¢éo do lago:
— =G ér<delnvarianteén=qxd+r.

-Gérx>d.

Exemplo: Derivando Lacos a partir de Invariante

r<-n
PRE q«0
»n=gxd+r »n=gxd+r
while r>d do while r>d do
»n=qgxd+r »n=qgxd+r
C r—r—-d
»n=gxd+r gq—q+1
»—(>d)en=qxd+r »n=gxd+r
POS »—(>d)en=qgqxd+r
return q




Corretude de Algoritmos N&o Recursivos

« Analisar um lago por vez, comegando pelo mais interno se
houver aninhamento de lagos.

« Para cada lago determinar um invariante de lago.
* Provar que o invariante de laco é valido.
* Mostrar que o algoritmo termina.
« Usar o invariante de lago para provar que o algoritmo retorna o
valor desejado.
« Restringir a algoritmos com um lago:
— O valor do identificador x ap6s a i-ésima iteragcdo de um
lago é x; (i=0 indica o valor de x imediatamente antes de
iniciar o lago).

Corretude de Fibonnaci Nao Recursivo

[F=0,F,=1,vn>2,F,=F_ +F,,

Fib(n)

if n=0then
return 0

else

a=0
b=1
i=2
whilei<ndo
c=a+b
a=b
b=c
i=i+1
return b

Corretude de Fibonnaci Nao Recursivo

‘ Fatos sobre o algoritmo

Fib(n)
if n=0then
return O
else ih=2
a=0 ii+1 = ii +1
b=1 a,=0
i=2 a,, =b;
whilei<n do by=1
c=a+b b, = Cy
a=b C=a+Db,
b=c
i=i+1l
return b

Corretude de Fibonnaci Nao Recursivo

‘ Invariante de lago

Fib(n) B
if n=0then V20, =j+2, 8 =F e b =F,,;
return 0
else
a=0
b=1 Prova por inducéo
i=2
while i <n do Caso base:|=0
c=a+b Hipétese da Indugao:
a=b préprio invariante
b=c Prova p/ j+1:
izZi+1 usando os fatos e a H.I.
return b

Corretude de Fibonnaci Nao Recursivo

‘ Mostrar que termina e retorna o valor correto (b = F)

Fib(n)
if n=0then Prova
return 0
else paran=0, OK.
a=0 Comoi,, =i+ 1,
b=1 eventualmente i = n+1
i=2 Assumir que ocorre depois
while i <ndo de titeragdes: i; = n+1
c=a+b ii=t+2,logo:t=n-1
a=b Pelo invariante, b, =F,,;.
b=c Logo: b=F,
i=i+1l
return b

Exercicio

Mostrar que o algoritmo abaixo computa x".

Potencia(x, n)

p—1

i—0

whilei<ndo
p<—pXx
j—i+1

return p




