Projeto e Analise de Algoritmos 11 (MC558)
Caminhos minimos

Prof. Dr. Ruben Interian
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Resumo

@ Revisio do contelido e objetivo

@ Caminhos minimos entre todos os pares de vértices

© Sintese
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Resumo

@ Revisio do contelido e objetivo
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Revisdo do conteudo e objetivo
oeo

Revisao do contetdo

@ Podemos resolver o problema dos caminhos minimos de fonte tnica em grafos
sem arcos negativos usando o Algoritmo de Dijkstra (ou usando a ordenagdo
topolégica em DAGs = directed acyclic graphs).

@ O algoritmo de Bellman-Ford resolve o problema de encontrar os caminhos
minimos de fonte tnica, mesmo quando ha arcos de peso negativo (mas ndo ha
ciclos negativos).
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Revisdo do conteudo e objetivo
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Objetivo

@ Dado um grafo ponderado sem ciclos negativos, encontrar um caminho minimo de
u a v para todo par de vértices u, v.
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Resumo

@ Caminhos minimos entre todos os pares de vértices

6/71



Caminhos minimos entre todos os pares de vértices
0e00000000000000000000000

Caminhos minimos entre todos os pares

Problema: Dado um grafo G, ponderado sem ciclos negativos, queremos encontrar
um caminho minimo de v a v para todo par de vértices u, v.
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Caminhos minimos entre todos os pares

Problema: Dado um grafo G, ponderado sem ciclos negativos, queremos encontrar
um caminho minimo de v a v para todo par de vértices u, v.

Ideia: Podemos executar |V/| vezes um dos algoritmos de Caminhos Minimos de fonte
tnica!
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Caminhos minimos entre todos os pares

@ Se (G, w) n3o possui arcos negativos, usamos Dijkstra:

Tipo de fila | Uma execugdo |V| vezes
Heap O(Elog V) O(VE log V)
Fibonacci | O(VlogV + E) | O(V?log V + VE)
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Caminhos minimos entre todos os pares

@ Se (G, w) n3o possui arcos negativos, usamos Dijkstra:

Tipo de fila | Uma execugdo |V| vezes
Heap O(Elog V) O(VE log V)
Fibonacci | O(VlogV + E) | O(V?log V + VE)

@ Se (G, w) possui arcos negativos, usamos BellmanFord:

Uma execugdo | |V/| vezes

O(VE) O(V2E)
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Caminhos minimos entre todos os pares

@ Se (G, w) n3o possui arcos negativos, usamos Dijkstra:

Tipo de fila | Uma execugdo |V| vezes
Heap O(Elog V) O(VE log V)
Fibonacci | O(VlogV + E) | O(V?log V + VE)

@ Se (G, w) possui arcos negativos, usamos BellmanFord:

Uma execugdo | |V/| vezes

O(VE) O(V2E)

Algoritmos mais apropriados para grafos esparsos.
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O algoritmo de Floyd-Warshall

Floyd-Warshall é um algoritmo baseado em programacao dindmica que resolve o

problema diretamente.
@ Vamos supor que nao ha ciclo de custo negativo.
e Floyd-Warshall é melhor se G for denso (i.e., se |E| é préximo de W)

e Complexidade: O(V3).
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O algoritmo de Floyd-Warshall

Floyd-Warshall é um algoritmo baseado em programacao dindmica que resolve o

problema diretamente.
@ Vamos supor que nao ha ciclo de custo negativo.
e Floyd-Warshall é melhor se G for denso (i.e., se |E| é préximo de W)

e Complexidade: O(V3).

Floyd-Warshall vai supor que G é completo:

@ Se (v;,vj) ndo é aresta, definimos w(v;, v;) = oo.
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Subproblema
Seja V ={1,2,...,n} o conjunto de vértices. Considere um caminho
P=(v1,v2,...,vi_1,v).
@ Os vértices internos de P sdo {vo,...,v/_1}.
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Subproblema
Seja V ={1,2,...,n} o conjunto de vértices. Considere um caminho
P=(v1,v2,...,vi_1,v).
@ Os vértices internos de P sdo {vo,...,v_1}.
e P é chamado k-interno se {vo,...,vj_1} C {1,..., k}.
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Subproblema
Seja V ={1,2,...,n} o conjunto de vértices. Considere um caminho
P=(v1,v2,...,vi_1,v).
@ Os vértices internos de P sdo {vo,...,v_1}.
e P é chamado k-interno se {vo,...,vj_1} C {1,..., k}.

Subproblema étimo

Sejam / e j vértices de G e k > 0 um inteiro. Encontrar o caminho de custo minimo
apenas considerando caminhos k-internos de / até j.
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Estrutura de um caminho minimo

O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relagdo entre P, um caminho k-interno de
custo minimo de / até j, e os caminhos minimos (k — 1)-internos.
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Caminhos minimos entre todos os pares de vértices
0O0000e0000000000000000000

Estrutura de um caminho minimo

O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relagdo entre P, um caminho k-interno de
custo minimo de / até j, e os caminhos minimos (k — 1)-internos.

Caso 1: k n3o é um Vértice interno de P.
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Estrutura de um caminho minimo

O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relagdo entre P, um caminho k-interno de
custo minimo de / até j, e os caminhos minimos (k — 1)-internos.

Caso 1: k n3o é um Vértice interno de P.

@ todos os Vértices internos de P estdo em {1,... k —1}
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Estrutura de um caminho minimo

O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relagdo entre P, um caminho k-interno de
custo minimo de / até j, e os caminhos minimos (k — 1)-internos.

Caso 1: k ndo é um vértice interno de P.
@ todos os Vértices internos de P estdo em {1,... k —1}

@ entdo P é um caminho (k — 1)-interno de custo minimo
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Estrutura de um caminho minimo

Caso 2: k é um vértice interno de P.
Entdo P pode ser dividido em dois caminhos P; (com inicio em / e fim em k) e P,
(com inicio em k e fim em j).

P2
P1
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Estrutura de um caminho minimo

Caso 2: k é um vértice interno de P.
Entdo P pode ser dividido em dois caminhos P; (com inicio em / e fim em k) e P,
(com inicio em k e fim em j).

P2
P1

@ P; é um caminho minimo de / a k com vértices internos em {1,... k —1};

@ P, é um caminho minimo de k a j com vértices internos em {1,... k —1}.
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,-(jk) 0 peso de um caminho k-interno minimo de / a j.

o Sek=0=d =w(ij)
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,-(jk) 0 peso de um caminho k-interno minimo de / a j.

o Sek=0=d =w(ij)

@ Sendo, usamos a recorréncia:

PO w(i, j) se k =0,
i min(df Y, dl Y + ) se k> 0.
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,-(jk) 0 peso de um caminho k-interno minimo de / a j.

o Sek=0=d =w(ij)

@ Sendo, usamos a recorréncia:

PO w(i, j) se k =0,
i min(df Y, dl Y + ) se k> 0.

Veja que d,.(j") = dist(/,). (Por qué?)
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,-(jk) 0 peso de um caminho k-interno minimo de / a j.
o Sek=0=d =w(ij)

@ Sendo, usamos a recorréncia:

PO { w(i, j) se k =0,

i min(dy Y, d Y + df7Y) se k> 0.

Veja que d,.(j") = dist(/,). (Por qué?)

e Calculamos as matrizes D(¥) = (dl.(jk)) para k=1,2,....n.
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,-(jk) 0 peso de um caminho k-interno minimo de / a j.
o Sek=0=d =w(ij)

@ Sendo, usamos a recorréncia:

PO { w(i, j) se k =0,

i min(dy Y, d Y + df7Y) se k> 0.

Veja que d,.(j") = dist(/,). (Por qué?)
e Calculamos as matrizes D(¥) = (dl.(jk)) para k=1,2,....n.

e A solucio do problema é D(").
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Algoritmo de Floyd-Warshall

@ Entrada: Grafo direcionado e ponderado G dado pela matriz de adj. W = (w(i,))), n x n.
@ Saida: Matriz D("). J

28/71



Caminhos minimos entre todos os pares de vértices
0000000000000 00000000000

Algoritmo de Floyd-Warshall

@ Entrada: Grafo direcionado e ponderado G dado pela matriz de adj. W = (w(i,))), n x n.
@ Saida: Matriz D("). J

FloydWarshall (W)

DO — w

1:
2: para cada k+ 1,...,n faca
3: paracada /< 1,....n faca
4 para cada j < 1,... n faca
k : k—1) (k=1 k—1
5 dif) + min(d{ D, d D 4 dikY)

devolva D(")

Complexidade:
29/71
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Algoritmo de Floyd-Warshall

@ Entrada: Grafo direcionado e ponderado G dado pela matriz de adj. W = (w(i,))), n x n.
@ Saida: Matriz D("). J

FloydWarshall (W)

DO — w

1:
2: para cada k+ 1,...,n faca
3: paracada /< 1,....n faca
4 para cada j < 1,... n faca
k : k—1) (k=1 k—1
5 dif) + min(d{ D, d D 4 dikY)

devolva D(")

Complexidade: O(V3).
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Algoritmo de Floyd-Warshall

O algoritmo devolve a matriz de distancias. Como encontrar os caminhos?

Podemos devolver a matriz de predecessores [1 = (7). Nessa matriz:

@ Se i = j, ou se ndo existe caminho de / a j, m;; = NIL.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

O algoritmo devolve a matriz de distancias. Como encontrar os caminhos?

Podemos devolver a matriz de predecessores [1 = (7). Nessa matriz:
@ Se i = j, ou se ndo existe caminho de / a j, m;; = NIL.

e Caso contrdrio, 7j; é o predecessor de j em um caminho minimo a partir de /.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

O algoritmo devolve a matriz de distancias. Como encontrar os caminhos?

Podemos devolver a matriz de predecessores [1 = (7). Nessa matriz:
@ Se i = j, ou se ndo existe caminho de / a j, m;; = NIL.

e Caso contrdrio, 7j; é o predecessor de j em um caminho minimo a partir de /.

Como calcular? Obtemos uma sequéncia de matrizes 1) (M) . 1.

33/71
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Algoritmo de Floyd-Warshall

O algoritmo devolve a matriz de distancias. Como encontrar os caminhos?

Podemos devolver a matriz de predecessores [1 = (7). Nessa matriz:
@ Se i = j, ou se ndo existe caminho de / a j, m;; = NIL.

e Caso contrdrio, 7j; é o predecessor de j em um caminho minimo a partir de /.

Como calcular? Obtemos uma sequéncia de matrizes 1) (M) . 1.

Quando k = 0:
© _ JNIL sei=jouw(ij)= o0,
i sei#jew(ij)<oo.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

(k)

Para calcular T
o predecessor de J:

se k > 1, seja P um caminho k-interno minimo de / a j. Precisamos

@ Caso 1: k n3o aparece em P.
o Usamos o predecessor de um caminho (k — 1)-interno de i a j.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

(k)

Para calcular T
o predecessor de J:

se k > 1, seja P um caminho k-interno minimo de / a j. Precisamos

@ Caso 1: k n3o aparece em P.

o Usamos o predecessor de um caminho (k — 1)-interno de i a j.
o Caso 2: k aparece em P.

e Usamos o predecessor de um caminho (k — 1)-interno de k a j.
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Algoritmo de Floyd-Warshall

(k)

Para calcular T
o predecessor de J:

se k > 1, seja P um caminho k-interno minimo de / a j. Precisamos

@ Caso 1: k n3o aparece em P.

o Usamos o predecessor de um caminho (k — 1)-interno de i a j.
o Caso 2: k aparece em P.

e Usamos o predecessor de um caminho (k — 1)-interno de k a j.

Formalmente,
(k) Wf-kil) se di(j b < d/(k 1 + d (k= 1)
B ,{kil) se d,-(j b > d,k (/k 1).
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Exemplo
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Exemplo
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Exemplo
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Exemplo

0 3 8 4 —4 N 1 1 2 1
[e'e) 0 oo 1 7 N N N 2 2
D®=] « 4 0 5 11 n= v 3 N 2 2
2 -1 -5 0 =2 4 3 4 N 1
oo oo oo 6 0 N N N 5 N
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Exemplo

0 3 -1 4 -4 N 1 4 2 1
3 0 -4 1 -1 4 N 4 2 1
pDW=|7 4 05 3 nM“=1 4 3 N 2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 N 1
8 5 16 0 4 3 4 5 N

46 /71



s
[
A
£
N
>
[
o
»
4
5
o
Y
o
i
o
o
o
8
©
b=
S
"
[}
E
E
»
e
=
E
&
9]

0000000000000 00e000000000

3 -1 4 -4

0

o A S
NAN=ZL ONN=
ST T =
=SMmmm m=mom
T IETIT T =2 <
Il Il
S 5
- -
MO ANO < = MmdA
I | (| |
— 10O VW AN -1 O
TR TYICR
M M~NANWO OMmM~AN
Il Il
S 5)
Q Q

47/71



Caminhos minimos entre todos os pares de vértices
000000000000 0000e00000000

Fecho transitivo de grafos direcionados

Seja G = (V, E) um grafo direcionado com V = {1,2,..., n}.
O fecho transitivo de G = (V, E) é o grafo G* = (V/, E*) onde

E* ={(/,j) : existe um caminho de / a j em G}.
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Seja G = (V, E) um grafo direcionado com V = {1,2,..., n}.
O fecho transitivo de G = (V, E) é o grafo G* = (V/, E*) onde

E* ={(/,j) : existe um caminho de / a j em G}.

G G*
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Determinando o fecho transitivo de G = (V/, E):
@ Atribuir custo 1 a cada arco;
@ Executar FloydWarshall em tempo O(V3);

© Existe um caminho de / a j se e somente se d;; < |V/|.
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Determinando o fecho transitivo de G = (V/, E):
@ Atribuir custo 1 a cada arco;
@ Executar FloydWarshall em tempo O(V3);

© Existe um caminho de / a j se e somente se d;; < |V/|.

Na prética, podemos modificar o algoritmo FloydWarshall:
@ Substituir min por vV (OU lIdgico).
@ Substituir + por A (E légico).

Este algoritmo modificado possui a mesma complexidade assintética, mas é um
pouco mais eficiente (economiza tempo e espago).
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Defina ti(j(-) o valor booleano:
@ TRUE se existe caminho k-interno de i a J,

@ FALSE se nao existe caminho k-interno de / a j.
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Defina ti(j(-) o valor booleano:
@ TRUE se existe caminho k-interno de i a J,

@ FALSE se nao existe caminho k-interno de / a j.
Para k = 0:

t.(.o): 0 sei#jel(i,j)¢E,
J 1 sei=joul(ij)eE.
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Defina ti(j(-) o valor booleano:
@ TRUE se existe caminho k-interno de i a J,

@ FALSE se nao existe caminho k-interno de / a j.

Para kK = 0:
(0 _ )0 seiFje(i))¢E,
J 1 sei=joul(ij)eE.
Para k > 1:

(k) _ (k-1) (k—1) (k—1)
ti =t V (g Aty ).
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Defina ti(j(-) o valor booleano:

@ TRUE se existe caminho k-interno de i a J,

@ FALSE se nao existe caminho k-interno de / a j.

Para kK = 0:
(0 _ )0 seiFje(i))¢E,
J 1 sei=joul(ij)eE.
Para k > 1:

(k) _ (k-1) (k—1) (k—1)
ti =t V (g Aty ).

(k)).

Calculamos as matrizes T() = (t;
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Algoritmo de Transitive-Closure

@ Entrada: Matriz de adjacéncia A de G.
@ Saida: Matriz de adjacéncia T(") de G*. J
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Algoritmo de Transitive-Closure

@ Entrada: Matriz de adjacéncia A de G.
@ Saida: Matriz de adjacéncia T(") de G*. J

TransitiveClosure (A)

1 TO A4 l,
2: para cada k< 1,...,n faca
3: paracada /< 1,....n faca
4 para cada j < 1,... n faca
(k) (k—1) (k=1) , (k=1)
5 ti <t V (g, Aty )

devolva T7(")

Complexidade: O(V3).
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Exemplo

G G*
1 0 00
©0) _ 01 11
T 01 10
1 011
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G G*
1 0 00
1) _ 01 11
T 01 10
1 011
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Intuicdo: por que os algoritmos funcionam em grafos nao direcionados?

Por que os algoritmos de caminhos minimos funcionam em grafos nao direcionados?

@ Todos os algoritmos assumem que se existe um arco (v, w), podemos usar esse
arco no caminho para chegar até w a partir de um vértice x que alcanca v.
e Em grafos nao direcionados, cada aresta (v, w) pode ser usada:
e No caminho para chegar até w a partir de um vértice x que alcanc¢a v;
e No caminho para chegar até v a partir de um vértice x que alcanga w.

@ Ou seja, se substituimos cada aresta entre v e w, pelos arcos (v, w) e (w, v),
podemos usar os mesmos algoritmos!
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Intuicdo: por que os algoritmos funcionam em grafos nao direcionados?

Por que os algoritmos de caminhos minimos funcionam em grafos nao direcionados?

@ Todos os algoritmos assumem que se existe um arco (v, w), podemos usar esse
arco no caminho para chegar até w a partir de um vértice x que alcanca v.
e Em grafos nao direcionados, cada aresta (v, w) pode ser usada:
e No caminho para chegar até w a partir de um vértice x que alcanc¢a v;
e No caminho para chegar até v a partir de um vértice x que alcanga w.
@ Ou seja, se substituimos cada aresta entre v e w, pelos arcos (v, w) e (w, v),
podemos usar os mesmos algoritmos!

Veja que é perfeitamente possivel considerar grafos “mistos’”: aqueles que podem
incluir arestas direcionadas e também arcos. Mais uma vez, podemos usar os mesmos
algoritmos nestes grafos!
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Resumo

© Sintese
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Sintese
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Sintese

e Floyd-Warshall é um algoritmo baseado em programacao dindmica que
resolve o problema dos caminhos minimos entre todos os pares de vértices.

e O algoritmo Floyd-Warshall deve ser usado se o grafo é denso.

e Mas, em muitos casos mesmo o grafo sendo “ndo tdo denso”, o algoritmo
Floyd-Warshall se comporta muito bem na pratica pela sua simplicidade e
menores constantes escondidas na notacao assintética.
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Material bibliografico e exercicios

T. Cormen et al. Algoritmos - Teoria e Pratica (3a ed.). — Cap. 25

Exercicios: ver exercicios no final dos (sub)capitulos do Cap. 25.
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