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Objetivo

e Modelo WS: origem e caracteristicas das redes de mundo pequeno.
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Redes reais estdo cheias de caminhos curtos:
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seus colaboradores + 1. O ndmero de Erd6s de Erdds é zero.
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Introducao

Redes reais estdo cheias de caminhos curtos:

e Paul Erd6és: matematico hingaro extremamente prolifico (=~ 1500 artigos).
Levava uma vida nomade viajando e colaborando com diversos pesquisadores.

@ Um matemadtico é um dispositivo que transforma café em teoremas, “O Livro”.

@ O Numero de Erdos de um pesquisador € igual ao menor numero de Erdos dos
seus colaboradores + 1. O ndmero de Erd6s de Erdds é zero.

@ Mesmo em outras dreas, os valores do niimero de Erdés sdo pequenos:

#Laureates #Erdés %Erdés Min  Max Average
Fields Medal 56 56 100.0% 2 6 3.36
Nobel Physics 200 159 79.50% 2 12 5.63
Nobel Economics 76 47 61.84% 2 8 4.11

Fonte: Mathematics and economics: a reality check.
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Introdugdo: fenémeno do mundo pequeno
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Introducao
.:. AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY

. MATHEMATICAL REVIEWS . . .
. Universidade Estadual de Campinas 4

Author A Author B

Interian, Ruben n Erdds, Paul’ n

MR Collaboration Distance = 4

Interian, Ruben coauthored with Ribeiro, Celso Carneiro MR3740254
Ribeiro, Celsa Carneiro coauthored with Pardalos, Panos M. MR1960518
Pardalos, Panos M. coauthored with Graham, Ronald Lewis MR2485301
Graham, Ronald Lewis coauthored with Erdds, Paul! MR3437526
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Introdugdo: fenémeno do mundo pequeno
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Introducao

Exemplo possivelmente mais famoso: Teoria dos seis graus de separacao.

@ Hipdtese: sdo necessarios no maximo seis vinculos por meio dos quais duas
pessoas quaisquer no mundo estdo ligadas.
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Introducao

Exemplo possivelmente mais famoso: Teoria dos seis graus de separacao.

@ Hipdtese: sdo necessarios no maximo seis vinculos por meio dos quais duas
pessoas quaisquer no mundo estdo ligadas.

@ O primeiro estudo empirico dessa teoria foi realizado nos anos 1960 pelo psicélogo
social Stanley Milgram, também conhecido por seus controversos experimentos
sobre obediéncia.

13/85



Introdugdo: fenémeno do mundo pequeno
[ee]ele] Tele]

Introducao

Para testar essa hipétese, Stanley Milgram realizou o experimento de mundo
pequeno.
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Para testar essa hipétese, Stanley Milgram realizou o experimento de mundo
pequeno.

e N3o existiam rede sociais (online). O orgamento de Milgram para o projeto foi
de 680 ddlares.
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Introducao

Para testar essa hipétese, Stanley Milgram realizou o experimento de mundo
pequeno.

e N3o existiam rede sociais (online). O orgamento de Milgram para o projeto foi
de 680 ddlares.

@ Milgram escolheu nos EUA 296 participantes do estudo. O objetivo era fazer
chegar uma carta para uma dnica pessoa-alvo.

@ Os participantes receberam algumas informacoes pessoais sobre o objetivo,
como nome, endereco e emprego.

@ As regras do estudo eram: somente encaminhar a carta a uma pessoa que
conhece pelo primeiro nome, com as mesmas instrucdes, com o objetivo de
alcancar o alvo o mais rapido possivel.
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Introdugdo: fenémeno do mundo pequeno
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Introducao

Resultado surpreendente do experimento de Milgram: 64 cadeias de envios de cartas
(caminhos na rede social) chegaram ao destino, com uma mediana de 6 envios —
nimero que ficou entdo conhecido pela frase “seis graus de separacao’”.
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Introducao

Resultado surpreendente do experimento de Milgram: 64 cadeias de envios de cartas
(caminhos na rede social) chegaram ao destino, com uma mediana de 6 envios —
nimero que ficou entdo conhecido pela frase “seis graus de separacao’”.
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Introducao

Consequéncias:

@ Os caminhos curtos entre quaisquer vértices sdo abundantes, e sio uma
caracteristica basica da estrutura da sociedade e de outras redes.
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Consequéncias:

@ Os caminhos curtos entre quaisquer vértices sdo abundantes, e sio uma
caracteristica basica da estrutura da sociedade e de outras redes.

@ A velocidade com que informacdes, doencas e comportamentos podem se
espalhar pela sociedade cresce em um mundo interconectado.
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Introducao

Consequéncias:

@ Os caminhos curtos entre quaisquer vértices sdo abundantes, e sio uma
caracteristica basica da estrutura da sociedade e de outras redes.

@ A velocidade com que informacdes, doencas e comportamentos podem se
espalhar pela sociedade cresce em um mundo interconectado.

@ Os caminhos curtos n3o apenas existem, mas muitas vezes é possivel encontrar
esses caminhos curtos sem precisar conhecer a estrutura geral e global da
sociedade.
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Resumo

© Ordem e desordem de vinculos
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Desordem garante caminhos curtos

@ Vimos que, em redes aleatdrias, o diametro do grafo é relativamente pequeno.
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e O diametro é proporcional a log n. Veja que log;, 10° = 6 — seis graus de
separacao!
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Ordem e desordem de vinculos
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Desordem garante caminhos curtos

@ Vimos que, em redes aleatdrias, o diametro do grafo é relativamente pequeno.

e O diametro é proporcional a log n. Veja que log;, 10° = 6 — seis graus de
separacao!

@ A desordem de vinculos garante caminhos curtos.
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Desordem garante caminhos curtos

@ O fecho triadico diminui o crescimento exponencial dos vértices alcancaveis por
caminhos curtos.
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Desordem garante caminhos curtos

@ O fecho triadico diminui o crescimento exponencial dos vértices alcancaveis por
caminhos curtos.

@ Porém, os coeficientes de clusterizacdao em redes aleatérias s3o pequenos.
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Desordem garante caminhos curtos

@ O fecho triadico diminui o crescimento exponencial dos vértices alcancaveis por
caminhos curtos.

@ Porém, os coeficientes de clusterizacdao em redes aleatérias s3o pequenos.
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Redes ordenadas

@ Sabemos que redes reais nao sao aleatdrias, mas apresentam comportamento
homofilico: vértices se conectam com vértices semelhantes.
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Redes ordenadas

@ Sabemos que redes reais nao sao aleatdrias, mas apresentam comportamento
homofilico: vértices se conectam com vértices semelhantes.

@ Em particular, vértices se conectam com vértices com os quais compartilham
caracteristicas (e.g., vizinhos comuns).
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Ordem e desordem de vinculos
[e]e]e] lelele]e]

Redes ordenadas

@ Sabemos que redes reais nao sao aleatdrias, mas apresentam comportamento
homofilico: vértices se conectam com vértices semelhantes.

@ Em particular, vértices se conectam com vértices com os quais compartilham
caracteristicas (e.g., vizinhos comuns).

@ Em consequéncia, os coeficientes de clusterizacio ndao sao pequenos.

@ A forma mais simples de definir redes com essas caracteristicas € usando os
grafos regulares.
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Redes ordenadas

Os grafos regulares, em particular as malhas, sdo o oposto das redes aleatérias,
sendo caracterizados pela ordem nas suas conexoes:
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Redes ordenadas

Os grafos regulares, em particular as malhas, sdo o oposto das redes aleatérias,
sendo caracterizados pela ordem nas suas conexoes:

@ Todos os vértices possuem o mesmo grau k.

o Cada par de vértices adjacentes possuem o mesmo nimero ¢ de vizinhos em
comum (grafo fortemente regular).
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Redes ordenadas

Os grafos regulares, em particular as malhas, sdo o oposto das redes aleatdrias,
sendo caracterizados pela ordem nas suas conexoes:

@ Todos os vértices possuem o mesmo grau k.

o Cada par de vértices adjacentes possuem o mesmo nimero ¢ de vizinhos em
comum (grafo fortemente regular).

e Exemplos:

\
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Redes ordenadas

Outro exemplo ainda mais simples — malha unidimensional.

00000000 ¢
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Ordem e desordem de vinculos
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Redes ordenadas

Outro exemplo ainda mais simples — malha unidimensional.

00000000 ¢

Se trabalhamos com malhas finitas, evitamos problemas (e.g., diferencas nos graus),
criando malhas periddicas.
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Redes ordenadas

Malhas retangulares também podem ser periddicas:
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Redes ordenadas

Malhas retangulares também podem ser periddicas:
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Redes ordenadas

A partir de uma malha, podemos criar grafos regulares com (i) diferentes graus, e
(i) coeficientes de clusterizagao altos.
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Redes ordenadas

A partir de uma malha, podemos criar grafos regulares com (i) diferentes graus, e
(i) coeficientes de clusterizagao altos.
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Redes ordenadas

A partir de uma malha, podemos criar grafos regulares com (i) diferentes graus, e
(i) coeficientes de clusterizagao altos.
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As distancias entre os vértices nesses grafos s3o grandes.
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Resumo

@ Modelo WS
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Redes dinAmicas: modelo WS

Lembrando: o modelo Watts-Strogatz (WS), ou de mundo pequeno, é um modelo
estocastico e estrutural.

49/85



Modelo WS
0000000000000 0

Redes dinAmicas: modelo WS

Lembrando: o modelo Watts-Strogatz (WS), ou de mundo pequeno, é um modelo
estocastico e estrutural.

@ Estudamos comportamentos ou regras dos vértices que levam a uma determinada
estrutura que geralmente observamos.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Lembrando: o modelo Watts-Strogatz (WS), ou de mundo pequeno, é um modelo
estocastico e estrutural.

@ Estudamos comportamentos ou regras dos vértices que levam a uma determinada
estrutura que geralmente observamos.

@ Estrutura que geralmente observamos em redes reais: nivel significativo de
cumprimento do fecho triadico, refletido em um alto coeficiente de clusterizacao,
e a0 mesmo tempo distancias pequenas entre os vértices.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Lembrando: o modelo Watts-Strogatz (WS), ou de mundo pequeno, é um modelo
estocastico e estrutural.

@ Estudamos comportamentos ou regras dos vértices que levam a uma determinada
estrutura que geralmente observamos.

@ Estrutura que geralmente observamos em redes reais: nivel significativo de
cumprimento do fecho triadico, refletido em um alto coeficiente de clusterizacao,
e a0 mesmo tempo distancias pequenas entre os vértices.

o Watts e Strogatz tentaram responder a questao:
Qual é o modelo mais simples que pode replicar o fenédmeno do mundo pequeno?
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Redes dinAmicas: modelo WS

O modelo WS é baseado na existéncia de dois tipos de vinculos.

@ Vinculos “curtos” (relacionados a ideia da ordem). Podemos modelar os vinculos
curtos usando malhas.
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Redes dinAmicas: modelo WS

O modelo WS é baseado na existéncia de dois tipos de vinculos.

@ Vinculos “curtos” (relacionados a ideia da ordem). Podemos modelar os vinculos
curtos usando malhas.

@ Vinculos “longos”, ou fracos (desordem). Podemos modelar os vinculos fracos
usando arestas aleatdrias.
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V, E), M)

1. E <—®

2: paracada i=1,...,M faca
3: (vi,vj) < Random(E)

4 w < Random(V \ {v;})

5 E E\{(v,v)}

6: E'+— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V, E), M)

1. E <—®

2: paracada i=1,...,M faca
3: (vi,vj) < Random(E)

4: w < Random(V \ {v;})

5 E E\{(v,v)}

6: E'+— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)

@ Temos um grafo G inicial, tipicamente regular, sendo K o grau de cada vértice.
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V, E), M)

1. E <—®

2: paracada i=1,...,M faca
3: (vi,vj) < Random(E)

4: w < Random(V \ {v;})

5 E E\{(v,v)}

6: E'+— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)

@ Temos um grafo G inicial, tipicamente regular, sendo K o grau de cada vértice.
@ Sabemos tudo sobre os casos M = 0 e M = |E|, mas quase nada se 0 < M < |E|.
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V, E), M)

1. E <—®

2: paracada i=1,...,M faca
3: (vi,vj) < Random(E)

4: w < Random(V \ {v;})

5 E E\{(v,v)}

6: E'+— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)

@ Temos um grafo G inicial, tipicamente regular, sendo K o grau de cada vértice.

@ Sabemos tudo sobre os casos M = 0 e M = |E|, mas quase nada se 0 < M < |E|.

e Para |E| grande, o modelo é equivalente a aleatorizar cada aresta do grafo com
probabilidade 5 = M/|E|.
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V,E), )

1. E <—®

2: para cada (v;,v;) € E faca
3: se Random(0,1) <  entao
4: w < Random(V \ {v;})
5 E « E\{(vio )}

6: E' +— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V,E), )

1. E <—®

2: para cada (v;,v;) € E faca
3: se Random(0,1) <  entao
4: w < Random(V \ {v;})
5 E « E\{(vio )}

6: E' +— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)

@ Sabemos o que ocorre se 7 =0 e se § =1, mas quase nadase 0 < 3 < 1.
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Redes dinAmicas: modelo WS

WS (G = (V,E), )

1. E <—®

2: para cada (v;,v;) € E faca
3: se Random(0,1) <  entao
4: w < Random(V \ {v;})
5 E « E\{(vio )}

6: E' +— E'U{(vi,w)}

7: devolva G = (V,EUE’)

@ Sabemos o que ocorre se 7 =0 e se § =1, mas quase nadase 0 < 3 < 1.

@ Na vers3o original do algoritmo, G é uma malha regular periddica unidimensional,
mais conhecida como rede de anel (ver o préximo slide).
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Redes dinAmicas: modelo WS

Mudancas na rede inicial durante a execucdo do modelo WS, malha unidimensional.
(D. Watts & S. Strogatz: Collective dynamics of ‘small-world’ networks)

Regular Small-world Random

Increasing randomness

62/85



Modelo WS
000000800000 000

Redes dinAmicas: modelo WS

Vamos analisar as caracteristicas do modelo:
o Coeficiente de clusterizacao;
@ Distancia media;

o Distribuicao de graus.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Vamos analisar as caracteristicas do modelo:
o Coeficiente de clusterizacao;
@ Distancia media;

o Distribuicao de graus.

er k—K/2—n
P(k)% Z <KI{2>(1B)”5K/2H(([ZK/?/2n)IeBK/2'
n=0 !
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Redes dinAmicas: modelo WS

Valores do coeficiente de clusterizacao e distancia media no modelo WS.
(D. Watts, “Six degrees: The science of a connected age")
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Redes dinAmicas: modelo WS

Modelo WS
000000080000 000

0.8

0.6

04

0.2

Valores do coeficiente de clusterizacao e distancia media no modelo WS.
(D. Watts, “Six degrees: The science of a connected age")
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Curiosidade:

A randomizacdo das cinco primeiras arestas
reduz a distdncia média ~ pela metade,
independentemente do namero de
vértices na rede.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Embora foram escolhidas redes regulares (malhas) como estrutura inicial no modelo
WS, é possivel escolher outras estruturas.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Embora foram escolhidas redes regulares (malhas) como estrutura inicial no modelo
WS, é possivel escolher outras estruturas.

@ O algoritmo pode ser aplicado em malhas bidimensionais.

D(M)ADC)!’C
DCDCDA)"!DC
DCDGDADCDGDG
D‘D‘DA)‘D"!
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Redes dinAmicas: modelo WS

Embora foram escolhidas redes regulares (malhas) como estrutura inicial no modelo
WS, é possivel escolher outras estruturas.

@ O algoritmo pode ser aplicado em malhas bidimensionais.

D‘DCDADCDQN
D"‘DA)"C’!

D‘D‘D!N’CD‘
D‘D”!N’!D! \

@ Podemos escolher grafos mais realistas, com resultados similares: randomizando
uma quantidade pequena de arestas, é possivel criar o efeito de mundo pequeno.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Embora foram escolhidas redes regulares (malhas) como estrutura inicial no modelo
WS, é possivel escolher outras estruturas.

@ O algoritmo pode ser aplicado em malhas bidimensionais.

D‘D!)‘DC’!’!
D‘D‘D!N)!DC

D‘D‘D!N’CD‘
D‘D”!N’!D( \

@ Podemos escolher grafos mais realistas, com resultados similares: randomizando
uma quantidade pequena de arestas, é possivel criar o efeito de mundo pequeno.

@ Este processo mantém o coeficiente de clusterizacdo quase inalterado (por
exemplo, pode manter seus valores iniciais altos).
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Redes dinAmicas: modelo WS

Redes de pequeno mundo surgem de um compromisso muito simples entre duas
forcas basicas: ordem e desordem.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Redes de pequeno mundo surgem de um compromisso muito simples entre duas
forcas basicas: ordem e desordem. Existem dois extremos:

e Ordem (redes regulares): coeficientes de clusterizag3o altos, distancias grandes.

o Desordem (redes aleatdrias): coeficientes de clusterizagdo baixos, distancias
pequenas.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Redes de pequeno mundo surgem de um compromisso muito simples entre duas
forcas basicas: ordem e desordem. Existem dois extremos:

e Ordem (redes regulares): coeficientes de clusterizag3o altos, distancias grandes.

o Desordem (redes aleatdrias): coeficientes de clusterizagdo baixos, distancias
pequenas.

Em relacdo a esses critérios, o0 mundo real fica no meio!
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura social pode ser explicada por dois grupos de fatores:

@ Em parte, pela familia na qual nascemos, pais onde moramos — a posicdo que
ocupamos na estrutura social.
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura social pode ser explicada por dois grupos de fatores:

@ Em parte, pela familia na qual nascemos, pais onde moramos — a posicdo que
ocupamos na estrutura social.

@ Em parte, pelas nossas nossas caracteristicas naturais e inatas, pelas nossas
preferéncias.
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura social pode ser explicada por dois grupos de fatores:

@ Em parte, pela familia na qual nascemos, pais onde moramos — a posicdo que
ocupamos na estrutura social.

@ Em parte, pelas nossas nossas caracteristicas naturais e inatas, pelas nossas
preferéncias.

A estrutura social é explicada pelo trade-off entre ambos os fatores.
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura das redes bioldgicas pode ser explicada por dois grupos de fatores:

@ Em parte, pela funcdo de cada molécula, proteina, gene — a posicdo que eles
ocupam na estrutura da rede.
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura das redes bioldgicas pode ser explicada por dois grupos de fatores:

© Em parte, pela fungcao de cada molécula, proteina, gene — a posicdo que eles
ocupam na estrutura da rede.

@ Em parte, pela variabilidade (aleatoriedade) genética, pelas muta¢des, pelos
eventos que ocorrem durante a vida do organismo.
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Redes dinAmicas: modelo WS

A estrutura das redes bioldgicas pode ser explicada por dois grupos de fatores:

© Em parte, pela fungcao de cada molécula, proteina, gene — a posicdo que eles
ocupam na estrutura da rede.

@ Em parte, pela variabilidade (aleatoriedade) genética, pelas muta¢des, pelos
eventos que ocorrem durante a vida do organismo.

A estrutura das redes bioldgicas é explicada pelo trade-off entre ambos os fatores.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Em resumo: O modelo WS gera redes de mundo pequeno (small-world).
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Redes dinAmicas: modelo WS

Em resumo: O modelo WS gera redes de mundo pequeno (small-world).

© Os graus dos vértices sdo similares.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Em resumo: O modelo WS gera redes de mundo pequeno (small-world).
© Os graus dos vértices sdo similares.

@ Os coeficientes de clusterizacao s3o altos.
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Redes dinAmicas: modelo WS

Em resumo: O modelo WS gera redes de mundo pequeno (small-world).

© Os graus dos vértices sdo similares.

@ Os coeficientes de clusterizacao s3o altos.

@ As distancias s3o pequenas (O(log n) mesmo com [ pequeno).
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D. Watts: “Six degrees: The science of a connected age” (2003).
D. Watts & S. Strogatz: Collective dynamics of ‘small-world’ networks (1998).
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Duvidas

Davidas?
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