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“Um ciclo foi detectado, portanto, ndo é possivel uma ordenacio
topoldgica.”

Mensagem de erro do ORM
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Ordenac3o Topolégica

Uma ORDENACAO TOPOLOGICA de um grafo direcionado é
um arranjo dos vértices vi,vy, ... v, tal que se (vi,v;) é uma
aresta do grafo, entdo i < j.
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Ordenac3o Topolégica

Representando dependéncias:

» Um grafo pode representar precedéncias entre tarefas.

> Queremos um ordem que respeita as precedéncias.
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Ordenac3o Topolégica

Exemplo de ordenacdo topoldgica
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Ordenac3o Topolégica

Todo grafo direcionado possui ordenacdo topoldgica?
» NAO, um ciclo direcionado n3o possui!

» Assim, nenhum grafo que contém um ciclo possui!
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Um grafo direcionado é ACICLICO se n3o contiver um ciclo
direcionado.



Ordenac3o Topolégica

Teorema

Um grafo direcionado é ACICLICO se e somente se possui uma
ORDENACAO TOPOLOGICA.

Demonstracao:

» Se G tem uma ordenac3o topolégica, entdo ele é ACICLICO.

» Em seguida, mostraremos a reciproca.



Ordenac3o Topolégica

» Uma FONTE é um vértice com grau de entrada zero.

» Um SORVEDOURO é um vértice com grau de saida zero.

Todo grafo direcionado aciclico G com pelo menos um vértice
possui uma FONTE e um SORVEDOURO.

Demonstracdo:
» Tome um caminho maximal P = (vg...v) em G.

» Ent3o, vy é uma fonte e vy é um sorvedouro.



Ordenac3o Topolégica

Demonstracao do teorema

Considere um grafo aciclico G = (V, E).

Mostraremos que G possui uma ordenacao topoldgica por inducdo
em |V|:

» Se |V| =1, entdo a afirmagdo é clara.

» Considere um grafo com pelo menos dois vértices:

» Pelo lema anterior, G possui uma fonte u.

» Pela hipétese de inducdo, o grafo G — u possui uma ordenacdo
topolégica vi, ..., v, 1.

» Logo, u,vi,va,...,v,_1 € uma ordenacdo topoldgica de G.



Ordenac3o Topolégica

Encontrando uma ordenacio topolégica

A demonstracao anterior é construtiva:
» E baseada em exibir uma ordenacio topolégica.
» Sugere um ALGORITMO RECURSIVO.

Algoritmo para ordenacao topolégica:
1. Encontre uma fonte u de G.
2. Recursivamente, obtenha ordenacdo vy,...,v, 1 de G — u.

3. Devolva u,vy, ..., v, 1.

A complexidade desse algoritmo ¢ O(V?2):
» Encontrar uma fonte leva tempo O(V).
» H3 |V| chamadas recursivas.

» Pode-se fazer em tempo O(V + E). (exercicio)



Ordenac3o Topolégica

Considere um grafo direcionado aciclico:
» Como n3o ha ciclo, no existe aresta de retorno.
» Considere o instante em que v fica preto.
» Nesse instante TODOS seus vizinhos sdo pretos.

> Isso sugere considerar os vértices na ordem de término.

Ideia para o algoritmo:
» O primeiro vértice a ficar preto n3o tem arestas saindo.
» O segundo s6 pode ter arestas para o primeiro.
» O terceiro sé pode ter arestas para os dois primeiros.
> etc.



Ordenac3o Topolégica

Algoritmo: TOPOLOGICAL-SORT(u)

1 execute DFS(G) e calcule f[v] para cada vértice v

2 quando um vértice finalizar, insira-o no INICIO de uma lista
3 devolva a lista resultante

> Inserir cada um dos |V/| vértices leva tempo O(1).
» Executamos DF'S uma vez.

> Portanto, a complexidade de tempo é O(V + E).
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Teorema
TOPOLOGICAL-SORT(G) devolve uma ordenacdo topoldgica de G.

Demonstracao:

Considere uma aresta arbitraria (u,v):
» Como a lista devolvida estd em ordem DECRESCENTE
de f[v], basta mostrar que f[u] > f[v].
» Considere o instante em que (u,v) foi examinada:
» Como (u,v) n3o é aresta de retorno, v ndo pode ser cinza:

1. Se v for branco, entdo ele serd descendente de u e f[u] > f[v].
2. Se v for preto, entdo ele ja foi finalizado e f[u] > f[v].



CONTAGEM DE
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Contagem de caminhos

Vamos resolver o seguinte problema:

Problema
Entrada. Um grafo direcionado aciclico G e dois vértices s, t.

Saida. O ndmero de caminhos de s a t.

Observacdes:
» Queremos apenas CONTAR os caminhos, n3o exibi-los.
» Vamos supor que o grafo ndo possui arestas miultiplas.

> Esse caso pode ser tratado de modo similar.



Contagem de caminhos

Considere o seguinte subproblema:
> Seja v um vértice QUALQUER de G.

» Denote por p(v) o nimero de caminhos de v a t.

Como calcular p(s)?

» E a soma do niimero de caminhos de cada vizinho v a t:

pE)= Y p(v)

veAdj[s]
> Existe sobreposicdo de problemas.
» Precisamos de uma ordem para calcula-los.

» Usamos programacdo dindmica e ordenacdo topoldgica.
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Recorréncia

Temos a seguinte recorréncia:

veAdj[u]

Esta recorréncia vale se G contiver ciclos?



Contagem de caminhos

’ Algoritmo CONTA-CAMINHOS

Algoritmo: CONTA-CAMINHOS(G, s, t)

1 para cada u € V[G]\ {t}
[_ plu] < 0
plt] + 1
obtenha uma ordenacdo topoldgica (vi,va,...,v,) de G

para i<+ natél
L para cada u € Adj[v]

N

~ o bW

| plvi] < plvi] + plv]

8 devolva p[s]

A complexidade de tempo é O(V + E). Para demonstrar a
correcdo, basta provar a seguinte INVARIANTE DE LACO

plvil = p(vi).



Contagem de caminhos

Considere um subproblema alternativo:
> Seja v um vértice QUALQUER de G.
» denote por g(v) o ndmero de caminhos de s a v.

> Temos a seguinte recorréncia:

gv)= > aqv)

u:veAdj[u]



Contagem de caminhos

Algoritmo CONTA-CAMINHOS alternativo

Algoritmo: CONTA-CAMINHOS(G, s, t)

para cada u € V[G] \ {s}
|_ qlu] + 0
qls] <1
obtenha uma ordenac3o topolégica (vi, va,...,v,) de G
para i<« 1 atén
para cada u € Adj[vj]
L | qlu] « qlu] + g[v]

devolva q[t]

N =

N O 0B~ W

[=-]

Note a diferenca no modo em que g[u] é calculado.
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