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“Encontrar todas as arvores geradoras minimas é ndo trivial pois o
numero de solucées pode ser exponencial.”

Jo3o Guilherme Martinez, Rosiane de Freitas e Altigran Silva
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Algoritmo de Prim
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» Escolhemos um vértice r arbitrariamente no inicio.
» O conjunto A s3o as arestas de uma arvore com raiz r.
» O conjunto S s3o os vértices dessa arvore.

» Em cada iteragdo, adicionamos uma ARESTA LEVE de 0(S).

Detalhe de implementacdo importante:

» Como encontrar essa aresta leve EFICIENTEMENTE?



Algoritmo de Prim

’,

- ==



Algoritmo de Prim

Como representar os vértices a serem adicionados?
» Mantemos uma fila de prioridade (de minimo) Q.
> Ela contém todos vértices que NAO est3o na arvore.

» Cada vértice v na fila tem prioridade key[v] de ser inserido.

Qual a prioridade de escolher um vértice v?
> key[v] guarda o peso da menor aresta ligando v a arvore, ou
vale oo se nao houver uma tal aresta.
Como representar a arvore sendo construida?
> Mantemos um vetor w de pais de todos vértices.
» Os vértices da arvore sdo: S =V \ Q.
> As arestas da arvore sdo: A = {(u,7[u]) : ue S\ {r}}.
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Algoritmo: AGM-PriM(G, w, r)

para cada u € V[G]
key[u] +— oo
[u] + NIL

key[r] < 0

Q «+ VI[G]

enquanto Q # ()

u + EXTRACT-MIN(Q)

para cada v € Adj[u]
seveQew(u,v) < key[v]
L m[v] + u

key[v] < w(u, v)




Algoritmo de Prim

Teorema (Invariantes)

Considere a execucdo no inicio do laco enquanto e defina
S=V\QeA={(u,n[u]) : ue S\ {r}}, entdo:

1. A contém arestas de uma arvore T com Vértices S e raiz r.
2. Para cada v €Q:
> Se w[v] # NIL, entdo key[v] é o peso de uma aresta com

menor peso ligando v a algum vértice de T.

» Se w[v] = NIL, entdo nio existe aresta ligando v a algum
vértice de T.

» As invariantes implicam que no inicio da iteracdo do laco,
(u,7[u]) é uma ARESTA SEGURA.

» Portanto, o algoritmo esta correto.
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A complexidade depende da fila de prioridade Q:

> Cada teste v € Q (linha 9) leva tempo constante (por qué?).
> Vamos contar quantas vezes executamos cada operag3o:

> INSERT é executada |V/| vezes (linhas 1-5).
> EXTRACT-MIN é executada |V/| vezes (linha 6).

> DECREASE-KEY é executada até |E| vezes (linha 11).

Portanto, o TEMPO TOTAL de execucdo é:

O(V)-INSERT 4 O(V) - EXTRACT-MIN + O(E) - DECREASE-KEY.
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Se implementarmos @ como um min-heap, ent3o:
» INSERT consome tempo O(log V).
» EXTRACT-MIN consome tempo O(log V).
» DECREASE-KEY consome tempo O(log V).

Ent3o, o tempo total sera:

O(VlogV + Vlog V + Elog V) = O(E log V).

Observacges:
» Podemos inicializar o min-heap em tempo O(V).

» Usamos V = O(E) pois sabemos que G é conexo.
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Refletindo sobre como analisamos uma operacdo:
» Supomos que todas as chamadas levam o mesmo tempo.
» Consideramos SEMPRE o tempo de pior caso.

» Na pratica, o tempo de uma chamada pode ser bem menor.

Custo amortizado:
» Considere uma estrutura de dados abstrata S.

Suponha que podemos realizar uma operacdo p(S).

>
» Pode haver operacdes distintas (inserir, remover, etc.).
> Se executamos essas opera¢Ses diversas vezes:

>

Quanto tempo leva cada chamada em MEDIA?
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Ideia da analise amortizada:
» Suponha que na execucdo fazemos m chamadas a p(S).
» Que o TEMPO TOTAL das operagdes p é T(n).

» Ent3o, o custo amortizado de p é T(n)/m.

Exemplo:
» se T(n) =4ne m=2n, entdo o custo amortizado é 2.
> Isso NAO significa que a operacio leva tempo constante.

P> Apenas que em média o tempo gasto por p é constante.



Algoritmo de Prim

Revisitando a complexidade de Prim

Um HEAP DE FIBONACCI é uma estrutura de dados que:

» E utilizada para guardar um conjunto de |V/| elementos.
> Implementa as operacdes de fila de prioridade:

» EXTRACT-MIN — tempo O(log V)
» DECREASE-KEY — tempo amortizado O(1)
> INSERT — tempo amortizado O(1)

P Além de outras operacdes como UNION, etc.

Se usarmos um heap de Fibonacci para implementar Q:

» O tempo total melhora para
O(V+E+ Vlog V)= O(E + Vlog V).

> Na pratica, a implementacdo com min-heap é melhor.
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O algoritmo de Kruskal
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» O subgrafo G4 = (V,A) é uma floresta.
» Consideramos cada uma das arestas em ordem de peso.

» Em cada iteracdo, adicionamos uma aresta (u,v) se ela ligar
duas componentes distintas C, C’ da floresta.

» Note que (u,v) é uma ARESTA LEVE de 4(C)

Detalhe de implementacdo importante:

» Como saber se (u,v) liga componentes distintas
eficientemente?
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Algoritmo: AGM-KRUSKAL(G, w)

A0

ordene as arestas em ordem n3o decrescente de peso
para cada (u, v) € E[G] na ordem obtida

se u e v estdo em componentes distintas de (V, A)
|_ A+ AU{(u,v)}

a A WON =

devolva A

(=)

Esta é uma vers3o preliminar do algoritmo:
P Falta detalhar a implementacdo da linha 4.

» Como fazer isso EFICIENTEMENTE?
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