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“O caminho mais curto nem sempre é uma linha reta.”
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CAMINHOS MINIMOS

ENTRE TODOS OS PARES
DE VERTICES
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Novo problema

Dado grafo ponderado (G, w) sem ciclos negativos, queremos
encontrar um caminho minimo de u a v para TODO par de
vértices u, v.



Caminhos minimos entre todos os pares de vértices

Algoritmos para grafos esparsos

Podemos executar |V| vezes um algoritmo de Caminhos Minimos
com Mesma Origem:

> Se (G, w) ndo possui arestas negativas, usamos DIJKSTRA:

Tipo de fila Uma vez |V| vezes
Heap O(E log V) O(VE log V)
Fibonacci | O(VlogV + E) | O(V?log V + VE)

> Se (G, w) possui arestas negativas, usamos BELLMAN-FORD:

Uma vez | |V| vezes

O(VE) | O(V2E)
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Floyd-Warshall é um algoritmo que resolve o problema
diretamente e é melhor se G for DENSO.

» Um grafo é denso se |E| = w(V?).
» E basado em programac3o dinamica.
> Resolve o problema em tempo O(V3).

» Supomos que G é completo:
= Se (i,j) ndo é aresta, definimos w(i, ) = oo
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Para simplificar a discussdo, suponha que V = {1,2,... n}.
Considere um caminho P = (v, va, ... ,vi_1,Vv)):

» Os VERTICES INTERNOS de P sdo {vs,..., v 1}.

» P é chamado k-INTERNO se {vy.....vi1} C {1, ... k}.

Problema (Subproblema étimo)

Sejam i e j vértices de G e k um inteiro com k > 0. Dentre todos
os caminhos k-internos de i até j, encontre algum que tenha custo
minimo.
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O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relacdo entre:
» Um caminho k-interno P de i até j que tem custo minimo

> e outros caminhos (k — 1)-internos.

Caso 1: Se k ndo é um vértice interno de P:
» Todos os vértices internos de P estdo em {1,... k —1}.

» Ento, P é um caminho (k — 1)-interno de custo minimo.
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Caso 2: Se k é um vértice interno de P, entdo P pode ser dividido
em dois caminhos P; (com inicio em i e fim em k) e P (com
inicio em k e fim em j).

00—
o o

» P; é um caminho minimo de i a k com vértices internos em
{1,...,k—1}.

» P, é um caminho minimo de k a j com vértices internos em
{1,...,k—1}.
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Recorréncia para caminhos minimos

Seja d,.(jk) o peso de um caminho k-interno minimo de i a j.

> Se k =0 entdo d,-(jo) = w(i,j).
> Sendo, caimos em algum dos dois casos anteriores.

Obtemos a seguinte recorréncia:
40 _ w(i, J) se k=0,
i min(dis.k_l), d,.(kk_l) + d,g-(_l)) se k> 1.

Note que, di"” = dist(i,j). Por qué?
» Calculamos as matrizes D(¥) = (d,.(jk)) para k =1,2...,n.

> A resposta do problema é D(".
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Problema

Entrada: Matriz W = (w(i,j)) com dimensées n x n.
Saida: Matriz D(".

Algoritmo: FLOYD-WARSHALL(W, n)
1 DO — w
2 para k< 1 até n
3 parai< 1 atén
a \\paraj(—latén

ARG T

6 devolva D("

Complexidade: O(V?3).
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Devolvemos matriz de predecessores I = (7j;)
(a) mjj = NIL se i = j ou se ndo existe caminho de i a j,
(b) mjj € o PREDECESSOR de j em algum caminho minimo a
partir de i, caso contrario.
» Calculamos do mesmo modo que D),

» Obtemos uma sequéncia de matrizes M@ 0 . )

Quando k = 0:

©) {NIL se i =jou w(i,j)= oo,
Tr =

g i sei#jew(i))< oo
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Se k> 1:
» Considere um caminho k-interno minimo P de i a j.

» Obtemos o PREDECESSOR DE j:

» Se k n3o aparece em P, ent3o usamos o predecessor de um
caminho (k — 1)-interno de i a j.

> Se k aparece em P, ent3o usamos o predecessor de um
caminho (k — 1)-interno de k a j.

Formalmente,

) _{ 77,'(Jk_1) - d(k 1) < d(k 1)_|_d(k 1)

7_‘_1(5 1) e d(k 1) > d(k 1) (Ik 1).
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FECHO TRANSITIVO DE

GRAFOS DIRECIONADOS



Fecho transitivo de grafos direcionados

Fecho transitivo de grafos direcionados

Seja G = (V, E) um grafo direcionado com V = {1,2,... n}.

O FECHO TRANSITIVO de G = (V,E) é o grafo G* = (V,E")
onde:

E" = {(i.j) : existe um caminhode / a j em G}.

0% Q%
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Determinando o fecho transitivo de G = (V, E):
1. Atribuimos peso 1 a cada aresta.
2. Executamos FLOYD-WARSHALL em tempo ©(V3).

3. Existe um caminho de i a j se e somente se dj; < |V/|.

Na pratica:
» Executamos FLOYD-WARSHALL substituindo:
> min por V (OU légico).
> + por A (E légico).
> Tem a mesma complexidade assintética.

» Economiza tempo e espaco.
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Fecho transitivo de grafos direcionados

Defina t,.(j) o valor booleano:
» TRUE se existe caminho k-interno de i a j.
» FALSE se NAO existe caminho k-interno de i a j.

Para k=0
o_ [0 seitjeli)¢E
1 sei=joul(ij)€eE,

e para k > 1,

£ 1)y (kD) gl

Como em FLOYD-WARSHALL, calculamos matrizes 7(K) = (t(k))
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Algoritmo de Transitive-Closure

Problema

Entrada: Matriz de adjacéncia A de G.
Saida: Matriz de adjacéncia T(") de G*.

Algoritmo: TRANSITIVE-CLOSURE(A, n)
1 TO — A4,
2 para k< 1 até n
3 parai<« 1 atén
4 paraj < 1 atén
k k—1 k—1 k—1
s [ ) v )

1]

6 devolva T("

Complexidade: O(V?3).
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