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“A arte de formular programas lineares e lineares inteiros €, bem,
uma arte: € dificil de ensinar e ainda mais dificil de aprender.”

Gerald G. Brown e Robert F. Dell.
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Aulas anteriores

Xp,Xs > 0
xs > 0.5
Xp — Xs < 2
Txp — 3xs < 20

16x, — 10xs > 19

Funcdo objetivo:

max  50x, — 20xs

Xs
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Limpando o planeta
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PROGRAMACAO LINEAR

INTEIRA MISTA



Programacdo linear inteira mista

Programacio linear inteira mista

min ctx +dty

s.a:
Ax+ By > b
xe€Q,yeZP



W

N
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Programacdo linear inteira mista

Programacao linear inteira pura

min ctx
s.a:
Ax > b
n
x €Ll



Programacdo linear inteira mista

Programac3o linear binaria (ou 0-1)

s.a:
Ax > b
x € {0,1}]



Programacdo linear inteira mista

min ¢tx = max —ctx
Ax>bhb = —Ax< —b

. Ax < b
Ax=b = { Ax > b

! 1!
X:, X: € 7
X €L = { f", +,,



Programacdo linear inteira mista

Vantagens

Melhora consideravelmente a capacidade de modelar:

> Maior flexibilidade na modelagem.
» Modelos mais realistas.
P Permite modelar restricdes logicas.

» Capaz de modelar funcdes n3o lineares.



Programacdo linear inteira mista

» Maior dificuldade para modelar.

» Pode ser muito mais dificil de solucionar.



DICAS PARA FORMULAR



Dicas para formular

Variaveis binarias

VARIAVEIS BINARIAS s6 tomam valor em {0,1} e permitem modelar diferentes
cendrios:

> Se uma soluc3o pode ou n3o satisfazer algumas propriedades (ou condices),
podemos definir para cada propriedade a variavel:
| 1 se a solugado satisfaz p
*P =1 0, em caso contrério

> Se uma solucdo requer selecionar elementos em um conjunto, podemos definir,
para cada elemento e do conjunto a variavel:
1 se a solugdo seleciona o elemento p

Xe = ..
€ 0, em caso contrério

» Se uma soluc3o precisa ordenar elementos de um conjunto, para cada par de
1, se i esta antes que j na solugdo

elementos i e j podemos definir: x;; :{ 0. em caso contrario
’

> Se uma solugdo precisa associar pares de elementos, para cada par de elementos
1, se i estd associado com j na solucdo

i e j podemos definir: x;; = 0 em caso contrario
)



Dicas para formular

z = 1—x




Dicas para formular

¢

Restricdes logicas com variaveis binarias

N

AND: Desejamos garantir que z é 1 se e somente se x e y sdo 1:

2.z xX+y
z+1 > x+vy

IN




Dicas para formular

Restricdes légicas com variaveis bindrias

OR: Desejamos garantir que z é 1 se e somente se x ou y sdo 1:

N
IN

X+y

Para obrigar x V y podemos usar x + y > 1.



Dicas para formular

Restricdes légicas com variaveis bindrias

XOR: Desejamos garantir que z é 1 se e somente se exatamente
uma entre x e y é 1:

z < x+y
2—z > x+y
z > xX—Yy
z > y—x

Para obrigar x & y podemos usar x + y = 1.



Dicas para formular

Restricdes légicas com variaveis bindrias

EQUIVALENCIA: Desejamos garantir que z é 1 se e somente se
x éigual a y:

1-z < x+y
1+z > x4y
11—z > x-—y
l1—-z > y—x

Para obrigar x < y podemos usar x — y = 0.



Dicas para formular

Restricdes légicas com variaveis bindrias

IMPLICACAO: Desejamos garantir que z é 1 se e somente se y é
1 sempre que x for 1:

z—1
2-z—1

y—X
y—X

Para obrigar x = y podemos usar y > x.



Dicas para formular

M grande para associar condicOes a varidveis bindrias

Suponha que temos uma condic3o (propriedade) simples escrita
como:

aT-xgb

Para associar uma variavel binaria com essa condicdo, encontramos
um valor M grande o suficiente, tal que a’ - x < b+ M para
qualquer solucdo viavel x.

Entdo, definimos a varidvel binaria y e escrevemos a restric3o:

al x<b+M-(1-y)



Dicas para formular

¢

\ Associando condicGes com variaveis binarias
n

Considere o conjunto {¢;};_; de condi¢cdes (ou propriedades) ja associada
cada uma com uma variavel binria {x;}7_;:

» Para indicar se pelo menos k condicdes s3o satisfeitas, podemos
definir a variavel binaria z e as restricoes:

n n
k—1+n'222xi e k—n-(l—z)SZx;
i=1 i=1

» Para indicar se no maximo k condicdes sdo satisfeitas, podemos
definir a varidvel binaria z e as restricdes:

k—}—l—n'zSin e k—|—n~(1—z)22xi
i=1 i=1



Dicas para formular

Restricoes para selecao de elementos

onsidere um conjunto de n elementos para selecionar (podem ser condicdes
ou propriedades também), onde cada um é associado com uma varidvel binaria

{xi}imy:

> Para selecionar (ou satisfazer) pelo menos k elementos (ou condices),
podemos definir:
n
E Xj Z k
i—1
> Para selecionar (ou satisfazer) exatamente k elementos (ou condicdes),

podemos definir:
Sou=k
i=1

> Para selecionar (ou satisfazer) no maximo k elementos (ou condicdes),

podemos definir:
Sowsk
i=1




Dicas para formular

¢

\ Variaveis e restricOes para selecdo de intervalos

Considere a seguinte expressdo em que cada h; é uma func3o linear sem termo
independente e cada ¢; é uma constante:

a+m(x) ,seli<x<un
D), G+ h(x) ,selr<x<w

Cnt+ hn(x) ,selp <x<u,

1,sel; <x<vy;

Podemos definir as variaveis binarias y; = -
0, em caso contrario

x,seli <x<vy

0 em caso contrario ' escrevendo a expressdo como:
, i

variaveis z; = {

f(y,z) = Z G - yi + hi(zi)

Com as restri¢cdes: £;-y; <z <wv;-yi (paracadai)e> ! yi=1



Dicas para formular

¢

\ Restricoes para selecao condicional

Dadas trés condicdes (ou elementos) cada uma associada com
variaveis binarias x, y e z. Para garantir que z é 1 sempre que x e
y sdo 1 (ou seja, se x =1 ey =1, entdo z = 1), podemos definir
a restricao:

x+y<l+4z

Generalizando a um conjunto de n + 1 variaveis binarias, a
condiciosex; =lexpy=1le... ex, =1, entdo x,.1 =1,
pode ser formulada como:

n
in <n—1+x11
i=1



Dicas para formular

Se desejamos representar uma ordenacdo de n elementos, podemos
definir para cada par (i, ) de elementos a varidvel binaria x;; para
expressar se o elemento J estd na frente do j:

xij +xj =1 para cada par (i,j) (antissimetria)

Xij + %jk < 14 x,  para cada trés elementos (i, j, k) (transitividade)



Dicas para formular

Restricoes para ordem

Dados n elementos, existem n posicdes para ordena-los. Logo,
podemos definir a varidvel bindria x;; para indicar se o elemento i
esta na posicao j:

n
E xj=1 para cada posicdo j (um elemento por posi¢cdo)
i=1

n
g xij=1 para cada elemento / (uma posicdo para cada elemento)
Jj=1



EXEMPLOS



Exemplos

Mochila binaria

¢

N

Dados uma mochila com capacidade méaxima de peso W e um
conjunto finito de objetos O, cada um com um peso (w) e um
valor () associados: w, € nu, para cada o € O.

O problema procura por uma combinac3do de objetos para carregar
na mochila, de forma que a soma dos pesos n3o ultrapasse o peso
da mochila e a soma dos valores seja maximizada.



Exemplos

Mochila binaria

¢

N

Devemos decidir se cada objeto é selecionado ou nao:

w 1 , se o objeto o é selecionado
¢ 0 , em caso contrério



Exemplos

\ Mochila binaria

O objetivo é maximizar a soma dos valores selecionados:

max E Vo * Xo

o€0

¢

A soma dos pesos selecionados nao deve ultrapassar o peso da
mochila:

Zwo-xogw

o€0



Exemplos

Instancia: O, v: 0 —-Q4, w:0—=Qyre W e Qy.

max E Vo * Xo

oc0

Zwo-xog W

o€0
X, € {0,1} VYoe O

S.a. .



Exemplos

Dado um conjunto finito de elementos E com valores positivos (v)
associados (v; para cada i € E), se procura uma particdo de E em

dois conjuntos U e V que minimize ‘ZieU Vi— X icE\u Vil



Exemplos

Por cada elemento de E, devemos decidir se esta no primeiro
conjunto da particdo (U) ou no segundo (E \ U):

\, 1 ,seiestaem U
"7 1 0 ,em caso contrario



Exemplos

@ Particdo balanceada

Funcdo objetivo n3o linear:

min ZV['Xi—ZV,'-(].—Xi)

icE icE

W

Esse objetivo é equivalente a minimizar o maximo entre
ZieE Vi Xj — ZiEE Vi (1 — Xi) (S ZiEE Vi - (1 — Xi) — ZieE Vi © Xj.
Podemos alcancar isso minimizando a variavel z € Z, onde:

g Vi - X — E vi-(1—x)<z

icE i€E

ZV;-(].—X;)—ZV;-X;SZ

icE icE



Exemplos

Instancia: E, v: E — 7Z,.

min z

s.a.:

ZV;-Xi—ZVi'(l—Xi)SZ

icE icE
Zv;-(l—xi)—Zv;-xvgz
i€eE i€eE

z€Zy,xi€{0,1} VieE



Exemplos

Particdo balanceada e mochila

O minimo entre > . pvi-xi e Y ;cg Vi - (1 —x;) é no maximo
1
2 2ice Vir

Portanto, outra opcdo para evitar o valor absoluto seria garantir
que a soma dos elementos em U n3o ultrapasse o valor anterior:

ZVi‘XiS%ZVi

i€eE icE



Exemplos
Particdo balanceada e mochila

Instancia: E, v: E — 7Z,.

min Zv;-(l—xi)—Zv;-xi

icE icE
s.a
1
Z Vit Xi < 5 Z Vi
i€cE i€E

x; € {0,1} VieE



Exemplos

¢

\ Escalonamento de tarefas

Dadas m maquinas iguais e n tarefas, onde a tarefa j requer
tj € Z4 tempo para ser processada, se deseja atribuir cada tarefa a
uma maquina de forma a minimizar o tempo de processamento na
maquina em que as tarefas atribuidas somem o maior tempo.



Exemplos

¢

\ Escalonamento de tarefas

Para cada par tarefa-maquina, podemos definir uma variavel
binaria que indique se a tarefa foi ou ndo atribuida a maquina:

. 1 |, se a tarefa j foi atribuida a3 maquina i
e 0 , em caso contréario

Também podemos definir uma variavel inteira z que indique o
maior tempo de processamento entre as maquinas.



Exemplos

O objetivo é minimizar o valor de z:
min  z

Como z é o maior o tempo de processamento das maquinas, o
valor deve limitar o tempo de processamento de qualquer maquina:

n
th-xijgz Vi<i<m
j=1
Cada tarefa deve ser atribuida exatamente a uma maquina:

m
injzl Vi<j<n
i=1



Exemplos

Instancia: m, ne {t;}7_,.

min z
s.a.:
ZJ’.'IItJ--XU-Sz Vi<i<m
Yoimixij=1 Vi<j<n
z€Z4,x; €{0,1} VI<i<m1<j<n



Exemplos

Clique e conjunto independente

Um CONJUNTO INDEPENDENTE em um grafo, é um
conjunto de vértices que ndo contém adjacentes.

Uma CLIQUE é um subgrafo onde todo par de vértices s3o
adjacentes.

Formulacdes para o conjunto independe méximo e para a clique
maxima podem ser muito similares.



Exemplos

¢

\ Clique e conjunto independente

Para cada vértice precisamos decidir se ele estd ou ndo em uma
solugdo (clique ou conjunto independente):

7

, 1 , se o vértice v € selecionado para a solucdo
"7 1 0 , em caso contrario



Exemplos

¢

\ Clique e conjunto independente

O objetivo pode ser visto como maximizar o nimero de vértices
selecionados na solugo:

max E Xy

veV

No conjunto independente, dois vértices selecionados ndo podem ser
adjacentes. Ou seja, por cada aresta (v, v) no maximo podemos
selecionar s6 um dos extremos:

Xy +x, <1 Y(u,v) € E

Na clique, todos os vértices devem ser adjacentes. Ou seja, por cada par
de vértices ndo adjacentes (arestas do complemento) podemos selecionar
no maximo um:

Xy +x, <1 V(u,v) ¢ E



Exemplos

Clique e conjunto independente

¢

N

Conjunto independente maximo Clique maxima
Instancia: G = (V, E). Instancia: G = (V,E).

max E XY max E XY

veVv veVv

Xu+x <1 VY(u,v)eE Xu+x <1 VY(u,v)¢E
xy € {0,1} VveV xy €{0,1} VveVv




Exemplos

¢

\ Coloracio de vértices

Uma COLORACAO DE VERTICES em um grafo é uma
atribuicdo de cor a cada vértices de forma que ndo hajam dois
vértices adjacentes com a mesma cor.

A coloracdo de vértices minima, procura por uma coloracdo que
minimiza o nimero de cores usadas.



Exemplos

Coloracdo de vértices

No méximo ha |V/| cores, uma por cada vértice, portanto podemos
definir variaveis binarias por cada possivel cor, que indique se ela é
usada ou n3o:

w - 1 , seacor céusada
€71 0 ,em caso contrario

Para identificar a cor usada em cada vértice, podemos definir as
seguintes varidveis binéarias:

[ 1 ,seo vértice v usa a cor ¢
Yve 0 , em caso contrario



Exemplos

O objetivo é minimizar o nimero de cores usadas:

min E Xc
ceC
Cada vértice deve ter exatamente uma cor:

Yye=1 WweV
ceC

Vértices adjacentes ndao podem ter a mesma cor:
Yue + Yve <1 Vece C,(u,v)€E
Devemos associar as cores dos vértices com as cores usadas:
Xc = Yve Vce C,veV

X < Z Yve Vece C
veVv



Exemplos

Instancia: G = (V,E).
Defina C = {1,2,...,|V|} (possiveis cores)

min ZCECXC
s.a.:
SNeecYe=1 WveV
Yue + Ve <1 VeceC,(u,v)€eE
Xc 2 Yve VceC,veV
Xe < Zvev Yve VceC
XvacG{O,l} Vce C,veV
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