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“A programacdo linear foi e é talvez o problema do mundo real
mais importante.”

Keith Devlin.



FORMULANDO coM PLI



Formulando com PLI

S3o dados um digrafo G = (V, E) com pesos positivos associados
as arestas e dois vértices: um fonte s e um terminal t.

O problema procura por um caminho de s a t que minimize a
soma dos pesos das arestas.



Formulando com PLI

Caminho minimo

Um caminho pode ser visto como uma sequéncia de arestas, logo a
solucdo pode ser composta pelo conjunto de arestas que
pertencem a ela. Assim, por cada aresta, podemos definir uma
variavel binaria que indica se ela esta ou n3o na solucdo:

o 1 , se a aresta e estd na solucdo
¢ 0 , em caso contrério
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Caminho minimo

Um caminho pode ser visto como uma sequéncia de arestas, logo a
solucdo pode ser composta pelo conjunto de arestas que
pertencem a ela. Assim, por cada aresta, podemos definir uma
variavel binaria que indica se ela esta ou n3o na solucdo:

o 1 , se a aresta e estd na solucdo
¢ 0 , em caso contrério

O objetivo é minimizar a soma dos pesos das arestas selecionadas:

min Z w(e) - xa

ecE



Formulando com PLI

Caminho minimo e fluxo

Com excecdo de s e t, para todo vértice u do caminho, se uma aresta
entra entdo outra deve sair:

D Xuw— D Xuw =0

(u,v)€EE (v,u)€E
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Formulando com PLI

Caminho minimo e fluxo

Com excecdo de s e t, para todo vértice u do caminho, se uma aresta
entra entdo outra deve sair:

D Xuw— D Xuw =0

(u,v)€EE (v,u)€E

Para s, essa diferenca deve ser —1, enquanto para t, 1:

Z X(s,v) — Z X(vs) =1 Z X(t,u) — Z X(up) = —1

(s,v)EE (v,s)€E (t,u)eE (u,t)€EE

Ademais, por cada vértice d caminho, no maximo uma aresta pode sair

(ou entrar):
D X 1
(v,u)€E



Formulando com PLI

Instancia: G = (V,E),w: E—> Qi es,deV.

min Yecew(e) - xe
s.a.:
Z(u v)eE X(uyv) — Z(v u)eE X(vu) =0 Vue VA {s t}
Z(s v)eE X(s,v) Z(vs)EE (vs) =1
Z(t,v)eE (tv) — Z(V,t)GE (vr) =1
> (vyu)eE Xwu) <1 VueV
xe € {0,1} Vec E



Formulando com PLI

Caminhos minimos e ciclos negativos

Uma estratégia para garantir que n3o hajam ciclos na solucdo, se
conhece como PREVENCAO DE SUB-ROTAS e se baseia no
fato de que, em todo caminho simples, o niimero arestas com dois
extremos em qualquer conjunto de vértices S é no maximo |S| — 1.
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Se E(S) denota o nimero de arestas com os dois extremos em S,
podemos definir a seguinte familia de restricoes:



Formulando com PLI

Caminhos minimos e ciclos negativos

Uma estratégia para garantir que n3o hajam ciclos na solucdo, se
conhece como PREVENCAO DE SUB-ROTAS e se baseia no
fato de que, em todo caminho simples, o niimero arestas com dois
extremos em qualquer conjunto de vértices S é no maximo |S| — 1.

Se E(S) denota o nimero de arestas com os dois extremos em S,
podemos definir a seguinte familia de restricoes:

> x<IS[-1  VSCV\{s,d} e[S >2
ecE(S)



Formulando com PLI

Caminho minimo em grafos com ciclos negativos

Instancia: G = (V,E),w: E—>Qies,deV.

min >ecew(€)  xe
s.a.:
Z(u v)eE X(uy) — Z(v u)eE X(vu) = 0 VwueV \ {57 t}
Z(s v)eE X(s,v) Z(VS)EE (vs) =1
Z(t,v)eE (tv) — Z(v,t)eE (v) = 1
2 (v,u)eE X(vw) <1 e Y
ZeeE(S)Xe§|S|_1 VS C V\{sd},|S|>2
xe € {0,1} Vee E
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S3o dados um digrafo G = (V, E) com pesos positivos associados
as arestas e dois vértices: um fonte s e um terminal t.



Formulando com PLI

S3o dados um digrafo G = (V, E) com pesos positivos associados
as arestas e dois vértices: um fonte s e um terminal t.

O problema procura por um caminho de s a t que maximize a
soma dos pesos das arestas.



Formulando com PLI

Instancia: G = (V,E),w: E—>Qies,deV.

max >ecew(€)  xe
s.a.:
Z(u v)eE X(uy) — Z(v u)eE X(vu) = 0 VwueV \ {57 t}
Z(s v)eE X(sv) Z(VS)EE (vs) =1
Z(t,v)eE (tv) — Z(v,t)eE (v) = 1
2 (v,u)eE X(vw) <1 e Y
ZeeE(S)Xe§|S|_1 VS C V\{sd},|S|>2
xe € {0,1} Vee E



Formulando com PLI

E dado um grafo G = (V, E) com pesos positivos associados as
arestas.



Formulando com PLI

E dado um grafo G = (V, E) com pesos positivos associados as
arestas.

O problema procura por uma arvore geradora de G que minimize a
soma dos pesos das arestas.



Formulando com PLI

Arvore geradora minima

Uma arvore pode ser vista como um conjunto de arestas. Logo,
podemos definir uma varidvel binarias por cada aresta que indica se
ela esta ou n3o na arvore:
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Arvore geradora minima

Uma arvore pode ser vista como um conjunto de arestas. Logo,
podemos definir uma varidvel binarias por cada aresta que indica se
ela esta ou n3o na arvore:

. 1 , se a aresta e forma parte da solucdo
N 0 , em caso contrério
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Formulando com PLI

Arvore geradora minima

Uma arvore pode ser vista como um conjunto de arestas. Logo,
podemos definir uma varidvel binarias por cada aresta que indica se
ela esta ou n3o na arvore:

1 , se a aresta e forma parte da solucdo

SR = -
N 0 , em caso contrario

O objetivo é minimizar a soma das arestas selecionadas:

min Zw(e) ‘ Xe

ecE



Formulando com PLI

Arvore geradora minima

Arvores geradoras devem conectar todos os vértices e ndo ter ciclos:
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Arvore geradora minima

Arvores geradoras devem conectar todos os vértices e ndo ter ciclos:
» A conectividade é garantida se existe pelo menos uma aresta no

corte de cada subconjunto (préprio e ndo vazio) de vértices:

Y oxe>1 vhcScV
ecd(S)



Formulando com PLI

Arvore geradora minima

Arvores geradoras devem conectar todos os vértices e n3o ter ciclos:

» A conectividade é garantida se existe pelo menos uma aresta no
corte de cada subconjunto (préprio e ndo vazio) de vértices:

Y oxe>1 vhcScV
ecd(S)

» A auséncia de ciclos é garantida se para cada subconjunto de
vértices S C V n3o houver mais do que |S| — 1 arestas com as duas
pontas em S (|E(S)| < |S] —1):

> xe<8]-1 VSCV,IS|>2
ecE(S)



Formulando com PLI

Arvore geradora minima

DefinicGes equivalentes de arvores sio:
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Arvore geradora minima

DefinicGes equivalentes de arvores sio:

» Grafo conexo com |V/| — 1 arestas.

> Grafo aciclico com |V| — 1 arestas.



Formulando com PLI

Arvore geradora minima

DefinicGes equivalentes de arvores sio:

» Grafo conexo com |V/| — 1 arestas.
> Grafo aciclico com |V| — 1 arestas.

Logo, podemos substituir restricoes de conexidade ou aciclicas por:

> xe=1|V| -1

ecE



Formulando com PLI

Arvore geradora minima spanning tree

Instancia: G = (V,E), w: E = Q.

min > ecew(e) - xe min Decew(e) - xe
s.a.: s.a.:
Zeeg(s)xezl vocScCV ZeEE(S)XeS|S|71 VSCV,|S|>2
2eceXe=|V[-1 2eceXe=|V|[-1
xy € {0,1} Vv eV xy € {0,1} YveV



Sobre formulacdes



Formulando com PLI

Passos para formular

1. Selecionar varidveis de decis3o.
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Passos para formular

1. Selecionar varidveis de decis3o.
2. Escrever a func3o objetivo.

3. Escrever as restricoes.

Observacao 1. Se for mais facil escrever as restricoes com funcoes
ndo-lineares ou com expressées logicas, entdo faca-o. Depois, pode
tentar linearizar.



Formulando com PLI

Passos para formular

1. Selecionar varidveis de decis3o.
2. Escrever a func3o objetivo.

3. Escrever as restricoes.

Observacao 1. Se for mais facil escrever as restricoes com funcoes
ndo-lineares ou com expressées logicas, entdo faca-o. Depois, pode
tentar linearizar.

Observacdo 2. Se perceber que precisa mais variaveis, entdo
adicione-as na formulac3o.



Formulando com PLI

» Usualmente hd muitas formas de modelar um problema.
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Comentarios
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P As estrategias atuais para solucionar programas lineares
inteiros sdo extremamente sensiveis a formulacao:
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ordem dos milh3es.
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solucionar, sendo desafiadores mesmo com centenas de
variaveis.



Formulando com PLI

Comentarios

» Usualmente hd muitas formas de modelar um problema.

P As estrategias atuais para solucionar programas lineares
inteiros sdo extremamente sensiveis a formulacao:

» Alguns programas lineares inteiros sdo faceis de resolver,
mesmo quando o nimero de varidveis e restricGes estdo na
ordem dos milh3es.

> Qutros programas lineares inteiros sdo muito dificeis de
solucionar, sendo desafiadores mesmo com centenas de
variaveis.

» Requer habilidade para identificar qual é qual e, geralmente, é
uma tarefa dificil.



UsO DE RESOLVEDORES

EM PYTHON



Uso de resolvedores em Python

@ix  FICO

GUROBI

OPTIMIZATION



https://www.ibm.com/br-pt/analytics/cplex-optimizer
https://www.gurobi.com/
https://www.fico.com/br/products/fico-xpress-optimization

Uso de resolvedores em Python

Jlpsolve

Ipsolve

Mixed Integer Linear Programming (MILP) solver
Brought to you by:



https://www.coin-or.org/
https://www.scipopt.org/
https://sourceforge.net/projects/lpsolve/
https://www.gnu.org/software/glpk/

Uso de resolvedores em Python

> Linguagem de programacdo muito intuitiva e facil para
programar.


https://www.tiobe.com/tiobe-index
https://octoverse.github.com/2022/top-programming-languages
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Uso de resolvedores em Python

> Linguagem de programacdo muito intuitiva e facil para
programar.

» Popularidade e constante crescimento na comunidade:
» 17 no indice TIOBE 4.

» 292 no GitHub .

> Interface comum para diferentes resolvedores de programacao
linear inteira e mista(e.g., PuLP/DipPy):
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Uso de resolvedores em Python

> Linguagem de programacdo muito intuitiva e facil para
programar.

» Popularidade e constante crescimento na comunidade:

» 17 no indice TIOBE 4.

» 292 no GitHub .

> Interface comum para diferentes resolvedores de programacao
linear inteira e mista(e.g., PuLP/DipPy):

» Simplifica a codificacdo de um modelo.

> Facilita chamados aos resolvedores durante a execucdo de
algoritmos ou aplicacdes.


https://www.tiobe.com/tiobe-index
https://octoverse.github.com/2022/top-programming-languages

Uso de resolvedores em Python

PuLP é um modelador de programas lineares escrito em Python e
permite integrar diferentes resolvedores.


https://coin-or.github.io/pulp/

Uso de resolvedores em Python

PuLP é um modelador de programas lineares escrito em Python e
permite integrar diferentes resolvedores.

As principais classes para codificar formulacGes sdo LpProblem,
LpVariable, LpConstraint e LpConstraintVar.

As interfaces para os resolvedores s3o dadas pelas classes LpSolver
e LpSolver_CMD.

Acesse a documentacio aqui [


https://coin-or.github.io/pulp/

Uso de resolvedores em Python

¢

\ Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *
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Definindo as varidveis:
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"Continuous’, e = None)



Uso de resolvedores em Python

Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *

Definindo as varidveis:
»> minhaVariavel = LpVariable(nome, lowBound = None, upBound = None, cat =
"Continuous’, e = None)

» minhaVariavel = LpVariable.dicts(nome, indices, lowBound = None, upBound
= None, cat = 0)
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"Continuous’, e = None)
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» meuProblema = LpProblem(nome, LpMinimize)

» meuProblema = LpProblem(nome, LpMaximize)
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Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *

Definindo as varidveis:

»> minhaVariavel = LpVariable(nome, lowBound = None, upBound = None, cat =
"Continuous’, e = None)

» minhaVariavel = LpVariable.dicts(nome, indices, lowBound = None, upBound
= None, cat = 0)
Definindo o problema:
» meuProblema = LpProblem(nome, LpMinimize)

» meuProblema = LpProblem(nome, LpMaximize)

Definindo a func3o objetivo: meuProblema += expressido, nome
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Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *

Definindo as varidveis:

»> minhaVariavel = LpVariable(nome, lowBound = None, upBound = None, cat =
"Continuous’, e = None)

» minhaVariavel = LpVariable.dicts(nome, indices, lowBound = None, upBound
= None, cat = 0)
Definindo o problema:
» meuProblema = LpProblem(nome, LpMinimize)

» meuProblema = LpProblem(nome, LpMaximize)

Definindo a func3o objetivo: meuProblema += expressido, nome

Definindo as restri¢oes:

» meuProblema += expressdo <= valor



Uso de resolvedores em Python

Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *

Definindo as varidveis:

»> minhaVariavel = LpVariable(nome, lowBound = None, upBound = None, cat =
"Continuous’, e = None)

» minhaVariavel = LpVariable.dicts(nome, indices, lowBound = None, upBound
= None, cat = 0)
Definindo o problema:
» meuProblema = LpProblem(nome, LpMinimize)

» meuProblema = LpProblem(nome, LpMaximize)

Definindo a func3o objetivo: meuProblema += expressido, nome

Definindo as restri¢oes:
» meuProblema += expressdo <= valor

» meuProblema += expressdo == valor



Uso de resolvedores em Python

Codificando formulacoes

Importando PuLP com suas classes e funcdes: from pulp import *

Definindo as varidveis:

»> minhaVariavel = LpVariable(nome, lowBound = None, upBound = None, cat =
"Continuous’, e = None)

» minhaVariavel = LpVariable.dicts(nome, indices, lowBound = None, upBound
= None, cat = 0)

Definindo o problema:
» meuProblema = LpProblem(nome, LpMinimize)

» meuProblema = LpProblem(nome, LpMaximize)

Definindo a func3o objetivo: meuProblema += expressido, nome

Definindo as restri¢oes:
» meuProblema += expressdo <= valor
» meuProblema += expressdo == valor

» meuProblema += expressdo >= valor
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Uso de resolvedores em Python

Considere o seguinte problema:

max 3x + 2y
s.a:
x—y+z=1
x+2y <14
4x+y <20

X7y€Z+7Z€Q+



Uso de resolvedores em Python

Um exemplo simples

1  from pulp import *
2
3  x = LpVariable("x", lowBound = 0, cat = 'Integer')
4 y = LpVariable('y", lowBound = 0, cat = 'Integer')
5 z = LpVariable("z", lowBound = 0)
max 3x + 2y 6
s.a: 7 problema = LpProblem("ProblemaSimples",
< LpMaximize)
x—y+z=1 8
x+2y <14 9 problema += 3 * x + 2 * y, "objetivo"
_ 10
x+y <20 11 problema += x -y + z == 1
X,y €Zy,z € Q4 12 problema += x + 2 * y <= 14
13  problema += 4 * x + y <= 20
14
15
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Instancia: conjunto de objetos O, funcdo de lucro v: O — Q4
funcdo de pesos w: O — Q4, peso maximo W € Q...
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max Z v(0)xo

o€0

Z w(o)x, < W
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X0 € {0,1},Yo € O
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Exemplo. Mochila binaria

1  from pulp import *

2

3 | def mochila(lucros, pesos, W):

4 x = LpVariable.dicts("x", [o for o in range(len(lucros))], lowBound = O, upBound = 1,

< cat='Integer')

5

6 problema = LpProblem("MochilaBinaria", LpMaximize)

7

8 problema += lpSum(lucros[o] #* x[o] for o in range(len(lucros))), "lucro"
9
10 problema += lpSum(pesos[o] * x[o] for o in range(len(lucros))) <= W
11
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Instancia: conjunto de objetos O, funcdo de lucro v : O — Q4
funcdo de pesos w: O — Q. vetor de pesos maximos W € Q.
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max Z Z v(0)Xoi
0€0 i=1
s.a:

Zw(o)xoi <W, Vi1<i<m
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Instancia: conjunto de objetos O, funcdo de lucro v : O — Q4
funcdo de pesos w: O — Q. vetor de pesos maximos W € Q.

Formulacao:

m
max Z Z v(0)Xoi
0€0 i=1
s.a:

Zw(o)xoi <W, Vi1<i<m
o€e0

m
Zxoigl Yoe O

i=1
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Instancia: conjunto de objetos O, funcdo de lucro v : O — Q4
funcdo de pesos w: O — Q. vetor de pesos maximos W € Q.

Formulacao:

m
max Z Z v(0)Xoi
0€0 i=1
s.a:

Zw(o)xoi <W, Vi1<i<m
o€e0

m
Zxoigl Yo e O
i=1

%oi € {0,1},Yoe€ 0,1 <i<m
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Exemplo. Mochila miltipla

1 | from pulp import *
2
3 | def mochilaMultipla(lucros, pesos, W):
4 x = LpVariable.dicts("x", [(o, i) for o in range(len(lucros)) for i in range(len(W))],
< lowBound = 0, upBound = 1, cat='Integer')
5
6 problema = LpProblem("MochilalMultipla", LpMaximize)
7
8 problema += lpSum(lucros[o] * x[o, i] for o in range(len(lucros)) for i in
< range(len(W))), "lucro"
9
10 for i in range(len(W)):
11 problema += lpSum(pesos[o] * x[o, i] for o in range(len(lucros))) <= W[i]
12
13 for o in range(len(W)):
14 problema += 1pSum(x[o, i] for i in range(len(W))) <= 1
15
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¢

\ Solucionando formulacdes
A func3o list_solvers() retorna os resolvedores disponiveis:

» e.g., [GLPK_CMD’, 'PYGLPK’, '"CPLEX_CMD’, 'CPLEX_PY’, '"GUROBI’,
'"GUROBI_CMD’, "XPRESS', 'COIN_CMD’, 'SCIP_CMD’]
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¢

\ Solucionando formulacdes
A func3o list_solvers() retorna os resolvedores disponiveis:

» e.g., [GLPK_CMD’, 'PYGLPK’, '"CPLEX_CMD’, 'CPLEX_PY’, '"GUROBI’,
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padrdo, heuristicas do resolvedor e preprocessamento.
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» meuProblema.solve(solver)

> solver.buildSolverModel(meuProblema), solver.callSolver(meuProblema) e
solver.findSolutionValues(meuProblema)
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As varidveis s3o elementos de meuProblema.variables() cada um com os atributos
name e varValue.
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1  from pulp import *

2

3 x= LpVariable("x", lowBound = 0, cat = 'Integer')
4 y = LpVariable("y", lowBound = 0, cat = 'Integer')
5 =z = LpVariable("z", lowBound = 0)

6

7 problema = LpProblem('Problema”, objetivo)

8

9 problema += 3 * x + 2 * y, "objetivo"
10

11 oproblema += x -y + z == 1
12 problema += x + 2 * y <= 14
13 problema += 4 * x + y <= 20

15  problema.solve(GUROBI_CMD())

17  print('Valor otimo: ' + str(value(problema.objective)))

18 | print('Solucao otima: ')

19 for variavel in problema.variables():

20 print (' ' + variavel.name + " = " + str(variavel.varValue))
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from pulp import *

def mochila(lucros, pesos, W):
x = LpVariable.dicts("x", [o for o in range(len(lucros))], lowBound = O, upBound = 1,
< cat='Integer')

problema = LpProblem("MochilaBinaria", LpMaximize)

problema += lpSum(lucros[o] * x[o] for o in range(len(lucros))), "lucro"

\ Exemplo. Mochila binaria
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10 problema += lpSum(pesos[o] * x[o] for o in range(len(lucros))) <= W
11

12 solver = GUROBI(timeLimit = 3600)

13

14 solver.buildSolverModel (problema)

15 solver.callSolver (problema)

16 solver.findSolutionValues(problema)

17

18 print('Valor otimo: ' + str(value(problema.objective)))

19 print('Solucao otima: ')

20 for variavel in problema.variables():

21 print (' ' + variavel.name + " = " + str(variavel.varValue))
22
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