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“Se cientistas da computacdo fossem fisicos, simplesmente
teriamos declarado que P # NP é uma lei da Natureza, aniloga as
leis da termodindmica. Um Prémio Nobel seria concedido pela
descoberta dessa lei. (E, no improvavel caso de alguém provar
mais tarde que P = NP, um segundo Prémio Nobel seria concedido
por provar que ela é falsa.).”

Scott Aaronson.
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Eles adicionam instrucGes de “chute”.
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Como provar pertenca a NP?
Algoritmos n3o-deterministicos

Dizemos que um algoritmo n3o-deterministico A(x) aceita uma
linguagem L se:

> Para cada x € L, existe uma execu¢do em que A(x) = 1.

> Para cada x ¢ L, n3o existe uma execucdo tal que A(x) =1
(toda execucdo de A(x) cicla ou devolve 0)

Para o caso de decidir L a definicdo é analoga aos algoritmos
deterministicos.



Como provar pertenca a NP?

Algoritmos n3o-deterministicos

Dizemos que um algoritmo n3o-deterministico A(x) decide uma
linguagem L em tempo polinomial se decide A e qualquer execucdo
de A(x) requer no maximo O(|x|¥) operacdes, para alguma
constante k.
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Como provar pertenca a NP?

Teorema

NP ¢é o conjunto de linguagens que sdo decidiveis por algoritmos
polinomiais ndo-deterministicos.

Demonstracado discutida em aula.
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Circuito légico

onsidere um CIRCUITO LOGICO:

» Contém n fios de entrada.

» E formado combinando portas légicas:
> NOT ().
> AND (A).
> OR (V).

» A saida do circuito é dada por um fio.

Uma ATRIBUICAO de um circuito é uma atribuicio de um bit 0 ou 1 para
cada fio de entrada.

> Um circuito é SATISFAZIVEL se ele possuir uma atribuicio que resulta
em bit 1 no fio de saida.

Problema (Satisfatibilidade de circuito (C-SAT))

» Entrada: Um circuito légico.

» Saida: Decidir se o circuito é satisfazivel.
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Problema (Satisfatibilidade de circuito)

C-SAT = {(C) : C é um circuito légico satisfazivel}.

Ha um algoritmo simples de tempo O(2"(n+ m)):
» n é o numero de fios de entrada.

> m é o nimero de ligacdes entre portas.

C-SAT é NP. I

» Anéalogo a demonstracdo de que SAT € NP. (exercicio)
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Queremos mostrar que C-SAT é NP-completo:
> Falta mostrar entdo que C-SAT é NP-dificil.
» Queremos que para todo Q € NP, tenhamos @ <, C-SAT.

Nosso objetivo é projetar uma reducdo polinomial F:

Problema
» Entrada: Instincia x € {0,1}* de Q.

» Saida: Circuito F(x) tal que:

x € Q se e somente se F(x)c C-SAT.
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Demonstracdo:

» Considere um problema arbitrario @ € NP.
» Existe um algoritmo verificador polinomial A para Q.
» Dada uma instancia x de @, criaremos a instancia
F(x) de C-SAT.
» O algoritmo verificador de @ recebe duas strings, x e y:

> A entrada x tem tamanho |x| = n.
> O certificado y tem tamanho |y| = n¥', para k’ constante.

v

Relembre que A leva tempo polinomial em |x| e |y]|.
> Assim, ele executa até n* passos, para k constante.

v

A ideia é montar um circuito que simula n* passos de A.
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» Ajustamos o algoritmo A para que a saida seja escrita em um
bit especifico da meméria denotado por C.

» Cada instrucdo executada pelo algoritmo A:

» Comeca em um estado de meméria, PC e controle.
> Modifica esse estado de meméria, PC e controle.

» Criamos n* cépias da maquina, uma para cada instruc3o:
1. O estado de entrada da primeira maquina corresponde ao
estado inicial da execucdo do algoritmo.
2. A saida de uma instrucdo correspondente a uma cépia
modifica o estado de entrada da cépia seguinte.
3. A saida do circuito é a saida de uma conjuncdo (porta V)
ligando os bits correspondentes a C.
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O circuito construido tem tamanho polinomial.
» O tamanho da méaquina, controle, PC e A independem de x.
» A memobria, y e x tém tamanho polinomial em |x]|.

» Fazemos apenas n* cépias da maquina.

Fios de entrada e de saida:
» Todo circuito é fixo e pode ser construido a partir de x.
» Ha um FIO DE ENTRADA para cada bit do certificado y.

» O FIO DE SAIDA vale 1 se algum campo C foi mudado
para 1.

Como a reducido levou tempo polinomial, falta mostrar apenas que
x € @ se e somente se F(x) € C-SAT.
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Um esquema do teorema de Cook-Levin

1. Suponha que x € Q:
> Entdo ha certificado y tal que A(x,y) = 1.
> Forneca y como entrada para o circuito F(x).
» Ent3o, alguma cépia da maquina muda C para 1.
» A saida do circuito sera 1.
2. Suponha que o circuito F(x) é satisfazivel:
» Ent3o, para algum valor y dos fios de entrada a saida do
circuito é 1.
» Logo, para esse y, alguma cépia da maquina muda o campo C
para 1.
> |sso sé acontece quando A(x,y) = 1.
> Portanto, y é um certificado tal que A(x,y) = 1.
> Assim, x € Q.
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Que outros problemas sao NP-dificeis?

Ja sabemos que C-SAT é NP-completo.
» Como descobrir se outro problema @ é NP-dificil?

» Temos duas possibilidades:

1. Mostrar que L <, Q para TODO problema L € NP.
2. Mostrar que L <, @ para ALGUM problema L € NP-dificil.

Normalmente usamos a segunda opcao:
» Basta reduzir um problema NP-dificil para o problema Q.

» Ou seja, mostramos que @ é TAO DIFICIL quanto um
NP-dificil.

> Esse problema NP-dificil pode ser C-SAT, por exemplo.
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Demonstrando NP-completude

Teorema

Considere uma linguagem Q e seja L € NP-dificil.
Se L <, Q, entdo Q é NP-dificil.

Demonstracdo:
» Como L é NP-dificil, para todo L’ € NP temos L' <, L.
> Assim, L' 5, Le L<,Q, oqueimplica L' <, Q.
> Portanto @ é NP-dificil.

Se além disso @ € NP, entdo @ é NP-completo.
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Queremos provar que o seguinte problema é NP-completo:

Problema (Satisfatibilidade)

SAT = {(f) : f é uma férmula booleana satisfazivel}

Para isso, consideraremos um caso particular: quando a férmula esta
escrita em formal normal conjuntiva: SAT gpc:

» A férmula é composta por conjuncdo de clausulas (clausulas
relacionadas pelo operador A).

> Cada cldusula é composta por disjuncio de literais (literais
relacionados pelo operador V).

» Cada literal é uma varidvel ou a negacdo de uma variavel.

Exemplo: (-xVyV-z)A(-xV-yVz)A(xVyV2z).



Reducdes

Estratégia a seguir:



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.

2. Encontrar um problema NP-completo 1.



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.
2. Encontrar um problema NP-completo 1.
3. Provar que I <, SAT enc.



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.
2. Encontrar um problema NP-completo 1.
3. Provar que I <, SAT enc.

SAT enc é um caso particular de SAT, que estd em NP, portanto
SAT gyc também esta.



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.
2. Encontrar um problema NP-completo 1.
3. Provar que I <, SAT enc.

SAT enc é um caso particular de SAT, que estd em NP, portanto
SAT gyc também esta.

Sabemos que o seguinte problema é NP-completo:



Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.
2. Encontrar um problema NP-completo 1.
3. Provar que I <, SAT enc.

SAT enc é um caso particular de SAT, que estd em NP, portanto
SAT gyc também esta.

Sabemos que o seguinte problema é NP-completo:

Problema (Satisfatibilidade de circuito (C-SAT))

C-SAT = {{c) : ¢ é um circuito Iégico satisfazivel}




Reducdes

Estratégia a seguir:
1. Provar que SATgyc € NP.
2. Encontrar um problema NP-completo 1.
3. Provar que I <, SAT enc.

SAT enc é um caso particular de SAT, que estd em NP, portanto
SAT gyc também esta.

Sabemos que o seguinte problema é NP-completo:

Problema (Satisfatibilidade de circuito (C-SAT))

C-SAT = {{c) : ¢ é um circuito Iégico satisfazivel}

Basta provar que C-SAT <, SATenc.
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e suas saidas.

3. Finalmente, identificamos por o o fio de saida de C.
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Por cada porta OR de C definimos trés clausulas em F(C):
Xj
Xj %k

Xi V Xj < Xk
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Se uma porta OR tiver m fios de entrada, entdo definimos m + 1
clausulas.
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Dado um circuito l6gico C, F(C) sera da forma:

Xo NPT AYI AN AN Y

Onde x, corresponde ao fio de saida o de C e cada férmula ¥,
corresponde as clausulas em forma normal conjuntiva geradas pela
porta k de C. Portanto, C é satisfazivel se e somente se F(C) for
satisfazivel.

O nidmero de varidveis em F(C) é igual ao niimero de fios em C e
o nimero de cldusulas n3o é maior que o nimero de fios
multiplicado pelo nimero de portas em C. Portanto, F(C) pode
ser construida em tempo polinomial a partir de C.
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Cada clausula ¢ de ¥ com k > 3 literais
(c =41Vl ViL3V ...V L) ésubstituida por k — 2 novas clausulas
que adicionam k — 3 novas variaveis (Xc,1,Xc,2; - - -, Xc k—3):
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Reducdes

SAT Fne <p 3-SAT
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Dada uma férmula booleana ¢ em forma normal conjuntiva, a
férmula booleana F(1)) em forma normal conjuntiva com
exatamente trés literais por cldusula garante que ¢ € SAT gy se e
somente se F(v) € 3-SAT.

Por cada clausula ¢ de ¥ o nimero de novas clausulas e varidveis
em F(v)) é no maximo 4 ou o nimero de literais em c. Portanto, a
construcdo de F(1)) pode ser feita em tempo polinomial no
tamanho de 1.
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Dada ¢ uma férmula booleana em forma normal conjuntiva com
trés literais por clausula, definimos o seguinte problema de
programacao linear inteira:

Variaveis:

» Por cada variavel v de v definimos a variavel x, € {0, 1}.

» Por cada cldusula ¢ de 1 definimos a variavel y. € {0,1}.

Func3o objetivo:

> max Y7,z
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» Por cada cldusula ¢ = (v V v V w), definimos a restri¢co:
Ye — Xu — Xy — Xuw < 0.

» Por cada clausula ¢ = (uV v V —w), definimos a restricdo:
Ye — Xu— Xy +xw < L.

» Por cada cldusula ¢ = (uV =v V =w), definimos a restricdo:
Ye — Xut+ Xy + X < 2.

» Por cada clausula ¢ = (—u V —v V =w), definimos a restricdo:
Ye +Xu+x, +x0 < 3.
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€ 3-SAT se e somente se o seguinte programa linear bindrio tiver
solucao com valor objetivo de pelo menos kK = m.

Provamos que uma atribuicdo de valores faz v satisfazivel se e
somente se a mesma atribuicdo for viavel para o programa binario
e o valor objetivo for exatamente k = m:

Para toda varidvel v de ¥, x, = v.
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€ 3-SAT se e somente se o seguinte programa linear bindrio tiver
solucao com valor objetivo de pelo menos kK = m.

Provamos que uma atribuicdo de valores faz v satisfazivel se e
somente se a mesma atribuicdo for viavel para o programa binario
e o valor objetivo for exatamente k = m:

Para toda varidvel v de ¥, x, = v.

A clausula c é verdadeira se e somente se y. = 1:
> c=WVvVw) Sy —xy—x, — Xy < 0.

uVvYV-w)E y.—x,— Xy +xw < L.

> c=(
> c=(WuVavVaw)E ye — xy+ Xy + xw < 2.
> ¢ (

UV vV aw) S ye+ xp + X+ xw < 3.
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seja, um subgrafo de G com uma aresta entre cada par de vértices.

Problema (Clique)

CLIQUE = {(G, k) : G é um grafo com uma clique de k vértices}

Teorema
CLIQUE é NP-completo.
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\ 3-SAT <, CLIQUE

Dada uma férmula booleana 1) em forma normal conjuntiva com m clausulas e
exatamente trés literais por cldusula, construimos uma instancia (G, k) = F(3)
da CLIQUE como segue:

» Por cada clausula ¢ = #¢1 V ¢, V 43 de 1, definimos um cluster em G que
consiste em trés vértices (um por cada literal de ¢): ve g, Ve, © Vezs-

> Adicionamos uma aresta (vc,¢, Ver,—¢r) entre cada par de vértices vc ¢ e
Ver o em clusters diferentes (¢ # c’), a menos que um dos literais
associados seja a negacdo do outro (¢ = /).

» N3o adicionamos arestas entre vértices do mesmo cluster.

» Finalmente, definimos o pardmetro k como o niimero de clausulas

(k = m).

Note que (G, k) pode ser construida em tempo polinomial no tamanho de .
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Antes de provar que (1) € 3-SAT se e somente se
(G, m) € CLIQUE, consideremos as seguintes propriedade:

> Se dois vértices vc ¢ e v o em G sdo adjacentes, entdo os
literais associados podem ser simultaneamente verdadeiros

((=10=1).

> Se dois litareis £ e ¢’ de cliusulas diferentes c e ¢’ (¢ # ¢’)
podem ser simultaneamente verdadeiros, entdo os vértices
associados v¢ ¢ € v ¢ sao adjacentes.
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3-SAT <, CLIQUE

(1) € 3-SAT se e somente se (G, m) € CLIQUE:

= Se 1) é satisfazivel, entdo denote por o uma atribuicdo de valores
que a satisfaz. Por cada clausula, selecione um literal que faz essa
cladusula verdadeira com a atribuicdo a.. Os m vértices associados
aos literais selecionados s3o adjacentes em G, portanto formam
uma clique de m vértices.

< Se G tem uma clique com m vértices, ent3o ha um vértice de cada
cluster nela (vértices do mesmo cluster ndo podem estar na mesma
clique). Como todos os vértices da clique sdo adjacentes, significa
que os literais associados podem ser simultaneamente verdadeiros e
como cada literal associado corresponde exatamente a uma das m
clausulas de v, temos que a férmula é satisfazivel.
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Uma COBERTURA POR VERTICE (vertex cover) de um grafo
n3o direcionado G = (V, E) é um subconjunto de vértices V' C V
tal que qualquer aresta do grafo é incidente a pelo menos um
vértice em V.

Problema da cobertura por vértices minima:
» E a tarefa de achar uma cobertura de menor cardinalidade.

> A versdo de decisdo é saber se ha cobertura de tamanho k.

Problema (Cobertura por vértices)

VERTEX-COVER = {(G, k) : G é um grafo que possui uma
cobertura por vértices de tamanho k}
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Cobertura por vértices é NP-dificil

VERTEX-COVER é NP-dificil. l

» Reduziremos CLIQUE para VERTEX-COVER.
» Dado grafo G = (V, E), criamos o complemento G = (V, E).

» Vamos mostrar que G terd uma clique de tamanho k sse
G tiver uma cobertura por vértices de tamanho |V| — k.

¢
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» Defina o conjunto V' = V' \ C.

» Mostraremos que V’ é uma cobertura por vértices de G:
> Considere dois vértices u,v € C.

Como C é clique de G, (u,v) é uma aresta de G.

Entdo, (u,v) ndo é uma aresta de G.

Isso significa que G[C] = G — V’/ ndo tem arestas.

vvyy
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1. Suponha que G tem uma clique C de tamanho k:
» Defina o conjunto V' = V' \ C.

» Mostraremos que V' é uma cobertura por vértices de G:

>

vvyvyy

Considere dois vértices u, v € C.

Como C é clique de G, (u,v) é uma aresta de G.
Entdo, (u,v) ndo é uma aresta de G.

Isso significa que G[C] = G — V’/ ndo tem arestas.
Portanto, V’ é uma cobertura por vértices de G.
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2. Suponha que G tem cobertura V'’ de tamanho |V/| — k:
» Defina o conjunto C = V' \ V'.
» Mostraremos que C é uma clique em G:
> Considere dois vértices u, v € C.
Como V' é cobertura de G, (u, v) ndo é uma aresta de G.

Entdo, (u,v) é uma aresta em G.
Portanto, C é uma clique em G de tamanho k.

vvyy
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Problema da soma de subconjunto
» Entrada: um conjunto de naturais S e um natural t

> Pergunta: existe subconjunto S’ C S tal que >~ g s = t?

Problema (Soma de subconjunto)

SUBSET-SUM = {(S, t) : existe subconjunto S’ C S
tal que ) .5 5 =t}
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Exemplo de instancia
> Sejam S = {1,4,10, 14,54, 100, 1004, 1003} e t = 1027.
> Nesse caso, S’ = {10, 14,1003} é uma solu¢3o.
» Entdo, (S, t) é uma instancia SIMdo problema.

Vamos mostrar que SUBSET-SUM é NP-completo.
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Teorema
SUBSET-S5UM ¢é NP-dificil.

» Reduziremos 3CNF-SAT para SUBSET-SUM.

» Recebemos uma férmula £ com varidveis xi, ..., x, e clausulas
Ci, ..., Cx com 3 literais cada.

» Sem perda de generalidade, supomos que uma variavel e sua
negacdo n3o aparecem na mesma clausula.
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Reducdo

Criamos uma série de nimeros naturais:
» Cada um tem n + k digitos decimais.
» Cada digito corresponde a uma variavel ou uma clausula.

» Os digitos estdo em ordem xy,x2,...,Xn, C1,..., Ck.

Conjunto de nGmeros S:

» Criamos dois nimeros para cada varidvel e cada clausula.

Nimero alvo t:

» Criamos um nimero especial.
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\ Reducao

Para uma varidvel x;:

¢

1. Criamos um nimero v; com um 1 no digito x; e
um 1 em cada digito C; tal que x; aparece em C;.

2. Também um niimero v/ com 1 no digito x; e
um 1 em cada digito C; tal que —x; aparece em C;.

Para cada clausula G;:
1. Criamos um ndmero s; com um 1 no digito C;.

2. Também um niimero s/ com um 2 no digito C;.

Para o niimero t:

1. Criamos um nimero com um 1 em cada digito x; e
um 4 em cada digito C;.
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Propriedades da instancia reduzida:

¢

» Todos os niimeros s3o distintos, pois uma cladusula n3o tem
uma variavel e sua negacao.

» Os digitos x, ..., X, sdo diferentes para todos os niimeros
correspondentes a variadveis ou cliusulas.

Se somarmos todos os nimeros de S
» O maior valor que um digito pode atingir é 6, pois um
digito C; corresponde a um clausula com 3 literais.

» Entdo, a soma em um digito n3o interfere na soma de outro
digito mais significativo.
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Seja x1, ..., X, uma atribuicdo de varidveis que satisfaca f.
Vamos criar um subconjunto S’ C S.
Para cada variadvel x;:

> Se x; = 1, adicione v; ao conjunto S’.
» Se x; = 0, adicione v/ ao conjunto S’.

Para cada clausula C;:

> Se todos trés literais de C; forem satisfeitos, adicione s; a S'.
> Se apenas dois literais forem satisfeitos, adicione s/ a S'.
> Se apenas um literal for satisfeito, adicione s; e s a S'.

Defina t' =3 g s.
Cada digito x; de t’ vale 1, pois v; ou v/ estd em S'.
Cada digito C; de t’ vale 4 pela forma que inserimos s; e s/.

Concluimos que t' = t e a instancia reduzida é SIM.



Reducdes

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t



Reducdes

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.



Reducdes

R

2. Suponha que existe S’ C S tal que > .o
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.

s=1t:

> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:
> Se v, € S, entdo faca x; = 1.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:

> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:
> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.

»> Também, temos 4 no digito C; de t.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:

> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.

»> Também, temos 4 no digito C; de t.

> Assim ha pelo menos um nimero em S’ que tem 1 em ;.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t
> Relembre que temos 1 no digito x; de t.
> Entdo, exatamente um nimero de v; e v/ estd em S'.
» |sso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:

> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.

»> Também, temos 4 no digito C; de t.
> Assim ha pelo menos um nimero em S’ que tem 1 em ;.

» Esse nimero corresponde a um literal de C;.



Reducdes

Demonstracao

2. Suponha que existe ' C S tal que )" .o 5=t

>
>
| 4

vvyyy

Relembre que temos 1 no digito x; de t.
Entdo, exatamente um ndmero de v; e v/ estd em §'.
Isso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:

> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.

Também, temos 4 no digito C; de t.
Assim ha pelo menos um nimero em S’ que tem 1 em ;.
Esse niimero corresponde a um literal de C;.
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Relembre que temos 1 no digito x; de t.
Entdo, exatamente um ndmero de v; e v/ estd em §'.
Isso induz uma atribuicdo de cada variavel x;:

> Se v, € S, entdo faca x; = 1.
> Se v/ € S, entdo faca x; = 0.

Também, temos 4 no digito C; de t.

Assim ha pelo menos um nimero em S’ que tem 1 em ;.
Esse niimero corresponde a um literal de C;.

Entdo, a atribuicdo induzida satisfaz cada clausula.
Portanto f é satisfazivel.
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