Prof. Santiago V. Ravelo

MC558 - Projeto e Anélise de Algoritmos 11

Provas da aula 11 - Caminhos minimos

Seguem provas dos resultados apresentados na aula 11.

1. Teorema (subestrutura 6tima de caminhos). Seja (G,w) um grafo direcionado sem
ciclos negativos e seja
P = (vy,v9,...,0)

um caminho minimo de vy a vg. Entao para quaisquer indices 7, j com 1 <7 < j < k, o subcaminho

Pij = (’UZ‘, Vitly .- - ,Uj)
¢ um caminho minimo de v; a v;.
Prova. Dado um digrafo G sem ciclos negativos, sejam P = (v, v,...,v;) um caminho
minimo de v; a vy e P;; = (v;,i41,...,v;) 0 subcaminho de v; até v; em P com 1 <i < j < k.

Note que:
P = PP,y

Denote por ();; um caminho minimo em G de v; até v;. Desejamos provar que o custo de F;;
¢ igual ao de ();;. Para isso, suponhamos o contrario, ou seja, que o custo de F;; é maior:

w(P) > w(Qij)

Assim, o passeio PZ(;? = P;Qi; P, de vy até vy, obtido ao substituir Pj; por @);; em P, tem
custo menor que P:

w(P?) = w(Py;) + w(Qij) + w(Py) < w(Py) +w(Py) + w(Pyr) = w(P)

Como visto em aulas anteriores, todo passeio de um vértice v a um vértice v induz pelo
menos um caminho de u até v, que pode ser obtido removendo ciclos do passeio. Desta forma, ao
remover os ciclos de Pfjg obtemos um caminho P’ de v; até v,. Denotemos por C o conjunto de

ciclos removidos de Pg, entao temos:
wW(P') = P = w(C)
cec

Note que P’ é um caminho de v; até vy, logo o custo de P’ ndo pode ser menor que o custo
de P que é um caminho minimo de v; até v,. Portanto:

w(P) <w(P')=P¢ =) w(C) <w(P)=> w(C)
ceC ceC

Isso implica que )., w(C) < 0, ou seja, que ha pelo menos um ciclo negativo em G, o que
¢ uma contradigao. Portanto, a nossa suposicao de que F;; nao fosse um caminho minimo ¢ falsa.



2. Propriedades de algoritmos baseados em relaxacao:

(a)

Limite superior: Vale d[v] > dist(s,v) e, tao logo d[v] alcanga dist(s,v), nunca mais muda.

Prova. Suponha que a propriedade nao vale. Logo Ju € V tal que, em algum momento,
dlu] < dist(s,u). Seja entdo x o primeiro vértice para o qual d[z] < dist(s,x) em algum
momento durante o algoritmo.

A tnica forma de modificar o valor d[z] é chamando o Relax. Seja (y,x) a aresta relaxada no
momento em que d[z] muda para d[z| < dist(s,x). Temos que:

dist(s,z) > dz] = d[y] + w(y, x) > dist(s,y) + w(z).

A primeira igualdade é dada pelo valor que toma d[z]| na fun¢do Relaz, e a segunda desigual-
dade, pelo fato de d[y] > dist(s,y), ja que x é o primeiro vértice para o qual d[z]| < dist(s, )
e esta é a primeira vez que isso acontece.

Como dist(s,x) é a distancia de um caminho minimo de s até z, temos que: dist(s,z) <
dist(s,y) + w(y,x), que seria o custo de um caminho de s até z passando por y. Logo,
chegamos:

dist(s,x) > dist(s,y) +w(x) > dist(s, x),

o que é uma contradicao. Portanto, a nossa suposicao é falsa, e a propriedade é verdadeira.

A segunda parte da propriedade afirma que, se d[u] = dist(s,u) para algum v € V, entéo o
valor d[u] nunca muda. Note que o d[u] s6 muda dentro do Relaz e sempre diminui. Pela
prova anterior, dist(s,u) é sempre menor ou igual que d[u]. Logo, quando d[u] alcanga seu
limitante inferior (dist(s,u)), esse valor ndo pode diminuir mais e, portanto, nunca muda.

Inexisténcia de caminho: Se nao existe caminho de s a v, entao d[v] = .

Prova. A prova pode ser feita de forma anéloga & do item anterior (tente fazer).

Subgrafo de predecessores: Se d[v] < oo, entdo o subgrafo dos predecessores induzido por
7 ¢ um caminho de peso d[v].

Prova. A prova pode ser feita de forma analoga a do item anterior (tente fazer).

Convergéncia: Se p ¢ um caminho minimo de s até v terminando com a aresta (u,v) e
d[u] = dist(s,u), entao ao relaxar (u,v), d[v] = dist(s,v), que nunca mais muda.

Prova. Se no momento de relaxar (u,v) temos que d[v] > dist(s,v), como dist(s,v) =
dist(s,u) +w(u,v) = d[u] + w(u,v), temos que d[v] ficaria com valor d[u] +w(u,v) = dist(s,v),
e, pela propriedade de limite superior, o valor nao muda mais.

Caso contrario, pela propriedade de limite superior, d[v] = dist(s,v) que ndo muda. Assim
seja qual for o caso, a propriedade é verdadeira.

Relaxamento de caminho: Se p = (vg,vy,...,vx) € um caminho minimo de s = vy a vy e
relaxamos as arestas de p na ordem (vg, v1), (v1,v2), ..., (Vg_1, V%), entdo d[vy] = dist(s,vy).

A propriedade vale mesmo se tivermos realizado quaisquer outras relaxacoes durante a execu-
Gao.
Prova. Esta propriedade pode ser mostrada por inducao em k.

e Caso base. k =0, vgp = s e na inicializagao d[s] = 0 = dist(s, s), que, pela propriedade de
limite superior, nao muda.



e Passo. k > 0. Note que p' = (vg,v1,...,0x_1) € um caminho minimo de vy até vg_1,
pelo Teorema da subestrutura 6tima de caminhos. Assim, por hipotese de indugao,
ao relaxarmos as arestas de p’ na ordem (vg, v1), (v1,v2), ..., (Vk_2, Vk_1), temos d[vy_1] =
dist(s,vg_1).

Observe que as condi¢oes da propriedade de Convergéncia sao satisfeitas para a aresta
(vg—1, vg), portanto, ao relaxa-la, teremos que dvy| = dist(s, vy).



