REDUCOES

MO417 - Complexidade de
Algoritmos |

Santiago Valdés Ravelo
https://ic.unicamp.br/~santiago/
ravelo@unicamp.br

UNICAMP



https://ic.unicamp.br/~santiago/

“No problem can be solved until it is reduced to some simple form.”

John Pierpont Morgan



COTAS PARA UM

PROBLEMA




Cotas para um problema

Como formalizar um problema GENERICAMENTE?

Definicdo (Problema computacional)

Um problema computacional é uma RELACAO P C T x S, onde:

> 7 é o conjunto de entradas e

> S é o conjunto de saidas.




Cotas para um problema

% Algoritmo para um problema
)

Definicao

Dizemos que um algoritmo ALG RESOLVE um
problema P = (Z,P) se para toda entrada | € Z, ele devolve uma
saida S € S tal que (I,S) € P.

> Escrevemos | € P para representar uma entrada.
> Escrevemos A(/) para representar a saida do algoritmo.
» Denotamos por n o “tamanho” de /.

» Normalmente n é o niimeros de bits de /.



Cotas para um problema

Revisitando a complexidade de um algoritmo

Seja ALG um algoritmo para um problema P e n um pardmetro.

Notacao O:

> Se o algoritmo leva tempo NO MAXIMO f(n) para toda
entrada de tamanho n, ent3o dizemos que ALG executa em
tempo O(f(n)).

Notacao Q:

» Se o algoritmo leva tempo PELO MENOS g(n) para alguma
entrada de tamanho n, ent3o dizemos que ALG executa em

tempo Q(g(n)).



Cotas para um problema

Cotas superior e inferior de um problema

Seja P um problema e seja n um pardmetro:

Definicdo (Cota superior)

Uma funcdo f(n) é chamada de cota superior para P se
existe algum algoritmo que resolve P em tempo O(f(n)).

Definicdo (Cota inferior)

Uma funcdo g(n) é chamada de cota inferior para P se
todo algoritmo que resolve P leva tempo Q(f(n)).




Cotas para um problema

Um algoritmo ALG é OTIMO para um problema P se:
1. ALG resolve P em tempo O(f(n)) e

2. f(n) é uma cota inferior de P.

» HEAP-SORT e MERGE-SORT sdo 6timos para ordenac3o:

> Eles tém complexidade O(nlog n).
> Ordenagdo tem cota inferior Q(nlog n).

> BuscA-BINARIA é étimo para busca em vetor ordenado:

> Tem complexidade O(log n).
> Qualquer algoritmo leva tempo Q(log n).



Cotas para um problema

Como comparamos dois algoritmos para UM UNICO
PROBLEMA?

» Comparamos a complexidade de cada algoritmo.

» Descobrimos se um algoritmo é mais “rapido” que outro.

E se quisermos comparar DOIS PROBLEMAS A e B?
» Queremos descobrir se entdo A é mais "facil” do que B.

» Podemos comparar as cotas de cada algoritmo.

Exemplo: Achar o maximo é mais FACIL que ordenar um vetor!
» Maximo tem cota superior O(n).

» Ordenacdo tem cota inferior Q(nlog n).



REDUCOES



Reducdes

(Uma analogia |

Uma analogia

Um certo editor de literatura internacional é especialista em
publicar livros em portugués. Ele conta com um time de
tradutores, entre os quais:

» Cook, responsavel por traduzir de inglés para portugués.

> Levin, responsavel por traduzir de russo para inglés.

Em uma edicdo especial, ele ird publicar Crime e Castigo.
Como traduzir de RUSSO PARA PORTUGUES? )

» Em geral, lidamos com problemas bem conhecidos.
» Mas eventualmente, topamos com problemas novos.

Pergunta: como relacionar esses problemas?



Reducdes

Problema A: Problema B:
> Instancia: I > Instancia: Ig
> Solucdo: Sp > Solucdo: Sg

Uma REDUCAO do problema A ao problema B é um par de

sub-rotinas T, e Ts tais que:
» 7, transforma uma instancia I de A em uma
instancia Ig de B.
» 75 transforma uma solucdo Sg de Ig em uma solucdo S, de
I4.




Reducdes

Como podemos resolver o problema A?
1. Suponha que existe um algoritmo ALCGg para o problema B.
2. Podemos usar ALcg como uma CAIXA-PRETA.

Algoritmo: REDUCAO(/, A)

1 IB < T/(IA)
2 SB — ALGB(|B)
3 Sp < 75(la, SB)
4 devolva S,

Em outras palavras:
> Se sabemos resolver B, entdo também sei resolver Al
> A n3o é mais “dificil” que B.
» Denotamos A < B.



Reducdes

Problema (Alocacdo de Centros (AC))

Entrada: Um grafo bipartido conexo G = ((XU Y),E) e uma
funcdo de pesos nas arestas w : E — R,

Saida: Uma funcdo ¢ : X — Y que aloque cada vértice vem X a
um vértice ¢p[v] em Y tal que o peso w(v, ¢[v]) seja MINIMO.




Reducdes

Problema (Caminho Minimo (CM))

Entrada: Um grafo direcionado aciclico G = (V, E), uma funcdo
de peso w : E — Ry nas arestas e um vértice origem origem s.

Saida: Um vetor d com d[v] = dist(s, v) parav € V e um vetor
definindo uma ARVORE DE CAMINHOS MINIMOS.




Reducdes

Reduzindo. Transformacdo da entrada

Recebemos uma ENTRADA do problema de origem AC:

Algoritmo: 7/(G, w)

1 G +G P .

2 W —w

3 Adicione um novo vértice s a G’ : :

4 paracadav e Y = E.\
5 | Adicione a aresta (s,v) a G’ .\./
6 w/(s,v) « 0 ./.

7 devolva (G', v/, s)

Tempo: O(Y).



Reducdes

Reduzindo. Transformacdo da saida

Também recebemos uma SOLUCAO do problema de destino CM:

Algoritmo: 75(G, w,d, )

o @,

1 paracadav e X .g.
2 |_ ¢[v] < 7[v]

o @
3 devolva ¢ .}.
o L)

Tempo: O(X).




Reducdes

Reduzindo. AC x CM

Seja ALGcpm um algoritmo para Caminho Minimo.
> ALGcm poderia ser DIJKSTRA, BELLMAN-FORD...

> Pode ser que NAO CONHECAMOS um algoritmo para o
problema de destino!

Algoritmo: REDUGAO-AC-CM(G, w)
1 (G w',s) « 7(G,w)
2 (d,m) < ALaem(G', v/, s)
3 ¢« 75(G,w,d, )
4 devolva ¢

Tempo total: [tempo da reducdo] + [tempo deALGcm]



Reducdes

Quanto tempo gastamos sé com a reduc3o?

» N3o contamos o tempo do algoritmo para o problema B.

» A COMPLEXIDADE DE UMA REDUCAO f(n) é a soma
dos tempos das transformacoes 7/ e Ts.

» Escrevemos A <y, B.

No caso de REDUGAO-AC-CM: AC < x|+|y| CM.



Reducdes

Queremos construir algoritmos rapidos. Mas, o que é “rapido”?

» Normalmente, dizemos que um algoritmo é rapido se ele
executa em TEMPO POLINOMIAL.

» Dai, queremos reducdes de tempo polinomial.

» Nesse caso, escrevemos A =, B.

Qual a consequéncia de A <011 B?

1. Se B tem um algoritmo de tempo polinomial, ent3o
A também.

2. Se ANAO tem algoritmos de tempo polinomial, tampouco B.

> Isso é util para distinguir problemas faceis de dificeis!

> Mas, é assunto para depois...



EXEMPLOS DE REDUCOES



Exemplos de reducdes

Problema (Sistema Linear (LS))

Entrada: Uma matriz M de dimensGes n x n com determinante
NAO nulo e um vetor b de dimens3o n.

Saida: Um vetor x de dimens3o n que satisfaz o seguinte sistema
linear:

Mx = b.




Exemplos de reducdes

Problema (Sistema Linear Simétrico (SLS))

Entrada: Uma matriz M SIMETRICA de dimensées n x n com
determinante NAO nulo e um vetor b de dimens3o n.

Saida: Um vetor x de dimens3o n que satisfaz o seguinte sistema
linear:

Mx = b.




Exemplos de reducdes

SLS é um caso particular de LS.
» Logo, trivialmente SLS < LS.

> Sera que LS é estritamente mais dificil?

A resposta é NAO!
» Iremos reduzir LS para SLS.

> lIsso é, LS < SLS.



Exemplos de reducdes
Um fato simples

Um vetor x é solucdo de Mx = b se, e sé se, x € solucdo de
MTMx = MTb.

Demonstracdo:

(=) » Multiplicamos Mx = b por MT.
> Obtemos MTMx = MTb.

MT tem determinante n3o nulo.
Logo, MT tem inversa Z.
Multiplicamos MT Mx = MT b por Z.
Obtendo Mx = b

(<)

vVVYyyvyyYy

Observe que M’ = MT M é uma matriz simétrical



Exemplos de reducdes

LS < SLS

Algoritmo: REDUGAO-LS-SLS(M, b)
1 M~ MM
2 b+ MTh
3 x + ALGg (M, b')
4 devolva x

Concluimos que de fato LS < SLS.



Exemplos de reducdes

Problema (Casamento ciclico de strings (CSM))

Entrada: Um alfabeto X, uma cadeia A = apaiy ...ap—1 com n
simbolos e uma cadeia B = bgb; ... b,_1 com n simbolos.

Saida: SIM, se B for um DESLOCAMENTO CICLICO de A, ou
NAO, caso contrario. Se SIM, entdo o niumero k de letras
deslocadas faz parte da saida.

Exemplo:
> Entrada: A = acgtact e B = gtactac
> Saida: SIM, k=2



Exemplos de reducdes

Problema (Casamento de strings (SM))

Entrada: UM alfabeto ¥, uma cadeia A= agai ...an_1 com n
simbolos e uma cadeia B = bgb; ... bn—1 com m simbolos.

Saida: SIM, se B for SUBCADEIA de A, ou NAO, caso
contrdrio. Se SIM, o indice k da primeira ocorréncia de B em A,
faz parte da saida.

Exemplo:
» Entrada: A = acgttaccgtacccg e B = tac
» Saida: SIM, k=4

Observacio: o problema SM pode ser resolvido em tempo O(n + m)
pelo algoritmo KMP de Knuth, Morris and Pratt (1977).



Exemplos de reducdes

\’ CSM <

Algoritmo: REDUGAO-CSM-SM(A, B, n)

1 A+ AA > concatena duas coépias de A
2 B« B

3n <« 2n

am+«n

5 devolva ALGsm (A, n', B', m’)

» Tempo da reducdo: O(n)

> Correcao: basta mostrar que k é a solucdo de SM, se e s6 se,
k é solucdo de CSM.

Exemplo:
» lcsym = (acgtact, gtactac, 7).
» Isp = (acgtactacgtact, 14, gtactac, 7).
» Ssm = Scsm = (SIM, 2).



Exemplos de reducdes

’ Problema de origem

Problema (Existéncia de triangulo (PET))

Entrada: Um grafo conexo G = (V, E) sem lagos com n= |V| e
m = |E|.
Saida: Decidir se G contém um tridngulo.

O\.—. /O o ® .
./ \. o ® ®

SIM NAO



Exemplos de reducdes

Alguns algoritmos conhecidos:

» Um algoritmo trivial de tempo O(n®):
» Verifica todas as triplas de vértices.

» Um algoritmo O(mn):
> E muito bom se o grafo é ESPARSO.

Vamos supor que o grafo é denso:

> G sera representado por uma matriz de adjacéncia A:

1 se(i,j)eE
ajj = .
0 se(i,j)¢E



Exemplos de reducdes

Seja A> =
Ent3o, a,-j > (0 se e somente se existe caminho de tamanho dois
saindo de i e chegando em j.

A x A, ou segja, a = p_q Aikakj-

Demonstracdo:

(=) »
>
>

(<) »

v

Se a > 0, entdo algum termo ajcay; é positivo.
Segue que aj =1l e ay=1.
Ou seja, ha arestas (i, k) e (k, ).

Seja um caminho (i, k,j) de i até j.
Entdo, a =1 e ay = 1.
Dai, ajkax; > 0 e, portanto, a > 0.



Exemplos de reducdes

Problema (Multiplicacdo de Matrizes Quadradas (MMQ))

Entrada: Uma matriz quadrada A de ordem n e uma matriz
quadrada B de ordem n.

Saida: O produto P = A x B.

Observacdes:
> Ha um algoritmo ébvio de complexidade O(n%).

» MMQ pode ser resolvida mais rapidamente:
> Em tempo O(n*%%7) pelo algoritmo de Strassen (1969).
> Em tempo O(n?37%) pelo algoritmo de Coppersmith e
Winograd (1990).
> Em tempo O(n?3728639) pelo de Francois Le Gall (2014).



Exemplos de reducdes

bserve que s6 existe tridngulo com aresta (i, ) se:
1. Existir um caminho de tamanho 2 de i a j.
2. Existir a aresta (i, ).

Algoritmo: REDUGAO-PET-MMQ(A, n)
1 A2 ALGMMQ(A, n)
2 paraj=1atén
3 paraj=1atén
4 \\sea§>0ea;j:1

5 |_ devolva SIM

6 devolva NAO

» Tempo da reducdo: O(n?).
> Tempo total: O(n?3728639)



Exemplos de reducdes
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Exemplos de reducdes

Considerando o caso particular

Considere um caso particular de MMQ:

Problema (Multiplicacdo de Matrizes Simétricas (MMS))

Entrada: Uma matriz SIMETRICA quadrada A de ordem m e
uma matriz SIMETRICA quadrada B de ordem m.

Saida: O produto P = A x B.

Claro que MMS =,,» MMQ.
» Portanto, MMQ é pelo menos t3o dificil quanto MMS.
» Serd que MMS também é pelo menos t3o dificil quanto MMQ?



Exemplos de reducdes

1. Considere uma instancia de MMQ, Iymq = (A, B, n).
2. Construa uma instancia de MMS, Iyus = (A, B, 2n), em que
! O A / 0 BT
A_[AT o} 8 B_[B Nk
3. A solugdo de MMS é:
0 ATBT

P,:A,B,:{AB 0 ]

4. Devolva o primeiro bloco da matriz P’.

Tempo da reducdo: O(n?).
> Construir Iymq leva tempo O(n?).
» Copiar o bloco e P’ leva tempo O(n?).



Exemplos de reducdes

» Suponha que exista um algoritmo para MMS de tempo
O(T(m)) para algum polinémio T(m).
» Lembre que m é a ordem das matrizes A’ e B'.

» Quio pequeno pode ser T(m)?
» E claro que T(m) = Q(m?), pois é preciso ler a entrada.
> Serd que pode ser mais rapido que o(m?3728639)?

Para responder isso, usamos a reducio MMQ <, MMS:
» Ela implica em um algoritmo de tempo total O(T(m) + n?).
» Como m = 2n, tempo é O(T(2n) + n?) = O(T(n) + n?).
» Como T(n) domina n?, o tempo é simplesmente O(T(n)).

Ou seja: Um algoritmo com complexidade T(m) para MMS
implica em um algoritmo com complexidade T(n) para MMQ!



REDUCQOES PARA

OBTENCAO DE COTA
INFERIOR




ReducGes para obtencdo de cota inferior

Suponha que:
> A tem cota inferior h(n).
» ALGpg resolve B em tempo g(n).

~ h(n)
> A reducdo gasta tempo f(n) < =5~

Entdo, um algoritmo baseado na reducdo A <¢(,) B tem tempo:

£(n) + g(n) > h(n) = g(n) > h(n) — F(n) > h(n) — @ y @

Conclusao: g(n) > Q(h(n)).



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Transferindo cotas inferiores

Teorema

Considere dois problemas A e B e suponha que
1. h(n) € cota inferior para A e
2. A<¢m) B,
3. f(n) = o(h(n)).

Ent3o h(n) é cota inferior para B.

Observacoes:
> A cota inferior depende do MODELO DE COMPUTACAO.

» Supomos o mesmo modelo para ambos problemas.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (Ordenacdo (ORD))

Entrada: Uma sequéncia X = (x1,x2,...,X,) de n elementos
comparaveis.

Saida: Uma permutacdo de X cujos elementos estejam ordenados.

Observacdes:

» S podemos comparar dois elementos por uma sub-rotina
caixa-preta de tempo constante (chamada ORACULO).

> Esse problema tem cota inferior Q(nlog n).



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (Envoltéria Convexa (EC))

Entrada: Um conjunto {(x1,y1),--.,(Xn,¥n)} de n pontos no plano.
Saida: MENOR POLIGONO CONVEXO que contém os n pontos.
o S— )
® o0 ° X R
N o / \ o
[ N o O ( N J o O
. ° \. o
Observacdes:

» Os vértices s3o representados em ordem anti-horéria.
» Problema classico de Geometria Computacional.

> Pode ser resolvido em tempo O(nlog n).



ReducGes para obtencdo de cota inferior

ORD <, EC

Reduzindo ORD <, EC:

1. Considere uma instancia de logp = (X1, X2 . . ., Xp)-

2. Construa instancia lec = {(x1, %), (x2,x2), . . ., (Xa, x2)}.

~

3. Resolva Igc e obtenha solucdo Sgc, que é uma lista CICLICA dos
vértices do poligono.

4. Determine indice i de Sgc do ponto com menor abcissa.

5. Liste os todos os indices a partir de i.

> O tempo da reducdo é O(n).
» Portanto Q(nlog n) também é COTA INFERIOR para EC.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (Unicidade de Elementos (UE))

Entrada: Uma sequéncia X = (x1,x2,...,Xn) de n elementos
comparaveis.

Saida: Decidir se os elementos sdo TODOS distintos.

Observacdes:

» Sé podemos comparar dois elementos por uma sub-rotina
caixa-preta de tempo constante (chamada ORACULO).

> Esse problema tem cota inferior Q(nlog n).
» O problema pode ser resolvido em tempo O(nlog n) (como?).



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (Par Mais Préximo (PMP))

Entrada: Uma colecdo {(x1,y1),...,(xn,yn)} de n pontos no
plano.
Saida: Par de pontos i e j que estejam A MENOR DISTANCIA.
[ [
[ [
( N [ N
® ([ ¢ y [ ‘
o0 ©o o o0 O o
[ y [ ¢
) = o ¢
Observacéo:

» Pode ser resolvido em tempo O(nlogn)



ReducGes para obtencdo de cota inferior

1. Considere instancia lyg = (X1, X2, . ., Xp)-

2. Construa instancia Ipyp = {(x1,0), (x2,0), ..., (X, 0)}.

o 4
X4

x
w
x
X
x
=)
x
&
oK J

3. Resolva Ipyp € obtenha par de pontos (x;,0), (x;,0).
4. Calcule a DISTANCIA d entre os pontos:

(a) Se d =0, entdo devolva NAO.
(b) Se d >0, devolva SIM.

» O tempo da redu¢do é O(n).
» Portanto Q(nlog n) também é COTA INFERIOR para PMP.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (3-Soma (3SUM))

Entrada: Uma sequéncia X = (x1,x2,...,Xn) de n reais.
Saida: Determinar se existem indices distintos i,j e k tais que:

Xj + xj + x, = 0.

Exemplo:
» Instancia X = (4,-6,1,8,7,—5)
> Solugdoi=1j=3ek=56
Observacdes:
> Pode ser resolvido em O(n?) (como?).
> Acreditava-se que Q(n?) era COTA INFERIOR.
> Pode ser resolvido em o(n?) (Grgnlund e Pettie, 2014).
> Ainda se acredita que n3o dé pra fazer melhor que n?~%(1),



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Problema (Colinearidade N3o Horizontal (COL))

Entrada: Um conjunto {(x1,y1),...,(Xn,¥n)} de n pontos no
plano.

Saida: Determinar se trés pontos estio em alguma RETA NAO
HORIZONTAL.

o = ° ¢
(N ® L N ®
® [ y [
o o o o0 ©0 ¢
[ y [ k
[ [
. [
Observacdes:

> Pode ser resolvido em tempo O(n?).
> Acredita-se que Q(n?) é COTA INFERIOR.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

1. Considere instancia hsypy = (x1, X2, - -« - , Xn)-

2. Construa instancia
lcor = {(x:,0),(—x;/2,1),(x;,2) : i =1,2,...,n}.
Exemplo: X = (4,—6,1,8,7,-5):

3. Resolva Ico; e obtenha Sco;.

4. Se a resposta Sco for SIM, responda SIM,
e se a resposta Sco; for NAO, responda NAO.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

3SUM =, COL (cont)

» A solucdo de Ico; (se houver) é uma tripla de pontos
colineares. Claramente, cada um desses pontos deve estar em
um dos eixos horizontais. Ou seja, tem a forma:

(XI" 0)7 (_XJ'/27 1)a (Xka 2)'

Portanto, x; + x; + xx = 0.

> Se x; + Xj + xx = 0, entdo, os pontos citados sdo colineares.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

» E claro que Q(n) é uma cota inferior para 3SUM.

» E SE houver cota inferior Q(h(n)) maior para 3SUM?
> A reducdo gasta tempo f(n) = O(n).

> Nesse caso, f(n) = o(h(n)).
> Entdo, Q(h(n)) seria cota inferior para COL

> Mas s6 conhecemos a cota trivial (n) para 3SUM.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Reducdo de Turing

Podemos reduzir P; para P, fazendo varias aplicaces de P».

Instancia Iy ) Pg ) > Saida S;



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Exemplo de reducao de Turing

Problema (Multiplicacdo de Inteiros)

Entrada: Dois inteiros a e b.
Saida: O produto a - b.

Problema (Quadrado)

Entrada: Um inteiro x.
Saida: O quadrado x°.

Reducao:
» Podemos reduzir Multiplicacdo de Inteiros para Quadrado.
P Fazemos apenas um nlmero constante de somas, subtracoes e

divisdo por dois:

_ (a+b)2—a*— b2

b
a 5




ReducGes para obtencdo de cota inferior

? -

Vamos fazer alguns exercicios?

(}




ReducGes para obtencdo de cota inferior

O problema 3SUMplus consiste em: dados uma sequéncia
X = (x1,x2,...,Xn) de reais e um valor real b, determinar se
existem trés indices distintos i, j e k tais que x; + Xj + xx = b.

1. Mostre que 3SUM =, 3SUMplus.

2. Mostre que 3SUMplus <, 3SUM.

3. Suponha que o Professor Sabit Udo descobriu uma COTA
INFERIOR de Q(n'°) para 3SUMplus. Nesse caso, quais das
afirmacGes abaixo sdo verdadeiras?

(i) N3o existe algoritmo O(n'®) para 3SUMplus.
(i) N3o existe algoritmo O(n'%) para 3SUM.
(iii) Existe um algoritmo O(n') para 3SUMplus.
(iv) Existe um algoritmo O(n°) para 3SUM.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Considere os problemas:

Problema (Sistema de Representantes Distintos (SRD))

Entrada: Uma colecdo de conjuntos S, ..., S.

Saida: Conjunto R ={r,...,r} talquer; € S; parai=1,..., k.

y

Problema (Emparelhamento Méaximo (EM))

Entrada: Um grafo bipartido G = (X U Y, E) com biparticdo X e
Y.

Saida: Um subconjunto de arestas M que ndo compartilham
vértices, tal que |M| seja maximo.

Mostre que SRD < EM.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Considere os seguintes problemas:

Problema (Edicdo de String)

Entrada: Duas strings A e B.

Saida: Menor sequéncia de operacbes para transformar A em B,
onde as possiveis operacdes sdo: insercao de um caractere,
remocao de um caractere, ou troca de um caractere por outro.

Problema (Caminho Minimo)

Entrada: Um grafo direcionado G(V, E), um peso c;j > 0 para
cada aresta (i,j) € E, dois vértices s e t.
Saida: Um caminho de s at em G de comprimento minimo.

Mostre como reduzir Edicdo de String a Caminho Minimo.



ReducGes para obtencdo de cota inferior

Considere os seguintes problemas:

Problema (Ordenac&o)

Entrada: Uma sequéncia de nimeros naturais distintos
X1,X2,...4,Xp.
Saida: Uma permutacdo ordenada dos niimeros de entrada.

Problema (Codificacdo de Huffman)

Entrada: Um alfabeto C e uma tabela de frequéncias f.
Solucdo: Uma codificacdo de comprimento varidavel que minimize
o tamanho do texto codificado.

Mostre como reduzir Ordenacdo para Codificacdo de Huffman.
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