Prof. Santiago V. Ravelo

MO417 - Complexidade de Algoritmos I

Lista de exercicios 03
Os seguintes exercicios sdo para aprofundar no estudo da matéria.

Grafos

1. Responda verdadeiro ou falso. Justifique cada caso mediante prova ou contraexemplo:

(a) Um grafo G € uma arvore se e somente se G for aciclico maximal (ou seja, G € aciclico e a adi¢do
de qualquer aresta cria um ciclo).

(b) Se em um grafo G todos os vértices tem grau no conjunto {1,2} e ha exatamente dois vértices com
grau 1, entdo G € exatamente um caminho.
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(¢) Um grafo bipartido com n vértices tem no maximo "I arestas.

(d) Se d € o grau minimo de um grafo G, entdo em G ha um caminho de comprimento maior ou igual
que d.

2. Um k-cubo é um grafo cujos vértices sdo todas as sequéncias b, b, ... b, em que cada b, pertence a
{0,1}. Em um k-cubo, dois vértices sdo adjacentes se diferem em exatamente uma posicdo. Quantas
arestas tem o k-cubo? Prove que um k-cubo € bipartido.

3. Uma grade p-por-q é um grafo cujo conjunto de vértices € o produto cartesiano {1,2 ..., p}x{1,2,...,q}
e dois vértices (i, j) e (i’, j') sdo adjacentes se: |i —i'| = 1ej = j,oui=1iel|j—j| = 1. Quantas
arestas tem a grade p-por-q? Mostre que a grade p-por-q € um grafo bipartido.

4. O diametro de um grafo G € a maior distancia entres dois vértices de G.

(a) Seja G um grafo simples de didmetro maior ou igual que trés. Mostre que G tem didmetro no maximo
trés.

(b) Seja T uma arvore com pelo menos uma aresta de diametro d. Suponha que apds a remocao de uma
aresta, obtemos duas componentes conexas T, e T, com diametro d, € d,, respectivamente. Mostre
qued > (d, +d,)/2 + 1.

5. D€ um algoritmo que determine se um determinado grafo ndo direcionado G = (V/, E) contém um
ciclo. Seu algoritmo deve ser executado em O(V'), independente de | E|.

6. Uma outra maneira de obter uma ordenacdo topologica em um grafo direcionado G = (V,E) é
repetidamente encontrar um vértice com grau de entrada 0, inclui-lo na soluc¢do e depois remover do
grafo esse vértice com todas as arestas de saida. Explique como implementar essa ideia de forma que o
algoritmo execute em tempo O(V + E).



7. Um ponto de articulacdo de um grafo G € um vértice cuja remocao provoca o aumento de componentes
conexas. Projete um algoritmo para encontrar pontos de articulagdo em tempo O(V + E).

8. Projete um algoritmo que recebe um digrafo aciclico G e dois vértices s e t e devolve o nimero de
caminhos diferentes em G de s até ¢. Seu algoritmo deve executar em tempo O(V + E).

9. Um ralo universal em um digrafo G = (V, E) € um sorvedouro com grau de entrada |[V'| — 1 (no qual
chega um arco desde cada vértice do grafo). Dada a matriz de adjacéncias de um digrafo G, projete um
algoritmo O(V') para determinar se G' possui um ralo universal.

10. Seja T uma arvore produzida pelo BFS de um grafo G. Embora os conceitos de arcos de avanco,
cruzamento e retrocesso tenham sido definidos no contexto da busca DFS, eles fazem sentido em relagcao
a qualquer arvore ou floresta radicada de G.

(a) Mostre que G ndo tem arcos de avan¢o em relagdo a 7.
(b) Mostre que, se G for ndo-dirigido, entdo G ndo tem arcos de retorno.

(c) G pode ter arcos de cruzamento em relagdo a T'? E se G for ndo-dirigido?

Grafos ponderados

11. Suponha que é dado um grafo G com custos nas arestas positivos e diferentes. Seja T uma arvore
geradora minima de G. Agora suponha que substituimos o custo cada aresta, c,, por seu quadrado, cez,
criando assim uma nova instancia do problema com o mesmo grafo, mas com custos diferentes. Concorde
ou descorde: T ainda deve ser uma arvore geradora minima para a nova instancia. Prove ou dé um
contraexemplo.

12. Seja G = (V/, E) um grafo conexo com pesos associados a cada aresta. O professor B. Smart propos
o seguinte algoritmo para encontrar uma arvore geradora minima de G.

input : grafo conexo G = (V, E) e fungdo de pesos nas arestas @
output : H subgrafo de G.

1 begin

2 Ordene E em ordem ndo crescente de pesos
3 H<~G

4 for e € E em ordem ndo crescente de pesos do
5 if H — e é conexo then
6 | H<H-e
7 end

8 end

9 return H

10 end

Algorithm 1: SMART-AGM(G, w).

(a) Argumente sucintamente (em poucas linhas) que o grafo obtido € conexo e aciclico.

(b) Mostre que se e € uma aresta de G com peso miximo e G — e € conexo, entdo existe uma arvore
geradora minima de G que ndo contém e.

(c) Usando os resultados dos itens anteriores, mostre que o algoritmo esta correto.

13. Responda as seguintes questdes:



(a) Mostre que, se paratodo X C V, o corte 6(X) contém exatamente uma aresta leve, entdo existe uma
unica arvore geradora minima 7" de G.

(b) Suponha que todas as arestas de G t€ém custos distintos, com exce¢ao de duas (u, v), (x, y), que t€m o
mesmo custo. Suponha também que todo caminho de u até x contém essas duas arestas. Argumente
que existe uma Unica arvore geradora minima. Vocé€ pode utilizar o fato enunciado no item anterior.

14. Seja G = (V, E) um grafo ndo direcionado. Um conjunto F C E de arestas ¢ chamado conjunto de
retroalimentacgdo se cada ciclo de G tiver pelo menos uma aresta em F.

(a) Suponha que G ndo seja ponderado. Crie um algoritmo eficiente para encontrar um conjunto de
retroalimentagcdo de tamanho minimo.

(b) Suponha que G € um grafo ndo direcionado com pesos positivos nas arestas. Projete um algoritmo
eficiente para encontrar um conjunto de retroalimenta¢do de peso minimo. Argumente que seu algo-
ritmo estd correto.

15. Uma empresa possui # filiais que devem ser conectadas, direta ou indiretamente. Cada par de filiais
que sdo conectadas diretamente utiliza um servico de fibra 4tica, ou um servigo de conexao via linha te-
lefonica. A velocidade da conex@o (em MBit/s) via linha telefonica entre duas filiais depende da distancia
e € fornecida pela empresa de telefonia. A velocidade da fibra é sempre constante, 1 GBit/s. Devido a res-
trigdes orgcamentarias, somente f (f < n) conexdes via fibra serdo contratadas. Uma vez instalada a rede,
duas filiais podem ser conectadas (indiretamente) por uma sequéncia de conexoes diretas; a velocidade
de conexdo entre as duas filiais é a velocidade da conex@o mais lenta nessa sequéncia. A velocidade de
rede € a menor velocidade de conex@o entre quaisquer duas filiais. Escreva um algoritmo para encontrar
uma rede com a maior velocidade de rede possivel. Argumente por que o algoritmo esté correto e analise
a complexidade.

16. Considere um grafo direcionado G = (V/, E) cujas arestas t€ém pesos 0 ou 1. Projete um algoritmo
de tempo O(V + E) que obtém uma arvore de caminhos minimos a partir de um vértice s.

17. Dado um grafo ponderado e direcionado G = (V, E) sem ciclos de peso negativo, seja m 0 maximo,
entre todos os vértices v € V', do nimero minimo de arestas em um caminho minimo da fonte s para v.
(Aqui, o caminho minimo € por peso, e ndo por niimero de arestas.) Reescreva o algoritmo Bellman-Ford
para ele termine em m + 1 passos, mesmo que m nao seja conhecido com antecedéncia.

18. Escreva um algoritmo que verifica se ha ciclos negativos em um grafo direcionado e, se houver,
devolva um tal ciclo.

19. Milda ¢ a presidenta de um determinado pais B. Esse pais € dividido em estados e cada estado possui
uma capital. Milda quer reestruturar o sistema de estradas e ferrovias e precisa da sua ajuda. As ferrovias
s30 muito antigas e seu custo de manutencao € alto. Seu trabalho € ajudar a presidenta a decidir quais
ferrovias podem ser desativadas. No entanto, como B € um pais democratico, uma ferrovia s6 pode ser
desativada se isso nao piorar a qualidade do sistema de transporte, isso €, uma ferrovia pode ser desativada
apenas se a distancia de cada cidade a capital mais proxima ndo for modificada. Considere que o pais B
tem n cidades e que se uma estrada ou ferrovia liga a cidade i a cidade j, entdo ela pode ser utilizada para
ir tanto de i para j como de j para i. Obtenha um algoritmo eficiente para descobrir quantas ferrovias
podem ser desativadas.

20. Dados vértices s e t em um grafo direcionado G, dizemos que uma colec¢io P,, P,, ..., P, de caminhos



com inicio em s e final em 7 € aresta-disjunta se para quaisquer caminhos P, e P;, P, e P; ndo tém arestas
em comum. Demonstre que, dado um grafo G e vértices s e ¢, 0 nimero maximo de caminhos disjuntos
nas arestas de s a ¢ € igual ao nimero minimo de arestas necessarias para desconectar s de ?.

Reducoes

21. Sejam P, e P, dois problemas tais que P, <, P, e suponha que P, tem cota inferior (n log n), onde
n € um parametro que mede o tamanho da entrada do problema P,. Quais das seguintes afirmacoes sdo
verdadeiras? Justifique cuidadosamente as suas respostas.

(a) Q(nlogn) também € cota inferior para P,.
(b) Todo algoritmo que resolve P, também pode ser usado para resolver P,.
(c) Todo algoritmo que resolve P, também pode ser usado para resolver P,.

(d) O problema P, pode ser resolvido no pior caso em tempo O(n log n).

22. Sejam P, e P, dois problemas tais que um deles tenha cota inferior (n*), para algum k > 1, e 0 outro
€ solivel em tempo O(nlogn). Se P, € redutivel a P, em tempo linear, diga qual é qual. O parimetro n
denota o tamanho da entrada dos dois problemas.

23. Sejam A e B dois problemas tais que A <,,,,, B € suponha que A tem cota inferior Q(n/?), onde n
¢ um parametro que mede o tamanho de uma instancia I, de A. Suponha que dada I ,, a reducdo obtém
uma instancia Iz de B. Quais das seguintes afirmagdes sdo verdadeiras? Justifique.

(a) A notacdo A < B significa que o pior algoritmo para A € mais rapido que o melhor algoritmo para B.
(b) Se existe algoritmo O(n/?) para B, entdo o problema A pode ser resolvido em tempo O(n log n).
(c) Se ainstancia I tem tamanho ®(n), entdo Q(n3/?) também é cota inferior para B.

(d) Se ndo existe um algoritmo que resolve A, entdo também nao existe um algoritmo que resolve B.

(e) Se existe um algoritmo que resolve A, entdo também existe um algoritmo que resolve B.

24. Responda verdadeiro ou falso. Justifique em cada caso via prova ou contraexemplo.

(a) Se existe problema L € NP tal que L ¢ NP-completo, entdo para todo L' € NP-completo, ndo existe
reducdo L' <, L.

(b) Qualquer linguagem pertencente a NP pode ser decidida por um algoritmo em tempo 200", para
alguma constante k.

(c) Se NP # co-NP, entdo P # NP.
(d) Se L, <,L,eL,<, Lyentdo L, X, L;.

() L, L se e somente se L <, L.

25. Considere o problema para decidir se um nimero p € primo. Mostre que esse problema estd em
co-NP. Atente-se para o tamanho da codificagdo de um niimero p.
c



NP-complexidade

26. Dado um conjunto de elementos £ = {1,2,...,n} e uma familia de conjuntos S = {5, S,,...,S,,}.
onde S; C E, uma cobertura de conjuntos ¢ uma subfamilia F C S tal que | J¢_ S = E. O problema da
cobertura por conjuntos é: dados E, S e k, existe uma cobertura de conjuntos F de tamanho |F| < k?
Mostre que cobertura por conjuntos € NP-completo.

27. Considere o problema do empacotamento (BIN). Dado um conjunto finito de n objetos com pesos
w;, Ww,, ..., w, inteiros positivos e dois valores inteiros positivos W e k, € possivel colocar todos os
objetos em k caixas cujo limite maximo de peso &€ W? Mostre que este problema é NP-completo.

28. Prove que o problema a seguir ¢ NP-completo: dado um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k,
determine se G contém uma arvore geradora 7T tal que todo vértice em 7T tenha grau no maximo k.

29. Um ciclo de um grafo ¢ Hamiltoniano se passar por todos os vértices do grafo. Analogamente, um
caminho que passa por todos os vértices € Hamiltoniano:

(a) Considerando que é NP-completo o problema de decidir se um grafo tem um caminho Hamiltoniano,
mostre que o de decidir se um grafo tem um ciclo Hamiltoniano é também NP-completo.

(b) Considerando que é NP-completo o problema de decidir se um grafo tem um ciclo Hamiltoniano,
mostre que o de decidir se um grafo tem um caminho Hamiltoniano € também NP-completo.

30. Uma clique de tamanho € um subgrafo completo de um grafo G, Um conjunto independente é um
conjunto de vértices no qual ndo ha dois vértices adjacentes:

(a) Considerando que é NP-completo o problema de decidir se um grafo tem uma clique com pelo menos
C vértices, mostre que o de decidir se um grafo tem um conjunto independente com pelo menos 1
vértices € também NP-completo.

(b) Considerando que & NP-completo o problema de decidir se um grafo tem um conjunto independente
com pelo menos I vértices, mostre que o de decidir se um grafo tem uma clique com pelo menos C
vértices € também NP-completo.

31. Uma cobertura de vértices de um grafo € um subconjunto .S dos vértices no qual toda aresta tem pelo
menos um extremo em .S. Mostre que o problema de decidir se um grafo tem uma cobertura de vértices
de tamanho no méaximo k € NP-completo.

32. Um conjunto dominante de um grafo € um subconjunto .S dos vértices no qual todo vértice que esteja
fora de S tem pelo menos um adjacente em .S. Mostre que o problema de decidir se um grafo tem um
conjunto dominante de tamanho no maximo k & NP-completo.

33. Dada uma sequéncia de nimeros positivos S = {s,, 55, ..., s,} € um nimero b > 0, ¢ NP-completo
decidir se existe um subconjunto dos indices X C {1,,n} tal que ZEXS_ A partir desse problema,
mostre que as seguintes variantes também sao NP-completos:

=b"

(a) Dada uma sequéncia de nimeros positivos S = {s,, s,, ..., s, }, decidir se existe um subconjunto dos
o c '
indices X C {1,,n} tal que Ziexs,:Z,»gx ;

(b) Dada uma sequéncia de numeros S = {s,,5,,...,s,}, decidir se existe um subconjunto ndo vazio

dos indices X C {1,,n} tal que ZVEXs:O.



