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Prefacio

Este texto é uma introducao a geometria computacional, a disciplina
que estuda técnicas, algoritmos, e estruturas de dados para a resolucao
de problemas geométricos por computador.

Os problemas estudados sao geralmente restritos ao plano, com in-
cursoes ocasionais pelo espaco tridimensional. Pressupoe-se que o leitor
tenha conhecimentos elementares de geometria euclidiana e analitica,
ao nivel de segundo grau; e de dlgebra linear, programacao, e estruturas
de dados, ao nivel de primeiro ano de graduacao.

O primeiro capitulo do livro introduz conceitos bésicos de projeto
e analise de algoritmos — especificamente, andlise assintética do pior
caso. O leitor é alertado para a existéncia de muitos algoritmos para
cada problema, que podem diferir bastante em eficiéncia.

O segundo capitulo descreve as ferramentas elementares da geome-
tria computacional, incluindo a representacao de pontos e linhas por
meio de coordenadas homogéneas, e as operacoes geométricas basicas,
tais como o cdlculo da reta que passa por dois pontos dados, ou o teste
da orientagao (horaria ou anti-horéria) de um triangulo.

A fim de motivar e ilustrar o conceito de algoritmo geométrico, o
capitulo 3 estuda o problema de determinar o par mais préximo dentre
uma colecao de pontos dada e também o problema de localizacao de
pontos com relacao a um poligono simples, estrelados ou convexos.

O capitulo 4 estuda problemas relacionados com convexidade, em
particular a construcao do casco convexo de pontos no plano. Diver-
sos algorimos sao apresentados, ilustrando diferentes paradigmas de
projetos de solucoes.

O tema do capitulo 5 é o conceito de mapa planar: uma divisao de
uma superficie em pontos, curvas, e regioes, disjuntas duas a duas. Em
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v Preficio

particular, ele define a superposicao de dois mapas, uma operacao geral
que pode ser usada para muitas aplicacoes, como por exemplo a inter-
seccao e uniao de poligonos arbitrarios. O paradigma da varredura do
plano é apresentado como solucao eficiente para este tipo de problema.

Finalmente, o capitulo 6 estuda varios problemas relacionados com
minimizacao de distancias entre conjuntos de pontos no plano. As so-
lugoes para todos esses problemas estao baseadas na mesma estrutura
geométrica, o diagrama de Voronoi, e seu dual, a triangulacao de De-
launay, que sao duas das mais importantes e versateis ferramentas da
geometria computacional. Estudamos também como obter, a partir
da triangulacao de Delaunay, certas redes geométricas importantes, in-
cluindo a drvore conectora minima, o grafo de Gabriel, e o grafo de
vizinhanca relativa.
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Capitulo 1

Algoritmos e Complexidade

Antes de estudarmos problemas e algoritmos geométricos é necessa-
rio estabelecermos uma terminologia bésica para podermos falar de
aspectos de complexidade computacional.

Como o leitor ja deve ter pelo menos alguns conhecimentos basicos
de projeto e andlise de algoritmos, o proposito deste capitulo é apenas
o de estabelecer com o leitor uma linguagem comum. Diversos textos
tratam muito mais extensamente os conceitos aqui descritos e reco-
mendamos especialmente a consulta a [CLR90, Man89, Sed83, AHU74]
para aqueles interessados em maiores detalhes.

1.1 Introducao

Ha duas facetas no estudo de problemas computacionais do ponto de
vista de algoritmos e complexidades. De um lado esta a obtencao de
solucoes eficientes para um dado problema. Do outro esta a necessidade
de, obtidas solucoes eficientes, decidir até que ponto é possivel obter
outras ainda mais eficientes.

A primeira destas questoes consiste, como veremos, da descoberta de
algoritmos e do estabelecimento da eficiéncia dos métodos de solucoes
que estes descrevem. Do outro lado, temos a questao de determinar
a dificuldade intrinseca do dado problema — denominada complexi-
dade do problema — isto é, encontrar uma expressao para a maxima
eficiéncia atingivel por qualquer solu¢cao do problema.
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1.2 Conceito de algoritmo

Um algoritmo é uma receita matematica para resolver algum problema.

O adjetivo “matematica” implica que a receita deve ser tao preci-
sa, correta, e detalhada quanto qualquer teorema, ou construcao ge-
ométrica.

Assim como em teoremas, o grau de detalhe e formalismo que um
algoritmo deve ter depende do “leitor” almejado. No caso extremo
em que o “leitor” é um computador, todos os detalhes devem ser
especificados, numa notacao que possa ser interpretada mecanicamente
— ou seja, o algoritmo deve ser apresentado na forma de um programa.

No caso deste livro, suporemos que o “leitor” é uma pessoa: por
exemplo, um programador, que pode vir a utilizar os algoritmos aqui
apresentados em seus programas; ou um cientista, que pode usar estes
algoritmos como ponto de partida para desenvolver algoritmos origi-
nais. Portanto, ao descrever nossos algoritmos, usaremos uma lingua-
gem semi-formal, semelhante a usada em demonstracoes de teoremas;
e omitiremos em geral todos os detalhes que podem ser facilmente su-
pridos por um programador — alocagao de memoria, declaragoes de
variaveis, entrada e saida de dados, enumeracao de listas, etc. Além
disso, detalhes que sao explicados num algoritmo podem ser omitidos
nos algoritmos subseqiientes.

Um algoritmo deve conter os seguintes ingredientes:

1. um enunciado,

2. um modelo computacional,

3. uma descricao da sequéncia de operagoes a efetuar,
4. uma prova de correcdo, e

5. uma andlise de desempenho.

Examinaremos a seguir cada um destes itens com mais detalhe.
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1.2.1 O enunciado

O enunciado do algoritmo descreve os dados que devem ser fornecidos
ao algoritmo, os resultados calculados pelo mesmo, e a relacao entre
ambos.

Por exemplo, o enunciado de um algoritmo para inversao de matrizes
poderia ser:

Algoritmo 1.1 Inv (A4, n)

Dados um inteiro n e uma matriz real A de dimensao n X n, devolve
uma matriz real B n X n tal que AB € a matriz identidade; ou uma
mensagem de erro, se tal matriz ndao existir.

Os resultados previstos no enunciado de um algoritmo podem nao
fazer nenhuma pré-suposigao a respeito dos dados (como neste exemplo)
ou podem presumir que o objeto a ser computado é sempre computavel
a partir dos dados fornecidos. Neste caso, o enunciado deve indicar
precisamente que propriedades seus dados de entrada devem satisfazer.

1.2.2 O modelo computacional

Em linhas gerais, estabelecer um modelo computacional consiste em
definir quais sao as operacoes permitidas e qual o custo de cada uma
delas, de modo a podermos computar a eficiéncia (ou ineficiéncia) de
solucoes.

Este repertério de operacoes “elementares,” que podem ser utiliza-
das pelos algoritmos que se deseja descrever neste modelo, deve ser tal
que o executor do algoritmo — pessoa ou computador — supostamente
ja as sabe efetuar.

No caso de algoritmos destinados a computadores, as operagoes
elementares sao aquelas que o computador pode efetuar com um niimero
fixo de instrucoes. Estas incluem, em geral: as quatro operacoes aritmé-
ticas (em inteiros ou reais de precisdo limitada); operagoes com valores
l6gicos; transferéncia de dados entre posicoes de memdria; indexacao
de vetores e matrizes; enderecamento indireto; e outras de mesmo nivel
de complexidade.

Em particular, no caso de algoritmos geométricos, incluimos entre as
operacoes elementares todas as construgoes geométricas que podem ser
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efetuadas analiticamente, com um ntiimero fixo de operacoes aritméticas
a partir das coordenadas dos dados. Como veremos no capitulo 2, esta
categoria inclui determinar a reta que passa por dois pontos, o ponto
de interseccao de duas retas, etc.

1.2.3 A seqiiéncia de operacoes

O item central do algoritmo é uma especificacdo da seqiéncia de ope-
racoes que devem ser efetuadas.

Em geral, a seqiiéncia depende dos dados de entrada, e estes podem
ser infinitamente varidveis. Portanto, precisamos de uma notacao que
seja capaz de descrever esta infinidade de seqiiéncias de maneira finita.

Muitas notacoes foram propostas para esse fim, voltadas tanto para
computadores (linguagens de programacao) quanto para leitores huma-
nos. Neste livro, usaremos em geral uma descricao semi-formal basea-
da em comandos que tém similares na maioria das linguagens de pro-
gramacao. Em alguns casos, por clareza de exposicao usaremos uma
descricao ainda mais informal.

Dada a necessidade de descrevermos operacoes repetitivas, usaremos
tanto recursao quanto lacos iterativos. Assumiremos que o leitor tem
familiaridade com a descricao de algoritmos em forma recursiva. Se
este nao é o caso, recomendamos como uma introducao a algoritmos
recursivos, o capitulo 5 de [Sed83].

Em particular, usaremos os seguintes comandos, cujos significados
podem nao ser 6bvios:

para varidvel em sequéncia faga comando

Repete o comando uma vez para cada valor na
sequéncia de valores especificada, com a varidvel repre-
sentando esse valor.

Note que se a seqiiéncia for vazia, o comando nao é
executado nenhuma vez.

enquanto condicdo repita comando

Testa a condicao; se for verdadeira, executa o co-
mando, e repete tudo de novo — testa novamente a



1.2. Conceito de algoritmo Y

condi¢ao, etc. A repeticao termina somente se e quan-
do a condicdo testada é falsa.

Note que o teste da condicdo é feito antes de cada
execucao do comando. Portanto, se a condicao for falsa
na primeira vez, o comando nao é executado nenhuma
vez.

devolva formulas

Termina a execucao do algoritmo, devolvendo os
valores das formulas como resultados do mesmo.

Ex. 1.1: Escreva, usando os comandos para ou enquanto, um algo-
ritmo que:

(a) Calcule o produto m - n de dois inteiros quaisquer m e n, usando
apenas a operagao de soma;

(b) Calcule a poténcia ¥ de dois inteiros positivos z e y usando o
algoritmo do item (a) ao invés da operagio X.

Ex. 1.2: Refaga o exercicio anterior (sem usar para ou enquanto),
através do projeto de algoritmos recursivos.

1.2.4 A prova de correcao

Para que um algoritmo possa ser usado com confianca, é preciso provar
que ele satisfaz as seguintes condicoes:

1. As operacgdes que o algoritmo manda executar sao sempre vdlidas
e definidas, quaisquer que sejam os dados fornecidos ao mesmo.

Por exemplo, se o algoritmo pede para calcular o quociente x/y,
é preciso provar que nesse momento y sera sempre diferente de
zZero.

2. O algoritmo sempre termina apds um numero finito de operacoes.

Este item precisa ser explicitamente demonstrado quando o algo-
ritmo contém comandos de repeticao do tipo enquanto condicao



6 Capitulo 1. Algoritmos e Complexidade

repita ... . Neste caso, temos que provar que a condi¢cdo sempre
serd falsa depois de um nimero finito de repeticoes.

Este item também precisa ser provado explicitamente quando o
algoritmo executa a si proprio recursivamente. Neste caso, temos
que provar que os argumentos de cada aplicagao recursiva do al-
goritmo sao mais “simples” do que os dados originais, segundo
algum critério de simplicidade; e que, depois de um niimero finito
de tais “simplificacoes,” os dados se reduzem a um caso particu-
lar (caso base) que é resolvido diretamente pelo algoritmo, sem
recursao.

3. O resultado devolvido pelo algoritmo satisfaz as condicoes prome-
tidas no enunciado do mesmo.

Esta é em geral a parte mais dificil da prova, e a que exige
um entendimento mais profundo do problema e do algoritmo.
No caso dos nossos algoritmos, esta parte de demonstracao vai
depender crucialmente das propriedades fundamentais do espaco
geométrico utilizado, que serao vistas no capitulo 2).

Muitas vezes vamos apresentar apenas as idéias principais da prova
de corregao de um algoritmo, e deixar a demonstracao detalhada e
rigorosa a cargo do leitor.

Entretanto, deve ficar claro que um algoritmo s6 pode ser levado
a sério depois que tal demonstracao for apresentada. Para que vocé
possa acreditar que um algoritmo funciona é preciso que vocé tenha na
sua mente algo que seja equivalente a uma prova matematica de sua
correcao. Testes empiricos podem aumentar a confianca, mas nunca
podem dar certeza: dada a infinita variedade de dados de entrada, um
nimero finito de experimentos sempre pode deixar de testar os casos
particulares em que o algoritmo falha.

O primeiro passo para demonstrar a correcao de um algoritmo é
determinar um ¢nvariante apropriado para cada comando do mesmo.
O invariante de um comando é uma afirmacao légica sobre as varidveis
e dados do programa que supostamente vale sempre que, durante a
execucao do algoritmo, chegar a vez de executar o comando em questao.
Se os invariantes forem corretamente escolhidos, basta entao provar
que, se um invariante for verdade, entao o comando correspondente
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estd bem definido, e sua execucao torna valido o invariante do comando
imediatamente seguinte. Finalmente, temos que provar que o invariante
de todo comando devolva formulas implica que as formulas devolvidas
como resultado satisfazem o enunciado do algoritmo.

Por outro lado, veremos na secao 1.6 que uma maneira alternativa
de construir algoritmos corretos é utilizar conversoes de provas cons-
trutivas da existéncia de solugoes, em procedimentos. Em particular,
provas por inducao sugerem muito naturalmente algoritmos recursivos,
ao mesmo tempo em que se constituem provas da correcao destes.

1.2.5 A analise de desempenho

Como veremos, sempre existem infinitos algoritmos diferentes para re-
solver um mesmo problema, o que torna importante a escolha do al-
goritmo mais apropriado para uma determinada aplicacao. Ha muitas
maneiras de comparar esses algoritmos: eficiéncia, flexibilidade, com-
plexidade, robustez, tratamento de dados incorretos, facilidade de uso,
etc. Muitas destas propriedades sao dificeis de quantificar, e portanto
de estudar cientificamente.

Uma propriedade que é realmente facil de quantificar é o custo do
algoritmo, que inclui tanto o tempo que o algoritmo leva para ser execu-
tado, quanto o espaco que as variaveis internas ocupam nas unidades de
armazenamento de dados do computador (memdria, disco, etc.). Como
veremos, ¢ comum encontrar dois algoritmos para o mesmo problema
que sao praticamente equivalentes sob os demais aspectos, mas cujos
custos de execucao diferem por fatores astronomicos.

Estes custos sao quantificados em termos do “tamanho” dos dados
do problema — medido, por exemplo, pelo nimero de elementos ou
como 0 espaco necessario para representa-los. Usualmente, chamamos
estes custos de eficiéncia ou complexidade do algoritmo.

O leitor familiarizado com algoritmos de ordenacao se recordard que
duas medidas de custo relevantes para a comparacao de eficiéncia deles
¢ o numero de comparacoes realizadas e o nimero de atribuicoes. Por
exemplo, para ordenar um vetor de n elementos:

e ordenacdo por selegao faz O(n?) comparagoes e O(n) atribuigoes;
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e ordenacdo por insergao faz O(nlogn) comparagoes e O(n?) atri-
buicoes;

e ordenacdo por intercalacao faz O(nlogn) comparacoes e O(n)
atribuicoes.

Entretanto, o tempo exato de execuc¢do T (em segundos) nao pode
em geral ser determinado a partir da descricao semi-formal do algorit-
mo, pois esse tempo depende dos detalhes da codificacao do algoritmo
em forma de programa, e de sua traducao para a linguagem de maquina
do computador; e, naturalmente, do modelo de computador utilizado.
Assim, temos que nos contentar em contar o niimero ¢ de operacoes ele-
mentares efetuadas pelo mesmo. Observe que, se cada operacao elemen-
tar pode ser traduzida num nimero fixo de instrucoes da méaquina, esta
medida sera aproximadamente proporcional ao tempo de execucao T
ou seja, existem constantes ay, by, as, by tais que a1t +by < T < ast—+ bs.

Mais ainda, uma vez que as constantes a; e ay dependem da maquina
e do programador, nao é muito importante determinar o nimero exato
de operacoes t; basta determinar a maneira como esse nimero varia
com o tamanho do problema. Assim, expressaremos o desempenho de
um algoritmo através de uma funcao cujo parametro sera o tamanho da
entrada deste. Chamaremos de cota superior (da complexidade) de um
problema qualquer funcio que expresse a eficiéncia! de algum algoritmo
que o resolve. O objetivo do projetista de algoritmos é em geral o de
obter a menor cota superior possivel.

Ferramentas para comparacao entre fungoes, considerando o com-
portamento delas a medida que o parametro comum a elas cresce (com-
portamento assintdtico), serao vistas na segao 1.3.

1.3 Analise assintotica

Tanto a comparacao das eficiéncia de algoritmos para um dado proble-
ma quanto a comparacao das complexidades de diferentes problemas
(como discutiremos na se¢ao 1.4) requerem que possamos comparar o

! Estaremos interessados em eficiéncia de solucdes em pior caso a menos que seja
explicitamente indicado o contrario.
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crescimento assintético de fungoes. Para isso, convém desenvolvermos
uma notacao concisa.

Sejam f, g : N — N duas funcoes positivas. Se o limite do quociente
f/g quando n tende a infinito é definido, podemos classificar f e g
com respeito a seus crescimentos assintéticos baseando-nos no valor
deste limite (zero, positivo finito ou infinito). Ha porém situacoes em
que este limite nao é definido nas quais ainda é necessario fazer esta
classificacao.

Assim, definiremos classes de fun¢oes baseados nas nocoes mais fra-
cas de limites inferior (lim) e superior (lim). Se f e ¢ sdo fun¢oes po-
sitivas, entdo os limites parciais lim,, .. f(n)/g(n) e lim,_, f(n)/g(n)
sdo sempre definidos (nimeros reais ou infinitos).

Dizemos entao que: As classes o, O, ©,
Qew
f€o(g) se n@%zo
f € 0(g) se lim % < oo

f€0O(g)se 0< Ji)rgog((g e n@%<
feQg)se 0< nh_rrgo %
fEew(g)se oo= nh_rgo ‘2(—2))
f e g sao incomparaveis se 0= lim () e lim M = 00
n— 00 g(n) n—00 g(n

Como o limite inferior é sempre menor que ou igual ao limite superior,
a definicao acima cobre todos os casos e portanto, a uniao das classes
0(g9), O(g), ©(g), 2g) e w(g) contém todas as fungdes compardveis com
a funcao g.
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O leitor pode se sentir ainda mais confortavel com esta notacao
pensando inicialmente em termos de fungoes cujo limite do quociente é
definido, ja que nestes casos temos:

n n — f(n
im 2 _ gy 100 F0)
noe g(n)  no g(n) oo g(n)
Ex. 1.3: E ficil ver que existem interseccoes entre algumas destas
classes como ilustra a figura 1.1. Mostre que:

________________________

Figura 1.1: Classes de fungoes

A razao para se estar interessado na complexidade assintdtica é que
uma funcao que a expressa pode ter um comportamento, para instancias
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de tamanhos limitados, que nao corresponde a tendéncia de seu cresci-
mento para entradas de tamanho crescente. Isto é, o comportamento
do crescimento da funcao fica mascarado por constantes multiplicati-
vas que nao contribuem para a identificacao de seu crescimento. Por
exemplo, se o parametro n mede o tamanho da entrada de um pro-
blema P, tanto faz dizermos que P tem complexidade assintdtica n/2,
n ou 100n. O crescimento de todas estas funcoes é linear em n. Se,
porém, pudermos mostrar que P também tem cota inferior expressa por
n3/2/100, esta é mais significante do que qualquer das expressdes line-
ares anteriores. Embora n*/2/100 seja menor que 100n para n < 10%, o
comportamento assintético de n3/2/100 ¢ maior que o de 100n, isto é:

n3/2
— 100n).
100 € w(100n)
Ex. 1.4: Mostre que:
(a) /n € O(n) (b) 100n € ©(n)

(c) nlogn € o(n?) (d) n* € 0(2") VE € N
(e) n'/* € Q(log*n) (f) n® € w(logkn) Vk €N, Ya > ¥

Por outro lado, observe que:

f € o(g) se e somente se ¢ € w(f
f € O(g) se e somente se g € Q(

f € ©(g) se e somente se g € O(f
f € Q(g) se e somente se g € O(f
[ € w(g) se e somente se g € o(f)

Informalmente, referimos as funcoes das varias classes dizendo que:

f cresce mais lentamente que g se f € o(g)

cresce no maximo tao rapidamente quanto se feO
Y g
f cresce tao rapidamente quanto g se f € O(g)
[ cresce no minimo tao rapidamente quanto g se f € Q(g)
f cresce mais rapidamente que g se f € w(g)

Veremos ja no capitulo 3 alguns exemplos do uso dos conceitos e da
terminologia aqui estabelecidos.
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1.4 Complexidade de problemas

A escolha de um modelo computacional adequado é importante tanto
para se estabelecer as operacoes levadas em conta na determinacao da
eficiencia de solugoes, quanto para o estabelecimento da complexidade
intrinseca de problemas neste modelo, isto é, o melhor que se pode
esperar para a eficiéencia de quaisquer solucoes que usem as operacoes
do modelo.

Um modelo computacional s6 é relevante para um problema se as
operacoes nele previstas podem permitir alguma solucao do problema.
Por exemplo, um modelo que permite apenas o uso de operacoes de
comparagao (=, <, <, etc.) entre elementos da entrada é relevante para
o problema de ordenacao mas nao para o problema da multiplicacao
de matrizes; enquanto um modelo que permite apenas as operacoes
aritméticas (+, —, X, +) sobre o conjunto dos nimeros reais é relevante
para o segundo mas nao para o primeiro.

1.4.1 Cotas inferiores

Fixado um problema e um modelo computacional (relevante), limita-
mos nossa atencao as solucoes que sejam descritiveis neste modelo.

A complezidade assintética de um problema é expressa por uma
funcao que indica um numero minimo de operacoes que tem que ser
realizado por qualquer solucao do problema, em funcao do tamanho da
entrada. Costuma-se utilizar também o termo cota inferior (da com-
plexidade) do problema. A tarefa de quem faz anélise de complexidade
de problemas é sempre a de obter a maior cota inferior possivel.

1.5 Modelos computacionais

Para acompanhar esta secao, o leitor deve ter alguma familiaridade
pelo menos com o modelo de arvore de decisoes bindrias no qual se
pode mostrar que o problema de ordenacao de n niimeros reais requer
a realizagao de pelo menos cnlogn comparacoes entre os elementos
a serem ordenados, para alguma constante ¢ positiva — veja, por
exemplo, [Baa88]. (Recomendamos a leitura de um texto de projeto
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e andlise de algoritmos [CLR90], [Man89], [Baa88], [Sed83|, [AHUT74]
para quem os paragrafos seguintes soem completa novidade.)

Figura 1.2: Arvore de decisoes bindria.

O modelo de arvore de decisoes binarias é, infelizmente, demasiado
fraco para a solucao de problemas geométricos em geral. Observe que
nem mesmo operacoes aritméticas entre as coordenadas dos objetos
de entrada sao permitidas. Sao portanto necessarias extensoes deste
modelo, mas ainda atentas a importancia da operacao de comparacao
na determinacao de complexidades.

Modelos computacionais chamados modelos de decisoes sao aqueles
nos quais as operacoes de comparacao desempenham um papel essen-
cial. Algoritmos descritiveis nestes modelos podem ser representados
na forma de drvore (em geral bindria) onde, em cada né interno é re-
alizada uma operacao de comparacao entre dois valores, enquanto nas
folhas sao armazenados resultados de saida. As funcoes utilizadas para
a geracao dos valores usados nas comparacoes determinam o tipo de



Arvore de decisoes
bindrias

Arvore de decisdes
lineares

Arvore de decisdes
quadrdticas

Arvore de decisoes
algébricas

14 Capitulo 1. Algoritmos e Complexidade

modelo, isto é, sao nestas func¢oes que aparecem as outras operacoes
permitidas no modelo.

Seja A um algoritmo que se deseja representar num destes modelos
e seja X = {xy,9,...,2,} uma entrada para o algoritmo. Em cada
no interno da arvore correspondente a A é realizada uma comparacao
entre os valores gerados por duas funcoes em X.

O modelo de drvore de decisoes bindrias é aquele que permite apenas
o uso de fungoes de projecao (da forma f(X) = x; para algum 1 < £ <
n), isto é, nao sao permitidas operagoes de nenhuma espécie com as
componentes da entrada X.

O modelo de drvore de decisoes lineares permite apenas operagoes
de adicao e produto escalar sobre as componentes da entrada, isto é,
as funcoes sao necessariamente lineares (da forma f(X) = X7, r; - 2
com r; € R constantes).

No modelo de drvore de decisoes quadraticas, cubicas, etc., é permi-
tido que as fungoes sejam polindomios nas componentes de X, de grau
até dois, tres, etc.

Um modelo ainda mais geral é o de darvore de decisoes algébricas
que admite funcoes polinomiais em geral, sem limitacao de grau.

Note que estes modelos sao gradativamente mais poderosos no sen-
tido que todo algoritmo representavel num deles admite também repre-
sentagao nos modelos seguintes.

Resumimos abaixo estes quatro modelos:

Funcoes ‘ Modelo
Projecoes Arvore de Decisoes Bindrias
Lineares Arvore de Decisoes Lineares

Quadraticas | Arvore de Decisoes Quadraticas

Polinomiais | Arvore de Decisoes Algébricas

No capitulo 2, veremos que a determinacao de orientacao de um
triangulo pode ser feita utilizando-se o cdlculo de um determinante
3 x 3, para o qual é necessario calcular produtos entre as coordenadas
dos vértices do triangulo. Portanto, o modelo mais fraco no qual se
pode utilizar esse método é o modelo de arvore de decisoes quadraticas.
De fato, o leitor interessado encontrard em [Avi80] uma demonstracao
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de que o modelo de arvore de decisoes lineares é demasiado fraco para
a construcao de cascos convexos (vide capitulo 4). Isso mostra que
provas de cota inferior para este problema nesse modelo (como aparece
em [vE80]) sao irrelevantes.

Por uma questao de conveniéncia, especialmente para o estabele-
cimento de cotas inferiores para problemas geométricos, assumiremos
doravante que o modelo utilizado é o de arvore de decisoes algébricas.

1.6 Paradigmas de projeto de algoritmos

Dado um problema cujo tamanho da entrada pode ser expresso por
um parametro n, suponha que mostramos a existéncia de uma solucao
utilizando uma demonstracao por inducao em n. Transformar esta de-
monstragao em um algoritmo recursivo que constréi uma tal solugao é
um trabalho usualmente bastante simples ja que os ingredientes prin-
cipais do algoritmo aparecem explicitamente na demonstracao: a base
da inducao é a condicao de parada da recursao; a hipétese de inducao
¢ a chamada recursiva do algoritmo e o passo da inducao ¢ a operacao
de efetiva construcao da solucao para a entrada de tamanho n a partir
das solucoes construidas recursivamente.

Por outro lado, para se estabelecer a correcao de um algoritmo
assim construido, basta provar que a traducao da demonstracao para
o procedimento é correta, pois a validade da construcao da solucao é
estabelecida pela prova indutiva.

Assim, convém que recapitulemos algumas formas de provas por
inducao.

1.6.1 Provas por inducao

Dado um problema P que requer que se obtenha uma solucao para
uma entrada X com n elementos, suponha que queremos demonstrar
por inducao que é possivel obter tal solucao. Se denotamos por P(X)
a assertiva:

Se X € uma entrada com n elementos para o problema P,
entdo sabemos obter uma solugcio Sp(X) para a entrada X .

Inducao: técnica
para prova
construtiva de
existéncia de
solucoes.
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entdo queremos demonstrar que P(X) é verdadeiro, por indugao em n
onde | X | =n > ng para algum inteiro ng > 1 (em geral, ng = 1).
Denotemos os elementos da entrada X por {zy,z9,...,2,}.
Podemos usar diversas formas de inducao e cada uma delas leva a
um paradigma de projeto de algoritmos que, como veremos a seguir,
inclui os paradigmas incremental, de varredura, e de divisao e conquista,
entre outros.

Prova por inducao simples

Base: Provar que P({z1,22,...,2n,}) é verdadeiro para al-
gum ng > 1.

Hipé6tese: Assumir que P(X') é verdadeiro para | X'| =n — 1.

Passo: Provar que P(X) é verdadeiro para |X| = n.

Técnica 1

Remover um elemento arbitrario z; de X, formando X' = X —{x;}. Por
hipétese de indugao, P(X') é verdadeiro. Basta mostrar que P(X) =
P(X"U{x;}) é verdadeiro, a partir da veracidade de P(X').

Paradigma Incremental
O seguinte algoritmo incremental (recursivo) pode ser obtido a partir
da prova acima:

Algoritmo 1.2 Incp(X)

1. Se |X| = ngy entdo devolva a solugao construida diretamente
baseada na prova do caso base.

2. Senao, escolha um elemento arbitrario x; € X.
Seja X' = X — {x;}.
2.1. Obtenha recursivamente Sp(X') = Incp(X').

2.2. Devolva a solucao Sp(X) obtida estendendo Sp(X') de mo-
do a incluir x; conforme o passo da prova indutiva.
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Complexidade

Por exemplo, se o passo de extensao da solucao parcial para a solucao
final toma tempo T,(n), entao a seguinte relagao de recorréncia expressa
a complexidade total do algoritmo:

{ T(n) =T(n—1)+T,(n) para n > ng (1.1)

Se T.(n) € O(n), entdao T(n) € O(n?), mas se T.(n) € O(logn), entao
T(n) € O(nlogn).

Técnica 2

Ordenar os n elementos de X segundo algum critério (redenominan-
do-os {x1,29,...,x,} nessa ordem) e remover o mais “a direita,” x,,
formando X' = X —{x,}. Por hipdtese de indugao, P(X') é verdadeiro.
Basta mostrar que P(X) = P(X' U {x,}) é verdadeiro, a partir da
veracidade de P(X’).

Paradigma de Varredura
O seguinte algoritmo de varredura (recursivo) pode ser obtido a partir
da prova acima:

Algoritmo 1.3 Varp(X)
1. Ordene os elementos de X segundo algum critério (redenomi-
nando-os {1, xs, ..., 2, } nessa ordem).

2. Devolva o resultado do algoritmo Var-Auxp(X) abaixo.

Algoritmo 1.4 Var-Auxp(X)

1. Se |X| = ngy entdo devolva a solugao construida diretamente
baseada na prova do caso base.

2. Sendo, seja X' = X — {z,}.
2.1. Obtenha recursivamente Sp(X') = Var-Auxp(X').

2.2. Devolva a solucao Sp(X) obtida estendendo Sp(X') de mo-
do a incluir z, conforme o passo da prova indutiva.

Paradigma de
Varredura
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Complexidade

Como antes, se o passo de extensao da solucao parcial para a solucao
final toma tempo T,(n), entao a seguinte relagao de recorréncia expressa
a complexidade total do algoritmo:

{ T(n) =T(n—1)+T,(n) para n > ng (1.2)

Se T,(n) € O(n), entdo T'(n) € O(n?), mas se T.(n) € O(logn), entao
T(n) € O(nlogn).

Prova por indugao baseada em divisao equilibrada

Base: Provar que P({zy,22,...,2,,}) é verdadeiro para al-
gum ngy > 1.

Hipétese: Assumir que P(X') é verdadeiro para | X'| < [n/2].

Passo: Provar que P(X) é verdadeiro para |X| = n.

Técnica

Particionar o conjunto X de n elementos em dois sub-conjuntos X e
X5 de n/2 elementos?. Por hipétese de indugao P(X;) e P(X3) sao
verdadeiros. Basta mostrar que P(X) = P(X,;UX;) é verdadeiro a
partir da veracidade de P(X;) e P(Xs).

Paradigma de Divisao e Conquista
O seguinte algoritmo de divisao e conquista (recursivo) pode ser obtido
a partir da prova acima:

Algoritmo 1.5 D&Cp(X)
1. Se|X| = ngy entdo devolva a solu¢do construida diretamente
baseada na prova do caso base.

2. Senao, divida o conjunto X em dois sub-conjuntos X; e X5 de
n/2 elementos.

2.1. Obtenha recursivamente Sp(X;) = D&Cp(Xy) e Sp(Xy) =
D&Cp(Xy).

2 Assuma, por simplicidade, que n é uma poténcia de 2.
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2.2. Devolva a solugdo Sp(X) obtida estendendo Sp(X;) e
Sp(X3) conforme o passo da prova indutiva.

Complexidade

Se o passo de divisdo em dois conjuntos toma tempo Ty(n) e o passo
de extensao das duas solucoes parciais para a solucgao final toma tempo
T.(n), entdo a seguinte relacao de recorréncia expressa a complexidade
total do algoritmo:

{ T(n)=2-T(n/2)+ (Ty(n) + T.(n)) para n > ng

Como Ty(n) € O(n) usando-se um algoritmo para célculo da mediana
em tempo linear (vide [AHUT74]), se Ty(n) + T.(n) € O(n), entao
T(n) € O(nlogn). Por outro lado, se despendermos tempo O(nlogn)
para pré-ordenar os elementos de X como fizemos no caso do algoritmo
de varredura, teremos Ty(n) € O(1), mas o melhor que poderemos obter
neste caso ainda é O(nlogn) devido a ordenagao.

Vimos portanto que um método conveniente de projetar algoritmos
¢ simplesmente demonstrar por inducao que o problema em questao
¢ solivell Nao ha nada de realmente especial a respeito de provas
por inducao a nao ser o fato de elas serem provas construtivas. Por-
tanto, qualquer outra técnica que possa ser utilizada para demonstrar
construtivamente a solubilidade de problemas serve como método de
projeto de algoritmos e leva a solucgoes cujas provas de correcao estao
essencialmente ai embutidas.

1.7 Reducoes entre problemas

Com o que vimos na secao anterior sobre paradigmas de projeto de
algoritmos, e como tocamos também na questao de determinacao de
suas complexidades, comecamos a abordar o aspecto de obtencao de
cotas superiores.

Resta ver ainda neste capitulo que processos podemos utilizar para
demonstrar a complexidade intrinseca de problemas.



20 Capitulo 1. Algoritmos e Complexidade

Sao em geral vistas em cursos basicos de projeto de algoritmos as
provas de que:

e 0 problema da ordenacdo (chamado as vezes de problema de
classificagao) requer Q(nlogn) operagoes de comparagao entre os
elementos de entrada;

e 0 problema de busca de um objeto de dado num vetor de valores
reais ordenados requer Q(logn) operacoes de comparacao entre
aquele objeto e os elementos do vetor.

Ambas estas provas sao feitas utilizando a representagao de algoritmos
genéricos para cada um desses problemas num modelo de arvore de de-
cisao conveniente. Em seguida computa-se o niimero de nés-folha desta
arvore cujo logaritmo é uma estimativa para a altura da arvore e por-
tanto para a cota minima do nimero de comparagoes que o algoritmo
precisa realizar para resolver o dado problema. Estas provas diretas
(utilizando representacoes do modelo computacional e a contagem do
nimero de operagoes) sao em geral trabalhosas.

Em [BO83], Ben-Or apresenta ferramentas poderosas para o esta-
belecimento de outras cotas inferiores através da realizacao de provas
diretas. Baseando-nos em alguns poucos problemas cujas complexida-
des intrinsecas foram estabelecidas nesse trabalho pioneiro, (mas que
nao reproduziremos aqui), vamos demonstrar todas as cotas inferiores
para problemas tratadas neste livro.

A técnica que utilizaremos é menos laboriosa que as provas diretas
as quais nos referimos, mas nao menos rigorosa.

Considere dois problemas P e (). Queremos definir quando o pro-
blema P é redutivel ao problema @) em tempo f(n), o que serd indicado
pela notagao® P () @. De maneira informal, isso significard mostrar
que dada uma instancia genérica Ip do problema P ela pode ser conver-
tida para uma instancia /o de ) de modo que, obtida uma solugao Sg
para Ig, é possivel obter a partir de Sg uma solugao para a instancia Ip
dada. Ambas as conversoes (entre instancias e entre soluc¢oes) devem
ser executadas em no maximo O(f(n)) operagoes.

30 tamanho (em geral a cardinalidade) da instancia Ip é o que denotamos aqui
pelo parametro n.
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Vejamos como descrever a mesma coisa de um modo um pouco mais
formal. Em primeiro lugar, desejamos obter uma transformacao 7; para
mapeamento de instancias de problemas:

T]ZH]}D%HQ

onde I, denota o conjunto de todas as instancias do problema e, de
modo que o tempo necessario para computar 7;7(Ip) seja O(f(n)). Em
segundo lugar, se denotamos por Sp o conjunto de todas as solucoes
das instancias em Ip, e por S C Sg o conjunto de todas as solugoes
das instancias em 7/(Ip), queremos entao obter uma transformacgao 7g
para mapeamento de solucoes de problemas:

7'528:@—>S[p,

com a propriedade de que a imagem por 7s de 77(Ip) é uma solugao de
Ip, para toda instancia Ip € Ip.

O seguinte diagrama facilita a visualizacao das transformacoes que
acabamos de descrever:

p X f(n) Q

Ip L Io
Ag

Se — S},

Observe que podemos construir a partir de cada algoritmo Ag que
resolve instancias arbitrarias do problema (), um algoritmo que resolve
instancias do problema P do seguinte modo:

APiTsoAQOT[,

isto é, dado Ip € Ip, Ap(Ip) = 75(Ag(71(Ip))) € Sp. Perceba que a
complexidade do algoritmo Ap assim construido é a soma das comple-
xidades das trés operacoes que o compoem. Portanto:

TAp = Tn + TAQ + TTS.

Transferéncia de
Cotas Inferiores
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Portanto, a primeira conseqiiéncia importante da obtencao de uma
reducao de um problema P para outro problema () é que podemos
obter um algoritmo para P a partir de cada algoritmo para (). Desta
forma, temos um método simples de estabelecer cotas superiores para
o problema P.

Em especial, se P o,y @ e se @ é solivel em tempo g(n) €
Q(f(n)), entao podemos afirmar que P também é solivel em tempo
O(g(n)) pois, como vimos, a complexidade do algoritmo composto
Ap = 1g0Agory é, neste caso, limitada pela soma: f(n)+g(n)+f(n) €
O(g(n)).

A segunda nao menos importante conseqiiéncia de se mostrar que
P ocpny @ €, num certo sentido, simétrica a que descrevemos acima.
Suponha que sabemos que (h(n)) é uma cota inferiorpara o problema
P, isto é, que qualquer algoritmo que resolve instancias (arbitrarias) de
P de tamanho n deve realizar pelo menos Q(h(n)) operagoes. Suponha
ainda que a redugao se dd em tempo f(n) € o(h(n)). Podemos concluir
que 2(h(n)) é uma cota inferior para o problema @). De fato, se pudesse
haver um algoritmo Ag que resolvesse instancias (arbitrarias) de () em
tempo g(n) € o(h(n)), construindo o algoritmo Ap = 75 0 Ag o 77 para
solucao do problema P, teriamos que sua complexidade seria, como
vimos antes, O(f(n) + g(n) + f(n)) C o(h(n)) o que contradiz a cota
inferior Q(h(n)) para P.

Moral da histéria: a técnica de reducao entre problemas serve para
a transferéncia de cotas superiores da direita para a esquerda e de cotas
inferiores da esquerda para a direita.

Ex. 1.5: Sejam P; e P, dois problemas tais que P; , P> e suponha
que P; tem cota inferior Q(nlogn). Quais das seguintes afirmacoes sao
verdadeiras?

(a) 2(nlogn) é também uma cota inferior para P.

(b) Todo algoritmo que resolve P; pode ser usado para resolver Ps.

()

(d) O problema P, pode ser resolvido no pior caso em tempo
O(nlogn).

Todo algoritmo que resolve P, pode ser usado para resolver P;.

Ex. 1.6: Sejam P; e P» dois problemas tais que um deles tem uma
cota inferior Q(n*), para algum k£ > 1, num modelo computacional
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M e o outro deles é soliivel em tempo O(nlogn), no mesmo modelo
computacional M. Se P; é redutivel a P, em tempo linear (P o, P;),
decida qual é qual.

Problemas de enumeracao, contagem e decisao

’

E comum trabalharmos com trés tipos de problemas em geometria
computacional:

e problemas de enumeracao;
e problemas de contagem;
e problemas de decisao.

Um problema é chamado de enumeracao se ele consiste em determinar
quais os elementos de sua entrada satisfazem a uma certa propriedade;
enquanto que ele é de contagem se objetiva obter quantos elementos da
entrada satisfazem aquela propriedade; e é dito ser de decisao se requer
que se determine apenas se existe algum elemento da entrada que a
satisfaz.

Nao é dificil ver (deixamos para o leitor formalizar as reducoes) que
é possivel reduzir em tempo linear tanto a versao de decisao de um
problema para sua versao de contagem quanto esta para a versao de
enumeracao.

Perceba, portanto, que se demonstramos uma cota inferior super-
linear (w(n)) para um problema de decisao, a mesma cota vale para as
duas outras versoes. Similarmente, transferéncias de cotas superiores
se dao em tempo linear na outra direcgao.
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Capitulo 2

Conceltos fundamentais

Neste capitulo estudaremos a representacao e manipulacao no compu-
tador de objetos geométricos elementares, tais como pontos, linhas, seg-
mentos, e triangulos. Estes elementos sao a base de todos as estruturas
e algoritmos que estudaremos nos capitulos seguintes.

2.1 Coordenadas cartesianas

O leitor certamente sabe de longa data que um ponto do plano pode ser
biunivocamente representado por um par de niimeros reais (X, Y'), suas
coordenadas cartesianas, medidas a partir de alguma origem arbitraria
ao longo de dois eixos ortogonais. A totalidade desses pares constitui
o plano cartesiano RF

Coordenadas cartesianas, apesar de bem conhecidas e bastante usa-
das, nao sao a unica maneira de representar pontos do plano no com-
putador. Na verdade, em geometria computacional é em geral mais
conveniente trabalhar com uma representacao mais sofisticada, as cha-
madas coordenadas homogéneas, cujas propriedades e manipulacao sao
o tema principal deste capitulo.

2.1.1 Desvantagens da geometria cartesiana

A principal desvantagem das coordenadas cartesianas é que elas nao
suportam o conceito de pontos no infinito. Esta limitacao obriga os

25
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algoritmos geométricos a tratar separadamente muitos casos particula-
res.

Por exemplo, suponha que um algoritmo precisa calcular a inter-
seccao de duas retas. Na geometria cartesiana, temos que considerar
trés casos diferentes: as retas coincidem (tém infinitos pontos em co-
mum), sao paralelas (nao tém nenhum ponto em comum), ou estao em
posicao genérica (tém exatamente um ponto em comum).

Ou, entao, suponha que queremos calcular a interseccao de dois ou
mais semi-planos dados. O resultado “ordindrio” dessa operacao é um
poligono. Na geometria cartesiana, entretanto, temos que considerar
varios casos “excepcionais”: a interseccao pode ser uma faixa limita-
da por duas retas paralelas, ou uma regiao infinita limitada por duas
semi-retas e alguns segmentos, etc. Sem o conceito de pontos no infini-
to, precisamos inventar representacoes especiais, e portanto algoritmos
especiais, para tratar cada um desses casos.

Poderiamos enumerar outras desvantagens da geometria cartesiana,
como por exemplo a falta de uma correspondéncia perfeita (dualidade)
entre pontos e retas, ou a inconveniéncia da representacao de trans-
formacoes geométricas. Entretanto, estas limitacoes s6 poderao ser
devidamente apreciadas depois que tivermos estudado a representacao
por coordenadas homogéneas, que nao é afetada por elas.

2.2 Coordenadas homogéneas

Por definigao, se (X, Y) sdo as coordenadas cartesianas de um ponto de
R¥, as coordenadas homogéneas desse ponto sao uma tripla de niimeros
reais [w, x,y], tais que X = z/weY = y/w.

A coordenada w é chamada de peso, e por enquanto vamos supor
que ela é estritamente positiva. Repare na notacao: usaremos sempre
parénteses (x, %) para coordenadas cartesianas, e colchetes [, x, ¥| para
coordenadas homogéneas.

A definicdo acima implica que um mesmo ponto de R* pode ser
representado por muitas triplas de coordenadas homogéneas. Assim,
por exemplo, [1,2,5], [2,4,10], e [0.03,0.06,0.15] sdo todos o mesmo
ponto, cujas coordenadas cartesianas sao (2, 5).
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Em geral, o par cartesiano (X,Y’) corresponde a todas as triplas
homogéneas [w, wX, wY] com w > 0; em particular, a [1, X, Y].

Observe que as coordenadas homogéneas w, x,y de um ponto nao
tem significado individual; apenas as razoes x/w e y/w tem sentido.

Ex. 2.1: Traduza os seguintes pontos de coordenadas cartesianas para
homogéneas:

(a) (0,0) (b) (1,0
(c) (0,1) (d) (5,6)

Ex. 2.2: Traduza os seguintes pontos de coordenadas homogéneas para
cartesianas:

(a) [1,0,0] (b) [1,1,0] (c) [L,0,1]
(d) [1,2,3] (e) [2,5,6] (f) [2,0,0]

Ex. 2.3: Escreva o ponto (1/2,3/5) em coordenadas homogéneas in-
teiras.

Ex. 2.4: O que acontece com o ponto [w,z,y] quando z e y perma-
necem constantes, e o peso w tende para 07 E quando w tende para
+o0?

Ex. 2.5: Descreva a trajetéria do ponto [1 + #2,1 — 2,2t] quando o
parametro t varia de —oo a 400.

2.2.1 Pontos infinitos

Observe que quando o peso w tende para zero, com x e y fixos, o ponto
[w, x,y] tende a se afastar infinitamente da origem, na direcao do vetor
(z,9).

E natural portanto considerar uma tripla homogeénea [0, x, y], com
peso nulo, como sendo um ponto infinitamente distante da origem —
um ponto infinito — na dire¢ao do vetor (z, y). Denotaremos esse ponto
por oo(x,y).

O comprimento do vetor (x,y) é irrelevante, desde que nao seja zero;
isto é, as coordenadas [0, ax, ay| representam o mesmo ponto infinito,
para todo a > 0. (Note que esta é a mesma equivaléncia de coordenadas

Ponto infinito
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homogéneas que vale para pontos ordindrios.) Por outro lado, o sentido
do vetor é importante; isto é, as triplas [0, x, y] e [0, —x, —y] representam
pontos infinitos distintos.! Diremos que estes dois pontos infinitos sao
antipodais, e que um é o antipoda do outro.

A tripla [0,0,0] é um caso especial. A experiéncia mostra que nao
vale a pena tentar interpreta-la como um ponto; é melhor decretar que
essa tripla é invalida.

Ex. 2.6: Escreva as coordenadas homogéneas do ponto infinito cuja
dire¢ao faz um angulo de 0 radianos com o eixo das abscissas.

2.2.2 O outro lado do plano

Se as triplas homogéneas |[w, z,y| com peso w positivo sdo pontos de
R¥, e as com peso nulo sdo pontos infinito, que significado podemos dar
para as triplas com peso negativo?

Por estranho que pareca, é melhor interpretar essas triplas como
pontos que, tendo passado “além do infinito”, foram parar no “outro
lado” do plano.

Informalmente vamos imaginar que o plano é uma folha infinita de
papel transhicido; e que, para cada posicao (X, Y), existem dois pontos
do plano, sobrepostos mas distintos: um na frente da folha, e outro no
verso. Com ja foi dito, uma tripla homogénea [w,x,y] com w # 0
descreve um ponto de coordenadas cartesianas (z/w,y/w); sendo que
o ponto estd na frente da folha se w > 0, e no verso se w < 0. Diremos
que o primeiro estd no aquém e segundo no além.

Diremos também que esses dois pontos sao coincidentes mas nao
iguais, e que um é o antipoda do outro. Em geral, denotaremos o
antipoda de um ponto p por —p: ou seja, =[w,x,y] = [—w, —x, —y].
Esta definicao vale tanto para pontos no aquém, no além, ou no infinito;
em particular, =[0, z,y| = [0, —x, —y].

Note que continua valida a regra que [w,z,y| = [ow, ax, ayl, para
todo a > 0.

Ex. 2.7: Para cada um dos pontos seguintes, dé as coordenadas carte-
sianas, e diga se o ponto estd no aquém ou no além:

!Esta distincdo pode parecer estranha aos leitores que j4 estdo familiarizados
com geometria projetiva. Este assunto serd discutido na secdo 2.10.
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(a) [13_2a3] (b) [172,_3] (C) [_11273]
(d) [_17 -2, _3] (e) [170,0] (f) [_11070]

Ex. 2.8: Dé coordenadas homogéneas para os pontos do aquém e do
além cujas coordenadas cartesianas sao:

(a) (0,0) (b) (2,3)
(¢) (=2,-3) (d) (=2,3)

Ex. 2.9: Qual arelagao geométrica entre os pontos [w, z, y] e [—w, z, y|?
(Suponha w > 0.)

Ex. 2.10: Sejam w z, e y niimeros reais nao nulos. Considere as oito
triplas homogéneas [aw, fz,vyy], onde o, 3,7 € {+1,—1}. Quantos
pontos distintos estao representados por essas triplas? Quais pares de
pontos sao antipodais?

2.3 O plano projetivo orientado T"

Ao usarmos coordenadas homogéneas em vez de coordenadas cartesia-
nas, estamos trocando o plano cartesiano R* por um espaco geométrico
estritamente maior, que que chamaremos de plano projetivo orientado,
e que denotaremos por T%. (O indice 2 aqui indica a dimensdo do
espaco.)

Algebricamente, o conjunto de pontos do espaco T consiste de
todas as triplas de nimeros reais [w, z, y|, exceto a tripla [0, 0, 0]; sendo
que duas triplas sao consideradas equivalentes se e somente se uma for
um miiltiplo positivo da outra.

Plano projetivo
orientado
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2.3.1 O modelo plano de T#

Modelo plano  Geometricamente, o espaco T pode ser definido pelo seu modelo plano,
que consiste de duas cépias do plano cartesiano R* (o aquém e o além),
mais uma cépia do circulo unitario S* (os pontos infinitos). Veja a
figura 2.1.

’\/\[aonfos tnfinitos
Figura 2.1: O plano projetivo de dois lados.

Lembremos que o ponto |[w,z,y| estd no aquém se w > 0, e no
além se w < 0; em ambos os casos, suas coordenadas cartesianas sao
(x/w,y/w). O ponto é infinito se w = 0; nesse caso, sua dire¢ao é a do
vetor (z,y).

Convengoes grdficas Em geral, as ilustracoes de figuras geométricas de T que se seguem
serao baseadas neste modelo plano. Pontos com mesmas coordenadas
cartesianas serao desenhados sobrepostos; para distinguir os dois lados
do plano, usaremos pontos cheios (e), linhas cheias, e dreas hachuradas
para o aquém, e pontos vazios (o), linhas tracejadas, e dreas pontilhadas
para o além. Veja a figura 2.2.
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Figura 2.2: Convencoes graficas para os dois lados do plano.

Ex. 2.11: Desenhe os dois tridngulos cujos vértices sao dados a seguir,
segundo as convengoes da figura 2.2. Em cada caso, suponha que o
triangulo estd inteiramente contido num dos lados do plano (aquém ou
além).

(a) [1,0,0]  [1,2,0] [2,3,5]

(b) [_1a170] [_1a272] [_1a27_3]

2.3.2 O modelo esférico de T

Outra maneira de visualizar o espaco TF ¢é através de seu modelo  Modelo esférico
esférico, que consiste na superficie S* da esfera unitaria de R¥ com
centro na origem.

S 255
w- S

Figura 2.3: O modelo esférico de T*.

Especificamente, no modelo esférico o ponto de T¥ com coordenadas
homogéneas [w, 1, 3] é representado pelo ponto de S¥ com coordenadas
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cartesianas
(w,z,y)

Jor Tt g

Ou seja, [w, x,y] é representado pela projecao do ponto (w,x,y) de R¥
sobre a esfera, na direcao do centro da mesma. Veja a figura 2.3.

O aquém e o além de T correspondem portanto aos hemisférios de
S¥ com w > 0 e w < 0, respectivamente. A origem (0, 0) do aquém é o
ponto (1,0,0) da esfera; e a do além é (—1,0,0). Os pontos no infinito
de T” estdo no circulo onde a esfera é cortada pelo plano w = 0 de R¥.

Observe que, neste modelo, um ponto p e seu antipoda —p estao
sempre diametralmente opostos na esfera.

Ex. 2.12: Indique graficamente a posicao dos seguintes pontos no mo-
delo esférico de T ..

(a) [1,0,0] (b) [—1,0,0] (C) [15 110]
(d) [2a3=5] (e) [27 -3, _5] (f) [_21355]
(g) [Oa 3, 5] (h) [07 -3, _5] (1) [Oa 3, _5]

2.3.3 Correspondéncia entre os modelos

A correspondéncia entre o modelo esférico e o modelo plano, definida
implicitamente pelas coordenadas homogéneas, equivale a projecao de
cada hemisfério de S* (w > 0 e w < 0) na cépia correspondente de R
(aquém ou além).

Em ambos o0s casos, devemos imaginar a cépia de R* como um plano
tangente a esfera S¥, com sua origem no ponto (1,0,0) da mesma, e
com seus eixos paralelos aos eixos z e y de R,

No caso do aquém, projetamos o hemisfério w > 0 de S* no plano,
a partir do centro da esfera. Veja a figura 2.4(a).

No caso do além, projetamos o hemisfério w < 0 sobre o plano
através do centro da esfera. Veja a figura 2.4(b). Observe como esta
projecao faz com que o além do modelo esférico fique rodado de 180°
em relacao ao além do modelo plano.
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Figura 2.4: Correspondéncia entre os modelos plano e esférico de TF.

Finalmente, lembremos que os pontos infinitos (com w = 0) sao
representados em ambos os modelos por uma cépia do circulo unitario:

{ (z,y) : 22 +y*=1 } (modelo plano)
{ 0,2,9) : 2> +y* =1 } (modelo esférico)

A correspondéncia entre estes dois circulos é a ébvia.

2.4 Retas

2.4.1 Equacao homogénea da reta

Como sabemos, uma linha reta do plano é definida por trés coeficien-
tes A, B, C, tais que um ponto genérico p de coordenadas cartesianas
(X, Y) estd nessa linha se e somente AX+BY +C = 0. Traduzindo essa
equacao para coordenadas homogéneas, conclui-se que um ponto finito
p = [w, x, y] estd nessa linha se e somente se A(zx/w)+ B(y/w)+C =0,
isto é, Az + By + Cw = 0.

A notacgao fica mais elegante se rebatizarmos os coeficientes A, B,
e C de X, )Y, e W, e colocarmos W em primeiro lugar. Desta forma,
podemos dizer que uma linha é definida por trés coeficientes homogéneos

Coeficientes
homogéneos da reta
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(W, X,Y), sendo que o ponto genérico p = [w, x,y] estd nessa linha se
e somente Ww + Xz + Yy = 0.

Por exemplo, a linha (1,2, 3) passa por todos os pontos [w, x, y] tais
que w+ 2z + 3y = 0; ou, em termos cartesianos, todos os pontos (X,Y)
tais que 2X +3Y +1 =0.

Ex. 2.13: Qual é a equacao cartesiana da reta com coeficientes ho-
mogéneos (2,3,5)7

Ex. 2.14: Quais sao os coeficientes homogéneos da reta cuja equacao
cartesiana é 3X — 2Y =67

Ex. 2.15: Quais sao os coeficientes homogéneos dos eixos cartesianos
XeY?

Ex. 2.16: Determine as condigoes algébricas sobre os coeficientes
(W, X,Y) que caracterizam:

(a) retas horizontais;
(b) retas verticais;

(c) retas que passam pela origem.

Observe que a “reta” com coeficientes (0,0, 0) é bastante peculiar,
pois ela passa por todos os pontos do plano! Para evitar maiores
problemas, é melhor decretar que essa tripla de coeficientes é invélida,
e nao representa nenhuma reta.

2.4.2 Os pontos no infinito de uma reta

Note que a equacao homogénea da reta Ww + Xz + Yy = 0 nao é
satisfeita apenas por pontos finitos, mas também pelos pontos infinitos
[0,V,—X] e [0,=),X]. Estes sao justamente os pontos infinitos nas
duas direcoes paralelas a reta. Ou seja, toda reta paralela a um vetor
d = (x,y) contém os pontos infinitos cod = [0,z,y] e oo(—d) =
[O, -z, _y}'

Ex. 2.17: Determine os dois pontos infinitos da reta (2,3, 5).

Note que duas retas de R” sao paralelas entre si se e somente as
retas correspondentes de T¥ passam pelos mesmos pontos no infinito.
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2.4.3 Retas no além

Observe que a equacao Ww+Xx+)Yy = 0, que define quando um ponto
pertence a uma reta, continua vélida se negarmos as trés coordenadas
w, z,y do ponto simultaneamente. Portanto, se uma reta passa por um
ponto p do aquém, ela também passa pelo seu antipoda —p no além.

Ou seja, uma reta de T¥ é representada no modelo plano por duas
retas euclidianas superpostas, uma no aquém e uma no além, com os
mesmos coeficientes cartesianos; mais dois pontos infinitos, nas duas
direcoes paralelas as retas. Veja a figura 2.5.

d
doo) %

(
/

-doo

Figura 2.5: Uma reta, no aquém e no além.

2.4.4 Retas no modelo esférico

Lembremos que o vetor unitario (w, x, y) do modelo esférico representa
o ponto [w,z,y] de T". Portanto, os pontos de T que estdo na reta
(W, X,Y) correspondem a pontos de S* que satisfazem a satisfazem a
equacao Ww + Xz + Yy = 0.

Esta equacdo define um plano de R que passa pela origem, e
portanto corta a esfera num circulo de raio maximo. Ou seja, uma
reta de T¥ corresponde a um circulo maximo de S¥; e é facil ver que a
reciproca também vale. Veja a figura 2.6.

Retas no modelo
plano

Retas no modelo
esférico
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Figura 2.6: Uma reta no modelo esférico.

Ex. 2.18: Indique graficamente a posicao das seguintes retas, no mo-
delo esférico:

(a) (0,1,0) (b) (0,0,1) (¢c) (0,1,1)
(d) (1,2,3) (e) (1,3,2) ) (-1,2,3)
(g) <17_17_1> (h) <2a_1a_1> (1) <_1051a1>

2.4.5 Os dois lados de uma reta

Lado positivo e Os pontos [w, z, y| que nao estao sobre uma reta r = (W, X', )) podem
negativo  ser divididos em dois conjuntos, os lados da reta, conforme o sinal da
expressao Ww + Xz 4+ )y. Este teste define o lado positivo e o lado
negativo da reta r.
No modelo esférico, os dois lados da reta sao os dois hemisférios em
que a esfera S* fica dividida pelo plano de equacao Ww + Xz + Yy = 0.
Veja a figura 2.7.

Ex. 2.19: No modelo esférico, indique o lado positivo de cada uma das
retas do exercicio 2.18.

Observe que o sinal de Ww+ X x+ Yy se inverte se negarmos as tres
coordenadas homogeéneas w, z, y; isto é, um ponto esta no lado positivo
de uma reta se e somente se seu antipoda estd no lado negativo.
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Figura 2.7: Os dois lados de uma reta, no modelo esférico.

Pode-se concluir dai que, no modelo plano de T%, o lado positivo
de uma reta r consiste de um semi-plano do aquém, limitado por r, e
do outro semi-plano do além, que nao é antipoda do primeiro. Veja a
figura 2.8.

O lado positivo da reta r também inclui todos os pontos no infinito
num arco de 180° limitado pelas duas direcoes paralelas a r. Os dois
outros semi-planos, e o 0 arco complementar no infinito, formam o lado
negativo de r.

Figura 2.8: Os dois lados de uma reta, no modelo plano.

Lados no modelo
plano



38 Capitulo 2. Conceitos fundamentais

Ex. 2.20: Descreva, no modelo plano, o lado positivo de cada uma
destas retas:

(a) (0,1,0) (b) {0,0,2)

(C) <07 _170> (d) <2a37 _4>

Ex. 2.21: Qual a condicao algébrica para que a origem do aquém esteja
no lado positivo da reta (W, X, ))?

2.4.6 O teste de ponto contra reta

Notacao rop A operacao de determinar o lado de uma reta dada que contém um pon-
to dado é fundamental para muitos algoritmos geométricos. Portanto,
vale a pena introduzir a notacao

rop=sgn(Wuw + Xz + Yy) (2.1)

onde p = [w,z,y|, r = (W, X, V), esgnt é o sinal de t — isto é, —1 se
t<0,0set=0,e+1set>0. Note que ro(—p)=—(rop).

Ex. 2.22: Determine r ¢ p para cada um dos casos abaixo:
(a) 7”=<2,3,5>,p=[1,1,—1]

(b) r=

(
(©) r=1(235),p=1[11,1]
(d) =
(e) r=1(1,0,0
(f) r={

2.4.7 Retas opostas

Note que a fun¢ao rop nao se altera se multiplicarmos os coeficientes de
r por um nuimero « positivo, pois isto equivale a multiplicar a expressao
Ww + Xx + Yy por a. Entretanto, se multiplicarmos os coeficientes de
r por um niimero negativo, o valor de r ¢ p fica negado; isto é, os lados
positivo e negativo da reta se invertem.
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Portanto, para que a funcao ¢ tenha significado bem definido, preci-
samos distinguir as retas r = (W, X, V)Y er' = (=W, —-X,=)). Apesar
de ambas serem coincidentes (passarem exatamente pelos mesmos pon-
tos) elas nao sao iguais, pois diferem na sua orientagdo (a rotulacao dos
seus dois lados). Diremos que essas retas sao opostas uma da outra, e
denotaremos essa relagao por r' = —r.

Ou seja, a tripla de coeficientes (aW, aX, a)) denota a mesma reta
que (W, X, )) para todo « positivo, e a reta oposta para todo a < 0.

2.4.8 A reta no infinito

Na geometria cartesiana, a equacao AX + BY + C = 0 s6 define uma
reta se pelo menos um dos coeficientes A e B for diferente de zero.
Quando A = B = 0, a equacao nao é satisfeita por nenhum ponto de
R”. (A menos que C' também seja zero, caso em que todo ponto do
plano satisfaz a equacao.)

Portanto, os coeficientes homogéneos (W, X, Y) denotam uma reta
do plano euclidiano sé se X # 0 ou YV # 0. O que fazemos entao com
as triplas da forma (W, 0,0)? Sera que, com a introducao de pontos no
infinito, é possivel atribuir algum significado geométrico a essas triplas?

Observe primeiro que, se adotarmos para estas triplas a mesma
regra de equivaléncia que vale para as triplas normais, concluimos que
(W, 0,0) é equivalente a tripla (1,0,0), ou a (—1,0,0), dependendo do
sinal de W. Ou seja, existem apenas duas “retas” da forma (W, 0,0),
opostas entre si.

Se (1,0,0) é uma reta, quais sao seus pontos? Segundo a defini¢ao,
um ponto [w, z, y] estd em (1,0, 0) se e somente se 1-w+0-z+0-y = 0;
isto é, w = 0. Ou seja, a reta (1,0,0) contém todos os pontos infinitos,
e apenas esses pontos. Portanto, diremos que (1,0,0) e (—1,0,0) sdo
as duas retas no infinito, que denotaremos por {2 e —=€); e chamaremos
as outras retas de ordindrias.

Ex. 2.23: Qual é o lado positivo da reta Q27 E o de =7

Em resumo: algebricamente, o conjunto de retas de T é o conjunto
de todas as triplas reais (W, X, ), exceto a tripla (0,0, 0); sendo que
duas triplas sao consideradas equivalentes se e somente se uma for

Retas opostas e
coincidentes

Retas no infinito:

Qe -0

Retas ordindrias
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um miltiplo positivo da outra. Um ponto [w,z,y] estd numa reta
(W, X,Y) se e somente se Ww + Xz + Yy é zero. Caso contrario, o
ponto esta no lado positivo ou negativo da reta, conforme o sinal desta
férmula.

2.4.9 Incidéncia de retas e pontos

Note que, apesar dos pontos e retas no infinito parecerem especiais no
modelo plano, no modelo esférico eles sao perfeitamente equivalentes
aos pontos finitos e retas ordinarias. Como veremos, esta uniformidade
— homogeneidade — dos elementos de T se reflete na manipulacao
algébrica de suas coordenadas homogéneas.

Uma manifestacao dessa homogeneidade é o fato que, no plano T,
duas retas nao-coincidentes se interceptam em dois pontos antipodais.
Simetricamente, em T dois pontos nao-coincidentes determinam ezxa-
tamente duas retas, opostas entre si. Estas propriedades valem para
todos os tipos de pontos — finitos ou infinitos, no aquém ou no além
— e para todos os tipos de retas — ordinarias ou no infinito, paralelas
ou nao.

Note a semelhanca entre estas propriedades e os dois principais
axiomas da geometria euclidiana; “por dois pontos distintos passa uma
unica reta”, e “duas retas distintas e nao paralelas se encontram num
unico ponto”. As diferencas mais 6bvias entre as duas formulagoes
sao quase que uma questao de nomenclatura — cada cada ponto da
geometria euclidiana é desdobrado em dois pontos de T¥, o mesmo
acontecendo com as retas. Uma diferenca mais significativa é que,
gracas aos pontos no infinito, o caso das retas paralelas nao é mais
excepcional.

2.4.10 Topologia de T”

Informalmente, definir a topologia de um espaco matematico .S consiste
em definir os limites de seqiiéncias infinitas de pontos de S; ou, o que
da no mesmo, em definir a nocao de continuidade para curvas de S
(fungoes de R para S).
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Por definicdo, a topologia de T é a determinada implicitamente  Seqiéncia
pelo seu modelo esférico. Ou seja, uma seqiiéncia de pontos p; =  convergente de
[w;, x5, y;] converge para um ponto p = [w,z,y| se e somente se os  pontos

vetores unitéarios
(wi, T4, yi) [ \Jwi + x5 + Y7
de R* convergirem para o vetor (w,z,y)/vw? + 22 + y2.

Ex. 2.24: Para cada uma das seqiiéncias a seguir, determine os pontos
limite, quando ¢ tende para infinito:

(a’) pi = [L i, Z'Q] (b) pi = [L —1, i2]
(©) pi =1, 4, sin] @ pi=[1/i1,2
(e) pi=[1/i, 1/(i+1),1/(i+3)] (f) pi=[P? i,

Ex. 2.25: Quais das seqiiéncias abaixo converge, quando ¢ tende para

infinito:
(a) pi=I[(-1)", 1, 1]
(C) bi = [(_1)17 17 Z(_l)l]
Este conceito de convergéncia nos permite definir a nocao de conti-  Fungdes continuas

nuidade para fungées cujo dominio e/ou contra-dominio sao subconjun-
tos de T. Por exemplo, uma fungio c(t) = [w(t), z(t), 2(t)] de algum
intervalo I C R para TF é continua se e somente se a funcao

() = (w(t), w(t), y(£) [ w(t)* + (1) + y(t)?

de I para S* for continua.

Ex. 2.26: Prove que uma fungao ¢(¢) de algum intervalo I C R para
T¥ é continua se e somente se existirem trés funcdes continuas w(t),
z(t), e y(t), que nao se anulam todas para um mesmo ¢t € I, tais que

c(t) = [w(t), 2(t), 2(1)].

Ex. 2.27: Quais das férmulas abaixo definem fungoes continuas do
intervalo aberto (0, 1) para T#? Quais delas podem ser estendidas para
o intervalo [0, 1], mantendo a continuidade?
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(a) cft) =1, t, ¢’]

(b) c(t) =[t, £, 7]
(c) c(t) = [t, 12, sint]
(d) et)=[t-1/2,1,2]
() () =1t, 1. sin(1/t)]

No modelo plano, a topologia de T¥ ¢ relativamente complicada.
Pode-se verificar sem muita dificuldade que cada um dos lados do plano
(aquém ou além) tem de fato a mesma topologia do plano cartesiano
R¥; e os pontos no infinito tém a topologia do circulo S*.

A complexidade toda esta na a maneira como estas trés partes estao
ligadas entre si. Considere uma seqiiéncia de pontos p; com coordenadas
cartesianas (X;,Y;), tais que as distancias |p;| = /X? + Y;? dos pontos
a origem tende para o infinito, enquanto que os vetores unitarios d; =
(X;,Y:)/|pi| convergem para algum vetor limite d = (X,Y"). Nesse caso,
por defini¢ao, a seqiiéncia p; converge para o ponto no infinito [0, X, Y],
se os pontos p; estiverem todos no aquém; e para [0,—X,—Y], se os
pontos p; estiverem todos no além.

Ex. 2.28: Considere a curva c(t) = [I — 2¢,2t,4t?> — 1], onde t varia
entre 0 e 1. Determine o ponto onde essa curva estd no infinito, e o
valor de ¢ correspondente. Desenhe a trajetéria dessa curva, no modelo
esférico e no modelo plano.

2.5 Foérmulas geométricas

De modo geral, qualquer férmula da geometria analitica plana pode ser
adaptada para coordenadas homogéneas, bastando substituir na mesma
as coordenadas cartesianas X e Y por x/w e y/w, respectivamente. (Se
a férmula descreve as coordenadas de um ponto, precisamos também
trocar os parénteses da mesma por colchetes, e acrescentar uma coor-
denada 1 inicial (o peso).)
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2.5.1 Ponto médio

Por exemplo, em geometria cartesiana, sabemos que o ponto médio m
do segmento com extremos pg = (Xo, Yp) e p2 = (X3,Y5) é dado por

( Xo+ Xy Yo+Y, >
m = ,
2 2
Portanto, em termos de coordenadas homogéneas, se os extremos
forem po = [wo, To, Yo] € P2 = [wa, T2, Yo, esta férmula equivale a
Zo 4, X2 Yo 4 Y2
Wo T Wy  Wo T Wa -|
2 2 |

mo= |1
l

_ [ 1 ToWsg + TaWo  YoWs + YoWq }
’ 211)0’(1}2 ’ 211)0’(1}2

Podemos eliminar as divisoes desta férmula, multiplicando as trés coor-
denadas homogeéneas por wows, 0 que nao altera o ponto m. Obtemos
assim a férmula

m = [ 2wowy, wWaTop+ WoTa, WalYo+ WoYa | (2.2)

Ex. 2.29: Dé uma férmula homogénea, sem divisoes, para o centro de
gravidade de um tridngulo com vértices p; = [w;, z;, yi], 1 = 0, 1, 2.

Ex. 2.30: O que acontece com o ponto médio de py e po, conforme
definido pela férmula (2.2), se um dos pontos estiver no infinito? E se
ambos estiverem no infinito?

Ex. 2.31: Qual a posicao do ponto definido pela férmula (2.2), se um
dos pontos estiver no aquém, e o outro no além? E se ambos estiverem
no além?

Ex. 2.32: Uma férmula para o ponto médio que da resultados mais
consistentes para pontos do além é

m = [ |wa|wg + |wo|wa, |wa|zo + |wo|w2, |wWalye + |woly2 ]

Compare o resultado desta férmula com o de (2.2) para os 6 casos: py
e ps ambos no aquém, ambos no além, um no aquém e um no além,
um no aquém e outro infinito, um no além e outro infinito, e ambos no
infinito.

Ponto médio de um
segmento
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Ex. 2.33: Calcule as coordenadas homogéneas do ponto do aquém que
estd a 1/3 do caminho entre os pontos [1,2,3] e [2,3,5].

Ex. 2.34: Determine uma férmula homogénea, sem divisdes, para o
ponto m que divide o segmento py p; em duas partes cujos comprimentos
estdo na razao Ao : A;. Suponha que pg, p1, € m estdo no aquém, e
Ao+ A1 > 0.

2.5.2 Colinearidade de trés pontos

Dizemos que trés pontos sao colineares se eles pertencem a uma mesma
reta. O que isto significa em termos de coordenadas homogéneas?

Para comecar, vamos supor que os trés pontos estao no aquém.
Em geometria cartesiana, prova-se que trés pontos pg = (Xy, Yp), p1 =
(X1, Y1), e py = (X5, Y5) sdo colineares se e somente se

I Xo Yo
1X1}/1:0
I Xo V3

Em termos das coordenadas homogéneas [w;, x;, y;] dos trés pontos, esta
férmula equivale a

1 zo/wo  yo/wo
1 xl/wl yl/wl =0 (23)
L zy/wy ya/ws

Podemos multiplicar as trés linhas desta matriz por wg, w;, e ws, res-
pectivamente, pois isto apenas multiplica o determinante pelo niimero
positivo wowiws, 0 que nao afeta a equacao. Concluimos que os trés
pontos do aquém sao colineares se e somente se

Wo To Yo
wy Tr1 Y1 | = 0 (24)
Wy T2 Y2

Na verdade, a férmula (2.4) vale para quaisquer tres pontos de T,
finitos ou infinitos, no aquém ou no além. Este resultado pode ser
demonstrado sem muita dificuldade a partir do modelo esférico de T,
ou da definicao algébrica de reta.
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Ex. 2.35: Usando a férmula (2.4), determine quais destas triplas de
pontos sao colineares:

(a) [1,0,0], [1,1,0], [1,0,1].
(b) [1,0,0], [1,1,0], [1,2,0].
(c) [1,0,1], [1,2,6], [1,3,8].
(d) [1,2,3], [2,2,3], [5,2,3].

Ex. 2.36: Demonstre algebricamente, usando a férmula 2.4, que os
pontos pg, p1, € pa sao colineares em cada um dos seguintes casos:

(a) po=p1.
(b) p2 é o ponto médio de pg e p;.

(c) p1, p2 € po sao colineares.

Ex. 2.37: Considere trés pontos méveis pg, p1,p2 no plano, cada qual
se deslocando em linha reta com velocidade uniforme. Ou seja, as
coordenadas cartesianas de p;, num instante ¢ quaisquer, sao (X;,Y;) +
t(X],Y/), onde X;, Y;, X! e Y/ sao constantes.

(a) Mostre como calcular o instante t* em que esses trés pontos estarao
alinhados.

(b) Analise o niimero de solugoes t* distintas admitidas pelo problema
do item (a), discutindo todos os casos que podem ocorrer.

2.5.3 Reta determinada por dois pontos

Como ja observamos, dois pontos nio coincidentes de T determinam
duas retas que passam por eles, coincidentes mas com orientagoes opos-
tas.

Podemos deduzir a férmula para os coeficientes destas retas a partir
da equagao (2.4). De acordo com esta iltima, a condigdo para que
um ponto genérico [w,z,y| seja colinear com py = [wq, g, yo] € P1 =
[w1, Ty, ?J1] é

Wy Lo Yo
wy 21 oy | =0
wooxr oy

Foérmula da reta
por dois pontos
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Expandindo este determinante pela ultima linha, obtemos

To Yo
1 Y

+ y=20

| Wo Yo
w1 Y%

Wy To
w; Ty

Daqui se deduz que uma das duas retas que passam por pg e p; é dada
pela férmula
> (25)

= (+xoy1 — T1Yo, —WoY1 + W1Yo, +Wox1 — W1Tg )

Zo Yo
1 Y

| Wo Yo
b
wr Y

Wy Lo
’ w; T

PoVpr = < +

Obviamente, a outra reta que passa por pgy e p; €

“(po V1) = (—zoy1 + 1Yo, +woyr — Wiy, —WoT1 + wiLg )

A orientagao da reta py V p;, implicita na férmula (2.5), tem um
significado geométrico bastante simples, que sera visto na secao 2.7.5.

Ex. 2.38: Determine as duas retas que passam pelos pontos [1,2,3] e
[4,5,6].

Ex. 2.39: Determine a reta que passa pelo ponto do eixo X com abs-
cissa Xy, e pelo ponto do eixo Y com ordenada Yj.

Ex. 2.40: Determine a reta que passa pela origem e pelo ponto (X,Y).

Ex. 2.41: O que acontece com a férmula (2.5), quando os pontos pg e
p1 coincidem?

2.5.4 Reta por pontos no infinito

Pode-se verificar que a férmula (2.5) vale para quaisquer dois pontos —
no aquém, no além, ou infinitos — que nao sejam iguais ou antipodais.
Esta flexibilidade é ttil, por exemplo, quando queremos calcular os
coeficientes da reta r que passa por um ponto finito p = [wp, Tp, yp] e é
paralela a um certo vetor d = (x4, 1y4). Esta reta contém o ponto infinito
ood = [0,24,y4); ou seja, r = pV (cod). Portanto, ndo precisamos
desenvolver (e programar) uma férmula especial para este problema;
basta usar a férmula (2.5), da reta py V p;, com py = p e p; = ocd.
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Ex. 2.42: Determine os coeficientes da reta que passa por [2,3,4] e é
paralela ao vetor (—2,3).

Ex. 2.43: Determine a férmula geral explicita para os coeficientes da
reta que passa pelo ponto cartesiano (X, Y") e faz um angulo anti-horério
de 0 radianos com o eixo X.

Ex. 2.44: Diga como calcular os coeficientes da reta que passa por um
ponto finito p = [wp,zp, yp] e é perpendicular a um vetor cartesiano

d = (®4,Ya)

Ex. 2.45: O que acontece com a reta pg V p; (férmula (2.5)), quando
os pontos pg € p1 sao ambos infinitos?

2.5.5 Ponto determinado por duas retas

Na geometria euclidiana, aprendemos que duas retas ro = (W, Xp, Vo)
ery = (W, Xy, )), distintas e nao paralelas, se cruzam num 1tinico
ponto, que vamos denotar por ro A ry.

As coordenadas cartesianas (X,Y") desse ponto devem satisfazer as
duas equacgoes W; + X; X 4+ V;Y = 0; e portanto podem ser calculadas
resolvendo-se o sistema linear

X0X+y0Y - —W()
XlX—Fle — _Wl

Segundo a regra de Cramer, a solugao deste sistema é

We Vo Xo Wy

W, W X W
X=ti oyl (2.6)

Xy Vo Xy Vo

X W X W

Convertendo o par (X,Y) para coordenadas homogéneas, e multipli-
cando as mesmas pelo denominador comum, concluimos que o ponto

Férmula para o
ponto de encontro
de duas retas
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de interseccao das duas retas é dado pela formula

XN Wl ™ Y
X0 | m

We X
Wi X

7“0/\’[“1 = + y +

] 27

[ +X%d - a0,
= ~Woi + Wi, (2.8)
+Woky - WXy ]

Ex. 2.46: Usando a férmula 2.8, determine o ponto de encontro r A s
para os seguintes pares de retas:

(a) r=1(0,1,0) s=¢(0,0,1)
(b) r=1(0,0,1) s=1{(0,1,0)
(c) r=(1,3,5) s=(2,4,6)
(d) r=1(1,3,5) s=(1,0,0)
(d) r=1(1,3,5) s=1(2,3,5)

Apesar da férmula (2.8) ter sido desenvolvida sob a hipdtese do pon-
to de encontro ser finito, pode-se verificar que ela vale para quaisquer
duas retas nao coincidentes, mesmo as que se encontram no infinito.
Veja os exercicios 2.47, e 2.48.

Ex. 2.47: Verifique algebricamente que o ponto 7 A s, calculado pela
férmula (2.8), sempre pertence as retas r e s.

Ex. 2.48: Prove que duas retas r e s, ordindrias e nao coincidentes,
sao paralelas se e somente se r A s € um ponto infinito.

Ex. 2.49: Determine o ponto de encontro das retas que passam pelos
pontos de abscissa +1 e —1 do eixo X, e formam angulos a e 8 com o
mesmo, respectivamente.

Ex. 2.50: O que acontece com a férmula (2.8), quando as retas rg e r;
coincidem (sao iguais ou opostas)?

J4 observamos antes que, no plano T%, duas retas nao coincidentes
se encontram em dois pontos antipodais. A férmula (2.8) da apenas
um desses pontos. Qual deles? Os exercicios 2.51 e 2.52 respondem em
parte a essa pergunta; a resposta completa sera vista na segao 2.7.7.
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Ex. 2.51: A partir da férmula (2.8), mostre que

(‘!’I"U) A M =T A (‘!7"1) = —|(’I”0 A 7"1)

Ex. 2.52: A partir da férmula (2.8), mostre que r1 A rg = —(rg A rq)

2.5.6 Interseccao de retas paralelas

Na geometria euclidiana (ou cartesiana) classica, duas retas paralelas
nunca se encontram. Com a inclusao dos pontos infinitos, essa pro-
priedade nao é mais valida. Pelo contrdrio, duas retas paralelas se
encontram em dois pontos infinitos distintos: os pontos co(+d), onde
d é qualquer vetor paralelo as duas retas. Na verdade, podemos usar
este fato para definir retas paralelas na geometria projetiva.

Pode-se verificar que a férmula (2.8), que da a intersec¢do ry A
ry de duas retas rg e ry, funciona mesmo quando as duas retas sao
paralelas, e dd como resultado um dos dois pontos infinitos comuns
a ambas. Portanto, quando queremos calcular a interseccao de duas
retas, nao precisamos nos preocupar com a possibilidade das mesmas
serem paralelas.

Ex. 2.53: Usando a férmula (2.8), determine as coordenadas do pon-
to de intersecgao da reta genérica (W, X,Y) com a reta Q. Qual o
significado geométrico desse ponto?

2.5.7 Dualidade

Leitores atentos provavelmente notaram a semelhanca entre as férmulas
da reta que passa por dois pontos (2.5) e do ponto de intersec¢ao de
duas retas (2.8).

Esta semelhanca é uma manifestacao de um principio muito impor-
tante, a dualidade entre pontos e retas do plano projetivo. Considere
a fungao que ao ponto p = [w, z,y] associa a reta p* = (w,z,y); e a
reta r = (W, X, )) associa o ponto r* = [W, X, ). E facil ver que um
ponto p estd numa reta r se e somente se a reta p* passa pelo ponto r*;
e, na verdade,

rop=p-or

Interseccao de retas
paralelas

Dualidade entre
VeAN

Dualidade entre
pontos e retas
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Com um pouco mais de trabalho, pode-se concluir que

(Po Vp1)* = (po)* A (p1)*
para quaisquer dois pontos pg, p;. Como (p*)* = p, temos também
(mo Ama)* = (mo)* V (m1)*

para quaisquer duas linhas mg, m.

A funcao *’ é a dualidade candnica de T¥. Ela nos permite tradu-
zir mecanicamente muitas férmulas geométricas que envolvem pontos
em outras formulas que envolvem linhas, e vice-versa. O mesmo vale
para teoremas, algoritmos, e estruturas de dados. Com isto, o cus-
to de desenvolvimento e programacao de algoritmos geométricos fica
substancialmente reduzido, quase que pela metade.

Ex. 2.54: Qual é o dual candnico dos seguintes objetos e conceitos:

a) Um ponto do aquém.

(
(b) Um ponto no infinito.

(
(

)
)
c¢) O antipoda de um ponto.
d) A origem do aquém.

)

(e) O eixo X.

2.6 Segmentos e triangulos

2.6.1 Segmento

Lembremos que uma combinacao linear de vetores vy, vq,..v, é uma
soma da forma agug + ajv; + - - @,v,, onde 0s «; sao nlimeros reais.
Uma combina¢ao convera é uma combinacao linear cujos coeficientes
a; sao todos maiores ou iguais a zero.

Sejam pgy e p; dois pontos nao-antipodais de T¥. Por definicdo, o
segmento (fechado) pop; consiste de todos os pontos cujas coordena-
das homogéneas sao combinacoes convexas nao nulas das coordenadas
homogeéneas de pgy e p;.
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Ou seja, se po [wo, 2o, yo] € p1 = [w1,T1, 1], 0 segmento py p;
consiste de todos os pontos da forma

[ o wo + oy wy, agro+ oy xy, Yo+ gy | (2.9)

onde ap e oy sao nliimeros reais nao-negativos, e nao ambos nulos.

Qual o significado geométrico da férmula (2.9)? No modelo esférico
de T, é facil ver que o segmento pyp; é simplesmente o caminho mais
curto de pg a p; sobre a esfera. Esse caminho é sempre um arco de
circulo méximo, com menos de 180° de extensao. Veja a figura 2.9.

1
1
]
1
\
1
i
X

Figura 2.9: Um segmento no modelo esférico.

No modelo plano, como sempre, precisamos distinguir varios casos.
Em primeiro lugar, se py e p; estao ambos no aquém, pode-se verificar
que a féormula define simplesmente o segmento euclidiano do aquém
ligando esses dois pontos. Veja a figura 2.10(a).
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Figura 2.10: Segmentos no modelo plano.

Por outro lado, a férmula implica que um ponto p esta no segmento
pop1 se e somente se o antipoda —p estd no segmento (—pg)(—p1).
Concluimos dai que, se ambos os pontos estao no além, o segmento
pop1 ¢ simplesmente o segmento euclidiano do além que liga os dois
pontos. Veja a figura 2.10(b).

Quando pg esta no aquém, e p; no além, a situacao fica um pouco
mais complicada. Nesse caso, o segmento py p; consiste de duas semi-
retas: uma no aquém, saindo de py na direcao oposta a —p;; e uma no
além, saindo de p; na direcao oposta a —pg. Veja a figura 2.10(c).

Se um dos pontos ¢ infinito, o segmento py p; é uma semi-reta com
origem no ponto finito e apontando para o infinito. Veja a figura 2.11.
Finalmente, se ambos os pontos sao infinitos, o segmento é um conjunto
de pontos infinitos, cobrindo um arco de dire¢oes menor que 180° entre
as direcoes de pg e p;.
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Figura 2.11: Segmentos com um extremo infinito.

Ex. 2.55: Desenhe os seguintes segmentos do plano projetivo orienta-
do, usando as convencoes graficas da figura 2.2:

(@) [1,1,1] - [1,-1,-1].
(b) [+1,0,0] [0,1,0].
(c) [-1,0,0] — [0,1,0].
(d) [1,0,00 - [0,-1,0].
(e) [1,1,1] - [-1,1,1].
) [

(f) [0,1,0) — [0,0,1].
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2.6.2 Consisténcia

Observe que o ponto descrito pela férmula (2.9) depende nao s6 de py,
p1, Qg, € oy, mas também da escolha dos pesos de pg e py. Isto é, se
multiplicarmos as coordenadas homogéneas de py por um fator positivo
B, o ponto descrito pela férmula mudara de posicao, pois isto equivale
a multiplicar a por .

Portanto, os pontos individuais gerados por (2.9) nao tem significa-
do geométrico; apenas o conjunto de todos esses pontos — ou seja, o
segmento pop; — € um conceito bem definido.

E importante notar que o segmento pyp; nao estd definido se (e
somente se) po e p; sao antipodais. Nesse caso, existem infinitas retas
que passam por pg e p;. Observe que este é o tinico caso em que a
férmula (2.9) pode dar origem & tripla invalida [0, 0, 0].

Ex. 2.56: Demonstre algebricamente que trés pontos de T¥ sdo coli-
neares se e somente se dois deles sao antipodais, ou se um deles esta no
segmento que liga os outros dois, ou se o antipoda de um deles esta no
segmento que liga os outros dois.

Ex. 2.57: Qual é o dual can6nico do segmento pg p1?

2.6.3 Corte de segmentos

Uma das operacoes mais comuns em geometria computacional e com-
putacao grafica é determinar ponto onde um segmento py p; cruza uma
determinada linha m.

Em primeiro lugar, para saber se o segmento de fato cruza a reta,
basta verificar se seus extremos estao do mesmo lado da mesma. Es-
pecificamente, se py = [wg, To, Yo|, p1 = (w1, x1,y1], e m = (W, X, )),
entao basta calcular os nimeros reais

ag = Wuwe + Xz + Vo
| = Ww1+Xx1+yy1

O segmento pg p; cruza (ou toca) a linha m se e somente se sy e s; tem
sinais opostos, ou um deles é nulo; isto é, se sy 1 < 0.

Se esta condicao é satisfeita, o ponto de interseccao pode ser deter-
minado da seguinte maneira.
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Como vimos na se¢ao 2.6.1, um ponto genérico do segmento pg p;
tem coordenadas

[ g wo + oy wy, agxe+ Ty, QYo+ Yy | (2.10)

para ag > 0, a; > 0, (g, 1) # (0,0). Este ponto estd na reta m se e
somente se

W(aowg+oz1w1)+X(agx0+oz1x1)+y(oz0y0+a1y1) :0
ou seja
OLO(W’LUO + Xl‘o + yyo) + Oél(W’LUl + XZEl + yyl) =0

ou, ainda,
Qg So+ 1 S = 0

Portanto, para que o ponto (2.10) esteja na linha m, basta tomar
ag = t51 e a; = Fsg, escolhendo-se os sinais de modo que ag e oy
sejam nao-negativos. Ou seja, o ponto de interseccao é

[ [s1|wo + [so| wi, |s1|xo+ |solz1, [s1]yo+ [solyr ]
(2.11)

Note que esta formula devolve a tripla invalida [0,0,0] se sg e s;
forem ambos nulos; isto é, se os dois extremos do segmento estiverem
sobre a reta m.

Ex. 2.58: Em cada um dos casos abaixo, determine a interseccao do

segmento pgp; com a reta r.
(@) po=1[1,0,00 p1=[1,23] r=(1,-1,-1)
(b) po=[1L1] p=[-1L1L1 r=(-1-1)
() po=[11 p=[-1L11] r=(1,0,0)

Ex. 2.59: Descreva um método para determinar se dois segmentos
PoP1 € qoq1 se interceptam, e calcular o ponto de interseccdo, a partir
das coordenadas homogéneas dos extremos.
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2.6.4 Triangulos

Por definicdo, o tridngulo determinado por trés pontos de T é o con-
junto de todos os pontos cujas coordenadas sao combinacoes convexas
nao nulas das coordenadas desses pontos.

Ou seja, se p; = [wy, x4, y:], para i € {0,1,2}, o tridngulo po p; po
consiste de todos os pontos da forma

[ Qp Wy + @ Wy + Qg Wa,
Qg To + Q1 Ty + Q2 Tg, (2.12)

Qo Yo+ a1y + s

onde ay, a1, € ap sao numeros reais, nao negativos e nao todos nulos.
a Veja a figura 2.12

B N P,

Figura 2.12: Um triangulo no aquém.

Note que este conjunto inclui os trés pontos pg, p1, € py (0s vértices),
bem como os segmentos po p1, P1 P2, € Papo (0s lados). A unido destes
trés segmentos é a fronteira do triangulo, uma curva fechada que separa
os demais pontos do tridngulo (o interior) do restante do plano (o
exterior).

Diremos que um triangulo é degenerado se seu interior for vazio, e
proprio caso contrario.

Ex. 2.60: Prove que o tridngulo pg p1 p2 é a uniao de todos os segmen-
tos da forma pg q, onde ¢ estd no segmento pi ps.

Ex. 2.61: Prove que um tridngulo é degenerado se e somente se um
dos vértices pertence ao segmento que liga os outros dois.
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A férmula (2.12) pode devolver a tripla invilida [0, 0, 0]. Isto acon-
tece se e somente se dois vértices sao antipodais, ou se o antipoda de
um dos vértices esta no segmento que liga os outros dois. Nestes casos
o triangulo é “indefinido por definicao”.

No modelo esférico, o triangulo pyp; p2 € um triangulo esférico —
uma regiao limitada por tres arcos de circulo maximo, com extremos
nesses pontos. Veja a figura 2.13.

Figura 2.13: Um triangulo no modelo esférico.

No modelo plano, se os vértices estao todos no aquém, ou todos no
além, os pontos definidos pela férmula (2.12) estarao todos no mesmo
lado do plano, e constituem simplesmente o triangulo euclidiano com
os vértices dados.

Caso contrario, o tridngulo tem uma forma mais complicada, que se
estende de um lado para outro do plano, através de pontos no infinito.
Por exemplo, a figura 2.14 ilustra o triangulo com vértices a = [1, 1, 0],
b=1[1,0,2], e c=[-1,1,1].

Triangulo no
modelo esférico

Triangulo no
modelo plano
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(1,0,2]

Figura 2.14: Um triangulo no modelo plano.

Ex. 2.62: Em cada um dos casos abaixo, desenhe o tridngulo pg p1 pa,
indicando seu interior com a convengao usual (hachurado no aquém,
pontilhado no além):

(a) po=1[1,0,0] p1=1[1,1,0] py=1[1,0,1].
(b) po=1[1,0,0] p1=10,1,0] pa2=1[0,0,1].
() po=1[11,0] p1=[10,1 pp=[-111]
(d) po=[1,1,0] p1=10,0,1] py=[-1,1,0].
(d) po=1[1,0,0] p1=][1,1,0] pa=10,1,0].
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2.7 Orientacao

2.7.1 Orientacao de trés pontos

Sejam p, ¢, e r trés pontos nao colineares contido no aquém. Infor-
malmente, a orientac¢ao da tripla (p,q,r) é o sentido (hordrio ou anti-
horédrio) em que o segmento segmento pu roda em torno de p, quando
o ponto u vai de ¢ para r ao longo do segmento ¢r.

Observe que a ordem dos pontos é importante. Por exemplo, a
tripla ((1,1), (3,2), (2,4)) tem orientagao anti-hordria enquanto que
((1,1), (2,4), (3,2)) tem orientagao hordria.

Os termos hordrio e anti-hordrio pressupoem a convencao usual que
o eixo Y do plano cartesiano é desenhado a 90° do eixo X, no senti-
do anti-horario. Para nao dependermos dessa convencao puramente
grafica, chamaremos os dois sentidos de rotacao de negativo e positivo;
sendo que, por definicao, a tripla ( (0,0), (1,0), (0,1)) tem orientacao
positiva.

Mais formalmente, definimos a fungao A(p,q,r), que vale —1 ou
+1, conforme a tripla (p,q,r) tenha orientacado negativa ou positiva,
respectivamente; e que vale 0 se os trés pontos sao colineares.

Ex. 2.63: Determine o valor de A(p,q,r) para cada uma das triplas
abaixo:

(a) p=11,0,0] ¢=1[1,1,0] r=1[1,0,1]
(b) p=1[1,0,0] ¢=11,3,2] r=12,5,3]
(¢c) p=1[1,2,3] ¢q=][1,4,4 r=12,8,9]

Na secao 2.6.4 definimos o triangulo p ¢r como sendo um conjunto
de pontos, incluindo os vértices, lados, e interior. Portanto, estrita-
mente falando, o triangulo nao depende da ordem dos seus vértices.
Entretanto, abusando um pouco da linguagem, vamos freqiientemente
escrever “orientacao do triangulo p¢r” em vez de “orientacao da tripla

(p,q.1)"

2.7.2 Orientacao algébrica

Vimos na secao 2.5.2 que tres pontos sao colineares quando o determi-
nante 3 X 3 de suas coordenadas homogéneas é zero.

Orientacao de trés
pontos

Sentido positivo e
negativo
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Verifica-se que, se esses trés pontos estao no aquém, e nao sao coli-
neares, o sinal desse mesmo determinante é precisamente a orientacao
do triangulo determinado por esses trés pontos.

Ou seja, se p; = [w;, x;, y;|, para i = in{0, 1,2}, temos

Wy To Yo
A(po,p1,p2) = sgn| w1 1 Y (2.13)
Wy T2 Y2

Em &lgebra linear aprendemos que multiplicar uma linha de uma
matriz por uma constante a também multiplica seu determinante por
«. Decorre dai que o sinal do determinante acima nao se altera se
substituirmos as triplas homogéneas [w;, x;, y;] por quaisquer outras
triplas equivalentes. Ou seja, o valor da funcao A(pg, p1,p2) depende
apenas das posicoes dos pontos, e nao da escolha dos pesos w;.

Observe também que se trocarmos a ordem de quaisquer duas linhas
da matriz, o sinal do determinante se inverte. Portanto, a orientacao
de um triangulo também se inverte quando trocamos quaisquer dois de
seus vértices. Ou seja,

Alg;p,r) = Alp,r,q) = A(r,q,p) = — Alp,q,7)
(2.14)

Ex. 2.64: Determine algebricamente o valor de A(p,q,r), usando a
férmula (2.13), para cada um dos triangulos

(a) p=][1,0,0] ¢=1[1,1,0] r=1[1,0,1]
(b) p=1[1,0,0] ¢=11,3,2] r=12,5,3]
(c) p=[1,2,3] ¢q=1[1,4,4 r=12,8,9]

Ex. 2.65: Qual o efeito de uma permutacgao circular dos argumentos
de A? Isto é, qual a relacdo entre A(p,q,7), A(g,7,p), € A(r,p,q)?

Ex. 2.66: Demonstre que os tridngulos pqr, pmr e mqgr tém a mesma
orientacao, se m for o ponto médio do segmento pgq.

2.7.3 Orientacao no além

Até agora sé definimos a funcao A para pontos do aquém. Como fica
esse conceito quando alguns dos pontos estao no infinito, ou no além?
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Como o conceito intuitivo de “sentido de rotacao” nao é muito claro
nesses casos, vamos adotar a férmula (2.13) como sendo a definicao da
funcao A, para quaisquer trés pontos de TF.

Observe que o determinante da férmula (2.13) muda de sinal se
multiplicarmos qualquer linha por —1. Portanto, se trocarmos qualquer
vértice pelo seu antipoda, a orientacao do triangulo se inverte. Ou seja,

A(=po, p1,p2) = — A(po, p1, p2) (2.15)

Portanto,

A(“po; P1y _'p2) = - A(p0:p1:p2) (2-16)

Em particular, a orientacao de um triangulo no além é oposta a do
triangulo coincidente no aquém.

Ex. 2.67: Usando as equagoes (2.14) e (2.15), determine a orientagao
dos pontos abaixo, sabendo que A(p,q,r) = +1:

(a) A(pa q, _'T) (b) A(pa g, _'T)

(c) A(p,—-rq) (d)  Alg,r —p)

2.7.4 Orientacao no modelo esférico

O significado geométrico da funcao A é relativamente facil de visualizar
no modelo esférico.

Em primeiro lugar, vamos definir informalmente o sentido positi-
vo de rotacdo em torno de um ponto qualquer p de S¥, como sendo o
sentido anti-horario se visto de um ponto exterior a esfera mas arbitra-
riamente proximo de p.

Esta definicdo pressupde que os eixos de R¥ estdo dispostos de
maneira usual; ou seja que os vetores (1,0,0), (0,1,0), e (0,0,1), nessa
ordem, rodam em sentido anti-horario quando vistos do ponto (1,1, 1).

Com esta definicao, podemos entao verificar que A(p, ¢, r) indica o
sentido em que o segmento pu roda em torno de p, quando o ponto u
vai de ¢ para r ao longo do segmento ¢r. Veja a figura 2.15.

Orientacdo nos
antipodas

Orientacdo no
modelo esférico
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Figura 2.15: Orientacao de um triangulo no modelo esférico.

2.7.5 Orientacao da reta por dois pontos

Estamos agora em condicoes de esclarecer uma duvida que restou
da secao 2.5.3: qual é a orientacao da reta py V p;, definida pela
férmula (2.5).
Para esse fim, vamos testar a posicao de um ponto genérico py =
[wa, Yo, 22| em relacdo & mesma:
Y2 )

Note que a férmula dentro dos parénteses é simplesmente a expansao,
pela tltima linha, do determinante da matriz de coordenadas dos trés
pontos pg, p1, pe. Como vimos, o sinal desse determinante define a
orientacao do triangulo pg, p1, ps-

Concluimos portanto que o lado positivo da reta py V p1 consiste
de todos 0s pontos ps que formam um triangulo positivo com py € ;.
Formalmente,

Wo Yo

To Yo
wr Y1

Wy To
T Y

wy I

(Po V p1) ©p2 = sgn ( +

(po V p1) ©p2 = A(po, P1,p2) (2.17)

Pode-se verificar que, se os eixos X e Y forem desenhados em sua
posicao convencional, de modo que o sentido positivo é anti-horério,
entao o lado positivo da reta py V p; é o semi-plano que fica a esquerda
da mesma, do ponto de vista de quem vai de py a p; ao longo da reta.

Ex. 2.68: Mostre que a reta de p; a pg tem orientacao contraria a reta
de po a p1; isto &, p1 V po = ~(po V p1).
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Ex. 2.69: Qual é a orientagao da reta p V (ocd)? (Isto é, qual é o lado
positivo dessa reta?)

2.7.6 Orientacao longitudinal de uma reta

Usando o conceito de rotacao positiva em torno de um ponto na esfera,
podemos definir a orientacao longitudinal de uma reta como sendo o
sentido de percurso da mesma que circunda os pontos do seu hemisfério
positivo no sentido positivo.

Ou seja, se p e ¢ sao dois pontos de uma reta r, tais que pV q = r,
a orientacao longitudinal de r é o sentido de percurso da mesma que
corresponde a ir de p para ¢ ao longo do segmento pq.

2.7.7 Cruzamento de retas e orientacao

Podemos agora responder também a outra duvida que ficou em aberto
da secao 2.5.5: se duas retas r e s se cruzam em dois pontos antipodais
p e q, qual destes dois é o ponto r A s, definido pela fé6rmula (2.8)?

Lembremos que 7 A s s6 estd definido se r e s nao sao coincidentes.
Neste caso, existe uma tnica maneira de rodar a reta r em torno do
eixo p — —¢q, por um angulo menor que 180°, que a torna igual a s, em
posicao e orientacao.

E facil ver que essa rotacao vai ter sentidos opostos em relacao a p e
q. Pode-se provar que o ponto r A s, calculado segundo a férmula (2.8),
é precisamente aquele ponto em que o sentido desta rotacao é positivo.

Pode-se também verificar que r A s é o ponto onde r, percorrida no
sentido da sua orientacao longitudinal, passa do hemisfério positivo de
s para o hemisfério negativo.

Ex. 2.70: Mostre que, se A(p,q,7) = +1, entao (pVq)A(gVr)=q.

Ex. 2.71: Se r é uma reta ordinaria, obviamente r A 2 é um dos dois
pontos infinitos de r. Qual deles? (Responda em termos geométricos,
e nao algébricos.)

Orientacao
longitudinal de uma
reta

Escolha de r A s
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2.8 Transformacoes projetivas

Dentre todas as funcoes que levam pontos de T para pontos de TF,
existe uma classe importante, as transformacoes projetivas, ou projeti-
vidades, que se caracterizam por preservar as relacoes de colinearidade:
isto é, se trés pontos estao alinhados, suas imagens também o sao, e
vice-versa.

O conceito de projetividade engloba muitas transformacoes geomé-
tricas importantes, como as translagoes, rotacoes, e mudancas de escala,
que estudaremos a seguir.

2.8.1 Caracterizacao algébrica

Pode-se provar que toda projetividade de T¥ corresponde a uma trans-
formacao linear inversivel das coordenadas homogeéneas. Isto é, para
toda projetividade F' existe uma matriz real

Jww Sz fwy
F= fa:w fa:a: facy
fyw fya: fyy

com dimensao 3 x 3 e determinante nao nulo, tal que
F(lw,z,y]) = [w,zylF

[ wfww+xfxw+yfyw
= W fwe + T frz + yfyl‘ (2'18)
way+xfzy+yfyy ]

Note que, para fins desta férmula, a tripla [w, z, y] deve ser considerada
um vetor linha, isto é, uma matriz 1 x 3.

A reciproca também é verdadeira: toda matriz 3 x 3 F, com de-
terminante nao nulo, define pela férmula (2.18) uma projetividade de
T”. Este fato é facil de provar, usando a definicio de colinearidade
(equagao (2.13)), e o fato que o determinante de um produto de matri-
zes ¢ o produto dos seus determinantes. Veja o exercicio 2.72.
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Ex. 2.72: Seja F uma matriz 3 x 3. Prove que a funcio F de T para
T definida pela férmula (2.18) satisfaz

A(F(po), F(p1), F(p2)) = A(po, p1,p2) - sgn |F|

O exercicio 2.72 revela que as transformacoes projetivas se dividem
em duas classes, as positivas e as negativas, conforme o sinal do deter-
minante de sua matriz; sendo que uma projetividade positiva preserva
as orientacoes de todos os triangulos, enquanto que uma projetividade
negativa as inverte.

Note que, se aplicarmos a férmula (2.18) a duas triplas homogéneas
equivalentes, obteremos dois resultados equivalentes.

Note também que, se multiplicarmos todos os elementos da matriz
F por um mesmo nimero « # 0, a transformacao projetiva F' definida
pela mesma nao se altera. Portanto, duas matrizes F' e F” determinam
a mesma transformacao se e somente se F' = aF” para algum « # 0.

Ex. 2.73: Mostre que a fungao F(p) = —p, que leva cada ponto para
seu antipoda, é uma projetividade negativa de T,

Antes de estudar as propriedades gerais das projetividades, vamos
conhecer alguns casos particulares, que sao bastante importantes na
pratica.

2.8.2 Translacoes

Para deslocar uma figura no plano, mantendo-se sua orientacao, basta
somar as coordenadas cartesianas de cada um de seus pontos um mesmo
vetor (Xo, Yp). Isto é, basta aplicar a cada ponto da figura a fungao

(X,Y) = (X + X0, Y +Y)) = (X, Y) + (X0, )

Uma funcdo desta forma é chamada de translacio do plano R* pelo
vetor (X, Yp). Note que (Xp, Yy) é também a imagem da origem (0, 0).

Em termos de coordenadas homogéneas, a translacao que leva a
origem [1, 0, 0] para o ponto [wg, Zo, Y| (necessariamente finito) é dada
pela formula

[w, z,y] = [ wwy, Wy + wry, YWH+ WY |

Transformacoes
positivas e
negativas

Translacao
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Note que as coordenadas do resultado sao combinacoes lineares das
coordenadas do argumento. Podemos portanto escrever a fungao acima
como um produto da tripla homogénea [w, z,y] (vista agora como um
vetor linha do R¥) por uma matriz 3 x 3:

Wo To Yo
[w,z,y] = [w,z,y] | 0 wo O (2.19)
0 0 Wo

Note que um ponto infinito p = [0, z, y] é levado para [0, zwq, yw,| =
[0,2,9] = p. Ou seja, qualquer translacio mantém a reta 2 fixa
ponto-a-ponto. Segue-se que as translacoes também preservam todas
as distancias, direcoes, e angulos de qualquer figura.

Ex. 2.74: Escreva a matriz da translacao que desloca o ponto (Xg, Yp)
para o ponto (X1,Y7).

2.8.3 Rotacoes

Para rodar uma figura plana em torno da origem (0, 0), por um angulo
f em sentido anti-horario, basta aplicar a cada um de seus pontos a
funcao

(X,)Y) — (Xcosf—Ysinf, Xsinf + Y cosf)

. +cosf) —sinf
- (X’Y)<+sin0 —i—cos@)

Em termos de coordenadas homogéneas, esta funcao é

1 0 0
w,z,y] — [w,z,y] | 0 +cosf —sinf (2.20)
0 +sinf +cosf

Como é sabido, uma rotacao por qualquer angulo preserva todos os
angulos e distancias entre os pontos do plano.

Ex. 2.75: Escreva as matrizes de rotagdo para os angulos 45°, 60°, 90°,
180°, e —90°.
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Ex. 2.76: Determine a matriz de rotacao que transforma o eixo X na
reta pela origem paralela ao vetor (X,Y).

Note que a férmula (2.20) descreve apenas rotacoes cujo centro
(ponto fixo) é a origem. Na se¢ao 2.8.9 veremos como construir uma
matriz de rotagao cujo centro é um ponto arbitrario do aquém.

2.8.4 Transformacoes de escala

Para ampliar ou reduzir uma figura, mantendo-se sua orientacao, basta
multiplicar cada coordenada cartesiana de cada ponto por um fator de
escala conveniente; ou seja, aplicar a cada ponto a transformacdo de
escala

(X,Y) = (X, pY)

O par de fatores de escala («, ) pode ser entendido como sendo a
imagem do ponto cartesiano (1,1). Em coordenadas homogéneas, esta
transformacao é dada por

(w, 2, y] = [w, z,y] (2.21)

O O =
o QO
WD O o

Se o fator de escala é o mesmo para as duas coordenadas, a am-
pliacao ou reducao é dita uniforme, e preserva todos os angulos e di-
recoes entre os pontos do plano. Caso contrario, apenas as direcoes
horizontais e verticais sao preservadas.

Ex. 2.77: Escreva a matriz de mudanca de escala que leva o ponto
(X0, Yy) para o ponto (X1,Y7) (suponha que nenhum desses niimeros é
7€ro.)

2.8.5 Reflexoes

A transformacao
(X: Y) = (_Xa Y)

aplicada aos pontos de uma figura reflete a mesma em torno do eixo Y,

Transformacao de
escala

Reflexao
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invertendo o sentido do eixo X. E um caso particular de transformacao
de escala, com fatores (—1,1); sua versao homogénea é portanto

+1 0 O
[W,l‘,y] = [wax:y] 0 _]- 0 (222)
0 0 +1

A reflexdo em torno do eixo X ¢é andloga. Na secao 2.8.9 veremos
como construir uma matriz de reflexao cujo eixo é uma reta ordinaria
qualquer.

Note que reflexoes preservam distancias, e invertem o sentido dos
angulos, preservando seu valor absoluto.

2.8.6 Cisalhamentos

A transformacao
(X,Y) = (X +aY)Y)

¢ chamada de cisalhamento horizontal: Esta transformacao preserva
a coordenada Y do argumento, e desloca a coordenada X por uma
distancia proporcional a coordenada Y. (Assim, ela poderia ser usada
para converter letras “romanas” em “italicas”.) Em particular, o ponto
(0,1) é levado para (a,1). A forma homogénea desta transformacao é

S = O

100
(w,z,y] = [w,z,y] | 0 1 0 (2.23)
0 a1

As transformacoes de cisalhamento vertical sao definidas de modo
andlogo. O cisalhamento mais geral mantém fixos os pontos de uma
reta ordinaria r, e desloca qualquer outro ponto finito numa direcao
paralela a r, sendo o deslocamento proporcional a distancia de p a
r. Na secao 2.8.9 veremos como construir esta matriz, dadas r e a
constante de proporcionalidade.

2.8.7 Composicao de transformacoes

Se F e G sao duas funcoes de TF para TF, como as descritas acima,
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a transformacgdo composta p — G(F(p)) equivale aplicar F' e G em
seqiiéncia, nesta ordem, a cada ponto.

Observe que, na notacdo funcional ordindria G(F(p)), a ordem
em que essas funcoes sao escritas é oposta a ordem em que elas sao
aplicadas. Para evitar este inconveniente, adotaremos neste curso a
notacao funcional pés-fixa usada pelos algebristas. Ou seja, a aplicacao
de uma funcao F' a um argumento x serd denotada por xF', em vez de
F(z); e a composicao de duas funcoes F' e G, aplicadas nessa ordem,
serd denotada por FG, em vez de GoF. Portanto, em lugar de F'(G(x))
escreveremos tF'G, que pode ser lido tanto (zF)G quanto x(FQG).

Compondo as transformacoes “basicas” vistas nas secoes 2.8.2-2.8.6,
podemos obter outras classes interessantes. Por exemplo, combinando
rotacoes, translagoes, e reflexoes obtemos as chamadas transformacoes
1sométricas, ou isometrias, ou movimentos rigidos do plano, que sao
justamente todas as funcoes de T em TF que preservam as distancias e
angulos entre os pontos. Se juntarmos a essas as transformacoes unifor-
mes de escala, obtemos as transformacoes euclidianas, ou similaridades,
que preservam apenas os angulos e as razoes entre distancias. Por outro
lado, se combinarmos as isometrias com os cisalhamentos horizontais e
verticais, obtemos as transformacdes unitdrias, que preservam areas e
o paralelismo entre retas.

Em qualquer caso, note que toda transformacao F' assim obtida
pode ser escrita na forma [w,z,y] — [w,z,y]F, onde F é uma matriz
3 x 3. A composicaio FG de duas transformacoes F' e G equivale
obviamente ao produto FG das matrizes correspondentes, nessa ordem.

Ex. 2.78: Seja R a rotagao por 90° em torno da origem, e T' a trans-
lagdo pelo vetor (2,3). Calcule as matrizes para as transformacoes
A=TRe B = RT. Explique (geometricamente) o efeito de A e B, e a
diferenca entre as duas.

Ex. 2.79: Mostre que uma transformacao é de similaridade se e so-
mente se sua matriz tem a forma

I 4 Ya
0 4a +b
0 —=b +a

onde a e b sao nimeros reais, ndo ambos nulos, e z4, yg s40 nimeros
reais quaisquer. Qual o significado geométrico desses parametros?

Ordem da
COMPOSiCao

Isometria

Similaridade

Transformacao
unitdria
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2.8.8 Transformacao inversa

Toda transformacao F' dentre as classes descritas acima é uma bijecao
de T para T"; portanto, ela admite uma transformacido inversa F !,
tal que FF~! e F~'F sao a funcao identidade de T¥. Obviamente, a
matriz da inversa de F' é a inversa da matriz de F.

Cada uma das classes de transformacoes mencionadas acima é fe-
chada também sob inversao; por exemplo, a inversa da translacao por
(Xo, Yp) é a translacao por (—Xg, —Y)), etc.

Ex. 2.80: Para cada uma das transformacoes elementares vistas acima
(translagoes, rotacoes, reflexdes, mudancas de escala, e cisalhamento),
dé a matriz homogénea da transformacao inversa.

Como sabemos, a inversa da composicao F'G é a composi¢ao das
inversas na ordem inversa, G 'F !,

2.8.9 Transformacoes conjugadas

Composicao e inversao sao ferramentas extremamente tteis quando
queremos construir projetividades mais complexas que as descritas aci-
ma.

Para esse fim, usamos freqiientemente o idioma G~ 'FG, chamado
de conjugada de F por G. Observe que se F leva o ponto p no ponto g,
sua conjugada G~'FG leva o ponto pG no ponto ¢G; e se p é um ponto
fixo de F', entdo pG é um ponto fixo de G~'FG.

Por exemplo, a transformacao que roda o plano de 30° em torno
do ponto (3,5) pode ser obtida pela composi¢iao T~'RT, onde T é a
translagao por (3,5), e R é a rotagao de 30° em torno da origem.

Ex. 2.81: Para cada uma das transformagoes abaixo, diga como obté-
la através da composigao de projetividades simples (translagoes, ro-
tacoes em torno da origem, mudancas de escala, reflexdes nos eixos, e
cisalhamentos horizontais e verticais):

(a) Reflexdo em torno da reta vertical de abscissa X.

(b) Reflexao em torno da reta paralela ao vetor (X4, Yy) passando pela
origem.
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(c) Reflexdao em torno da reta paralela ao vetor (X4, Yy) passando pelo
pODtO (Xpa Y;D)

(d) Mudanca de eixos e escalas que leva o retangulo cartesiano [2, 4] x
[3 x 5] para o retangulo [—1,+1] x [0, 1].

2.8.10 Efeito de projetividades em retas

Seja F' uma projetividade de T e » uma reta. Por definicio, a imagem
de r por F é a tnica reta F(r) tal que

rop=F(r)o F(p)

para todo ponto p. Note, em particular, que p esta em r se e somente
se F(p) estd em F(r).

Os coeficientes da reta F'(r) podem ser obtidos multiplicando-se a
inversa da matriz de F' pelos coeficientes de r, que devem ser conside-
rados como um vetor coluna (isto é, uma matriz 3 x 1). Ou seja,

F(W, X, V) =F W, x,)) (2.24)

Ex. 2.82: Determine a imagem do ponto [1,1,1] e da reta (1,1, 1) sob
uma translacao pelo vetor (2,3).

2.8.11 Transformacoes afins

Todas as transformacoes vistas até agora sao casos particulares das
transformacades afins do plano, cuja forma cartesiana geral é

(X,Y) = (aX+0bY +e,cX +dY + f)

- a8 ]) e

onde (gdb) é uma matriz real nao singular, e (e, f) um vetor real. A

versao homogénea é

[w, z,y] = [w, 2,y (2.25)

o O =
o 2 O
QU

Imagem de uma
reta

Transformacao afim
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E f4cil verificar que as transformacoes afins sdo fechadas sob com-
posicao e inversao.

Mais ainda, toda transformagao afim mantém a reta Q fixa (como
conjunto, ndo necessariamente ponto-a-ponto); ou seja, leva pontos fi-
nitos para pontos finitos, e pontos infinitos para pontos infinito. Na
verdade, estas duas propriedades podem ser usadas para definir trans-
formacoes afins do plano. Alids, que as transformacoes afins sao jus-
tamente todas projetividades que podem ser estudadas na geometria
euclidiana (ou cartesiana), sem sair dos limites do R*.

Pode-se concluir também que toda transformacao afim preserva o
paralelismo entre retas, pois duas retas finitas sao paralelas se e somente
se elas encontram num ponto infinito.

Existe uma tnica transformacao afim do plano que leva os trés pon-
tos (0,0), (1,0), e (0, 1) para trés pontos dados (finitos e nao colineares)
o = (Xo, Y0), p1 = (X1, Y1), p2 = (X2, Y3). A matriz homogénea dessa
transformacao é

1 Xo Yo
APOPIP2 = [waxay] = [waxay] 0 X1 —-Xy, Y1-Y,
0 Xo—X;, Yo—-Y (2.26)

Portando, dados quaisquer dois tridngulos abc e pgr (finitos e nao-
degenerados), existe uma tnica transformacao afim do plano que leva
a—p,b—q,ecrr, que é simplesmente a composicao Aabc_lqur.

Ex. 2.83: Determine a matriz da transformacao afim que leva os pon-
tos

[1,2,3], [1,4,0], [1,0,4]

para
[1,2,0],[1,=1,1],[1, -1, —1]

2.8.12 Transformacoes projetivas gerais

A transformacoes afins sao um subconjunto préprio das projetividades
de T%. Em geral, projetividade pode levar pontos finitos para o infinito,
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e vice-versa. Considere por exemplo a transformacao
010
(w,z,y] = [w,z,y] | 1 0 0| = [z,w,vy]
0 01

que mantém o “pdlo norte” [0,0, 1] fixo, e troca a origem [1,0,0] com
o “pdlo leste” [0, 1,0]. Esta projetividade troca o eixo Y com a reta no
infinito (2; portanto, ela transforma retas horizontais em retas que pas-
sam pela origem, e vice-versa. Em termos de coordenadas cartesianas,
esta transformagcao é

(X,Y)— (1/X,Y/X)

Note que esta férmula é indefinida quando X = 0; e, reciprocamente,
nao existe nenhum ponto do R* cuja imagem tenha X = 0. Como
este exemplo mostra, transformagcoes projetivas nao-afins — que levam
pontos finitos para o infinito, ou vice-versa — s6 podem ser estudadas
convenientemente no plano projetivo T¥, em termos de coordenadas
homogéneas.

2.9 Geometria projetiva tridimensional

A teoria de coordenadas homogéneas pode ser estendida para o espaco
tridimensional (e, na verdade, n-dimensional) sem maiores problemas.

Apesar de nossa intencao declarada de estudar apenas problemas
geométricos no plano, vale a pena descrever aqui as idéias essenciais
dessa extensao, pois muitos problemas reais de geometria computacio-
nal, especialmente em computacao grafica, envolvem objetos tridimen-
sionais. Além disso,alguns algoritmos que estudaremos no capitulo 6
utilizam internamente técnicas tridimensionais para resolver problemas
bidimensionais.

2.9.1 Pontos

No espaco projetivo orientado TF, os pontos sao todas as quadruplas
[w, x,y, z] de nimeros reais, exceto [0,0,0,0], sendo que [w,z,y, 2| e
[aw, ax, ay, az] denotam o mesmo ponto para todo a > 0.

Espaco projetivo T
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Um modelo geométrico de T# (andlogo ao modelo plano de T¥)
pode ser construido com duas cépias do espaco cartesiano R¥, o aquém
e o além; mais uma cépia da esfera S¥, cada vetor unitdrio da qual
representa um ponto infinito de TF. Se w > 0, a quidrupla [w,z,y, 2]
denota o ponto de coordenadas cartesianas (z/w,y/w, z/w) do aquém:;
se w < 0, ela denota o mesmo ponto no além; see w = 0, ela denota o
ponto infinito na dire¢ao do vetor (z,y, 2).

2.9.2 Planos

Um plano (orientado) de T é definido por quatro coeficientes reais
W, X,Y, Z); sendo que um ponto [w,z,y, 2] estd nesse plano se e
somente se

Ww+Xe+Yy+Z2=0

Os demais pontos de T sao separados pelo plano em dois conjuntos,
os lados do plano, que podem ser distinguidos pelo sinal da férmula
acima. Observe que o sinal da férmula nao se altera se multiplicarmos
todos os coeficientes do plano pelo mesmo real a > 0.

2.9.3 Orientacao de um tetraedro
Dados quatro pontos py,..ps de T, onde p; = [w;, z;, Y, ], definimos
a orientacao dos mesmos como sendo
Wo To Yo <o
wy z
A(po.p1,pasps) =sgn| ! AR (2.27)

Wy T2 Y2 22
w3 T3 Y3 23

Ex. 2.84: Determine a orientacao dos quatro pontos

[1,0,0,0] [0,1,0,0] [0,0,1,0] [0,0,0,1]

Ex. 2.85: Prove que a funcao A(pg,p1,p2,ps), definida pela férmu-
la (2.27), é zero se e somente se 0s quatro pontos pertencem a um
mesmo plano.

Modelo car
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Intuitivamente, para pontos no aquém, a férmula (2.27) diz se a
trajetéria pg — p; — pa — p3 é uma hélice “direita” (como a da maioria
dos parafusos) ou “esquerda”; isto é, se o triangulo pg — p; — ps roda
no sentido anti-hordrio quando visto de p3. Veja a figura 2.16. (Esta
interpretacio supde que os eixos de R¥ estdo representados na posicio

costumeira, com o sentido de X para Y anti-horario quando visto de Z
positivo.)
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Figura 2.16: Orientacao positiva de quatro pontos no espaco.

Ex. 2.86: (a) Mostre que a orientacao de quatro pontos no espago se
inverte se trocarmos quaisquer dois pontos entre si. Assim, por exemplo,

A(po,p1,p2,p3) = — A(po, p3, P2, P1)

(b) Usando o resultado do item (a), mostre que uma permutagao cir-
cular dos pontos também inverte sua orientacio; isto é,

A(po,p1,p2,p3) = — A(p3, po, p1, p2)

Ex. 2.87: O que acontece com o valor de A(pg, p1,p2, p3) se trocarmos

um dos pontos pelo seu antipoda? E se trocarmos todos os quatro
pontos pelos seus antipodas?

2.9.4 Construindo planos e pontos

Por trés pontos nao-colineares pg, p1, p2 de TF passam exatamente dois

Formula do plano
por trés pontos
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planos, coincidentes e opostos. Um desses planos tem coeficientes
poVprVps =W, XY, Z), onde

To Yo %o Wy Yo <o
W =+m n = X =—lw y 2
T2 Y2 22 Wy Y2 2o
Wo Lo %o Wy To Yo
Y =+ w 1 =z Z = —lw ® U
Wy T2 X2 Wy T2 Y2
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Dualmente, trés planos que nao contém uma reta comum tem exa-
tamente dois pontos antipodais em comum. As coordenadas destes
pontos podem ser obtidas por uma férmula semelhante (na verdade,
dual) & férmula de pg V p1 V py acima.

2.9.5 Transformacoes projetivas no espacgo

A teoria das transformacoes projetivas pode ser facilmente generalizada
para espacos projetivos de trés dimensoes, ou mais.

Assim, as transformacdes projetivas de T sdo as transformacoes
que preservam a coplanaridade de pontos. Qualquer transformacao
desse tipo equivale a multiplicar as coordenadas homogéneas de cada
ponto por uma certa matriz real 4 x 4.

2.10 O plano projetivo classico

A estas alturas, os leitores que ja estavam familiarizados com geome-
tria projetiva devem estar bastante perplexos, e esperando impacientes
pelos esclarecimentos que prometemos na secao 2.2.1. Chegou a hora
de cumprir essa promessa.

A verdade é que, para a grande maioria dos matematicos e
gedometras, a frase plano projetivo significa um espaco P* que contém
exatamente a metade dos pontos do nosso espaco T¢. Mais precisamen-
te, cada par de pontos antipodais de T corresponde a um tnico ponto
de P*. Algebricamente, isto equivale a dizer que [w, z,y] e [aw, ax, ay]
sao o0 mesmo ponto para todo w # 0, positivo ou negativo. Da mesma
forma, cada par de retas opostas de T corresponde a uma tnica reta
de P* — isto ¢, as retas de P¥ ndo sdo orientadas.

A simplicidade do plano projetivo “cldssico” P* tem suas vantagens.
Por exemplo, as palavras “igual” e “coincidente” significam a mesma
coisa. La nao existem o aquém e o além, pois o conjunto dos pontos
finitos de P* equivale a uma tnica cépia de R*. Em P¥, duas retas
distintas se encontram num tnico ponto, e dois pontos distintos deter-
minam uma unica reta; com isto, os axiomas da geometria de P* sdo
mais proximos aos da geometria euclidiana.

Férmula do ponto
comum a trés
planos

Transformacoes
projetivas no espaco

Plano projetivo nao
orientado



Infinito

Lados

Orientacao de

triangulos

Segmentos

Convezidade
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Entretanto, trabalhar no plano P* também tem muitas desvanta-
gens. Em primeiro lugar, nao podemos mais distinguir o ponto no
infinito com direcao +d do ponto com direcao —d. Pior ainda, nao
podemos distinguir os dois lados de uma reta. Na verdade, no plano
P¥, toda reta tem apenas um lado; isto é, quaisquer dois pontos fora
da reta podem ser ligados por um caminho continuo que nao cruza a
reta.

Mais ainda, em P¥ podemos transformar quaisquer triangulo préprio
para qualquer outro, de maneira continua, sem nunca passar por um
triangulo degenerado. Isto significa que nao podemos definir a orien-
tacao de um triangulo.

Finalmente, em P* nio é possivel definir o segmento que liga dois
pontos dados, pois existem em geral duas maneiras de se ir de um
ponto para outro em linha reta, e nao é possivel distinguir entre essas
duas alternativas de maneira consistente. Esta ambigiiidade complica
a definicao de figura convexa, e invalida quase todas as propriedades
que tornam esse conceito interessante na geometria euclidiana — por
exemplo, a intersecciao de duas figuras convexas de P* pode nao ser
convexa.

Como veremos nos capitulos seguintes, os conceitos de segmento,
convexidade, interior, lado, orientacao, e derivados sao fundamentais
para a maioria dos problemas e métodos de geometria computacional.
E por esta razdo que, neste livro, escolhemos trabalhar com T em vez
de P* — isto é, com a geometria projetiva orientada em vez da cléssica.



Capitulo 3

Problemas Geométricos
Elementares

Neste capitulo estudamos dois problemas geométricos simples com o
objetivo de dar ao leitor uma primeira idéia da natureza das questoes
algoritmicas que aparecem em geometria computacional. Tlustramos
técnicas simples para projetos de algoritmos e descrevemos as andlises
de suas complexidades.

As simplicidades dos enunciados desses dois problemas e o fato de
tao naturalmente apelarem a intuicao geométrica cotidiana os tornam
ideais para uma introducao a geometria computacional.

3.1 Introducao
Presumiremos apenas alguns conhecimentos basicos de matemética dis-
creta, embora uma pequena experiéncia de programacao e uma idéia

intuitiva de eficiéncia de algoritmos além do material visto no capitulo 1
certamente seria um beneficio.

3.2 Par mais préximo

Em um sistema de controle de trafego aéreo auxiliado por computador,
é de vital importancia que a informacao de qual par de aeronaves estao

79
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mais préoximas seja computavel do modo mais eficiente possivel, ja que
estas seriam as mais provaveis de colidir.

O problema do par mais proximo, que consiste em determinar quais
sao dois pontos que estao a menor distancia dentre todos os pares
de pontos em uma colecao finita de pontos dados, é um problema
fundamental em geometria computacional tanto pela simplicidade de
seu enunciado quanto pela importancia de suas aplicacoes.

Apesar da formulacao do problema fazer sentido em qualquer di-
mensao (d > 1), vamos tratar do caso bi-dimensional. Para que possa-
mos nos ater aos aspectos algoritmicos do problema, sem fazer o leitor
se distrair com situacoes especificas de conjuntos de pontos dos dois
lados do plano projetivo, restringiremos esta secao ao tratamento de
conjuntos de pontos contidos no aquém.

3.2.1 Algoritmo ingénuo

A primeira idéia de solugcao para este problema é a aplicacdo de uma
busca exaustiva em todos os pares de pontos da colecao dada a procura
da distancia minima (ou de um par de pontos que cuja distancia seja
minima).

Isso nos leva ao seguinte algoritmo ingénuo (ou por forca bruta):

Algoritmo 3.1 PMP,(S)
Dada uma cole¢io S = (p1,p2, .. .,pn) den pontos devolve a distincia
minima entre pontos de S.

1. D+ ¢

2. Para todo i em [1..n] faca

2.1. Para todo j em [i + 1..n — 1] faca
2.1.1. D < min{D,d(p;,p;)}

3. Devolva D.
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Figura 3.1: Busca em todos os pares.

Nao ha muito o que dizer sobre a correcao ou a complexidade deste
algoritmo. Como no passo 2.1.1 é calculado o minimo entre a distancia
do par de pontos sendo considerado e a menor distancia encontrada até
o momento, D nunca cresce e eventualmente assume o valor minimo
desejado. Como este passo é executado (") =n(n —1)/2 € O(n?

2
vezes, este é um algoritmo de complexidade quadratica.

Ex. 3.1: No capitulo 1 vimos que se um algoritmo é projetado a partir
de uma prova construtiva da existéncia de solucao, tem-se essencial-
mente estabelecida a correcao do procedimento.

(a) Faca uma demonstragao por indugao da existéncia de uma solugao
para o problema do par mais préximo que resulte no seguinte
algoritmo:

Algoritmo 3.2 PMP5(S)

Dada uma cole¢ao S = (p1,p2,-..,pn) de n pontos devolve um
par de pontos de S que realiza a distancia minima entre pontos de
S.

1. Se |S| = 2 entao devolva (p1, p2).

2. Senao escolha um elemento arbitrdrio p; € S. Seja S’ =
S — (pi)-

3. Obtenha recursivamente o par mais préximo de S’:
(pkapf) = PMP2(S’)

4. Procure o ponto p; de S’ mais préximo de p;.

5. Se d(pi,pj) < d(pk,pe) entao devolva (p;,p;j) senao devolva

(Pks De)-
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Figura 3.2: O passo da inducao.

(b) Faca a andlise de complexidade deste algoritmo obtendo e resol-
vendo a relacao de recorréncia correspondente.

3.2.2 Algoritmo por divisao e conquista

procura o par mais préximo dentre todos os (3) possiveis pares. O
comportamento do algoritmo 3.2 do exercicio 3.1 peca pela mesma
razao pois ele gasta O(n) comparacoes para determinar o ponto mais
proximo de p;. Sera que é possivel melhorar este tempo?

A razao para a complexidade quadratica do al%oritmo 3.1 é que se

E em geral muito util, em geometria computacional, fazer incursoes
em dimensoes menores de modo a obter idéias que sugiram solucoes
eficientes para dimensoes maiores.

Considerando o problema do par mais proximo em uma dimensao,
vemos imediatamente que existe um simples algoritmo que o resolve de
maneira muito eficiente: basta ordenar os “pontos” dados e procurar
o par mais préximo através de uma varredura linear destes pontos. A
observacao de que o par de pontos mais proximos é necessariamente um
par consecutivo no conjunto ordenado é o que permite desenvolver es-
te algoritmo. Portanto, a nocao de consecutividade é fundamental. Se
tentamos generalizar o algoritmo acima para dimensoes maiores, vemos
que precisariamos conhecer a priori uma direcao na qual o par de vizi-
nhos mais proximos seria consecutivo. Como isso nao é possivel para
outras dimensoes, onde o segmento de reta unindo um par de vizinhos
mais proximos pode ter qualquer orientagao, precisamos descobrir al-
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guma outra propriedade que, servindo para o projeto de um algoritmo
eficiente em uma dimensao, possa ser generalizada para dimensao dois.

Considere entao a seguinte idéia para um algoritmo baseado no
paradigma de divisao e conquista. Se dividimos um conjunto S de
n pontos da reta pela sua mediana, temos dois subconjuntos disjuntos,
digamos S; e S, com todos os pontos de S; a esquerda da mediana e
os de Sy a direita. O par de pontos mais proximos em S serd um par
contido em S; ou um par contido em Sy ou sera formado por um par
muito particular de pontos de S; x Sy. Este par necessariamente teria
que ser composto do ponto mais a direita de S; e do mais a esquerda
de Sy, isto é, os dois pontos vizinhos da mediana — ponto de separacao
de Sl e SQ.

Vejamos agora como generalizar esta idéia para um algoritmo que
resolve o problema do par mais préximo eficientemente em dimensao
dois.

Comecamos com uma outra prova da existéncia de solucao para o
problema:

Prova (por inducao em n):
Base: Se n =2, (p;,p2) é o par mais proximo de S.

Hipdtese: Assuma que é possivel determinar o par de pontos mais
préximos em colegbes de até [n/2] pontos no plano.

Passo: Particione a colecao S em duas sub-colecoes S; e Sy de
n/2| e [n/2] elementos, respectivamente, separados
por uma reta vertical . Por hipdtese de inducao, é
possivel determinar o par mais préximo (p;,, pj,) em Sy
e (pi27pj2) em Sy. Seja d = min{d(piﬂpjl)’ d(pi27pj2)}'
Considere a faixa vertical F de largura 20 centrada na
reta r. Determine o par mais proximo formado de um
ponto de S; e um ponto de Sy, ambos dentro da faixa
F. Seja (pk, pe) este par. Se d(pg, pe) < 0, entdo o par
mais proximo de S é (pg,ps), sendo é aquele dentre
(pir, 1) € (pir, pj,) que realiza a distancia 6. M
Como no caso da prova anterior, obtemos facilmente um algoritmo a
partir desta prova. O cuidado que temos que tomar é com a eficiéncia
do passo de construcao o qual essencialmente define a complexidade
resultante do algoritmo. Vamos entao explorar a seguinte idéia.
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Figura 3.3: O processo de divisao.

Para cada ponto p; de S;NF basta que se procure o ponto em SoNF
mais préoximo de p; entre aqueles que estiverem dentro de um quadrado
(com lados paralelos aos eixos coordenados) de altura e largura 24,
centrado em p;. Se o nimero de tais pontos fosse ainda O(n) em nada
adiantaria esse aprimoramento, mas felizmente é facil ver que nao pode
haver mais de seis tais candidatos pois do contrario haveria um par de
pontos em S, cuja distancia seria menor que ¢ o que nao pode ocorrer.
O problema que resta é: como encontrar os pontos de S, dentro da
faixa F? E ainda mais, como realizar esse processamento para todos
os pontos de S; N F em tempo total linear em n?
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Figura 3.4: Cada p; € S; tem no maximo seis vizinhos em F N S¢.
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Justamente a classificacao dos pontos de S em seqiiéncia crescente
por ordenadas permite que se faca isso de maneira eficiente.

Algoritmo 3.3 PMP;(S)
Dada uma cole¢io S = (p1,p2,-..,pn) de n pontos devolve a distincia
minima entre pontos de S.

1. Ordene os pontos de S por abscissa e armazene num vetor V,.
2. Ordene os pontos de S por ordenada e armazene num vetor V,.

3. Devolva o par obtido pelo algoritmo PMP;-Auz(S) abaixo.

Algoritmo 3.4 PMP;-Aux(S)

1. Se |S| = 2 entao devolva (pq, p2).

2. Senao, calcule a mediana m, das abscissas de S. Seja r a reta
vertical com abscissa m..

3. Divida S em duas colegoes Sy e Sy com |n/2] e [n/2] pontos,
respectivamente, sendo que todos os pontos de S; estao a es-
querda de (ou sobre) a reta r e os pontos de Sy estao a direita
de (ou sobre) a reta 7.

4. Obtenha recursivamente o par mais proximo de S;:
(p’il7pj1) = PMP3-AU[E(51)
e 0 par mais préximo de Ss:

(pi2,pj2) = PMPg—AUI(SQ)

5. Seja 0= min{d(pilipjl)ﬂ d(pi2:pj2)}

6. Seja F a faixa de largura 20 centrada na reta r. Procure por
varredura vertical, conforme detalhado abaixo, o par de pontos
pr € S1NF e py € SoNF mais proximos.

7. Dentre os trés pares de pontos, (pi,,pj,), (DirsPsn)s (Pr,Pe), de-
volva aquele que realiza a menor distancia.
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Figura 3.5: O passo de conquista.

Detalhamento do passo 6
Para se realizar o passo 6, basta fazer:

6.1 Utilizando o vetor ordenado V), criado no passo 2 do algorit-

mo 3.3, percorra os pontos de S; N F em ordem ascendente de
ordenadas.
Para cada ponto p visitado, tomamos em V), os trés pontos de
So N F acima e os trés pontos abaixo de p. Como observamos
anteriormente, o vizinho mais préximo de p em S, dentro da
faixa F tem que ser um destes seis pontos, devido a escolha da
largura ¢ da faixa F.

6.2 Devolva o par (pg,ps) que minimiza as distancias encontradas.

Complexidade
Os passos 1, 2, 5 e 7 tomam tempo constante, enquanto o passo 3 pode
ser feito em tempo linear.

Como no passo 6 para cada um dos |n/2| pontos de S; fazemos 6
comparagoes de distancias computadas com a menor distancia obtida
até o momento, o tempo total despendido no passo 6 é da ordem de
O(n).

Como o passo 4 é uma chamada recursiva com duas instancias de
tamanho (essencialmente) n/2, a relagao de recorréncia que expressa a
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complexidade do algoritmo 3.4 é:

{ Taux(n) < 2 Taux([n/2]) + an para n > 2 (3.1)

TAux(2) € O(l)a

onde a é uma constante. A solucao da equacao 3.1 é da ordem de
O(nlogn).

Assim, a complexidade T'(n) do algoritmo 3.3 é a soma das com-
plexidades dos seus dois passos de ordenacao e de Thu(n). Portanto,
T(n) € O(nlogn).

3.2.3 Cota inferior

Nesta se¢cao vamos mostrar que 2(nlogn) é uma cota inferior para o
problema do par mais préoximo.

Precisaremos conhecer o problema da Unicidade de Elementos que
consiste de:

Dada uma colecao de n valores reais, determinar se eles sao
todos distintos.

Este problema tem uma cota inferior de Q(nlogn) no modelo de
arvore decisoes algébricas. A demonstracao deste fato é demasiado en-
volvida para apresentacao neste texto, mas como consiste de um exem-
plo primal de aplicacao da técnica desenvolvida por Ben-Or, recomen-
damos ao leitor interessado a leitura do artigo original [BO83].

Faremos, entao, uma reducao do problema da unicidade de elemen-
tos para o problema do Par Mais Proximo, o que estabelecera a cota
inferior para este ultimo, conforme secao 1.7.

Considere o diagrama:

UE Xp, PMP
Tug I Tpyp
Apup

!
Sur s PP
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que ilustra que basta construirmos os mapeamentos 77 e 7g. Para tan-
to, dada uma instancia Iyp = (21, z9,...,2,) € lyg, construiremos a
instancia Ipyp = 7/(Ipg) € Ipyp criando, para cada x; em Iyp um
ponto no plano. Note que, como a entrada para o problema do par
mais préximo, conforme enunciado, é uma cole¢dao (e ndo um conjun-
to) de pontos, se mapeamos (x;) no ponto (z;,0), ndo estaremos des-
truindo quaisquer repeticoes de pontos que estivessem presentes na co-
lecao entrada do problema da unicidade de elementos. Assim, faremos
T[(l‘i) = (SEZ', U)

A segunda parte consiste apenas em fazer 75 determinar se havia
unicidade dos elementos de Iyg baseado na solucao de Ipypp. Ora,
mas os elementos de Iyp eram todos distintos se e somente se a menor
distancia que ocorre entre pares de elementos de Ip);p é nao nula.
Portanto, 75(0) = NAO, e 75(d) = SIM para todo d # 0.

Como ambas as transformacoes 7; e Tg sao realizdveis em tempo
O(n), isso completa a reducao e prova a cota inferior Q2(nlogn) para o
problema do par mais préximo. Conseqiientemente, o algoritmo 3.3 é
6timo no modelo de arvore de decisoes algébricas.

Ex. 3.2: Considere o seguinte problema:

Dados n circulos no plano, todos de mesmo raio r > 0,
determinar se existem dois deles que se interceptam.

(a) Apresente um algoritmo de complexidade O(nlogn) que resolve
este problema.

(b) Mostre que Q(nlogn) é cota inferior para o problema, estabele-
cendo assim a otimalidade assintdtica de seu algoritmo.

3.3 Localizacao de pontos em relacao a
um poligono

O leitor deve se recordar que nossa opcao pelo plano projetivo orien-
tado visa evitar desvantagens inerentes a geometria euclidiana assim
como outras que surgiriam se tivéssemos escolhido trabalhar com a ge-
ometria projetiva classica. Uma das desvantagens desta ultima ¢é que a
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remocao de uma reta deixa uma tinica componente conexa equivalente
(topologicamente) a um disco. Portanto, nunca se pode dizer que dois
pontos dados estao em lados opostos de uma reta. Da mesma forma,
nao podemos ali decidir se dois pontos estao do mesmo lado ou de lados
opostos de um poligono.

No plano projetivo orientado este problema tem sentido, isto é, o
Teorema da Curva de Jordan garante que uma curva fechada sem auto-
intersec¢ao (e, em particular, um poligono simples) divide o espaco em
duas regides disjuntas, que sao os seus lados (positivo e negativo).

3.3.1 Conceitos basicos

Inicialmente, vamos formalizar alguns conceitos elementares necessarios
para o entendimento dos enunciados dos problemas.

(b)

™9

|

0 " !
1

i

i

Figura 3.6: Trés poligonos.
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Definicao 3.1 Dados n pontos distintos e ndao antipodais po,pi, ...,
Pn_1, €les definem uma seqiiéncia de segmentos de reta em ordem ciclica
€; = pipiv1 parat =0,1,...,n—1, onde as somas de indices sao toma-
das modulo n. Os pontos p;’s juntamente com os segmentos e; ’s formam
um poligono. Os pontos sdo chamados os vértices e 0s segmentos sao
as arestas do poligono. (Fig. 3.6 (a), (b) e (c).)

Dizemos que um poligono P = (po,p1,...,Pn_1) € um poligono
simples se ele satisfaz a sequinte propriedade:

todas as arestas de P sao disjuntas exceto pelos vértices que as
arestas consecutivas compartilham, isto €, e;Ne; 1 = {pir1} para
0<i<n—-leeNe =0parai<j—lej<i+n-—1L1

(Fig. 3.6 (b) e (c).)

Os lados de um poligono simples

Gostariamos de ser capazes de distinguir os dois lados de poligonos
simples em T¥ da mesma forma que o fazemos para poligonos simples
contidos no plano euclidiano.

Pelo Teorema da Curva de Jordan, o complemento de um poligono
simples é formado por duas regides disjuntas. No plano euclidiano,
uma delas tem 4rea limitada e a outra tem drea ilimitada. Em T*
nao podemos garantir isso, ja que ha poligonos simples que dividem o
espaco em regioes de area infinita.

O que podemos fazer tanto em R* quanto em TF de modo consis-
tente é distinguir os lados de poligonos simples baseado na ordem dada
dos seus vértices.

Definicao 3.2 Definimos o lado positivo de um poligono simples P =
(Po; P1s - -, Pue1) em T, como sendo a regigo que fica do lado esquerdo
do perimetro, quando este € percorrido na ordem dada.

Mais precisamente, observe que toda vizinhanca V' suficientemente
pequena de um ponto p nao extremo da aresta pop; pode ser dividida
em trés partes:
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Vo:  a intersecao de V' com o segmento pop1,

Vi: a parte de V inteiramente contida no lado positivo da
reta ro =pg V pi1, €

V_: a parte de V inteiramente contida no lado negativo de
Tg.

O lado positivo do poligono P € aquele lado que inclui Vy (e, por-
tanto, exclui V—).

O outro lado de P € chamado lado negativo.

Figura 3.7: O lado positivo de um poligono contido em T*.

No modelo esférico, o lado positivo de uma reta m, unido com a
propria reta forma um hemisfério fechado. Referiremos a ele também
como o lado nao negativo de m. Dado um poligono simples P se existe
uma reta m em cujo lado nao negativo o poligono esta contido, diremos
que m é uma reta limitante de P.

Os poligonos simples para os quais existem retas limitantes téem
propriedades interessantes. Eles gozam de praticamente todas as ca-
racteristicas de poligonos simples contidos no plano euclidiano. Por
outro lado, os poligonos simples que sao interceptados por todas as
retas de T sdo menos intuitivos.
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Ex. 3.3: Mostre que os dois lados do seguinte poligono sao congruentes
(e portanto, essencialmente, indistinguiveis). Conclua que toda reta de
T o intercepta.

P = (p1,p2,p3,pa) onde
p1 = [+1,+1,+1], po = [-1,+1, —1]
p3 = [+1,-1,-1], ps = [-1,-1,+1]

Uma das complicadas idiosincrasias de poligonos como este é o fato de
que pelo menos um de seus lados contém pontos antipodais.

No proximo exercicio, o leitor mostrara que sempre ha um dos lados
de um poligono que nao pode conter reta alguma.

Ex. 3.4: Seja P um poligono simples em T¥ e suponha que existe uma
reta limitante m para Pe digamos que m estd contida no lado negativo
de P. Mostre que o lado positivo de P nao pode conter nenhuma
reta. [Sugestao: se houvesse tal reta, onde estariam os pontos onde ela
interceptaria m?]

Ex. 3.5: Determine se cada um dos seguintes poligonos é simples e, ca-
so afirmativo, desenhe-o hachuriando seu lado positivo. Decida também

se existem retas limitantes para cada um deles.
(a) [1,0,0], [1,1,0], [1,1,1], [1,1,0]

(b) [1,0,0], 1,0,—-1], [1,-1,-1], [1,-1,0]
(c) [1,1,-1], [1,1,1], [—1,-1,0]
(d) [0,1,0], [0,0,1], [0,—-1,0], [0,0,—1]

3.3.2 De que lado de um poligono simples um pon-
to esta?

A aparente simplicidade de algumas solucoes intuitivas para certos pro-
blemas geométricos se deve ao fato de que em geral tratamos apenas
instancias pequenas. Entretanto, quando projetamos algoritmos pa-
ra solucoes automaticas de problemas, pretendemos que estes operem
corretamente em instancias de tamanhos arbitrarios.

O problema de determinar a que lado de um poligono simples um
ponto pertence s nos apresenta desafio visual quando tratamos de
poligonos com pelo menos varias dezenas de vértices. Ainda assim, a
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grande quantidade de informacoes obtidas pelo olho humano nao é facil-
mente extraivel para processamento automatico a partir exclusivamente
das coordenadas dos vértices. Por isso, é essencial a determinacao de
propriedades caracteristicas que sejam computacionalmente eficientes.

Vamos tratar de obter uma tal propriedade para o problema da
localizagao de um ponto com respeito ao lado positivo de um poligono
simples.

Seja P = (po, p1,--.,Pn_1) um poligono simples e ¢ um ponto em
T". Se contarmos o nimero de intersecoes do segmento pyg com as
arestas de P, teremos o niimero de vezes que um ponto viajando sobre
poq muda de um lado ao outro do poligono P. Se soubermos o primeiro
lado encontrado pelo ponto viajante assim que ele deixa o ponto pg,
saberemos pela paridade do nimero de intersecoes se ¢ esta deste
mesmo lado ou do lado oposto.

I b

I
Figura 3.8: Localizagao de ponto em poligono simples.

Isso resulta no seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.5 LocPol,(q, P)
Dado um poligono simples P e um ponto q, devolve o lado de P em
que q se encontra.

1. Se o segmento pyq, ao sair de pg, entra no lado positivo de P,
entao faga s «— +1, senao, faca s < —1.

2. Para cada i em {1..n — 2}, faga
2.1. Se a aresta p;p;1 cruza gpy entao inverta o sinal de s.

3. Devolva o sinal de s.
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Detalhamento do passo 1
Para se realizar o passo 1, basta fazer:

1.1 a + A(q,po,p1)
1.2 b<_ A(pn—lapOaQ)

1.3 t < A(pn—1,P0.D1)
1.4 Sea=>b=1entdo s + t sendo s < —t.

Detalhamento do passo 2.1
Uma das maneiras de se executar o passo 2.1 é:

2.1.1 Calcule a reta m = pq V q.
2.1.2 Verifique a posicao de p; em relacao m.

2.1.3 Se p; esta do lado positivo de m ou sobre m, e p; ;1 estd no
lado negativo de m, entao:

2.1.3.1 Se A(pi,piy1,p0) = —1 e A(pi;pit1,q) = +1, entdo
devolva “VERDADEIRO” (p;, p;y1 cruza gpg), senao de-
volva “FALSO” (p;, pi+1 ndo cruza qpo).

Complexidade

Os passos 1 e 3 tomam tempo constante. A busca por intersecoes feita
no passo 2.1 toma tempo linear. Portanto, este algoritmo toma tempo
total T'(n) € O(n).

3.4 Convexidade facilita localizacao de
pontos

Acabamos de ver como localizar um ponto em relacao aos lados posi-
tivo e negativo de um poligono simples. Observe que o Unico uso que
fizemos da geometria do poligono foi do fato de ele dividir o plano em
duas partes disjuntas. A simplicidade do poligono nao sugere nenhu-
ma possibilidade de melhoria na eficiencia do algoritmo de localizacao.
Se, porém, tivéssemos mais estrutura geométrica num poligono (por
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exemplo, convexidade), talvez isso nos ajudasse a desenvolver algorit-
mos mais eficientes para o problema de localizacado de pontos. Antes
de vermos o que se pode ganhar quando os poligonos sao convexos,
precisamos formalizar a nocao de convexidade na geometria projetiva
orientada.

Pretendemos estender de forma consistente a definicao de conve-
xidade do plano euclidiano para o plano projetivo orientado. Para
isso, precisamos poder nos referir ao segmento que liga dois pontos.
Recorde-se que o segmento de reta entre dois pontos em TF s6 estd
definido quando estes pontos sao ndo antipodais.

Definicao 3.3 Seja C um subconjunto de T®. Dizemos que C ¢é con-
vexo se para todo par de pontos em C o segmento de reta que eles
determinam estd inteiramente contido em C'.

Portanto, a definicao de conjunto convexo exclui conjuntos que con-
tenham pares de pontos antipodais. Em particular, nao consideramos
T como um conjunto convexo. Isso pode parecer estranho, mas note,
entretanto, que isso nao torna esta defini¢cao incompativel com a de con-
vexidade no plano euclidiano pois cada uma de suas cépias (o aquém
e o além) contidas em T* sdo convexas. Da mesma forma, qualquer
hemisfério aberto é convexo.

Ex. 3.6:

(a) Mostre que o poligono formado pelos seguintes vértices nao é um
conjunto convexo:

[1,0,0], [—1,0, 2], [1, 1, 2], [—1, 2,0]
b) Este poligono é simples?

Os maiores conjuntos convexos em T sdo constituidos, no modelo
esférico, precisamente de um hemisfério, uma metade de sua fronteira
— uma metade aberta de um circulo maximo — e apenas um dos pontos
extremos deste meio-circulo maximo.
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s

Definig¢ao 3.4 Um poligono simples P = (po,p1,---,pn_1) em TZ é
chamado poligono convexo se

A(pl,pl + 1:pi+2 =+1
para todo i entre 0 en — 1.

Ha varias formas equivalentes de se definir poligono convexo. Como
cada uma delas ¢ se presta a alguma situacao de modo mais conveniente
que as outras, vejamos trés destas. Ao resolver cada um dos exercicios
a seguir, nao deixe de extrair o significado geométrico de cada um.

[N

Ex. 3.7: Mostre que um poligono simples P = (pg,p1,-.-,Pn—1)
convexo se e somente se

Al(pi,pi+1,p; = +1
para todo 7,7 com i < j < 1+ n.

Ex. 3.8: Mostre que um poligono simples P = (pg,p1,-..,Pn—1) €
convexo se e somente se

A(pi,pj,pr) = +1

para todo 4,7,k com i < j < k <1+ n.

Ex. 3.9: Mostre que um poligono simples P = (pg,p1,-..,Pn-1) €
convexo se e somente se nenhum de seus vértices é combinacao convexa
dos outros.

Ex. 3.10:

(a) Mostre que a seguinte implica¢ao é também verdadeira:
Se P é um poligono convexo, entdo seu lado positivo forma um
conjunto convexo.

(b) Por que a reciproca nao é verdadeira?

Definicao 3.5 Chamamos o lado positivo de um poligono convexo de
interior do poligono e o lado negativo de exterior.
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Vejamos agora como podemos determinar em tempo sublinear se
um ponto dado estd no interior ou exterior de um poligono convexo.

Considere um poligono convexo P = (pg, p1,...,Pn_1). A convexi-
dade de P garante que existe uma reta m tal que todos os vértices de
P estao do lado nao negativo de m.

Figura 3.9: Poligono convexo contido do lado positivo de m.

Ex. 3.11: Dado um poligono convexo, mostre que é possivel determi-
nar em tempo constante uma reta em cujo lado nao negativo estao todos
os vértices do poligono. (Sugestdo: se m é uma reta no lado exterior
do poligono, entao m ou —m satisfaz a propriedade.)

Considere, em conseqiiéncia do exercicio 3.11 que temos, além do
poligono convexo P, uma reta m cujo lado positivo contém P. Como
o lado de m contendo P unido com m forma um hemisfério (topo-
logicamente) fechado, temos uma situacao completamente andloga a
situacao em que P estd contido no aquém. A menos, portanto, de um
homeomorfismo' que mapeia o hemisfério fechado determinado por m
contendo P, no aquém estendido, podemos assumir que P esta contido
no aquém.

Em outras palavras, podemos assumir, para clareza de exposicao,
que nenhum dos vértices de P estd no além. Deste modo, dado um
ponto (de consulta) ¢ que se deseja determinar se estd no interior de
P, caso q esteja no além, sabemos que ¢ esta no exterior de P.

'Um homeomorfismo é uma bijecdo continua cuja inversa é também continua.
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Resta, entao, descrever um algoritmo que decide se um ponto ¢q de
peso positivo estd no interior ou exterior de P.

Seja p um ponto no interior de P. Para cada vértice p; de P,
considere o segmento passando por p; ligando p a um ponto no infinito
— na direcao do vetor (p; —p). Perceba que o aquém fica assim dividido
em n triangulos todos tendo p como vértice comum. Chamemos de 7;
o triangulo limitado pelos segmentos determinados por p e p; e por p e
pir1. Como estes triangulos estao ordenados circularmente em torno de
p pela propria seqiiéncia dos vértices de P dada, podemos determinar
por busca binaria qual o triangulo dentro do qual o ponto de consulta ¢
estd. Se ¢ estd dentro de um triangulo 7} entao ¢ estara no interior de
P se e somente se ¢ estiver do lado positivo da reta determinada pelo
segmento p;p;41. Veja figura 3.10.

Temos assim, o seguinte algoritmo que determina se um ponto ¢ de
peso positivo estd do lado positivo (interior) ou negativo (exterior) de
um poligono convexo P contido no aquém:

Algoritmo 3.6 LocPolConv(g, P)
Dado um poligono convexo P e um ponto q, devolve o lado de P em
que q se encontra.

1. Seja p o baricentro de algum triangulo formado por vértices de
P.

2. Como a ordem dos vértices (pg, p1,...,Pn_1) de P estabelecem
uma ordem ciclica para as retas p V p;, determine por busca
bindria o indice j (0 < j <n—1) tal que (pV p;41)0qg >0e
(pVpj)oq<0.

3. Devolva o sinal de (p; V pji1) ©q.

Complexidade
Os passos 1 e 3 tomam tempo constante. A busca feita no passo 2

toma tempo logaritmico. Portanto, este algoritmo toma tempo total
T(n) € O(logn).



3.5. Pontos em estrelas 99

Figura 3.10: Localizacao de ponto em poligono convexo.

Obtivemos assim, um algoritmo que resolve o problema da locali-
zagao de pontos com respeito ao interior de poligonos convexos de modo
muito mais eficiente do que pudemos fazer para poligonos simples.

3.5 Pontos em estrelas

Uma classe de poligonos simples nao convexos muito 1til em geometria

computacional é a dos poligonos estrelados que definiremos a seguir.

Antes, porém, precisamos da nocao de pontos mutuamente visiveis.
Ao longo desta secao, considere P um poligono simples.

Definicao 3.6 Dados dois pontos p,q no interior de P, dizemos que p
enxerga ¢ (e vice-versa) se o segmento pq ndo intercepta o exterior de
P. Neste caso, dizemos também que p e ¢ sdo mutuamente visiveis.

Figura 3.11: Pontos que se enxergam.

Pontos que se
enzergam
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Definicao 3.7 Definimos o ntcleo do poligono P como sendo o con-  Nicleo de 1
gunto dos pontos do seu interior que enzergam todos os pontos de P. poligono

Figura 3.12: O ntcleo de um poligono.

Poligono estrelado  Definigao 3.8 Dizemos que P é um poligono estrelado (ou em forma
de estrela) se seu nicleo € nao vazio.

Ex. 3.12: Mostre que se existe um ponto no interior de um poligono
que enxerga todos os seus vértices, entao o poligono é estrelado.

Obviamente, todo poligono convexo é estrelado pois seu ntcleo
coincide com seu interior.

Ex. 3.13: Mostre que o nicleo de qualquer poligono estrelado é sempre
um conjunto convexo.

Poligonos estrelados sao dotados de estrutura suficiente para que se
possa determinar se um ponto dado pertence a seu interior ou exterior
tao eficientemente quanto foi possivel fazer para os poligonos convexos.
Nos exercicios a seguir o leitor mostrara isso.

Ex. 3.14: Mostre que a ordem dada dos vértices (pg,p1,-.-,Pn—1) de
um poligono estrelado estabelecem uma ordem ciclica para as retas
pV p;, em torno de um ponto p qualquer em seu nicleo.

Ex. 3.15: Generalize o algoritmo 3.6 para poligonos estrelados quando
se conhece algum ponto de seu nicleo.
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Figura 3.13: Generalizacao para poligonos estrelados.



102 Capitulo 3. Problemas Geométricos Elementares



Capitulo 4

Convexidade

A nocao de convexidade é central a muitos problemas nao apenas em
geometria computacional mas também programacao linear, processa-
mento de imagens, reconhecimento de padroes, etc. Neste capitulo
estudaremos principalmente o problema da construgao de poligonos
convexos que envolvam conjuntos de pontos minimizando a area en-
volvida. Embora aparentemente simples, este problema ja recebeu na
literatura atencao quase tao grande quanto o problema de ordenacao
no tocante ao projeto de solucoes eficientes. Veremos aqui algumas das
mais elucidativas.

4.1 Introducao

O singelo problema de determinar se um poligono dado é convexo é tao
simples quanto o problema de determinar se uma seqiiéncia finita de
valores reais esta ordenada. Da mesma forma, veremos que dados n
pontos no plano, determinar o menor poligono convexo que 0s contém
¢ da mesma ordem de dificuldade de ordenar n nimeros reais. De
fato, existem varios algoritmos de ordenacao que tém correspondentes
algoritmos para construcao de poligonos convexos.

103
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4.2 Determinacao de convexidade

Considere inicialmente o problema de determinar se um poligono dado
é convexo ou nao.

Nao é dificil ver que basta verificar se todas as diagonais do poligono
estao inteiramente contidas no seu lado positivo. (As diagonais de um
poligono sao os segmentos que unem pares de vértices nao ligados por
arestas.) Por mais que se consiga fazer uma tal verificacdo de modo
eficiente, esta abordagem nos requer fazer (g) € O(n?) tais verificacoes
o que torna um tal algoritmo seriamente ineficiente. Uma melhoria

desta abordagem é proposta no exercicio 4.1.

Ex. 4.1:

(a) Prove que se um poligono é nao convexo, entao existe alguma
diagonal entre vértices separados por exatamente duas arestas cujo
ponto médio é externo ao poligono.

Figura 4.1: Pontos médios de diagonais

(b) Use esta propriedade para desenvolver um algoritmo para deter-
minar se um poligono dado é convexo. A complexidade de seu
algoritmo deve ser O(nlogn) onde n é o nimero de vértices.

Computacionalmente é mais interessante explorar a propriedade de
que todo poligono nao convexo contém um angulo reflexo no seu lado
positivo (i.6., maior que 180°). Esta verifica¢ao deve porém ser levada a
cabo sem a explicita computacao de angulos pois isto envolve recorrer a
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fungoes transcendentais (e.g., arctan) que nao fazem parte dos modelos
computacionais com que lidamos.

Figura 4.2: Um poh’gono nao convexo e um de seus angulos reflexos.

Uma maneira de atingir o mesmo objetivo ¢é fazer uso do teste de
determinacao de orientagao de triangulos.

Ex. 4.2:

(a) Escreva um algoritmo que determina se um poligono simples dado
é convexo, utilizando a prépria defini¢ao 3.4.

(b) Mostre que a complexidade de seu algoritmo é O(n) onde n é o
nimero de vértices.
Note que este algoritmo é dtimo pois a cota inferior £2(n) segue do
fato de que se algum algoritmo nao olhar ambas as arestas inci-
dentes a cada um dos vértices, ele nao pode decidir corretamente
a convexidade do poligono.

Figura 4.3: Um vértice nao verificado basta para destruir a
convexidade.
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4.3 Casco convexo de conjuntos finitos de
pontos

Dado um conjunto de pontos, definimos seu casco convero (ou sua
envoltéria convera ), como sendo 0 menor conjunto convexo que o
contém, ou mais formalmente:

Definigao 4.1 Seja P um conjunto. O casco convexo (ou a envoltéria
convexa) de P, é o conjunto:

Conv(P)= () X,

XeCp

onde Cp = {X D P | Xé um conjunto convero}.

Em particular, estaremos interessados no casco convexo de conjuntos
finitos de pontos, nao todos colineares.

Observacao 4.1 O casco convero de um conjunto finito de pontos,
coincide com a unido de um poligono convexo e seu interior.

Ao longo deste capitulo, S denotard um conjunto de n pontos em
T#) S = {pU;pla cee 7pn71}-

Como o casco convexo de S, Conv(S), pode ser determinado a
partir do poligono que coincide com sua fronteira, nos algoritmos que
determinam envoltdrias convexas, basta produzirmos o conjunto de
vértices deste poligono assumindo que a ordem apropriada dos vértices
seja estabelecida. Por isso, nos referiremos as vezes ao casco convexo
de S como o poligono convexo que coincide com sua fronteira.

Existem diversos algoritmos para a construcao do casco convexo
de conjuntos finitos de pontos, inclusive aqueles que exploram alguma
eventual estrutura de que este conjunto seja dotado.

Como os vértices do casco convexo de S formam um subconjunto de
S, ha duas possiveis abordagens para a identificacao destes: determinar
os pontos de S que sdo vértices de Conv(S), ou identificar os pontos de
S que nao sao vértices de Conv(S) de modo a eliminé-los.

Embora esta pareca uma observacao trivial, veremos que tanto
uma quanto a outra abordagem permitem identificar propriedades ge-
ométricas que produzem algoritmos para a construgao do casco convexo.
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4.3.1 Algoritmos simples para conjuntos de pontos

Como a definigao de casco convexo de um conjunto de pontos (como o
menor conjunto convexo que o contém) nao sugere uma forma construti-
va de obté-lo, faz-se necessario determinar uma propriedade geométrica
que induza a uma construcao eficiente.

Note que, a principio, nao temos como decidir se o casco convexo
de um conjunto de pontos de T¥ é bem definido, isto é, pode acontecer
que o conjunto nao contenha nenhum par de pontos antipodais mas
suas combinagoes convexas gerem um tal par.

No final deste capitulo (se¢do 4.3.6), veremos como resolver estas
situacoes. Por enquanto, assuma que o conjunto de pontos dado esteja
todo contido no aquém. Deste modo, o casco convexo do conjunto es-
tard bem definido, isto é, seu interior sera sempre um conjunto convexo.

Um algoritmo ingénuo

Objetivando eliminar os pontos de S que sejam interiores ao casco
convexo de S, observamos que:

Propriedade 4.1 Um ponto ¢é interno a envoltoria convexra de um
conjunto se e somente se € interior a algum triangulo formado por
alguma tripla de pontos do conjunto.

Esta propriedade sugere um algoritmo trivial mas de alto custo:

Algoritmo 4.1 EnvConv,(S)
Dado um conjunto finito de pontos S, devolve os vértices do casco

convezo de S, Conv(S).
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1. C«+ S
2. Para cada tripla de pontos distintos ¢1, ¢2, ¢3 de S faca

2.1. Para cada ponto p de C, faca
2.1.1. Se p ¢ interno ao triangulo formado por ¢, g2, g3 entao
remova p de C.

3. Devolva Conv(S) = C.

Complexidade
Complezidade: ~ Como existem (g) € O(n?) triangulos, em cada um dos quais se verifica,
O(n')  no pior caso, a pertinéncia de cada um dos outros n — 3 pontos, a
complexidade total deste algoritmo é da ordem de n*.

Devemos certamente conseguir fazer melhor que isso.

Outro algoritmo (nao tao) ingénuo

Reta de suporte  Defini¢ao 4.2 Seja R uma regido qualquer de T® e seja m uma reta
que passa por algum ponto de R. Se um dos lados fechados determina-
dos por m contém toda a regiao R, entao dizemos que m é uma reta de
suporte de .

Figura 4.4: Retas de suporte.
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Observe que as retas determinadas pelas arestas de um poligono
convexo sao todas retas de suporte do poligono. Reciprocamente:

Propriedade 4.2 Se S é um conjunto de pontos em posicio geral'
entdo cada par de pontos de S pelos quais passa uma reta de suporte
determina uma aresta de seu casco convero.

Figura 4.5: Um casco convexo e as linhas de suporte que determinam
suas arestas.

Com base nesta propriedade, podemos desenvolver um algoritmo
mais eficiente que o anterior. Este é o objetivo do exercicio 4.3.

Ex. 4.3:

(a) Descreva um algoritmo que constréi a envoltéria convexa de um
conjunto de n pontos no aquém em posicao geral, identificando as
arestas através da propriedade 4.2.

(b) Faca a andlise da complexidade de seu algoritmo e mostre que ele Complezidade:
é mais eficiente que o algoritmo 4.1 por um fator linear. O(n?)

'Um conjunto de pontos em R¥ estd em posicdo geral se ele ndo contém dois
pontos coincidentes ou trés pontos colineares.
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Método Incremental

Conforme vimos na secao 1.6.1, uma das técnicas importantes de pro-
jeto de algoritmos, especialmente quando os dados nao sao todos co-
nhecidos a priori, é a incremental. Vejamos como aplica-la ao problema
da construcao de cascos convexos.

A correcao do algoritmo abaixo é decorréncia de uma prova por
inducao de que uma solucao existe, a qual o leitor atento percebera
transparente no proprio algoritmo.

Algoritmo 4.2 EnvConvy(S)
Dado um conjunto finito S de pelo menos trés pontos, devolve o casco
convezo de S, Conv(S).

1. Se |S| = 3 entao

1.1. Se A(po, p1,p2) > 0 entao devolva (pg, p1, p2) senao devolva
(P2, P1, Do)

2. Escolha um ponto ¢ € S. Faga S’ + S — {q}.
3. Construa recursivamente Conv(S’) = EnvConvy(S').
4. Se ¢ pertence ao interior de Conv(S’)

4.1. Entao devolva Conv(S) = Conv(S")
4.2. Senao

4.2.1. Forme Conv(S) estendendo Conv(S’) de modo que ¢
seja um de seus vértices.

4.2.2. Devolva Conv(S).

No passo 2 o fato de que ¢ é um ponto arbitrario permite que este
algoritmo seja aplicado ao caso em que os pontos sao dados um a um
numa ordem arbitraria.

Para cada ponto, a determinacao de qual dos dois casos possiveis no
passo 4 é o que ocorre pode ser feita usando-se os algoritmos discutidos
na secao 3.3.2.
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Detalhamento do passo 4.2.1

Tratemos portanto da situacao em que g deve ser incluido na solucao
final (passo 4.2.1). Neste caso, duas novas arestas devem ser acrescen-
tadas a envoltéria convexa Conv(S’) adjacentes a ¢, enquanto que uma
cadeia de arestas (com pelo menos uma aresta) e possivelmente vértices
deve ser eliminada.

Figura 4.6: Algoritmo incremental.

Denotaremos esta cadeia por pg, pi1, - - -, Pr, onde todos os vértices
Des1, Potas - -5 Pro1 € as arestas neles incidentes devem ser eliminados.
Portanto, basta determinarmos os pontos p; e p,. Note que p;q deter-
mina uma reta de suporte para S, assim como ¢py,.

A partir do vértice p; de Conv(S’) mais préximo de ¢, um caminha-
mento no sentido anti-hordrio sobre os vértices de Conv(S’) nos permite
determinar p;, da seguinte maneira. Enquanto p;; estd a direita do raio
de origem em ¢ passando por p;, isto é, enquanto A(pj,q,pj+1) > 0,
avanca-se p;. Quando p; nao puder mais ser avancado sem deixar de
satisfazer esta propriedade, teremos encontrado p,. Observe que, de
fato, py assim obtido determina a reta suporte de Conv(S’) passando
por q. De maneira similar se determina p,. O passo restante consiste

em substituir a cadeia py, ps11, ..., pp de Conv(S’) por py, g, p, obtendo
Conv(S).
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Figura 4.7: Determinacao da reta de suporte superior de Conv(S")
passando por gq.

Complexidade

Os passos 1 e 2 tomam tempo constante. Pelo detalhamento do pas-
so 4.2.1, vemos que ele pode ser realizado em tempo linear na car-
dinalidade |S| = n. Logo, a relacdo de recorréncia que descreve a
complexidade do algoritmo é:

{ T(n) <T(n—1)+an paran >3
T(3) = b

onde a e b sao constantes. Portanto, o tempo gasto pelo algoritmo 4.2
é da ordem de O(n?), superando, assim, a eficiéncia dos anteriores.

(4.1)

Perceba que se no passo 2 tomamos g como o ponto mais a direita de
S, o algoritmo resultante é um algoritmo de varredura planar. Para que
se possa fazer a escolha de ¢ de maneira eficiente neste caso, deve-se pré-
ordenar o conjunto S pelas abcissas de seus pontos, como discutimos
na secao 1.6.1.

Figura 4.8: Construcao incremental em ordem crescente de abcissas
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A complexidade resultante depende crucialmente do processo de
determinacao da cadeia de vértices e arestas a ser eliminada do casco
convexo intermedidrio (e da eliminagao propriamente dita). Adiaremos
a analise detalhada de uma maneira eficiente de realizar estas acoes
até mais adiante, mas o leitor ansioso é convidado a projetar e analisar
a complexidade de um algoritmo por varredura planar baseado nestas
observacoes.

4.3.2 Cota inferior

Convém analisarmos o problema em estudo de modo a determinar uma
cota inferior que descreva sua complexidade intrinseca.

Como discutimos na secao 1.5, todo algoritmo que utiliza o teste
de orientacao de triangulo pressupoe que o modelo computacional ad-
mita produtos entre valores da entrada. Logo, tais algoritmos nao sao
representaveis nos modelos de decisoes bindarias ou de decisoes lineares.

Portanto, qualquer prova de cota inferior para o problema da cons-
trucao da envoltéria convexa deve ser feita dentro de um modelo pelo
menos tao forte quanto o de arvore de decisdes quadraticas. Consi-
deraremos o modelo de decisoes algébricas, ja que este inclui todas as
operacoes necessarias.

O leitor familiar com a demonstracao de que o problema da orde-
nagao requer pelo menos Q(nlogn) comparagoes no modelo de arvore
de decisoes bindrias nao tera dificuldade de ver que a mesma prova vale
também para o modelo de drvore de decisoes algébricas.

Logo, para estabelecermos Q(nlogn) como cota inferior para o
problema da construcao do casco convexo, basta reduzirmos a este,
o problema da ordenacao, conforme secao 1.7. Isso se pode fazer
construindo-se (em tempo linear) uma instancia do problema do casco
convexo a partir de uma instancia arbitraria do problema da ordenacao
de modo que se possa obter (em tempo linear) a solucao desta a partir
da solucao daquela.

Dada uma seqiiéncia S de n niumeros reais (ou mesmo inteiros)
To,T1,...,Tu_1, considere o conjunto S = {(wg,23), (z1,27),...,
(,_1,72_,)} de pontos sobre a pardbola y = z?. Em primeiro lugar,
note que todos os pontos de S sao vértices de sua envoltéria conve-

Serda que se pode
fazer melhor?

Cota inferior:
Q(nlogn)
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xa Conv(S). Ademais, percorrendo-se (duas vezes) a seqiiéncia dos
vértices de Conv(S) podemos produzir a seqiiéncia S ordenada.

Figura 4.9: Reducao de ordenacao para casco convexo

Isso mostra que qualquer algoritmo que constréi envoltorias conve-
xas pode ser usado para ordenar e, portanto, fica estabelecida a cota
inferior Q(nlogn) para o problema da construcao do casco convexo
de um conjunto de n pontos em T%, no modelo de drvore de decisoes
algébricas.

Portanto, o melhor que podemos esperar obter é um algoritmo de
complexidade O(nlogn). Isto é precisamente o que realizaremos nas
secoes seguintes.

4.3.3 Envolvendo estrelas

Um poligono em forma de estrela reune suficiente estrutura para per-
mitir a construcao da envoltdria convexa de seus vértices de maneira
muito mais eficiente do que se estes fossem considerados apenas como
um conjunto desestruturado de pontos.

Envoltéria convexa de um poligono em forma de estrela

O trabalho de transformar um poligono em forma de estrela na en-
voltéria convexa de seus vértices consiste essencialmente em eliminar
os vértices nos quais os angulos internos sao reflexos.
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Pela definicao de poligono convexo, um poligono simples P =
(Po, D1, - -+, Pn_1) é convexo se e somente se A(p;_1,p;, pir1) = +1 para
0<i1<n—-1.

O algoritmo que vamos descrever baseado nesta definicao aparece
na literatura ja no artigo pioneiro de R. Graham [Gra72|, e por essa
razao ele é conhecido por varredura de Graham.

Observacao 4.2 Se um poligono estrelado nao estd contido num he-
misfério, seu casco convero nao estd definido pois ndo existe nenhum
conjunto convexo que o contenha. A deteccao desta situacdo € um as-
pecto importante do problema e pode ser tratada dentro de cada algorit-
mo que constroi a envoltoria convexa. No entanto, nosso objetivo nesta
secao € o de construir cascos convexos apenas de poligonos estrelados
cujos vértices estao todos contidos num hemisfério, por isso, considera-
remos que os poligonos em forma de estrela tratados aqui estao contidos
no aquém.

Considere um poligono em forma de estrela P = (pg, p1, ..., Pn_1)-
Se p é um dos vértices de P, denotaremos por suc(p) o sucessor de p e
por pred(p) o seu predecessor na ordem em que os vértices sao dados.

A idéia é percorrer os vértices de P, comecando nalgum vértice
que se saiba que pertencera a envoltéria convexa, de forma circular,
verificando se cada seqiiéncia de trés vértices consecutivos forma uma
curva para a esquerda ou para a direita. No primeiro caso, se prossegue
e no segundo, elimina-se pelo menos um vértice.

§

Figura 4.10: Angulos reflexos devem ser eliminados
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Durante este percurso, mantém-se uma pilha S dos vértices que for-
mam o casco convexo dos pontos processados até o momento. Vértices
que venham a ser encontrados mais tarde neste processo podem forcar
a eliminacao de alguns dos que se encontram na pilha devido a deteccao
de angulos reflexos. Ao final, a pilha contém os vértices (na ordem in-
versa da que queremos!) do casco convexo de P. Denotemos por S;op,
o ponto no topo da pilha § e por S;opo—1 0 ponto imediatamente abaixo
de Sjppo em S.

Algoritmo 4.3 Varr-Graham(P)
Dado um poligono estrelado P com n vértices, devolve o casco convezo
de P.

1. Dentre os vértices de maior abcissa, encontre o de menor orde-
nada; chame-o p.

2. Empilhe (S, p); empilhe (S, suc(p)).

3. q < suc(suc(p)).

4. Enquanto ¢ # suc(p) repita

4.1. Se A(Stopo—15 Stopos @) > 0 entao
4.1.1. Empilhe (S, q);
4.1.2. q < suc(q)

4.2. Senao desempilhe (S).

5. Devolva como Conv(P) os vértices de S na ordem inversa da
que se encontram na pilha.

Complexidade

Observe que tanto a determinagao do vértice inicial p (passo 1) quanto
o percurso (passo 4) sao procedimentos realizaveis em tempo linear no
nimero de vértices de P, ja que cada vértice é empilhado exatamente
uma vez.

E importante observar que a simplicidade do poligono resultante é
decorrente do fato de que o poligono original P era estrelado. Se P fosse
apenas um poligono simples nao estrelado, o procedimento falharia,
como mostra o exercicio seguinte:



4.3. Casco convexo de conjuntos finitos de pontos 117

Ex. 4.4:

(a) Encontre um poligono simples nao estrelado para o qual o proce-
dimento acima produz a envoltéria convexa.

(b) Encontre um poligono simples ndo estrelado para o qual o proce-
dimento acima nao produz a envoltéria convexa.

(¢) Mostre que o menor poligono que serve de solugao para o item (b)
tem seis vértices.

4.3.4 Fazendo estrelas

Em vista do que apresentamos no inicio desta se¢ao, para que possamos
obter um algoritmo subquadratico para construcao do casco convexo de
um conjunto S de n pontos do aquém, basta apenas que obtenhamos
um algoritmo de complexidade o(n?) para construgao de um poligono
em forma de estrela cujos vértices sejam os pontos de S. O seguinte
algoritmo atinge esse objetivo.

Figura 4.11: Construcao de poligono em forma de estrela

Algoritmo 4.4 Estr(S)
Dado um conjunto S de n pontos, devolve um poligono estrelado cujo
conjunto de vértices € S.



118 Capitulo 4. Convexidade

1. Escolha dois pontos distintos py e p; quaisquer em S.
2. Ordene os demais pontos angularmente em relacao a pg e poVp;.

3. Devolva o poligono cujos vértices sao todos os pontos de S, na
ordem obtida no passo anterior, comecando e terminando em

Po-

Ordenagao induz A demonstracao de que o vértice pg escolhido no primeiro passo
estrutura  deste algoritmo pode ser arbitrario é motivo do exercicio 4.5.

Ex. 4.5: O propésito do algoritmo 4.4 é a construcdo de um poligono
em forma de estrela cujos vértices sao os pontos de um dado conjunto
finito S.

(a) Mostre que, no primeiro passo do algoritmo, a escolha do ponto py
do conjunto S em torno do qual a ordenagao circular dos outros
pontos é realizada pode ser arbitraria. Isto é, qualquer que seja o
ponto central da ordenacgao o resultado do algoritmo é sempre um
poligono em forma de estrela.

(b) Mostre que podemos também escolher como ponto central qual-
quer ponto em T¥ que seja uma combinacio convexa de pelo menos
2 pontos de S.

(c) O que acontece se escolhermos como ponto central da ordenacao
circular um ponto que seja uma combinacao linear nao conveza
de pontos de S?

Como o leitor ja deve suspeitar, a ordenacao angular pode ser
realizada sem a necessidade de cdlculo explicito de angulos. Veja
exercicio 4.6.

Ex. 4.6: Descreva um procedimento para realizar a ordenacao angular
do passo 2 do algoritmo 4.4 usando apenas o teste de orientagao de
triangulos.

Complexidade
Complezidade: A complexidade do algoritmo 4.4 é essencialmente devida ao passo 2 de
O(nlogn)  ordenacdo que pode ser realizado em tempo O(nlogn), o que é 6timo.
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Otimalidade do algoritmo

Nas duas secoes anteriores vimos que, dado um conjunto S de n pontos
no aquém:

e podemos construir em tempo O(nlogn) um poligono estrelado P
tendo todos os pontos de S como vértices;

e a partir de um poligono estrelado é possivel obter em tempo linear
0 Seu casco CONvexo;

e ((nlogn) é uma cota inferior para a construgao do casco convexo
de um conjunto de n pontos em T¥, no modelo de &rvore de
decisoes algébricas.

Isso estabelece um algoritmo assintoticamente 6timo para a deter-
minacao da envoltéria convexa de conjuntos finitos de pontos no plano
projetivo orientado.

Varredura: uma questao de 6tica

Vejamos agora como podemos transformar os procedimentos que leva-
ram a construcao de casco convexo em tempo 6timo em um algoritmo
que utiliza o paradigma de varredura planar.

Seja, ainda, S um conjunto de n pontos no aquém. Chamemos de
DPmin € Pmaz 05 pontos de S de menor e de maior abcissa, respectivamen-
te. Considere o subconjunto S* de S formado pelos pontos que estao
do lado nao-negativo da reta p,,in V Prmasz- Similarmente, denote por S~
o conjunto dos pontos de S do lado nao-positivo de p,in V Pmaz. Obser-
ve que o casco convexo de S pode ser obtido da unido de Conv(S™) e
Conv(S™) cuja tinica intersec¢ao sao os pontos Pmin € Pmag- Portanto,
podemos construir Conv(S™) e Conv(S~) independentemente.

Imagine um ponto ps de abcissa poo.® = (Pmin-T + Pmaz-T)/2 €
ordenada ps.y = —oo, em torno do qual ordenamos angularmente os
pontos de ST. Esta ordenacao corresponde exatamente & ordenacao
dos pontos de ST por suas abcissas.

Casco convexro em
tempo otimo:
©(nlogn)
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Figura 4.12: Construcao da envoltéria convexa por varredura.

Se construimos, conforme o passo 2 do algoritmo 4.4, o poligono es-
trelado P cujo conjunto de vértices é S*, a aplicacao do algoritmo 4.3
(de varredura de Graham) produz o casco convexo de S*. Similarmen-
te, podemos obter Conv(S™).

Perceba que este procedimento é precisamente um de varredura
planar no sentido descrito na secao 1.6.1, se desprezamos o artificio do
ponto po, e consideramos apenas que, uma vez ordenados os pontos de
S*, o algoritmo da varredura de Graham consiste de visitar os pontos de
S* em seqiiéncia processando-os de modo a eliminar angulos reflexos.

A complexidade do algoritmo ainda é a mesma descrita anterior-
mente, isto é, O(nlogn), e temos assim, um algoritmo 6timo baseado
na técnica de varredura planar, sé6 que apresentado como uma variacao
de um outro algoritmo de varredura angular.

4.3.5 Construcao por divisao e conquista

Vamos agora utilizar outro importante paradigma de projeto de algorit-
mos, para apresentarmos mais um procedimento (também Gtimo) para
construcao de casco convexo.

Por divisao e conquista

O algoritmo pelo método incremental que vimos na secao 4.3.1 para
construcao da envoltéria convexa de um conjunto de pontos consiste
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essencialmente de reunir um ponto de cada vez a um casco convexo
previamente construido.

Uma idéia semelhante é a de reunir dois cascos convexos parciais
(disjuntos) de modo a formar o casco convexo da uniao de seus vértices.
Isso nos leva a aplicacao da técnica de divisao e conquista para projeto
de um novo algoritmo.

Ao invés de fazermos uma divisao do conjunto de pontos em dois
subconjuntos arbitrarios, usaremos uma divisao que produza dois sub-
conjuntos separados por uma reta vertical mediana nas abcissas dos
pontos. (Chamaremos F o do lado nao negativo e D o do lado nao
positivo.)

Figura 4.13: Casco convexo por divisao e conquista

Deste modo, garantimos que no passo de conquista teremos dois
poligonos convexos disjuntos a serem processados. Este processamento
consiste da construgao de duas arestas de suporte (semelhante a como
fizemos no caso do algoritmo incremental) e da eliminac¢ao dos vértices
internos ao novo poligono. O algoritmo 4.5 atinge este propdsito.

Algoritmo 4.5 ConvD&C(S)
Dado um conjunto S de pontos, devolve o casco convexo de S.

1. Ordene os n pontos do conjunto S por abcissa.

2. Devolva o casco convexo construido pelo algoritmo
ConvD&C-Aux(S) abaixo.

Casco convezxo por
divisao e conquista
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Algoritmo 4.6 ConvD&C-Aux(S)

1. Se |S| = 3 entao
1.1. se A(po,p1,p2) > 0 entao devolva (pg, p1, p2) sendo devolva
(P2, P1, Po)-

2. Divida os pontos em dois conjuntos E e D contendo os |n/2]
pontos do lado nao negativo e os [n/2] pontos do lado nao
positivo, respectivamente.

3. Construa os cascos convexos Conv(E)=ConvD&C-Aux(E) e
Conv(D)=ConvD&C-Aux(D), recursivamente.

4. Intercale Conv(E) com Conv(D) formando Conv(S).
5. Devolva Conv(S).

Obviamente, o passo de intercalacao requer detalhamento pois é ali
que se da a efetiva construcao de novas arestas a cada passo de conquis-
ta. O algoritmo 4.7 a seguir determina o par de vértices dos conjun-
tos Conv(E) e Conv(D) que definem uma reta de suporte comum aos
dois poligonos Conv(E) e Conv(D). Similarmente, deve-se determinar
a aresta de suporte inferior e eliminar de cada um dos cascos conve-
x0s parciais anteriores os vértices interiores ao poligono Conv(E U D)
resultante, assim como as arestas neles incidentes.

Recorde-se que dado um vértice p de um poligono denotamos por
suc(p) o vértice seguinte a p e por pred(p) o seu anterior na ordem em
que os vértices sao dados.

Figura 4.14: Construcao da reta de suporte superior.
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Algoritmo 4.7 Sup-Suporte(Conv(E),Conv(D))

Dados os cascos convezos Conv(E) e Conv(D) de dois conjuntos E e
D, linearmente separdveis por uma reta £, com E do lado nao negativo
de ¢ e D do lado nao positivo de l, devolve a aresta de suporte superior

de Conv(E) e Conv(D).

1. Seja e um vértice de Conv(FE) mais préximo de £ e d um vértice
de Conv(D) mais préximo de £.

2. Enquanto (e, d) ndo é reta de suporte superior tanto de Conv(FE)
quanto de Conv(D) repita

2.1. Enquanto (e, d) nao é reta de suporte superior de Conv(FE)
repita
2.1.1. e < suc(e).
2.2. Enquanto (e, d) nao é reta de suporte superior de Conv(D)
repita
2.2.1. d < pred(d).

3. Devolva o par (e, d).

Para determinar se (e, d), e € E, d € D, é reta de suporte superior
de Conv(F) basta verificar se A(d, pred(e),e) < 0e A(d,e,suc(e)) > 0,
(isto é, o predecessor e o sucessor de e em Conv(E) devem estar ambos
do lado positivo de d V e).

Complexidade
Para se determinar a complexidade do algoritmo 4.7, note que cada
vértice de uma sub-cadeia de Conv(FE) é visitado exatamente uma
vez. (Esta sub-cadeia é precisamente aquela que deve ser eliminada
durante a intercalagdo de Conv(E) e Conv(D).) Portanto, o nimero
de operagoes realizadas nao ultrapassa O(n).

Estabelecida a eficiéncia do procedimento que corresponde ao passo
de conquista do algoritmo 4.6, podemos expressar a complexidade deste
como a solucao da relacao de recorréncia:

{ T(n) <2T(n/2) + an para n > 3

76 = (4.2)

onde a e b sao constantes. Logo o tempo gasto pelo algoritmo 4.5 ¢ da
ordem de O(nlogn), sendo, portanto, também Gtimo.

Determinacao de
reta de suporte de
dois poligonos

Complezidade:
©(nlogn)



124 Capitulo 4. Convexidade

4.3.6 E quando o casco convexo nao existe?

Prometemos anteriormente esclarecer como determinar se o casco con-
vexo de um conjunto finito de pontos é definido. A dificuldade da
questao é que mesmo um conjunto sem pontos antipodais pode produ-
zir um poligono (simples) contendo pares de pontos antipodais tanto
em seu lado positivo quanto em seu lado negativo.

Qual é entao uma caracterizacao dos conjuntos para os quais iSso
ocorre? Obviamente, pontos antipodais pertencem a hemisférios com-
plementares e, ainda mais, exatamente um ponto dentre um par qual-
quer de antipodas pertence ao aquém e o outro ao além. Portanto, se
uma regido R de T¥ contém pontos antipodais, o conjunto antipodal da,
parte de R contida no além tem que interceptar a porcao de R contida
no aquém.

Esta propriedade permite decidirmos se a envoltéria convexa de um
conjunto S de n pontos em T é definida ou ndo. O seguinte algoritmo
decide esta questao:

Algoritmo 4.8 Existe-Conv(S)
Dado um conjunto S de pontos em T, devolve "verdadeiro”se o casco
convexo de S ¢é definido e "falso”no caso contrdrio.

1. Seja S, (S_) o conjunto de todos os pontos de S de peso positivo
(negativo).

2. Seja —=S_ o conjunto antipodal de S_.
3. Construa Conv(S,) e Conv(=S_).

4. Se Conv(Sy) N Conv(—S_) # 0 entdo devolva FALSO, sendo
devolva VERDADEIRO.

O algoritmo usado no passo 3 pode ser qualquer um que construa
casco convexo pois ambos os conjuntos S, e —S_ tém envoltérias defi-
nidas.

A determinacdo da existéncia de intersec¢ao entre Conv(Sy) e
Conv(—S_) no passo 4 pode ser feita em tempo linear em |S| e dei-
xamos como um exercicio para o leitor o projeto deste algoritmo.

Portanto, a aplicacao de todos os algoritmos vistos neste capitulo
para construcao do casco convexo de um conjunto finito S de pontos
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pode ser feita assumindo que se decidiu antes que este casco é definido,
ja que esta decisao pode ser feita através da execucao do algoritmo
Existe-Conv(S) acima. A indefinicao da envoltéria convexa é indicada
por uma mensagem de erro, quando apropriado.

Além disso, a menos de uma translagao (realizdvel em tempo linear),
podemos assumir que o conjunto de pontos cujo casco convexo se deseja
construir estda contido no aquém.

4.4 Extensoes

[lustramos alguns paradigmas de projetos de algoritmos na area de
geometria computacional através da abordagem de alguns problemas
relacionados com poligonos e, em particular, com a construcao de en-
voltérias convexas. Dentre estes paradigmas, vimos:

e construcao incremental,
e varredura planar,
e divisao e conquista.

Além disso, estabelecemos uma cota inferior nao trivial para o pro-
blema da construcao de cascos convexos e mostramos que ela pode ser
atingida por algoritmos como aqueles baseados em varredura e divisao
e conquista. Isso, no entanto, nao encerra o estudo de algoritmos para
este problema, pois hd ainda muitas questoes relevantes. Dentre elas,
temos: andlise comparativa de algoritmos para instancias de tamanhos
de interesse pratico, manutencao de envoltéria convexa na situacao de
conjuntos de pontos submetidos a altera¢oes em tempo real (insercao,
remocao), projeto de algoritmos aproximados com complexidade linear,
etc.

4.4.1 Casco convexo de poligono simples

Vimos anteriormente (se¢ao 4.3.3) que a estrutura de um poligono es-
trelado é suficiente para que se possa realizar a construcao da envoltoria
convexa de seus vértices com uma quantidade linear de operacoes.



Casco convezo de
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O casco convexo de um poligono simples (ndo necessariamente em
forma de estrela), contido num hemisfério, também pode ser determi-
nado em tempo linear por um método nao muito mais complexo que
o algoritmo de Graham descrito na secao 4.3.3. Um dos algoritmos
para isso foi descoberto por D.T.Lee [Lee83]. Para uma descrigao deste
algoritmo assim como uma histéria de simplificagoes apresentadas por
outros autores, veja [PS85].



Capitulo 5

Mapas

5.1 Introducao

O tema deste capitulo é a representacao e manuseio de mapas no
computador. Dada sua extensao, convém comecar por uma breve
sinopse de seu contetdo.

5.1.1 Conceitos fundamentais

Informalmente, um mapa é uma divisao de colecao uma superficie —
por exemplo, o plano ou a esfera — num ntumero finito de regides.
Alguns exemplos tipicos sao um mapa do Brasil mostrando os estados,
um globo terrestre mostrando os continentes e oceanos, o arranjo de
faces e arestas na superficie de um poliedro, um logotipo multicolor,
etc. Veja a figura 5.1.

Cléncia da C

Figura 5.1: Exemplos de mapas.

127
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Neste livro trataremos quase que exclusivamente de mapas planares,
cuja superficie é o plano projetivo orientado T¥. Dentro desta classe,
estudaremos com mais detalhes a subclasse dos mapas poligonais, cujas
arestas sao segmentos de reta.

5.1.2 Aplicacoes

Mapas podem ser vistos como uma generalizacao dos conceitos de
triangulo, poligono convexo, e poligono simples que estudamos nos
capitulos anteriores. A justificativa para introduzir esse novo conceito
geral é que muitas figuras geométricas que surgem na pratica nao se
enquadram em nenhuma destas classes mais restritas. Por exemplo, o
mapa de um pais nem sempre pode ser representado por um poligono
simples, pois ele pode ter ilhas, ou mesmo buracos (territérios internos
pertencentes a outros paises). Uma rede de estradas pode ter mais de
duas linhas chegando na mesma cidade; uma parede de prédio pode
ter janelas e portas; uma peca metdlica estampada pode ter furos;
o contorno de uma letra pode ter arcos de circulo ou curvas mais
complexas; e assim por diante.

Mapas sao usados também para a modelagem de objetos tridimen-
sionais em computacao grafica, robotica, e projeto industrial; para a
modelagem de terrenos em geologia e topografia; no projeto e fabri-
cacao de circuitos integrados; na resolucao numérica das equacoes di-
ferenciais parciais da meteorologia, mecanica dos fluidos, e engenharia
civil (método de elementos finitos); e muitas outras aplicacoes.

Ex. 5.1: Cite um pais que tem pelo menos dois buracos no seu ter-
ritorio.

5.1.3 Estruturas de dados

Em muitas aplicacoes, as propriedades topoldgicas de um mapa (quais
regides sao vizinhas entre si) podem ser mais importantes do que suas
propriedades geométricas (a forma e o tamanho das regides). Nesses ca-
sos, convém em geral representar um mapa por uma estrutura de dados
ligada, onde as relacoes de vizinhanga entre as regioes sao explicitamen-
te representadas por apontadores entre os registros correspondentes.
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Tais apontadores também permitem melhorar a eficiéncia de cer-
tos algoritmos geométricos, como por exemplo localizar o estado que
contém um ponto de latitude e longitude conhecidas. Além disso, o uso
de apontadores geralmente permite economizar espaco, pois a fronteira
comum ente duas regioes pode ser representada uma tnica vez.

5.1.4 Algoritmos

Quanto a algoritmos, este capitulo introduz dois paradigmas importan-
tes para a manipulacao de mapas planares: superposi¢cdo de mapas e a
varredura do plano.

Muitos problemas geométricos envolvendo dois mapas planares po-
dem ser resolvidos construindo-se primeiro um terceiro mapa que ¢ me-
ramente a superposicao dos dois, e eliminando-se em seguida algumas
linhas e regioes deste tltimo, segundo certas regras simples. Com este
método podemos facilmente calcular, por exemplo, a uniao, interseccao,
e diferenca de dois poligonos arbitrarios.

Num nivel mais basico, o paradigma da varredura do plano é a
base de algoritmos 6timos para varias operacoes com mapas planares,
incluindo o calculo da superposicao de dois mapas, a decomposicao de
poligonos em triangulos ou quadrilateros, a localizacao de pontos num
mapa, e muitos outros.

5.2 Conceitos fundamentais

O conceito informal de de mapa — uma superficie dividida em regioes
— ¢é vago e genérico demais para servir de base a algoritmos. Portanto,
antes de mais nada precisamos formalizar um pouco mais esta definicao.

Para este fim, e para outras definicdes que se seguem, vamos supor
conhecidos certos conceitos elementares de topologia de conjuntos. Em
particular, vamos usar os conceitos de espaco topologico, conjunto aber-
to e fechado, sub-espaco, vizinhan¢a de um ponto, ponto de acumulacdo
e limite, fecho, interior, e fronteira de um conjunto, e continuidade de
uma funcao. Vamos também utilizar bastante o conceito de homeomor-
fismo (ou equivaléncia) entre dois espagos topol4gicos.

Superposicdao

Varredura
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Leitores que tiveram algum contato com estes conceitos em cursos
de analise real ou calculo nao devem ter dificuldade em acompanhar
a discussao abaixo. Em todo caso, incluimos definicdes sucintas dos
mesmos no fim deste capitulo (se¢ao 5.9).

5.2.1 Arcos e discos

Em topologia, define-se um arco aberto de um espago topolégico como
sendo um conjunto de pontos equivalente ao intervalo aberto (—1, +1).

Informalmente, um arco aberto é um pedaco tnico de reta ou de
curva, que nao se cruza e que nao contém seus pontos extremos. Esta
defini¢ao exclui portanto curvas sem pontas (por exemplo, um circulo),
ou que se bifurcam.

Define-se também um disco aberto como sendo um conjunto de
pontos equivalente ao interior do circulo unitario de R*. Informalmente,
um disco aberto é um pedacgo de superficie com uma tnica borda, que
pode ser esticado e desdobrado, sem rasgar, até ficar inteiramente plano.

Ex. 5.2: Mostre que todo arco aberto é equivalente a reta R, e que
todo disco aberto é equivalente ao plano R”.

Ex. 5.3: Quais dos subconjuntos abaixo sio arcos de R¥? (Justifique
informalmente as respostas.)

(a) {(tt?) :0<t<1}

b)) {1 :0<t<1}

(c) {(cosé, sm9) 0<f<2n}

(d) {(t,sin(1/t)) : 0<t<1}

(e) {(t0) : 0<t<1}U{(0,t) : 0<t<1}

() {(#0) : 0<t<1}U{(cosh,sinf) : 0 <O <2r}

Ex. 5.4: Mostre que todo disco aberto é equivalente ao quadrado aber-
o(=1,41) x (—=1,+1).

5.2.2 Superficie

Por superficie entendemos o que é tecnicamente chamado de variedade
topoldgica bidimensional: isto é, um espaco topologico, cada ponto do
qual tem uma vizinhanca que é um disco aberto.
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Informalmente, uma superficie é um conjunto de pontos que é bi-
dimensional ao redor de qualquer de seus pontos. O plano cartesiano
R¥, a esfera S¥, e a superficie de um toro sao exemplos tipicos. Outros
exemplos sao: um hemisfério de S* (excluindo o ‘equador’), a superficie
de um cilindro de comprimento infinito, uma fita de Mobius (excluindo
os pontos na borda). Veja a figura 5.2.

Figura 5.2: Exemplos de superficies

Por outro lado, um hemisfério de S¥, incluindo o equador, ndo é uma
superficie; pois os pontos do equador nao tem nenhuma vizinhanca que
seja equivalente a um disco aberto. Outros exemplos de conjuntos que
nao sao superficies, no nosso sentido, sao: dois cones unidos pelo vértice,
trés semi-planos limitados pela mesma reta, ou uma esfera menos um
arco aberto do equador.

5.2.3 Conjunto conexo

Em topologia, diz-se que um espago X é conero se nao existe nenhum
subconjunto proprio e nao vazio Y de X que é ao mesmo tempo aberto
e fechado.

No caso de X ser um subconjunto de uma superficie, isto equivale
a dizer que é possivel ir de qualquer ponto de X para qualquer outro
ponto, por uma trajetéria continua, sem sair de X. (Mais precisamente,
para quaisquer dois pontos u e v de X, existe uma funcao continua f
do intervalo fechado [0, 1] para X, tal que f(0) =ue f(1) =v.)

Conjunto conezxo
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As componentes coneras de um conjunto X sao os seus subconjun-
tos conexos maximais. Ou seja, dois pontos de X estao na mesma
componente se e somente se é possivel ir de um par o outro segundo
uma trajetéria continua em X.

5.2.4 Definicao formal de mapa

Estamos finalmente em condicoes de definir o assunto deste capitulo:

Definicao 5.1 Um mapa sobre uma superficie S é uma particao de S
numa colecao de subconjuntos conexos e nao vazios — os elementos do
mapa.

Note a palavra particao: ela significa que os elementos do mapa sao
disjuntos dois a dois, e cobrem completamente a superficie S. Ou seja,
todo ponto da superficie pertence a exatamente um elemento do mapa.

Se M é um mapa sobre uma superficie S, e p é um ponto de S,
denotaremos por M (p) o unico elemento de M que possui p. Mais
geralmente, se X é um subconjunto de S que estd contido num tnico
elemento de M, denotaremos esse elemento por M (X).

Ex. 5.5: Considere o mapa M sobre a esfera S¥, onde dois pontos
[w,z,y] e w',z',y'] pertencem ao mesmo elemento de M se e somente se
sgnw = sgnw', sgnz = sgnz’ e sgny = sgny’. Descreva explicitamente
os elementos de M.

5.2.5 Mapas equivalentes

Dizemos que dois mapas M e N sdo equivalentes (topologicamente) se
existir um homeomorfismo entre as duas superficies dos mesmos, tal
que a imagem de cada elemento de M é um elemento de .

Uma propriedade topoldgica de superficies, mapas, pontos, ou con-
juntos de pontos é uma afirmacao que pode ser definida usando apenas
algebra de conjuntos e os conceitos de conjunto aberto e fechado. Ou
seja, ¢ uma propriedade que nao é afetada se substituirmos cada su-
perficie S por uma superficie homeomorfa S’, e cada ponto ou conjunto
de pontos de S pelo seu correspondente em S’.
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A topologia de um mapa M sobre uma superficie S é o conjunto de
todas as propriedades topolégicas de S e M. Podemos portanto dizer
que dois mapas equivalentes se eles tém a mesma topologia.

5.2.6 Incidéncia

Um exemplo de propriedade topolégica sao as relagoes de incidéncia
entre elementos de um mapa. Diremos que um elemento a de um mapa
M incide em outro elemento b, denotado por a — b, se a fronteira de a
contém algum ponto de b.

Ou seja, a — b se b contém um ponto de acumulagao de a. No plano
R, por exemplo, o segmento aberto de entre (0,0) e (1,1) incide nesses
dois pontos; e o semiplano y > 0 incide nos dois pontos e no segmento.

5.3 Mapas especiais

A definicdo de mapa que demos na secao 5.2.4 é geral demais para
nossos propositos. Por exemplo, ela permite um nimero infinito de
elementos arbitrariamente complicados, em superficies arbitrariamente
complicadas.

Portanto, se quisermos representar e manipular mapas no computa-
dor, temos que limitar nossa atencao a alguma subclasse de mapas onde
o tipo de superficie, a forma dos elementos, e as relacoes de incidéncia
entre eles sao suficientemente restritas.

Com esta motivacao, definiremos a seguir algumas subclasses de
mapas que sao importantes na pratica: os mapas simples, algébricos,
planares, e poligonais.

5.3.1 Superficie compacta

Em primeiro lugar, convém trabalhar apenas com mapas sobre su-
perficies compactas. Formalmente, diz-se que um espago topoldgico
S é compacto se e somente se todo subconjunto infinito de S tem pe-
lo menos um ponto de acumulacao em S. Informalmente, um espaco
é compacto se ele tem extensao finita e nao tem beiradas “abertas’,

Incidéncia entre
elementos

Superficie compacta
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de modo que é impossivel andar para sempre sem passar infinitamente
perto de algum ponto do espaco.

Exemplos de superficies compactas sdo a esfera S (e, portanto, o
plano projetivo orientado T) e o toro. Por outro lado, o plano cartesi-
ano R” nio é compacto, pois o conjunto dos pontos da forma (i, 0), com
i inteiro, ¢ infinito mas nao tem nenhum ponto de acumulacio em R*.
Outros exemplos de superficies ndo compactas sao um hemisfério de S*
excluindo o equador (que, alids, é homeomorfo a R*), ou um cilindro
infinito.

Entre outras qualidades, uma superficie compacta tem automatica-
mente um nimero finito de componentes, e um nimero finito de “alcas”
(tecnicamente, tém génus finito.)

5.3.2 Mapas simples

Podemos entao definir a classe que nos interessa:

Definicao 5.2 Um mapa simples é um mapa sobre uma superficie S
tal que
(1) o nimero de elementos é finito;

(2) cada elemento é

um vértice: um tnico ponto de S, ou
uma aresta: um arco aberto de S, ou
uma face: um disco aberto de S.

(3) a superficie S é compacta;
(4) a fronteira de toda aresta é um conjunto de vértices;

(5) todo vértice estd na fronteira de alguma aresta.

A condigdo (1) nos permite representar cada elemento individual-
mente, por um registro de uma estrutura de dados. A condigao (2)
diz que ha trés tipos de elementos, com topologias bem definidas. A
condicao (3) garante que os dois extremos de cada aresta existem e sao
pontos de S, e que o mesmo ocorre com o perimetro completo de cada
face. A condicdo (4) impede que a ponta de uma aresta termine no
meio de outra; e a condi¢ao (5) exclui vértices isolados.
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Como veremos, estas condigoes todas implicam que a topologia do
mapa é inteiramente determinada pelas relacoes de incidéncia e ordem
entre os elementos.

A figura 5.3 mostra trés mapas simples. As superficies sao (a) a
esfera, (b) o toro, e (c¢) a garrafa de Klein. Esta tiltima nao pode ser
construida no espaco R¥; o gargalo da garrafa precisa passar do lado de
fora para o lado de dentro da garrafa sem cruzar a superficie da mesma,
0 que s6 pode ser conseguido passando-se por uma 42 dimensao.

Figura 5.3: Trés mapas simples.

A figura 5.4 é outra representacao dos mapas da 5.3. Neste modelo,
cada face do mapa é representada por um poligono, cujos lados devem
ser “colados” dois a dois para formar as arestas e fechar superficie.
Ao colar dois lados, eles devem ser justapostos de forma que as setas
coincidam — cabeca com cabeca, cauda com cauda.

Ex. 5.6: Quais sao os ntimeros minimos de arestas, vértices, faces, e
elementos de um mapa simples em T¥? Dé exemplos de mapas que
atingem esses minimos.

Ex. 5.7: Descreva um mapa simples sobre o bitoro (uma esfera com
duas algas).
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4 b 1 1 1 b 4 4
%%
2 2 d 3 3 3 d 2
2 @ 11 b 2

2 a 2
1 a 1

b Fooyb
7 a 7

Figura 5.4: Os mapas da figura 5.3, no modelo de colagem de faces.

5.3.3 Mapas algébricos

A definicao de mapa simples restringe apenas a topologia dos elementos.
Vamos agora considerar restricoes sobre a forma dos mesmos.

Dizemos que um subconjunto X de R é algébrico se ele pode ser
obtido por meio de unioes, interseccoes, e complementos de conjuntos
da forma

{(x1,..2) © f(z1,..2,) =0} (5.1)

ou

{(x1,..2) + flz,..1) <0} (5.2)

onde as funcoes f; sio polindmios com coeficientes inteiros'.

IEsta nomenclatura é exclusivamente nossa; o nome “oficial” para este conceito
é variedade semi-algébrica.
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Ex. 5.8: Prove que o lado positivo de um poligono convexo é um
subconjunto algébrico de R”. Idem para um poligono simples.

Ex. 5.9: Prove que um subconjunto X de TF é algébrico se e somente
se ele consiste de pontos [w, z, y] tais que f(w,z,y) = true, sendo que
f é uma férmula envolvendo apenas as operagoes de soma, subtracao,
e multiplicacao, as comparacoes = e <, e as operacgoes légicas e, ou,
nao.

Em particular, uma superficie algébrica é um subconjunto algébrico
S C R (para algum k) que é uma superficie, no sentido topolégico. A
esfera unitdria S* de R¥ ¢ um exemplo tipico de superficie algébrica.
Outro exemplo é a fronteira de qualquer poliedro limitado de R¥, por
exemplo um cubo.

Ex. 5.10: Seja r um numero positivo menor que 1, e considere o sub-
conjunto T C R¥ definido por

T={((1+rcosf)cos¢,(1+rcosf)sing,rsinf) : 0 <0< 2n}

Descreva a forma deste conjunto, e prove que ele é uma superficie
algébrica. (Dica: observe que se (z,y,z) € T, entdo z2 + % + 22 =
141724 2rcosé.)

Ex. 5.11: Considere o subconjunto S C R? definido por
S = { (u,v,2,y) : (W +0v2=1)2 4 (22 + 9% - 1)? =0}

Mostre que ele é topologicamente equivalente ao toro T" do exercicio 5.10.
(Dica: considere a correspondéncia u = cosf, v = sinf), z = cos ¢,

y = sin ¢.)

Por extensao, diremos que o plano projetivo orientado T também
é uma superficie algébrica; e que um subconjunto X de T¥ é algébrico
se, no modelo esférico, ele corresponder a um subconjunto algébrico da
esfera S*.

Com esses conceitos, podemos entao definir um mapa algébrico como
sendo um mapa sobre uma superficie algébrica cujos elementos sao
conjuntos algébricos.

Superficie algébrica

Subconjunto
algébrico de T

Mapa algébrico
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5.3.4 Mapas planares e poligonais

Muitos mapas que aparecem na pratica sio mapas sobre o plano R¥.
Como RF nao é compacto, se quisermos utilizar estruturas de dados
como a descrita acima precisamos “completar” R¥ de alguma forma; ou
seja, usar uma superficie compacta que contém R* como sub-espaco.

Neste livro, usaremos para esse fim o plano projetivo de dois lados
T”. Definimos portanto um mapa planar como sendo um mapa sobre
T”. Uma vantagem acidental dessa escolha é que muitos algoritmos
para mapas planares podem ser aplicados também a mapas sobre a
esfera S*.

Uma subclasse importante dos mapas planares é a dos mapas poli-
gonais, em que as arestas sao segmentos de retas.

5.4 Aplicacoes

5.4.1 Mapas tematicos

Um mapa que aparece num problema pratico geralmente contém mais
informacgao do que apenas a topologia e geometria dos elementos. Em
muitos casos, essa informagcao adicional pode ser representada por uma
colecao de “valores” ou “atributos” associados aos elementos. Empres-
tando a nomenclatura de cartografia, chamaremos esse mapa “decora-
do” de mapa temdtico.

Mais formalmente, definimos um mapa tematico como sendo um
par (A,v), onde A é um mapa, e v é uma fun¢ao que a cada elemento
e de A associa um wvalor v(e), pertencente a um conjunto arbitrario Y.

Um exemplo de mapa tematico é um mapa politico dos estados do
Brasil, onde o valor v(f) de uma face f é a sigla do estado: SP, MG,
etc.. Neste exemplo, os valores das arestas e vértices sao irrelevantes,
e podem ser qualquer valor “nulo” — por exemplo, a cadeia 77.

Outro exemplo de mapa tematico é um mapa rodoviario, onde as
arestas sao trechos de estrada e os vértices sao cruzamentos. O valor de
uma aresta pode entao ser o cddigo da estrada correspondente, e valor
de um vértice pode ser o nome da cidade vizinha. Neste exemplo, as
faces do mapa (regides limitadas por estradas) nao sao importantes, e
seu valor v4 pode ser um valor nulo qualquer ?7?.
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Outro exemplo ainda é a descricao de um desenho policromatico
(logotipo, cartaz, rétulo, capa de livro, etc.), onde o valor de cada face
¢ a cor da mesma, e os valores de vértices e arestas sao irrelevantes.

5.4.2 Campos de valores

Um mapa temético (A, v) pode também ser visto como um campo de
valores, uma funcao f que associa a cada ponto p do plano o valor
f(p) = v(A(p)), onde A(p) é o elemento de A que contém p. Na
verdade, um mapa tematico é a representacao natural para qualquer
funcao f deste tipo; desde que o conjunto de valores possiveis de f
seja finito, e desde que a imagem inversa de qualquer valor seja uma
regiao suficientemente simples, cuja fronteira pode ser representada de
maneira compacta.

Em particular, todo subconjunto S de pontos do plano define um
campo de valores s, a funcao caracteristica de S, que vale true num
ponto p se p € S, e false caso contrario.

Um mapa teméatico pode também ser usado para representar um
campo de valores f com contra-dominio infinito, desde que f seja
algébrico por partes. Com isto queremos dizer que o plano T po-
de ser dividido num nimero finito de regioes, delimitadas por curvas
algébricas, tais que dentro de cada regiao o valor de f(p) é dado por
uma tnica formula algébrica envolvendo as coordenadas de p.

Por exemplo, as regioes podem ser triangulos, sendo que o valor do
campo num ponto (X,Y’) é uma fungao de primeiro grau aX + bY + ¢,
onde os coeficientes a, b, e ¢ dependem da regiao. Veja a figura 5.5.

Figura 5.5: Um campo de valores linear por partes.

Campo de wvalores

Funcao
caracteristica

Campo algébrico
por partes
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Para representar um campo de valores algébrico por partes, basta
considerar o campo de valores F' que, a cada ponto p, associa a formula
(nao o valor) de f(p) vélida na regiao que contém p. Obviamente, F
tem contra-dominio finito (um conjunto finito de férmulas), e portanto
pode ser representado na forma de mapa tematico.

Esta representacao de campos de valores é regularmente usada em
geologia e topografia para representar o relevo de uma regiao; em
engenharia civil, para representar as pressoes e tensoes dentro de uma
estrutura; em mecanica dos fluidos, para representar o fluxo de liquidos
e gases; em desenho industrial, para descrever o formato de chapas
estampadas; e em muitas outras aplicacoes praticas.

Ex. 5.12: Seja f o campo de valores que a cada ponto p = [w, z,y] de
T associa o valor f(p) = sgn(z(z? + y> — w?)). Note que o contra-
dominio de f é o conjunto {—1,0,+1}. Descreva os vértices, arestas, e
faces de um mapa tematico que representa f.
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5.5 Representacao de mapas

Vejamos agora como descrever a topologia de um mapa no computador.
Vamos nos limitar aqui a mapas simples, cuja topologia, como veremos,
¢ determinada pelas relacoes de incidéncia e ordem de suas arestas.

5.5.1 Dardos

Para cada aresta a de um mapa simples podemos definir duas orien-  Orientacdo
tagoes longitudinais, que sao os dois sentidos de percurso ao longo de a;  longitudinal e
e duas orientacoes transversais, que sao as duas maneiras possiveis de  transversal
definir o “lado esquerdo” e o “lado direito” da aresta, numa vizinhanca
suficientemente pequena da mesma.

Um dardo de um mapa simples consiste de uma aresta com direcoes  Dardo
longitudinal e transversal especificadas. Podemos visualizar estas di-
recoes por um par de setas pequenas colocadas sobre um ponto qualquer
da aresta: uma tangente a aresta, no sentido crescente da ordem dos
pontos; e a outra perpendicular a primeira, no sentido do lado direito
para o esquerdo. Outra maneira de visualizar estas direcoes é imagi-
nar um observador mintsculo andando sobre a superficie, ao longo da
aresta: a direcao longitudinal diz em que sentido ele estd caminhando,
e a transversal diz em que lado da aresta estd seu pé esquerdo (ou seja,
sobre que lado da superficie ele estd andando). Veja a figura 5.6.

Figura 5.6: Dardos.
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5.5.2 Funcoes ambulatorias

Para cada aresta de um mapa simples existem exatamente quatro dar-
dos distintos. Note que isto é verdade mesmo que os dois extremos
da aresta incidam no mesmo vértice, ou que os dois lados da aresta
pertencam a mesma face.

Se d é um dardo, denotaremos por d Sim o dardo que consiste da
mesma aresta que d, mas com as duas orientacoes invertidas. Deno-
taremos também por d Rev o resultado de inverter apenas a direcao
transversal do dardo d, mantendo a direcao longitudinal. Veja a figu-

ra 5.7.
A%d\ A%d\/?ev Q&/MQ&fW Sim

Figura 5.7: As funcoes Rev e Sim.

Usando a direcao longitudinal, podemos definir sem ambigiiidade
0 vértice de origem e o vértice de destino de um dardo d, denotados
respectivamente por d Org e d Dst. Analogamente, usando a direcao
transversal, podemos definir a face esquerda e a face direita da aresta,
denotadas por d Esq e d Dir. Note que podemos ter d Org = d Dst, ou
d Esq = d Dir.

Ex. 5.13: Simplifique estas expressoes:

(a) dSim Org (b) dRev Org
(c) dSim Esq (d) dSim Rev Esq
(e) dSim Rev Dst (f) dRev Sim Dir
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Seja v a origem de um dardo d. A orientacao transversal de d,
considerada em pontos arbitrariamente proximos a v, define um sentido
de rotacao em torno de v. Considere todos os dardos com origem v
que definem o mesmo sentido de rotacao. Existe uma ordem ciclica
natural para esses dardos, correspondente a esse sentido de rotacao.
Nesta ordem ciclica, podemos distinguir o prézimo dardo com mesma
origem que d, denotado por d OProz.

Figura 5.8: Funcoes ambulatérias.

A partir de qualquer dardo inicial d, podemos atingir todos os
dardos na componente conexa do mapa que contém d, usando com-
binacoes apropriadas de Rev, Sim, d OProz. Por exemplo, podemos
obter o proximo dardo com mesma face esquerda d EProx, no sentido
anti-horario em torno da mesma, pela formula

d EProz = d Sim OProz ™!
Veja a figura 5.9.

Figura 5.9: Percorrendo os dardos de uma face.

Proximo dardo com
mesma origem:
OProz

Proximo dardo na
face: EProx
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A figura 5.10 é um exemplo de um mapa simples sobre a esfera, com
4 vértices, 5 arestas, e 3 faces. Nesta figura, os quatro dardos de uma
aresta d sao denotados por dj, onde [ e t indicam respectivamente a
orientacao longitudinal e transversal; sendo que a orientacao de dyg €
escolhida arbitrariamente. A tabela lista os valores de OProx de todos
esses dardos.

T |Gopo Qo1 A1p (11
x OProz Co1 b11 a1 Qi1
T | b bor bio b
x OProx do[] €11 Cpo Qoo
T|Co Co1 Cio C11
x OProz aop1 b11 d11 le
x| doyg dor dig diy
x OProz €01 b01 C11  C1o
T |€o €1 €10 €11
x OProx d01 €10 b[]o €00

Figura 5.10: Um mapa simples sobre a esfera.

Ex. 5.14: Enumere todos os dardos dos mapas simples ilustrados na
figura 5.3, e construa a tabela da funcao OProx para os mesmos
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5.5.3 Identidades ambulatodrias

Note que, para todo dardo d, vale Identidades
(MS1) dRev # d fundamentais
(MS2) d Rev Rev =d
(MS3) dSim # d
(MS4) d Sim # d Rev
(MS5) d Sim Sim = d
(MS6) d Sim Rev Sim Rev = d
(MS7) d OProz # d Rev
(

MSS8) d OProz Rev OProz Rev = d

As propriedades (MS2), (MS5), e (MS8) afirmam que as fungoes
Sim, Rev, e OProx sao permutagoes do conjunto de dardos; isto é,
fungoes bijetoras de dardos para dardos (veja exercicio 5.15). Mais
exatamente, essas identidades afirmam que Sim e Rev sao suas prdoprias
inversas; e a inversa de OProx é Rev OProx Rev. Note que esta tltima
devolve o dardo anterior com mesma origem que o argumento, na ordem
ciclica dos dardos com mesma origem.

Ex. 5.15: Usando as propriedades (MS1-MS8), prove que Identidades

(MS9) d OProz* # d Rev para todo inteiro k auziliares
(MS10) d Rev Sim = d Sim Rev

(MS11) d Sim Rev # d

(MS12) d Rev OProx Rev OProxz = d

Ex. 5.16: Prove a seguintes propriedade:

(MS14) d Rev EProz Rev = d EProz ™!

Ex. 5.17: Usando as funcoes Sim, Rev, e OProxz apenas, diga como
obter

(a) o proximo dardo com mesma face direita que d,

(b) o préximo dardo com mesmo vértice de destino que d
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Diga também como obter as inversas destas func¢oes (isto é, o dardo
anterior a d com mesma face direita ou vértice de destino).

Ex. 5.18: Seja M o mapa simples que consiste dos vértices, arestas, e
faces de um dodecaedro regular. Note que podemos dividir a superficie
do dodecaedro em dois “hemisférios” iguais, cada um com 6 faces,
cortando o mesmo ao longo de um circuito “equatorial” com 10 arestas.
Usando as fungoes ambulatdrias, escreva um algoritmo que enumera as
arestas de tal circuito, a partir de um dardo conhecido do mesmo.

5.5.4 Algebra de dardos

Pode-se provar que as fungoes Sim, OProz, e Rev definem completa-
mente a topologia de um mapa simples. Isto é, se existe uma bijecao ¢
entre os dardos de dois mapas M e N, tal que d¢ OProx = d OProzx ¢,
dop Sim = d Sim ¢, e d¢p Rev = d Rev ¢, para todo dardo d, entao M e
N sao topologicamente equivalentes.

Uma algebra de dardos é uma estrutura matematica que consiste
de um conjunto arbitrario D, com trés funcoes arbitrarias Sim, Rev,
e OProz de D para D que satisfazem as condi¢oes (MS1-MS8) acima.
Pois bem, pode-se provar que, para toda algebra de arestas, existe um
mapa simples M cujos dardos e funcoes ambulatorias se comportam
como os elementos e func¢oes dessa dlgebra.

5.5.5 Estrutura para mapas simples

Portanto, para representar fielmente a topologia de um mapa simples
no computador, podemos usar uma estrutura de dados ligada, em que
cada registro representa um dardo d, com trés apontadores para os
registros correspondentes aos dardos d OProx, d Sim, e d Rev.

Na verdade, podemos economizar muitos desses apontadores, se
representarmos os quatro dardos originarios da mesma aresta por um
unico registro dividido em quatro partes na forma de uma matriz 2 x
2. Veja a figura 5.11. As linhas desta matriz correspondem as duas
orientacoes longitudinais da aresta, rotuladas arbitrariamente com 0
e 1; e as colunas correspondem as orientacoes transversais. Desta
forma, um dardo d da aresta, com orientagao longitudinal [ e orientacao
transversal ¢, estd representado pelo elemento [g, v] desta matriz.
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ki

10 | M

Figura 5.11: Representacao compacta dos dardos de uma aresta.

Neste elemento armazenamos um apontador para o dardo d OProz,
e possivelmente outras informacoes sobre dardo d, especificas da a
aplicagao. Note que nao precisamos armazenar apontadores para os
dardos d Sim d d Rev, pois, como veremos na secao 5.5.6, eles podem
ser calculados a partir do endereco de d.

Os vértices e faces da estrutura geralmente sao representados por
registros separados. Nesse caso, em cada registro de aresta convém
armazenar apontadores para os dois vértices em que a aresta incide
(indexados pelas orientacoes longitudinais da aresta), e para as duas
faces que incidem nela (indexadas pelas orientagoes transversais).

Conforme observamos anteriormente, as relacoes Sim, Rev, e OProz
entre os dardos determinam completamente a topologia do mapa; por-
tanto, os registros de vértices e faces nao precisam carregar informagoes
topologicas. Tipicamente, estes registros contém dados geométricos
(coordenadas do vértice, equagao da face) ou dados especificos da apli-
cacao.

5.5.6 Definicao em Pascal

Em linguagens de programacao que permitem apontadores para lugares
arbitrarios da memoria (como C, por exemplo), é possivel representar
um dardo pelo endereco do sub-registro correspondente. O endereco dos
demais dardos da mesma aresta pode entao ser obtido por aritmética
de enderecos.

Em linguagens como Pascal e Modula-2, que nao permitem tais ope-
racoes, os bits de orientacao precisam ser especificados separadamente
do o endereco do registro. Ou seja, para identificar um dardo precisa-
mos fornecer uma tripla (p, [, ¢), onde p é um apontador para o registro
da aresta, e [,t sao os bits de orientacao.

Registros de
vértices e faces

Representacao de
um dardo
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Na linguagem Pascal, por exemplo, a estrutura de dados poderia
ser declarada da seguinte maneira:

type
Bit = 0..1;
Dardo = record

p: “Aresta;
1: Bit; { Orientacao longitudinal }
t: Bit; { Orientacao transversal }
end;
Aresta = record
oprox: array [Bit, Bit] of Dardo; { Indices [1,t] }

org: array Bit of “Vertice; { Indice [1]1 }
esq: array Bit of “Face; { Indice [1] }
end;
Vertice = record ... end;
Face = record ... end;

Para obter os outros dardos da mesma aresta, basta manipular os bits
de orientacao [ e t:

function Rev(d: Dardo): Dardo;

begin
Rev.p := d.p;
Rev.l :=d.1;
Rev.t =1 - d.t;
end;

function Sim(d: Dardo): Dardo;

begin
Sim.p := d.p;
Sim.1 :=1 - d.1;
Sim.t :=1 - d.t;

end;
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Por outro lado, o dardo d OProz estd armazenado explicitamente no
sub-registro do dardo d:

function Oprox(d: Dardo): Dardo;
begin
Oprox := d.p~.oprox[d.l, d.t]
end;

Os vértices e faces vizinhos a d sao também extraidos do registro da
aresta:

function Org(d: Dardo): “Vertice;
begin
Org := d.p".orgld.1]
end;

function Dst(d: Dardo): “Vertice;
begin
Dst := d.p~.org[l - d4.11]
end;

function Esq(d: Dardo): “Face;
begin
Esq := d.p~.esqld.t]
end;

function Dir(d: Dardo): “Face;
begin
Dir := d.p~.esqll - d.t]
end;

Como vimos, as demais fungoes ambulatérias podem ser definidas a
partir de Sim, Rev, e OProx:

function Oprev(d: Dardo): Dardo; { Inversa de Oprox }
begin
Oprev := Rev(Oprox(Rev(d)))
end;
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function Eprox(d: Dardo): Dardo;
begin
Eprox := Oprev(Sim(d))
end;

function Eprev(d: Dardo): Dardo; { Inversa de Eprox }
begin
Eprev := Sim(Onext(d))
end;

E assim por diante.

Ex. 5.19: Escreva um procedimento InsereDiagonal(r, s), que acres-
centa ao mapa uma nova aresta t, ligando os vértices r Org e s Org
através da face r Fsq. Especifique detalhadamente o efeito desse proce-
dimento.

Ex. 5.20: Escreva um algoritmo que constréi um mapa com 6 faces, 12
arestas, e 8 vértices, incidentes entre si como as faces, arestas e vértices
de um cubo.

Ex. 5.21: Seja d um dardo de um mapa M, e ¢ é uma seqiiéncia
qualquer de operacdes OProx, Sim, Rev. Mostre que o efeito de Rev
equivale a refletir o mapa M no espelho: isto é, se d¢ = e, entdo
d Rev ¢’ = e Rev, onde ¢' é a seqiiéncia obtida de ¢ trocando-se toda
ocorréncia de OProz por OProz!. Mais ainda, se dé Esq = f, entdo
d Rev ¢' Dir = f

Ex. 5.22: Escreva um procedimento Percorre(r, VP, AP, FP), que per-
corre todos os elementos do mapa que contém a aresta r, chamando os
procedimentos VP(v) para cada vértice v, AP(d) para cada dardo d,
FP(f) para cada face f, sem chamar duas vezes o mesmo procedimen-
to com o mesmo argumento. (Para facilitar sua tarefa, suponha uma
versao da linguagem Pascal na qual é permitido declarar varidveis do
tipo set of T para qualquer tipo 7, inclusive apontadores.)

Ex. 5.23: Escreva um algoritmo que, dado um mapa temético (A,v4),
devolve o0 mapa temético (B, vp) mais grosseiro que representa o mesmo
campo de valores.
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5.5.7 Superficies orientaveis

Neste livro vamos considerar apenas mapas em superficies orientdveis.
Informalmente, uma superficie é orientavel se é possivel definir em torno
de cada ponto um sentido positivo de rotacao, de maneira continua,
sobre toda a superficie.

A definicao formal deste conceito é demasiado técnica para este
livro. Entretanto, pode-se provar que uma superficie compacta S é
orientdvel se e somente se ela é equivalente a alguma superficie S’ C R¥.
Nesse caso, S’ é a fronteira de algum sélido de extensao limitada contido
em R¥.

Portanto, a esfera S e o toro sdo orientaveis. Para comprovar esta
afirmacao, podemos definir o sentido positivo de rotacao em torno de
um ponto qualquer p como sendo o sentido anti-horario, visto por um
observador no lado de fora da superficie e proximo ao ponto p.

Na maioria das aplicacoes praticas, a restricao a superficies ori-
entaveis é perfeitamente inécua. Em desenho industrial, por exemplo,
mapas simples sao usados principalmente para representar a superficie
de pecas mecanicas e outros objetos sélidos — que, como observamos
acima, é sempre orientavel. Em geoprocessamento, robdtica, tipogra-
fia, e muitas outras aplicacoes, a unica superficie de interesse é a esfera
S¥, ou, o que d4 na mesma, o plano de dois lados T". (Alids, esta é
mais uma vantagem de se trabalhar com T, em vez do plano projetivo
cldssico P*.)

5.5.8 Representacao de mapas orientaveis

A superficie de um mapa simples é orientavel se e somente se o con-
junto dos dardos do mesmo pode ser dividido em duas classes de igual
tamanho, tais que cada classe é fechada sob Sim e OProx; sendo que
Rev leva sempre de uma classe para a outra. Cada uma dessas classes
de dardos corresponde a uma orientacao da superficie, e pode ser in-
terpretada como um lado da mesma. Numa superficie nao-orientavel,
pelo contrario, é possivel ir de algum dardo d para o dardo d Rev por
meio de uma seqiiéncia de operacoes Sim e OProx.

Se a superficie é orientavel, a funcao Rev é em principio supérflua; a
topologia do mapa é inteiramente descrita pelas fungoes Sim e OProx,

Superficie
orientdvel

Mapa orientdvel

Estrutura para
mapas orientdveis
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restritas a uma das duas classes de dardos. Portanto, numa aplicacao
em que todos os mapas sao orientaveis, poderiamos simplificar um pou-
co a estrutura de dados da secao 5.5.6, omitindo o bit de orientacao
transversal na representacao de dardos. Nesse caso, teriamos que subs-
tituir os quatro apontadores oprox por dois apontadores oprox e dois
oprev. Ou seja, terfamos que declarar:

type
Dardo = record
p: “Aresta;
1: Bit; { Orientacao longitudinal }
end

Aresta = record
oprox: array Bit of Dardo; { Indexado por [1] }
oprev: array Bit of Dardo; { Indexado por [1] }
org: array Bit of “Vertice; { Indexado por [1] }
esq: array Bit of “Face; { Indexado por [1] }
end;

Entretanto, esta simplificacio economiza muito pouco espaco (4 bits
por aresta), e tem algumas desvantagens. Veja os exercicios 5.24 e 5.25.

Ex. 5.24: Re-codifique as func¢oées ambulatérias — Sim, OProx,
OProz ', EProxz, EProz ', Org, Dst, Esq, e Dir — para mapas ori-
entdveis, supondo a estrutura de dados simplificada como acima.

Ex. 5.25: Suponha que queremos construir a imagem especular M’ de
um mapa M dado. Com a estrutura de dados descrita na secao 5.5.6,
basta usar a funcao Rev (veja o exercicio 5.21). Com a estrutura oti-
mizada para superficies orientdveis, descrita acima, é preciso construir
uma nova estrutura para M’.

Escreva um algoritmo que constréi tal estrutura. Para facilitar sua
tarefa, suponha que cada registro Aresta r de M contém um campo
r.num : integer, entre 1 e o nimero de arestas de M, que identifica
unicamente a aresta.



5.6. Superposicao de mapas 153

5.6 Superposicao de mapas

Dizemos que um mapa A é um refinamento de um mapa B se todo
elemento de A estd inteiramente contido em algum elemento de B. Ou
seja, se todo elemento de B é a uniao de um ou mais elementos de A.
Definimos também a superposicao AT B de dois mapas A e B como
sendo o mapa menos refinado que é um refinamento de A e de B.
Informalmente, AT B é o resultado de repartir a superficie segundo
os dois mapas ao mesmo tempo. Veja a figura 5.12.

Oy v

A B AnB

Figura 5.12: A superposi¢cao de dois mapas.

E facil ver que para cada elemento ¢ de A B existe um tnico
elemento de A e um tunico elemento de B que contém c¢. Na verdade,
pode-se provar facilmente que todo elemento de AT B é uma compo-
nente conexa de a N b, onde a é um elemento de A, e b é um elemento
de B; e vice-versa.

5.6.1 Interseccao de poligonos

J4 mencionamos que a superposicao de mapas oferece um caminho
simples e eficiente para muitas operacoes geométricas. Um exemplo
tipico é o cdlculo da interseccao de dois poligonos A e B, vistos como
conjuntos de pontos de T¥. FEste problema é bastante complicado,
mesmo quando A e B sao poligonos simples com arestas retilineas.
Para comecgo de conversa, a interseccao pode consistir de mais de um
poligono. Além disso, no caso de poligonos em S¥ ou T%, a interseccao
pode ter buracos. E, naturalmente, muitos poligonos que aparecem na
pratica nao sao simples.

Refinamento

Superposicao de
mapas

Elementos da
SUPerposicao

Interseccao de
poligonos
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Porém, o problema fica quase que trivial se tivermos a mao um
algoritmo que constréi a superposicao de dois mapas dados. Nesse
caso, podemos considerar cada um dos poligonos como sendo um mapa
tematico, onde cada face f tem valor true para o interior do poligono,
e false para o exterior. Veja a figura 5.13.

Figura 5.13: Intersecgao de poligonos: preto é interior (true), branco
é exterior (false).

Para obter a intersec¢ao dos poligonos, construimos primeiro a su-
perposicao C = AT B dos mapas. Note que cada face ¢ de C' é a
interseccao de uma face a de A, e uma face b de B. Portanto, podemos
atribuir a ¢ um valor bem definido: true se tanto a quanto b forem
trues nos respectivos mapas; e de false caso contrario. Ou seja, pinta-
mos de preto as faces de C' que eram pretas em ambos os mapas. Uma
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vez pintadas todas as faces do mapa C, basta eliminar do mesmo todas
as arestas a que separam duas faces de mesma cor, e todos os vértices
que nao sao ponta de nenhuma aresta.

Ex. 5.26: No algoritmo acima, os poligonos dados sao considerados
conjuntos abertos — isto é, as arestas e vértices de A nao fazem parte
do conjunto de pontos de A. Modifique o algoritmo de forma a (a)
tratar arestas e vértices como parte dos poligonos; (b) permitir que
o cliente especifique, para cada aresta ou vértice de entrada, se esse
elemento pertence ou nao ao conjunto.

A mesma técnica pode ser usada para calcular a uniao ou subtracao
de dois poligonos: a parte dificil do processo — calcular o mapa C' =
AT B — é exatamente a mesma, muda apenas o critério para colorir
as faces de C.

5.6.2 Operacoes pontuais

Podemos generalizar este exemplo, da seguinte forma. Sejam f e g dois
campos de valores com contra-dominios X e Y. Seja ¢ uma funcao
que a cada par z € X, y € Y associa um valor z ¢ y de um terceiro
conjunto de valores Z. FEstes dados definem um terceiro campo de
valores h = f ¢ g, com contra-dominio Z, que a cada ponto p de T"
associa o valor h(p) = f(p) ¢ g(p).

Note que o valor do campo h em cada ponto depende apenas dos
valores de f e g nesse mesmo ponto, independentemente do que acontece
no resto do plano. Dizemos portanto que h é o resultado da operacao
pontual ¢ aplicada aos dois campos f e ¢g. Este conceito pode ser
generalizado para funcgoes ¢ com qualquer nimero de argumentos, de
maneira obvia.

Suponha agora que os campos f e g estao representados por mapas
temédticos (A,u) e (B,v), e queremos construir um mapa tematico
(C, w) que representa h, Obviamente, basta tomar C' = AMB, e associar
a cada ¢ € C o valor w(c) = u(A(c)) ¢ v(B(c)).

A unido, interseccao, e subtracao de poligonos, discutidas acima,
sao exemplos 6bvios de operacoes pontuais. Mais geralmente, toda
operacao booleana aplicada a conjuntos de pontos R, S equivale a uma
operacao pontual sobre suas fungoes caracteristicas xg, Xs-

Operagao pontual
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Ex. 5.27: Seja B = {true, false}. Dé as funcoes z ¢ y, de B x B para
B, que definem operacées pontuais sobre campos caracteristicos equiva-
lentes & uniao, interseccao, e subtragao dos conjuntos correspondentes.

5.6.3 Algoritmo trivial

A definicao de AM B sugere um algoritmo trivial para sua construcao:
para cada elemento a € A, e cada elemento b € B, calcule a interseccao
a N b, e enumere as componentes conexas da mesma. O conjunto de
todas essas componentes é o mapa AT B.

Um possivel problema com este algoritmo é que a interseccao de dois
conjuntos conexos pode ter um nimero arbitrario — talvez infinito
— de componentes conexas. Portanto, a topologia de A M B pode
ser arbitrariamente mais complicada que A ou B. Por exemplo, a
interseccao dos arcos

a = {[1,t,tsin(1/t)] : 0<t <1}
b = {[1,t,0] : 0<t<1}

é¢ um conjunto infinito de pontos.

5.6.4 Superposicao de mapas algébricos

Entretanto, se os mapas A e B sao mapas algébricos, é facil ver que
a interseccao de elementos a € A e b € B é um conjunto algébrico.
Pode-se demonstrar que todo conjunto algébrico tem um niimero finito
de componentes conexas, e que cada uma dessas componentes por si s6
é um conjunto algébrico. Portanto, concluimos que a superposicao de
dois mapas simples algébricos é um mapa algébrico. (A demonstracao
destes fatos estd longe de ser trivial.)

Se considerarmos mapas algébricos formados por elementos “cano-
nicos” — vértices, arcos, e discos — podemos dizer algo mais:

e A intersecgdo de um ponto isolado com qualquer conjunto é (ob-
viamente) um ponto isolado;

e A interseccao de dois arcos algébricos um nimero finito de arcos
algébricos, ou um nimero finito de pontos isolados;
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e A interseccao de um arco algébrico e um disco algébrico é um
niumero finito de arcos algébricos;

e A intersecao de dois discos algébricos, cuja uniao nao é a superficie
toda, é um nimero finito de discos algébricos.

Ex. 5.28: Dé um exemplo de dois discos algébricos na esfera S* cuja
interse¢cao nao é um disco.

Destes resultados, podemos concluir que, para dois mapas simples
algébricos A e B, todo vértice de A M B é um vértice de A ou de B,
ou um ponto isolado da interseccao de duas arestas. Podemos concluir
também que toda aresta de AM B é um pedaco de uma aresta de A ou
de B.

5.6.5 Algoritmo menos trivial

As observacoes da secao anterior sugerem o seguinte algoritmo, um
pouco menos trivial:

Algoritmo 5.1 (SupTriv) Dados dois mapas simples algébricos A e
B, na mesma superficie, devolve o mapa C = AN B.

1. Faca V «+— VAUVB.

2. Para cada par de arestas a € FA, b € EB, tal que aNb consiste
de pontos discretos, faca V < V U (aNb).

3. Faca E « {}.

4. Para cada aresta a de FA U E B, determine todos os pontos de
V que estao em A. Para cada trecho ¢ de a entre dois esses
pontos, crie um novo registro de aresta e acrescente-o a F.

Nao é dificil completar este algoritmo de modo a registrar, para todo
vértice e aresta ¢ de C, os elementos A(c) e B(c) dos mapas originais
que contém c¢. Com um pouco mais de trabalho. é possivel também
determinar o sucessor ¢ OProx para todo dardo ¢ de C. Com esta
informacao, é possivel determinar as faces de C'; e registrar, para cada
face f, as faces originais A(f) e B(f) que contém f.

Construindo a
estrutura de AT B
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Em suma, se A e B sao representados por estruturas de arestas
como a descrita na secao 5.5.6; o algoritmo acima permite construir
uma representacao analoga para o mapa C'. Isto pressupoe que C' é um
mapa simples, e em particular que toda face de C' seja um disco. No
caso de uma superficie esférica, isto é verdade se A e B forem mapas
simples, e toda face dos mesmos estiver contida num hemisfério.

Qual é o custo deste algoritmo? Se A e B tem n arestas, no total,
entdo no pior caso temos que examinar ©(n?) pares de arestas. Se o
custo de cada par é O(1) (isto é, independente de n), entdo o custo
total do algoritmo também sera ©(n?).

E fcil dar exemplos de dois mapas poligonais simples com n ele-
mentos cuja superposicao tem O(n?) elementos. Portanto, ndo existe
nenhum algoritmo que seja assintoticamente mais rapido que o algorit-
mo 5.1 para todos os casos.

Entretanto, na pratica a complexidade do mapa A M B raramente
atinge o limite teérico. Numa grande percentagem dos casos, o niimero
de elementos de A M B nao é muito maior que nimero de elementos
de A e B — ou seja, cada aresta de A cruza em média umas poucas
arestas de B.

Portanto, para fins préticos é desejavel um algoritmo de superpo-
sicao cujo custo seja mais ou menos proporcional a complexidade do
mapa final. Nas proximas se¢oes desenvolveremos tal algoritmo.

5.7 O paradigma da varredura

Como vimos na secao anterior, o passo mais critico no calculo de AN B
é determinar todos cruzamentos entre arestas de A e de B.

A técnica de varredura do plano permite calcular essas interseccoes a
um custo geralmente menor que o do algoritmo 5.1. Mais precisamente,
se n é o numero de arestas de A e B, e m o niumero de interseccoes,
a técnica de varredura permite determinar todos os cruzamentos em
tempo O((m+n)log(m+n)) — ou seja, a um custo médio de O(log(m+
n)) por arestas.

Uma vez conhecidos todos esses cruzamentos, nao é dificil determi-
nar as demais propriedades do mapa A M B, e construir a estrutura de
dados para o mesmo, a um custo adicional de apenas O(log(m + n)).
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5.7.1 O algoritmo de Bentley e Ottmann

Para explicar o paradigma de varredura, vamos comegar por um proble-
ma bem simples: dado um conjunto S de segmentos de R, determinar
todos os pares de segmentos que se cruzam. A solucao classica para este
problema é o algoritmo Bentley e Ottmann [BO79], que descrevemos a
seguir.

Imagine uma reta vertical varrendo o plano R* da esquerda para
a direita. Em cada posicao, a reta r encontra um certo subconjunto
de segmentos, que chamaremos de segmentos ativos. Seja A(r) a lista
desses segmentos, ordenados pela posicao y em que elas cruzam r.

Vamos supor nao ha dois vértices ou cruzamentos com mesma abs-
cissa, ou dois segmentos colineares. Nesse caso, a ordem dos segmentos
em A(r) s6 muda em dois tipos de eventos: quanto a reta passa pelo
extremo de um segmento, ou pelo cruzamento de dois segmentos. No
primeiro caso, um segmento sai da lista, ou entra nela. No segundo
caso, os dois segmentos trocam de lugar na lista. Além disso, apenas
um destes eventos pode acontecer de cada vez.

Uma vez que os nimero de eventos ¢ finito, é possivel simular esta
varredura num computador. No inicio de cada iteracao, o conteudo
e ordem da lista A corresponde a reta r posicionada entre dois even-
tos sucessivos. O algoritmo determina o préximo evento, e simula a
passagem da reta por sobre o mesmo. Esta simulagao implica em reti-
rar, acrescentar, e permutar segmentos da lista A de modo a refletir a
situacao com a reta posicionada logo apos o evento.

5.7.2 A agenda de eventos futuros

A dificuldade toda estd em determinar o préximo evento, de maneira
eficiente. Para isso, usaremos uma lista £ — a agenda — que contém
todos os eventos futuros conhecidos, ordenados por abscissa crescente.
Assim, o proximo evento sera sempre o primeiro item da agenda.

No inicio do algoritmo, a agenda contém apenas os eventos do pri-
meiro tipo — os extremos de todos os segmentos. Os eventos de segundo
tipo — cruzamentos — serao descobertos no decorrer da varredura, e
inseridos na agenda, na posicao adequada.

Obviamente, para que esta idéia funcione, precisamos descobrir cada
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cruzamento antes da reta r passar pelo mesmo. A esse respeito, observe
que, logo antes da reta r passar por um cruzamento, os dois segmentos
estarao obrigatoriamente em posicoes adjacentes na lista. Portanto,
para descobrir todos os cruzamentos, basta examinar todos os pares de
segmentos consecutivos da lista A.

Mais ainda, uma vez que o processamento de um evento sé afeta
poucos elementos da lista, basta examinar apenas os novos pares de
elementos consecutivos que resultaram desse processamento.

Por exemplo, no caso da figura 5.14(a), quando a reta passa pelo
ponto v, o segmento s sai da lista, e os segmentos a e ¢ passam a ser vi-
zinhos. Portanto, nessa hora devemos verificar se ha algum cruzamento
entre as arestas a e ¢ com abscissa maior que a de v.

No caso da figura 5.14(b), quando a reta passa pelo extremo v, o
segmento s é acrescentado a lista, entre os segmentos a e c. Nesse
momento, devemos verificar se s cruza a ou c.

Finalmente, na figura 5.14(c), quando a reta passa pelo cruzamento
v de r com s, estes dois segmentos trocam de lugar na lista. Devemos
entdao verificar se ha cruzamentos entre s e a, e/ou entre r e b, com
abscissa maior que a de v; sendo que a e b sao os segmentos ativos
imediatamente acima e abaixo do cruzamento v.

Figura 5.14: Os trés tipos de eventos: (a) extremo esquerdo, (b)
extremo direito, (¢) cruzamento de segmentos.

Na descricao formal do algoritmo, abaixo, cada evento da agenda &
é uma énupla da forma (esq, s), (dir, s), ou e = (crz,r,s), onde r e s
sao segmentos. A abscissa do evento é, nos dois primeiros casos, a do
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extremo correspondente de s; e, no terceiro, a do ponto onde r e s se

cruzam.

Algoritmo 5.2 (Bentley-Ottmann) Dado um conjunto S de seg-
mentos com extremos em R*, devolve uma lista C de pares de segmentos
que se cruzam, em ordem de abscissa crescente.

1. Inicialize £ < {}, A+ (), e C < ().
2. Para todo segmento s € S, acrescente (esq, s) a agenda &.
3. enquanto £ # {} faca

3.1. Retire de £ o evento e de menor abscissa.

3.2. Se e tem a forma (esq, s), entao:

3.2.1.

3.2.2.
3.2.3.
3.2.4.

Seja v o extremo esquerdo de s. Localize os segmentos
a e b de A imediatamente acima e abaixo do ponto v.

Insira s em A entre a e b.
Acrescente o evento (dir, s) a agenda £.

Se s cruza a a direita de v, acrescente o evento (crz, s, a)
a agenda €. Idem para b e s.

3.3. Senao, se e tem a forma (dir, s), entao:

3.3.1.

3.3.2.
3.3.3.

O segmento s deve estar em A. Sejam a e b 0os segmentos
de A imediatamente acima e abaixo de s.

Remova s de A.

Se a cruza b a direita de v, acrescente o evento (crz, a, b)
a agenda & e a lista C.

3.4. Sendo, se e tem a forma (crz,r, s), entao:

3.4.1.

3.4.2.
3.4.3.
3.4.4.

Os segmentos r e s devem estar em posicoes consecuti-
vas de A, com r abaixo de s. Sejam a e b os segmentos
de A imediatamente acima de s e abaixo de r. Seja v o
ponto de cruzamento.

Acrescente o par (r, s) ao fim da lista C.

Troque as posicoes de r e s em A.

Se r cruza a a direita de v, acrescente o evento (crz, r, a)
a agenda £. Idem para b e s.

4. devolva a lista C

161
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Ex. 5.29: No algoritmo 5.2, mostre que o mesmo cruzamento (crz, a, b)
pode ser inserido mais de uma vez na agenda £. (Dé um conjunto de
segmentos S para o qual isto acontece).

5.7.3 Custo do algoritmo

O tempo gasto pelo algoritmo de Bentley e Ottmann é menor ou igual
ao nimero de eventos processados, vezes o tempo maximo gasto para
processar cada evento.

Se o conjunto de entrada S tem n segmentos, e k pares desses se
cruzam, o numero de eventos processados pelo algoritmo é exatamente
2n + k. Como ja observamos, o nimero de cruzamentos k& pode variar
entre 0 e (g) =n(n—1)/2.

O tempo necessario para processar um evento depende da maneira
como as listas A e £ sdo armazenadas. Se usdssemos uma representacao
trivial para a agenda — um vetor, ou uma lista ligada — o custo para
inserir um novo evento ou para extrair o evento de menor abscissa seria
proporcional ao nimero de eventos na mesma. Nessas condi¢ao, nao
é dificil de mostrar que, no pior caso, o custo total do algoritmo seria
Q(n?) — maior que o do algoritmo ingénuo, que testa todos os pares
de segmentos. Veja o exercicio 5.33

Felizmente, se armazenarmos a agenda £ a forma de uma estrutura
um pouco mais sofisticada — uma fila de prioridade — é possivel
efetuar cada uma dessas duas operagoes em tempo O(logm), onde
m é o nimero de eventos na agenda. Uma vez que m = O(n?),
e log(n?) = O(logn), concluimos que o custo de cada uma destas
operacoes é no maximo O(logn).

Analogamente, se usassemos uma representacao trivial para a lista
A, terfamos no pior caso que gastar tempo (n) para inserir um novo
segmento na mesma, ou para localizar os segmentos adjacentes ao
mesmo (passo 3.2.1). Podemos resolver este problema usando uma
estrutura de dados mais sofisticada, como por exemplo as drvores auto-
balanceadas de Sleator e Tarjan [ST83].

Com estas modificacoes, o tempo gasto pelo algoritmo de Bentley e
Ottmann é no méximo O((n + k) logn).

Note que este limite ainda é assintoticamente maior que o do al-
goritmo 5.1 quando ha muitas interseccoes. Entretanto, em muitas
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aplicacoes préticas, o nimero esperado de cruzamentos k é O(n) ou
menos. Nessas condigoes, o algoritmo de Bentley-Ottmann roda em
tempo O(nlogn), enquanto que o algoritmo trivial ainda exige tempo

O(n?).
Existem algoritmos mais recentes que resolvem este mesmo proble-
ma em tempo O(nlogn + k) — isto é, O(logn) por segmento, mais

O(1) por cruzamento. Entretanto, estes algoritmos sao relativamente
complicados, e nao se sabe se eles sao realmente mais eficientes que o
de Bentley-Ottmann em problemas praticos.

Ex. 5.30: (a) Se o conjunto S tem n segmentos, qual o comprimento
méximo da lista A, no decorrer do algoritmo? (b) Mostre que para
todo n existe um conjunto de n segmentos para o qual este méximo é
atingido.

Ex. 5.31: (a) Prove que o ntimero de eventos na agenda &, em qualquer
momento, é sempre menor ou igual a n + k. (b) Serd que para todo n
e todo k < n(n — 1)/2 existe um conjunto s de segmentos para o qual
esse maximo é atingido?

Ex. 5.32: Seja o; o nimero de itens na lista 4, no momento em que
0 i-ésimo item ¢ inserido na mesma. Mostre que, para todo n, existe
um conjunto S de n segmentos tal que a; = Q(n) para Q(n) valores
diferentes de .

Ex. 5.33: Seja ¢; o tamanho da agenda £, no momento em que o j-
ésimo evento ¢é inserido na mesma. Mostre que, para todo n, existe um
conjunto S de n segmentos tal que e; = Q(n) para pelo menos (n?)
valores diferentes de j.

5.8 Varredura da esfera

A idéia central do algoritmo de Bentley-Ottmann é transformar um pro-
blema bidimensional estatico num problema unidimensional dinamico,
em que a cada momento nos preocupamos apenas com o ue acontece
ao longo de uma linha que varre o plano todo.

Podemos usar essa mesma técnica para calcular eficientemente as
interseccoes entre as arestas de mapas em geral. Para isso, entretanto,
precisamos modificar véarios detalhes do algoritmo.
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Em primeiro lugar, muitos mapas de interesse pratico sao mapas
sobre a esfera S¥ (ou no plano projetivo orientado T"). Mesmo mapas
restritos ao plano cartesiano R freqiientemente tem arestas infinitas
ou semi-infinitas; a maneira mais simples de tratar essas arestas é supor
que seus extremos sao pontos no infinito.

Varrer a esfera S¥ ¢ mais complicado do que varrer o plano R”.
Em primeiro lugar, em vez de uma reta de varredura, temos que usar
um meridiano: um arco de circulo maximo com extremos antipodais,
girando em torno do eixo que passa pelos mesmos. Veja a figura 5.15.
Vamos chamar os extremos do meridiano de pdlo norte (N') e pdlo sul
(8§ = =N); sendo que o meridiano gira em sentido positivo em torno
de N, e negativo em torno de S.

Figura 5.15: Varrendo a esfera com um meridiano.

Cada meridiano m pode ser identificado com sua reta suporte NV
p=pVS, onde p é qualquer ponto do meridiano. Note que, segundo
esta definicao, o trajeto de A para S ao longo do meridiano gira no
sentido positivo em torno do lado positivo de sua reta suporte.

Outra dificuldade a enfrentar na varredura da esfera é que a ordem
em que os eventos sao encontrados pelo meridiano de varredura nao é
simplesmente a ordem de abscissa crescente. Na verdade, os meridia-
nos com mesmo polo sao ordenados circularmente, e nao linearmente.
Portanto, para ordenar os eventos, precisamos escolher um meridiano
inictal m*, onde a varredura comeca. Podemos entao classificar cada
evento pela longitude do meridiano que passa por ele, medida a partir
de m* no sentido de rotacao positivo em torno do pélo norte.

Para fins de ilustrac¢ao, vamos supor que N é o ponto [0, 0, 1]; e que
m* é o meridiano que contém o ponto [0, —1,0], cuja reta suporte é
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Q = (0,0,1). Entretanto, vale a pena frisar que N pode ser qualquer
ponto da esfera, e m* pode ser qualquer arco com extremos N e —N.

Ex. 5.34: (a) Descreva a aparéncia de um meridiano genérico no mode-
lo plano de T, supondo que N = [0,0,1]. (b) Idem, para N’ = [0, 1, 0].
(c) Idem, para N = [1,0,0].

Se a longitude de um ponto p for menor que a de outro ponto ¢,
diremos que p estd a oeste de q, e q estd a leste de q. Se p e q tiverem
a mesma longitude, e um percurso de N para S ao longo do meridiano
encontrar p antes de ¢, diremos que p estd ao norte de q, e q estd ao
sul de p. (Nao precisaremos definir a ordem norte-sul para pontos com
longitudes diferentes.) Note que estes conceitos nao estao definidos
quando p ou ¢ coincidem com os polos da varredura.

Ex. 5.35: Dé um algoritmo para decidir se um ponto p estd a oeste de
um ponto ¢. (Dica: compare a ordena¢io por longitude com a angular
usada na secao 4.3.4.)

Ex. 5.36: Dé um algoritmo para decidir se p estd ao norte de g,
sabendo-se que ambos estao no mesmo meridiano.

Uma terceira dificuldade da varredura esférica é que, existem mapas
tais que qualquer meridiano, com qualquer pdlo, cruza uma ou mais
arestas. Ou seja, nao existe em geral uma posicao “limpa” para o
meridiano de varredura. Portanto, qualquer algoritmo de varredura
precisa comecar “pelo meio”, com uma lista de segmentos ativos nao-
vazia. Em geral, o algoritmo precisa deixar em aberto alguns detalhes
do resultado, que dependem das partes nao varridas desses segmentos;
e, ao fim da varredura, precisa voltar atras e completar esses detalhes.

Uma maneira relativamente clara de descrever (e implementar) es-
tas modificagoes é imaginar a esfera cortada ao longo do meridiano
inicial m*. Topologicamente, esse corte transforma a esfera S no pla-
no cartesiano R, e a varredura de S por um meridiano na varredura,
de R* por uma reta — tal como no algoritmo de Bentley e Ottmann. O
problema de “comecar no meio” passa a ser entao que cada aresta que
cruza m* fica dividida em pelo menos duas arestas; e 0 mesmo acontece
com as faces. Para corrigir esse problema, quando a varredura termina

Leste, oeste, norte,
sul

Comecando pelo
meio

Corte e costura
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precisamos “costurar” de volta as duas margens do mapa, juntando os
pedacos de cada aresta ou face que cruza o meridiano de referéncia. A
figura 5.16 ilustra este processo.

Figura 5.16: Corte e costura de mapas na esfera.

5.8.1 Arestas curvas

Arestas curvas  Além disso, precisamos levar em conta que muitos mapas de interesse
pratico tem arestas curvas. Na varredura de tais mapas, precisamos
lidar com o fato que um meridiano de varredura pode encontrar a mes-
ma arestas varias vezes, e que a lista de arestas ativas pode mudar nao
apenas em vértices e cruzamentos, mas também quando o meridiano
fica tangente a uma aresta. Veja a figura 5.17.

}
l |
!
Figura 5.17: Varrendo um mapa com arestas curvas.

Arestas Este problema nao ocorre se toda aresta for monotonica em lon-
monotonicas  gitude: isto é, se cada meridiano cruzar cada aresta em no maximo
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um ponto. Em geral, podemos resolver este problema com um pré-
processamento que divide toda aresta em trechos monotonicos, intro-
duzindo novos vértices nos pontos da mesma em que a longitude é
localmente minima ou maxima.

Para que esta solucao seja viavel, é preciso que haja apenas um
niumero finito de pontos estacionarios, e que eles sejam determindveis
algoritmicamente. Estas duas condicoes sao satisfeitas no caso de cur-
vas algébricas implicitas ou paramétricas, e em particular no caso de
circulos, secoes conicas em geral, e curvas de Bezier.

Outro detalhe a ser levado em conta é que duas arestas curvas podem
se cruzar mais de uma vez. Felizmente, pode-se provar que a interseccao
de dois arcos de curvas algébricas consiste um nimero finito de arcos e
pontos isolados, que podem ser determinados algoritmicamente.

Ex. 5.37: Dé um algoritmo para decompor um circulo de centro (fini-
to) p = [w, z,y| e raio r em um ou mais arcos monotonicos em longitude,
em relacio a um pélo N dado, separados por vértices isolados. Suponha
que circulo nao passa por N.

5.8.2 Casos degenerados

Além das dificuldades causadas pela topologia esférica e pelas arestas
curvas, temos que nos preocupar também com certas “situacoes de-
generadas”, que foram excluidas por hipdtese na nossa descricao do
algoritmo de Bentley e Ottmann, mas que nao podem ser ignoradas na
superposicao de mapas.

Por exemplo, quase todo mapa tem duas ou mais arestas incidindo
no mesmo vértice. Essa é uma caracteristica essencial do mapa, que
determina sua topologia; portanto, nao é vidvel exigir que a cada
extremo de cada aresta tenha uma latitude diferente. Isso significa
que, quando o meridiano de varredura passa sobre um vértice, temos
que processar num tunico evento todas as arestas que incidem nesse
vértice.

Pode também acontecer que, na sobreposicao de mapas A e B,
um vértice do mapa A esteja no meio de uma aresta de B, ou vice-
versa. Para nao complicar o algoritmo principal, vamos supor que os
mapas foram previamente refinados de modo a eliminar estas situacoes.

Cruzamentos
maltiplos

Casos degenerados

Muiltiplas arestas
por vértice

Vértices sobre
arestas



Arestas sobrepostas

Escolha dos polos

perturbagao virtual

Longitude
perturbada

168 Capitulo 5. Mapas

Mais precisamente, vamos supor que toda aresta de A que continha um
vértice v de B foi dividida em duas arestas, separadas por um novo
vértice v’ com mesmas coordenadas que v; e analogamente para o mapa

B.

Com este refinamento inicial, todo vértice da superposicao é a in-
terseccao de um vértice e uma face, ou de dois vértices, ou de duas
arestas.

Pode também acontecer que a intersecgao de duas arestas (uma de A
e outra de B) contenha nao apenas pontos discretos, mas tamhém arcos
inteiros. Se as curvas sao algébricas, e os mapas foram refinados como
descrito acima, prova-se que neste caso as duas arestas sao identicas,
e portanto iguais a sua interseccao. Este fato simplifica bastante o
tratamento destes casos.

5.8.3 Escolha dos pélos

Note que as situacoes degeneradas descritas até aqui sao intrinsecas ao
problema: elas dizem respeito apenas aos dados e ao resultado desejado.
Além dessas, ha varias outras situacoes degeneradas que envolvem os
polos de varredura e o meridiano inicial, e portanto sao internas ao
algoritmo. Por exemplo, podemos ter eventos (vértices ou cruzamentos)
no meridiano inicial, ou multiplos eventos com a mesma longitude, ou
arestas passando pelos pélos, etc.

Felizmente, estas situacoes podem ser evitadas por meio de “per-
turbacoes virtuais” na posicao do pélo e do meridiano inicial. A idéia
é supor que o pdlo norte nao estd exatamente em [0,0,1], mas sim
num ponto [¢2,¢,1], onde £ é um infinitésimo: um “nimero” que, por
defini¢ao, é maior que zero, mas menor que qualquer real positivo.

Uma conseqiiéncia imediata desta perturbagao infinitésima é que
0s pélos N e S ndo coincidem com nenhum vértice do mapa — na
verdade, ndo coincidem com nenhum ponto “ordindrio” de T*!

Mais ainda, a perturbacdo garante que cada ponto de T estd num
meridiano distinto. Para verificar esta afirmacgao, vamos tomar dois
pontos quaisquer p; = [wy, Ty, y1] € Pa = [wa, T, yo] de T, e calcular a
orientacao do triangulo p;psN:
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A(Napl,m) (5-3)
A |
= sgn| wy Ty Y
Wy T2 Y2
0O 0 1 0O 1 0 1 0 0
= sgn wy Ty Y | +E|wi T1 Y +e2 w1y y1 | [5.4)
W2 T2 Y2 Wy T2 Y2 Wy T2 Y2
— sgn (‘ Wi Ty W + &2 | > (5.5)
Wa T2 Wa Y2 T2 Yo

Observe que o argumento de sgn na férmula (5.5) é um polinémio
ao + a1 + ase? sobre o infinitésimo e, cujos coeficientes sao niimeros
reais ordindrios. Se o primeiro coeficiente ag for diferente se zero, seu
valor absoluto ¢ por definicao maior que qualquer multiplo de € ou €2; e
portanto o sinal da férmula toda é o sinal de ag. Pelo mesmo argumento,
se ag for zero, mas a; for diferente de zero, o sinal da féormula serd o
sinal de a;. Se ambos forem zero, vale o sinal de a;. Temos portanto o
seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.3 (An(p1,p2)) Dados dois pontos py = [wy,z1,y1] e
P2 = [wa, ¥2, ya], devolve A(N,py1,p2), onde N = [¢2,¢,1].

wy -
1. s« | ' "1l ses+#0entdo devolva sgns;
Wo T3
w -
9. s¢ | W1 U : se s # 0 entao devolva — sgn s;
Wz Y2
x
3.5 | W ; devolva sgn s.
T2 Y2

Note que A (p1,p2) s6 é zero se os trés determinantes 2 x 2 acima
forem nulos. Nesse caso, pode-se concluir que os dois vetores (wyq, 1, 41)
e (wa, T2, y2) sdo muiltiplos um do outro; ou seja, os pontos p; e py sa0
coincidentes (iguais ou antipodais). Como pontos antipodais sempre
estao em meridianos opostos, concluimos que p; e py estao no mesmo
meridiano se e somente se p; = ps.
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A técnica de perturbacao infinitésima também pode ser usada para
garantir que o meridiano de referéncia m* nao passa por nenhum vértice
ou cruzamento dos dois mapas. Para tanto, basta tomar m* na reta
(1+¢2 &3 —e?). Pode-se verificar que esta “reta perturbada” passa por
N e S, mas nio passa por nenhum ponto “ordinério” de T¥.

Os exercicios a seguir supoem estas perturbacoes infinitésimas; isto
6, N =1[e%e, 1] em* = (1423 —£2).

Ex. 5.38: Dé um algoritmo que, dados dois pontos p e ¢ de T, devolve
+1 se p estd a leste de g, —1 se p estd a oeste de ¢, e 0 se p = q.

Ex. 5.39: Dé um algoritmo que, dados dois pontos p e ¢ de T, distin-
tos e nao antipodais, decide se p é o extremo oeste ou o extremo leste
do segmento pq.

Ex. 5.40: Dé um algoritmo que, dados um ponto p de T¥, e um seg-
mento gr que cruza o meridiano de p, determina se p estd ao sul ou ao
norte de gr.

Ex. 5.41: Dé um algoritmo, que, dados dois segmentos pg e pr, dos
quais p é o extremo oeste, devolve +1 se pq estd mais ao norte que pr,
—1 se estd mais ao sul, e 0 se os dois segmentos sao colineares.

Ex. 5.42: Dé um algoritmo para decidir se um segmento pq cruza o
meridiano inicial m*.

Ex. 5.43: Dé um algoritmo, que, dados dois segmentos disjuntos pq
e rs que cruzam o meridiano inicial m*, determina qual deles cruza o
segmento mais ao norte.
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5.9 Apéndice: Conceitos basicos de topo-
logia

Esta secao é uma recapitulagao sucinta das definicoes mais de topologia
de conjuntos usadas neste capitulo. Para maiores detalhes, recomenda-
mos consultar um livros texto da drea, como por exemplo [Lim76].

5.9.1 Espaco topoldgico; abertos e fechados

Um espago topolégico é uma tripla (X, .A), onde X é um conjunto
qualquer (os pontos), e A é uma colecdo de subconjuntos de X (os
abertos), satisfazendo os seguintes axiomas:

1. o conjunto X e o conjunto vazio sao abertos;
2. a uniao de qualquer colecao de subconjuntos abertos é um aberto;

3. a interseccao de uma colecao finita de subconjuntos abertos é um
aberto.

Nessas condigoes, dizemos que a colecao A determina uma estrutura
topoldgica sobre o conjunto X, ou que € uma topologia para X.

No resto deste apéndice, vamos supor que (X,.A) é um espaco
topoldgico.

5.9.2 Subconjuntos fechados

Por definicao, um subconjunto Z de X é fechado se seu complemento
X\Z é aberto. Portanto, X e {} sdo fechados; a interseccao de qual-
quer familia de subconjuntos fechados é fechada; e a uniao finita de
subconjuntos fechados é fechada.

Em geral, num espaco (X, A) existem subconjuntos de pontos que
nao sao nem abertos nem fechados.

5.9.3 Sub-espacos

Dizemos que um espago (Z, B) é um sub-espaco de (X, .A) se e somente

Espaco e conjunto
aberto

Topologia

Conjunto fechado

Sub-espaco
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se ZC X, e
B={ANZ : Ac A}

Neste caso, dizemos que B é a topologia de Z induzida por A.

5.9.4 Produto cartesiano

O produto cartesiano de dois espacos topoldgicos (X, A) e (Y,B) é o
espaco cujos pontos sao os pares X X Y, e cujos abertos sao todas as
unides (finitas e infinitas) de produtos A x B com a € Ae B € B.

5.9.5 Topologia natural de R*

Um intervalo aberto de nimeros reais é um conjunto da forma
{z ta<z<b}

onde a e b sao reais com a < b.

Por definicao, na topologia natural da reta R um subconjunto é
aberto se e somente se ele é a uniao (possivelmente infinita) de intervalos
abertos.

Para o espaco R*, com n > 1, a topologia natural é a definida pela
regra do produto cartesiano acima. Ou seja, um subconjunto de R* é
aberto se e somente se ele é a uniao (possivelmente infinita) de produtos

de n intervalos abertos de R.

Ex. 5.44: Se ¢ é um ponto do espaco cartesiano R*, e r um real
positivo, a bola (aberta) com centro ¢ e raio v é o conjunto de pontos

(peR" : [i—|<~)

onde |z| é o comprimento (euclidiano) do vetor z. Prove que, do
ponto de vista topolégico, bolas redondas sao tao boas quanto bolas
quadradas; ou seja,

(a) toda bola aberta é um subconjunto aberto de R*.

(b) na topologia natural de R*, um subconjunto é aberto se e somente
se ele é a unido (possivelmente infinita) de bolas abertas.
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Se Z é um subconjunto de R*, a topologia natural de Z é a induzida
sobre Z pela topologia natural de R*.

Em particular, a topologia natural da esfera S¥ é a induzida na mes-
ma pela topologia natural de R¥. Identificando-se os pontos de $* com
os do plano projetivo orientado T%, conforme descrito na secao 2.3.2,
esta mesma regra define topologia natural para TF.

Sempre que mencionarmos um subconjunto de pontos de R*, S*,
ou T* como um espaco topoldgico, sem especificar uma topologia,
estaremos supondo a topologia natural.

5.9.6 Vizinhanca

Uma vizinhang¢a de um ponto x € X é qualquer subconjunto aberto de
X que inclui z. Por extensao, uma vizinhanca de um conjunto 7 C X
é qualquer subconjunto aberto de X que contém Z.

Na topologia natural de R*, toda bola com centro x é uma vizi-
nhanca de .

5.9.7 Ponto de acumulacgao

Diremos que um elemento p € X é um ponto de acumulag¢ao de um
conjunto Z C X se e somente se qualquer vizinhanca de p contém um
nimero infinito de pontos de Z.

Diremos que uma sequéncia infinita de pontos pi,ps,... de um
espaco X converge para um conjunto de pontos /7 C X se qualquer
vizinhanca de Z contém todos os pontos da seqiiéncia, exceto por um
subconjunto finito. Se uma seqiiéncia converge para um conjunto com
um tnico ponto, dizemos que esse ponto é o limite da seqiiéncia.

Ex. 5.45: Prove que p € X é um ponto de acumulacao de Z C X, no
espaco (X, A), se e somente se p for um ponto de acumulacao de Z em
algum sub-espaco (Y, B) de (X, A) talque pe Y e Z € B.

Ex. 5.46: Prove que p € X é um ponto de acumulacao de Z se e
somente se ele é o limite de uma seqiiéncia infinita de pontos de Z.

Topologia natural
da esfera

Vizinhanca

Ponto de
acumulacao

Convergéncia e
limate
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5.9.8 Fecho, interior, e fronteira

Se Z C X, definimos o interior de Z (em X) como sendo a uniao de
todos os subconjuntos abertos de X contidos em 7.

Ex. 5.47: Prove que o interior de Z em X é um subconjunto aberto
de X.

Ex. 5.48: Prove que o interior de Z em X contém qualquer subcon-
junto aberto de X contido em Z.

Ex. 5.49: Prove que um ponto x € X pertence ao interior de Z em
X se e somente se existe alguma vizinhanca de z em X que estd
inteiramente contida em Z.

Definimos também o fecho de Z (em X) como sendo a intersec¢ao
de todos os subconjuntos fechados de X que contém 7.

Ex. 5.50: Prove que o fecho de Z em X estd contido em qualquer
subconjunto fechado de X que contém Z.

Ex. 5.51: Prove que o fecho de Z em X consiste de todos os elementos
de X que sao pontos de acumulacao de Z.

A fronteira de Z (em X) é a diferenca entre o fecho de Z e o interior
de Z.

Ex. 5.52: Prove que z € X pertence a fronteira de Z em X se e
somente se toda vizinhanca de z em X contém algum ponto de Z e
algum ponto de X\Z.

5.9.9 Espaco quociente

Se = é uma relacao de equivaléncia sobre os pontos de um espaco
(X, .A), definimos o espago quociente (X, A)/= como sendo (Y, B), onde
Y é o conjunto X/= das classes de equivaléncia de X por =; e B é a
familia de todos os conjuntos A/=, para todo A € A que é unido de
classes de X/=.
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Espacos quocientes aparecem naturalmente quando uma superficie
é descrita por meio da colagem de faces. Nesse caso, o espaco (X,.A)
original é a uniao de poligonos regulares isolados, um para cada face. A
relacao de equivaléncia define a maneira como as beiradas dessas faces
devem ser coladas. Isto é, se o ponto x numa aresta de um poligono
deve ser colado com o ponto y em outra aresta (de outro poligono, ou
do mesmo), entao por defini¢ao x = y; exceto por este caso, x =y se e
somente se x = y.

Outro exemplo classico de espaco quociente é o plano projetivo nao
orientado, que pode ser definido como o quociente da esfera S (com
a topologia natural) pela relacdo de equivaléncia que identifica cada
ponto da mesma com seu antipoda.

5.9.10 Separabilidade

Dois pontos de um espago topoldgico sao separdveis se existe um con-
junto aberto que contém um mas nao o outro; caso contrario eles sao
imseparduveis.

Ex. 5.53: Mostre que inseparabilidade é uma relacao de equivaléncia.

Do ponto de vista topoldgico, dois pontos inseparaveis sao essenci-
almente indistinguiveis

Um espaco é separdvel se todos os pares de pontos sao separaveis.
Nao estaremos perdendo muita coisa interessante se restringirmos nossa
atencao a espacos separaveis; pois o quociente de qualquer espaco por
sua relacao de inseparabilidade é um espaco separavel, cujos abertos
correspondem aos abertos do espaco original de maneira biunivoca e
compativel com C.

5.9.11 Continuidade

Definimos uma func¢do continua de um espaco topoldgico (X, A) para
outro espacgo topolégico (Y, B) como sendo uma fungao de X para Y
tal que a imagem inversa de todo subconjunto fechado de YV é um
subconjunto fechado de X.

Colagem de
poligonos

Plano projetivo

Pontos separdveis

Espago separdvel

Funcao continua
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Ex. 5.54: Seja f uma funcao continua de (X,.A) para (Y,B). Mostre
que

(a) se x € X é ponto de acumulagio de Z C X segundo A, entdo f(x)
é um ponto de acumulagao de f(Z) segundo B.

(b) se z € X é limite da seqiiéncia z1, s, ... de pontos de X, segundo
A, entdo f(x) é o limite da sequiéncia f(z1), f(z2),... segundo B.

5.9.12 Equivaléncia topoldgica

Um dos conceitos fundamentais da topologia é o de homeomorfismo:
uma bijecao entre dois espagos é um homeomorfismo se e somente se
ela leva conjuntos abertos para conjuntos abertos. Dizemos que dois
espacos topoldgicos sao homeomorfos, ou equivalentes, se e somente se
existe um homeomorfismo entre eles.

Decorre da definicao que uma bijecao entre dois espacos é um ho-
meomorfismo se e somente se ela é continua, e sua inversa também é
continua.

Ex. 5.55: Mostre que a reta R é equivalente ao segmento aberto (0, 1).

Ex. 5.56: Mostre que o plano R¥ é equivalente ao quadrado aberto
(0,1) x (0,1).

Ex. 5.57: Mostre que o plano R¥ é equivalente ao conjunto

{(z,y)ERﬁ : n¢+m¢<H‘}

Uma propriedade topolégica é uma propriedade de pontos e subcon-
juntos de um espago X que pode ser ser definida apenas em termos de
conjuntos abertos de X (e das operagoes da teoria de conjuntos). Um
exemplo é o fato de um conjunto de pontos ser fechado: que significa,
por definicao, que o complemento dele é aberto. Outro exemplo é o
fato de um espaco X ser conero, que significa que nao existe nenhum
subconjunto proprio e nao-vazio de X que é ao mesmo tempo fechado e
aberto. Ainda outro exemplo é fato de um conjunto de pontos Z num
espaco X separar dois pontos u,v € X\Z, significando que nao existe
nenhum sub-espaco de X\Z que seja conexo e contenha u e v.
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Portanto, um homeomorfismo f preserva todas as propriedades to-
poldogicas de pontos e subconjuntos de pontos. Em particular, se um
espaco é conexo, qualquer espaco homeomorfo a ele também sera co-
nexo; se Z separa u e v, entdo f(Z) separa f(u) de f(v). E assim por
diante.

Ex. 5.58: Considere os sub-espacos do R¥ definidos abaixo. Descreva
cada um em palavras. Quais deles sao superficies? Quais sao superficies
compactas? (Justifique as respostas.)

(a) {(z,y.2) : 22 +9y? +2% € {1,2} }.
(b) { (z,y,2) : 2?2+ 9>+ 22 e N\{¥} }.
(c) {(z,y,2) : max{lz||y|,|2]} = 1}.
(d) {(z,y.2) : 2+ <1Az=0}.
() {(z,y,2) + 2 +y* <1Az=0}.
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Capitulo 6

Problemas de proximidade

6.1 O problema do correio

Considere o seguinte problema do correio. Seja S um conjunto fixo de
n pontos do plano R¥, que chamaremos de sitios. Dado um ponto p
genérico, qual a maneira mais eficiente de determinar o sitio de S mais
préximo a p? (Veja a figura 6.1.)

Figura 6.1: O problema do correio.

Este problema aparece em muitos contextos praticos, onde os os
sitios podem ser fabricas, depdsitos, lojas, postos do correio, cidades,
estagOes meteoroldgicas, etc.. Em computacgao grafica, em particular,
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os sitios podem ser posicoes de objetos na tela, e p a posicao do cursor
grafico que estd sendo usado para selecionar um desses objetos. Ou,
entdo, os sitios sao pontos onde uma fungao f(z,y) foi amostrada, e p
um ponto onde a mesma precisa ser interpolada.

A solucao trivial para este problema é calcular as n distancias
dist(s,p) para todo s € S, encontrar o minimo desses nimeros, e
devolver o sitio s correspondente. FEste algoritmo obviamente requer
©(n) operagoes.

E possivel melhorar este tempo? Para uma tnica consulta, a res-
posta é nao: qualquer algoritmo correto precisa levar em conta todos
os sitios, e portanto exige tempo pelo menos proporcional a n — isto
é, Q(n).

Entretanto, suponha que queremos resolver este problema para um
grande nimero de pontos p, mantendo o conjunto S de sitios fixo.
Neste caso, vale a pena investir algum tempo inicialmente, construindo
a partir do conjunto S algum tipo de indice geométrico (por analogia
com o indice alfabético de um livro). Com um indice adequado, é
possivel responder a cada consulta muito mais rapidamente do que com
o algoritmo trivial. Supondo-se um numero suficiente de consultas, o
tempo economizado nas mesmas acaba compensando o tempo gasto na
construcao do indice.

6.2 O diagrama de Voronoi

Para tornar a idéia de indice geométrico mais palpavel, considere o
problema analogo em uma dimensao. Neste caso, os sitios — elementos
de S — sao pontos na reta R, isto é, nimeros reais. Uma consulta
consiste em determinar qual o elemento de S que esta mais proximo de
um numero real p dado.

6.2.1 Voronoi na reta

Para cada sitio s € S, considere o conjunto R, dos pontos p da reta R
tais que o sitio mais préximo a p é s. Obviamente, determinar o sitio
mais proximo a p equivale a determinar qual das regioes s contém p.



6.2. O diagrama de Voronoi 181

Para entender as regides Ry, suponha que os sitios de S estao
ordenados em ordem crescente: s; < sy < +-- < s,. Nestas condicoes,
nao é dificil ver que cada regiao R, é um intervalo limitado pelos pontos
v; € 11, onde v; é o ponto eqiiidistante entre os sitios consecutivos s;_;
e s;, isto é, v; = %(si,l + s4).

Para enquadrar as regioes extremas R;, e R, nesta descricao, é
necessario supor que v; = —oC e v,y = +00. Veja a figura 6.2.

Figura 6.2: Voronoi na reta.

A colegao das regioes R, é por definicao o diagrama de Voronoi
(DVOR) do conjunto S, assim chamado em homenagem ao matemético
russo G. Voronoi.'.

Se tivermos que responder a muitas consultas para um mesmo con-
junto S, é vantajoso calcular primeiro o diagrama de Voronoi de S.
Para tanto, basta ordenar os sitios em ordem crescente, e calcular os
pontos separadores vy, vs, . ..,v,+1, chamados de wvértices de Voronoi,
conforme descrito acima. Feito isso, para cada ponto de consulta p, bas-
ta determinar os vértices consecutivos v; e v;;1 tais que v; < p < V11,
e devolver o sitio s;.

A vantagem desta estratégia é que o intervalo (v;, v;41) que contém
o ponto p pode ser determinado rapidamente — em tempo O(logn) —
por busca bindria.

Por outro lado, a ordenacao dos sitios requer apenas O(nlogn) ope-
racoes, e o cdlculo dos vértices com apenas O(n) operagoes. Portanto, o
tempo gasto na construgao do diagrama de Voronoi é apenas O(nlogn).
Note-se que este trabalho precisa ser feito uma unica vez; portanto, o
custo total para pré-processar os n sitios, e responder a m consultas
sobre os mesmos, é

O(nlogn) + mO(logn) = O((n + m)logn)

'Os nomes diagrama de Thiessen e tesselacdo de Dirichlet também sdo as vezes
usados para este conceito.

Voronoi na reta

Custo do indice
e da consulta
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Em contraste, o algoritmo trivial — comparar cada ponto p com
cada sitio — levaria tempo O(mn) para atender essas mesmas consultas.

Para tornar estas analises mais concretas, suponha por exemplo
n = m = 1000. O algoritmo trivial tem que calcular e comparar
1.000.000 distancias entre pontos e sitios. Em contraste, o algoritmo
baseado no diagrama de Voronoi, descrito acima, executaria apenas
¢ X 2000 x log 1000 ~ ¢ x 20.000 operacoes, onde ¢ é uma constante
pequena.

6.2.2 Voronoi no plano

O conceito de diagrama de Voronoi, definido acima para a reta, pode
ser também aplicado ao plano (ou a qualquer espago métrico).

Especificamente, dado um conjunto S de sitios em R*, o diagrama
de Voronoi de S é uma colegao de regioes R, do plano, uma para cada
sitio s, tais que um ponto p estd na regiao R, se e somente o sitio mais
proximo a p é s. Veja a figura 6.3

Figura 6.3: O diagrama de Voronoi no plano.

Qual é a forma da regiao R;? Considere um outro sitio qualquer
t distinto de s. Um ponto p do plano estd mais proximo de s do que
de t se e somente se p estd no semi-plano H, que contém s, e que é
limitado pela reta mediatriz my do segmento st. Veja a figura 6.4.
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Figura 6.4: A regiao pontilhada estd mais préxima de s do que de ¢.

Portanto, a regiao R, é a interseccao de todos esses semiplanos, ou

seja
R, = ﬂ Hgy
teS\s

Conclui-se imediatamente desta definicao que R, é um poligono convexo
que contém o sitio correspondente s.

E f4cil de ver que um ponto p pertence a fronteira entre duas regices
R, e R; se e somente se p é eqiiidistante de s e de %, e estes sao os dois
sitios de S mais proximos a p. O mesmo vale para os pontos na fronteira
de trés ou mais regioes, que sao os vértices dos poligonos.

6.2.3 Complexidade do Voronoi

Como vimos acima, o Voronoi de n sitios na reta pode ser descrito de
maneira compacta pela lista de seus n — 1 vértices.

Qual a complexidade do diagrama de Voronoi no plano? A primeira
vista, parece ser muito grande. Enquanto que na reta R cada regiao de
Voronoi tem no maximo dois vizinhos, no plano R* uma tnica regido
pode ter até n — 1 lados. Se isso pudesse acontecer com todas as n
regioes, terfamos ©(n?) arestas, o que impediria o uso do diagrama de
Voronoi em aplicagoes praticas.

Felizmente, esta hipotese pessimista nao é possivel. Uma vez que o
diagrama de Voronoi é um grafo planar, ele satisfaz a relacao de Euler

(vértices) — (arestas) + (faces) = 2

Complezidade do
Voronoi
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Usando esta identidade, e um pouco de algebra, pode-se provar que o
diagrama de Voronoi de n > 3 sitios tem no maximo 3n — 6 arestas
e 2n — 4 vértices. Ou seja, a complexidade do diagrama é apenas
proporcional ao niimero de sitios; e nao quadratica, como temiamos.

6.2.4 Usando o diagrama

Suponha que construimos o diagrama de Voronoi { R; : s € S} dos
sitios dados. Portanto, para encontrar o sitio mais préximo a um ponto
dado p basta determinar a regiao R, do diagrama que contém p.

Esta estratégia nao compensa se tivermos que testar todas as regioes
R, uma por uma. (Isso certamente levaria mais tempo do que comparar
as distancias entre p e os sitios!) No caso unidimensional, uma simples
busca bindria permitia resolver este problema em tempo O(logn). Sera
que existe ago equivalente a busca binaria em duas dimensoes?

Felizmente, a resposta é sim. Os detalhes sao complicados demais
para discutir neste curso, mas a conclusao é que, mesmo em duas
dimensoes, a regiao R, que contém o ponto p pode ser encontrada em
tempo O(logn).

Mais adiante veremos que o diagrama de Voronoi de n sitios pode ser
calculado em tempo O(nlogn). Portanto, o custo total para responder
a m consultas sobre n sitios no plano ¢ o mesmo do caso unidimensional,
ou seja O((m + n)logn).
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6.3 O diagrama de Delaunay

Seja .S um conjunto de sitios no plano. Diremos que dois sitios s, t de S
sao vizinhos de Voronoi se as respectivas regioes Ry, R; do diagrama de
Voronoi tem um lado em comum. Lidando cada par de sitios vizinhos
com um segmento de reta, obtemos o diagrama de Delaunay (DDEL) de
S. Veja a figura 6.5.

Figura 6.5: O diagrama de Delaunay.

6.3.1 Propriedades fundamentais

Sejam s e t os dois extremos de uma aresta do diagrama de Delaunay
de S. Pela definicio do DDEL, as regioes de Voronoi Ry e R; devem
ter um lado e em comum. Seja ¢ um ponto qualquer no interior de e
(excluindo seus extremos). Pela definicdo do DVOR, ¢ estd situado a
mesma distancia r dos dois sitios s e t; e a distancia de ¢ a qualquer
outro sitio u ¢ estritamente maior que 7.

Se considerarmos o circulo de centro ¢ e raio r, podemos concluir o
seguinte fato:

Arestas do Voronoi

Diagrama de
Delaunay
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Arestas do  Propriedade 6.1 (Circulo Vazio) Dois sitios sio adjacentes no di-
Delaunay: circulo  agrama de Delaunay se e somente se existe algum circulo que passa por
vazio  eles, e nao contém ou passa por nenhum outro sitio do diagrama.

Figura 6.6: A propriedade do Circulo Vazio.

A partir desta propriedade fundamental, podemos derivar facilmen-
te muitas outras propriedades importantes do DDEL.

Por exemplo, podemos provar que as arestas do DDEL nao se cruzam
ou tocam, a nao ser nos seus extremos. Isto significa que os diagramas
de Voronoi e de Delaunay sao duais, nao apenas como grafos, mas
como diagramas. Ou seja, todo vértice, aresta, ou face de um deles
corresponde respectivamente a uma face, aresta, ou vértice do outro,
preservando as relacoes de incidéncia entre esses elementos.

Vértices do Voronoi Em particular, se v é um vértice do diagrama de Voronoi, e
R, Rs,, ..., Rs, sao as regioes incidentes a v, en ordem anti-horaria,
entao v deve ser eqiiidistante dos sitios sq, s, ..., S;, € qualquer outro
sitio esta mais afastado de v do que eles. Se considerarmos o circulo
com centro v que passa por esses k sitios, concluimos que
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Propriedade 6.2 (Circulo Circunscrito) Trés ou mais sitios defi-
nem uma face do diagrama de Delaunay se e somente se existe algum
circulo que passa por eles, e ndo contém ou passa por nenhum outro
sitio do diagrama. O centro desse circulo é o vértice do diagrama de
Voronoi que corresponde a essa face.

Figura 6.7: Faces do diagrama de Delaunay.

Portanto, toda face do DDEL é um poligono simples inscrito em
algum circulo, e portanto um poligono convexo.

6.3.2 Triangulacao de Delaunay

Se os sitios sao gerados aleatoriamente, ou sao sujeitos a erros de me-
dida aleatérios, a probabilidade de quatro ou mais sitios pertencerem
a um mesmo circulo é nula. Nessas condigoes, as faces do DDEL sao in-
variavelmente triangulos, e o DDEL é também chamado de triangulacao
de Delaunay (TDEL).

Mesmo nos casos em que o DDEL tem faces com mais de trés vértices,
ele pode ser facilmente transformado numa triangulacao; basta acres-
centar k — 3 diagonais (nao cruzadas) a cada face com k > 3 lados.

Faces do Delaunay:
circulo circunscrito

Triangulacao de
Delaunay



Angulos uniformes

Angulos do
quadrildtero

188 Capitulo 6. Problemas de proximidade

6.3.3 Equiangularidade

As triangulacoes de Delaunay, obtidas como descrito acima, sao bas-
tante usadas interpolacao de dados, modelagem de sélidos, célculo de
elementos finitos, e outras areas da analise numérica.

A razao para essa popularidade é que os erros de aproximagao
cometidos nessas areas dependem da forma dos triangulos usados, sendo
em geral tanto maiores quanto menos eqiiilateros forem os triangulos.
Acontece que, dentre todas as triangulacoes do plano com um conjunto
fixo S de vértices, a TDEL ¢ a que produz os triangulos mais eqiiildteros
possiveis.

Em particular, considere duas faces adjacentes quaisquer stu e tsv
de uma triangulacao de Delaunay T, tais que o quadrilatero usvt seja
convexo. A propriedade 6.2 diz que o sitio u tem que estar fora do
circulo tsv, e v tem que estar fora do circulo stu. Pode-se deduzir dai
que a soma dos angulos tus e st ¢ menor do que 180°. Por outro lado,
sabemos que a soma dos quatro angulos internos de um quadrilatero é
360°; portanto, a soma dos angulos u$v e vtu é maior do que 180°.

Compare agora a triangulacao de Delaunay 7" com a triangulacao
alternativa 7" dos mesmos sitios, obtida de T" eliminando-se a aresta st
e acrescentando-se a aresta uv. Ou seja, T e T" diferem apenas na ma-
neira de cortar o quadrilatero usvt em dois triangulos. Com um pouco
de algebra e geometria, é possivel mostrar que os dois triangulos usados
por T sao mais eqiiildteros que os dois usados por 7", se medirmos a
“equiilateralidade” de um triangulo pelo tamanho do seu menor angulo
interno.

Alids, esta propriedade local é suficiente para caracterizar as trian-
gulagoes de Delaunay, dentre todas as triangulagoes do mesmo conjunto
de sitios:

Propriedade 6.3 (Eqiiiangularidade) Seja T uma triangulagio de
um conjunto de sitios S, cujo contorno € a envoltoria convera de S.
Nesse caso, T' € uma triangulacao de Delaunay se e somente se o vértice
u estd fora do circulo tsv, para todos os pares de triangulos adjacentes
stu e tsv tais que o quadrildtero usvt é convezo.

Note que que o custo de testar um quadrilatero usvt é constante, e
nimero de quadrilateros a testar é limitado pelo nimero de arestas st
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da triangulacao. Portanto, esta propriedade nos permite testar se uma
triangulagao de n sitios é Delaunay em tempo O(n); enquanto que um
teste ingénuo, baseado na propriedade 6.1, levaria tempo Q(n?).

6.3.4 Troca de arestas

Esta caracterizacao também fornece um algoritmo extremamente sim-
ples para construir uma TDEL de um conjunto de sitios S. Basta obter
uma triangulacao qualquer de S, e verificar se todas suas arestas st
satisfazem a propriedade 6.3. Caso a propriedade falhe para algum
quadrilatero usvt, removemos a aresta st e acrescentamos a aresta uv;
e continuamos repetindo os testes e trocas até que todas as arestas
estejam consistente.

Note que a troca de st por uv invalida quaisquer testes anteriores
das arestas us, sv, vt, e tu; portanto, apos a troca, essas arestas devem
ser testadas de novo.

Pode-se mostrar que este processo termina depois de no maximo
O(n?) trocas, no pior caso. Como veremos, se o problema é construir
o0 DDEL completo, hd algoritmos muito mais rapidos. Mas este algorit-
mo é uma maneira excelente de recalcular o diagrama depois de uma
mudanca local no conjunto de sitios, em particular depois da adicao de
um sitio. Neste caso, o algoritmo acima leva tempo minimo, proporci-
onal ao numero de arestas da triangulacao que realmente precisam ser
alteradas.

6.4 Construcao do Delaunay

Os diagramas de Delaunay e de Voronoi sao basicamente equivalentes:
Se soubermos como construir um, podemos obter outro com apenas
O(n) de esforgo.

Isto posto, é em geral aconselhdvel trabalhar com o diagrama de
Delaunay, enquanto for possivel. A razao principal é que os vértices do
DDEL sao os proprios sitios de entrada, e portanto finitos. Em contraste,
os vértices do DVOR podem estar no infinito, e tem que ser calculados
por métodos numéricos (resolugdo de um sistema linear de dimensao
2 x 2), sendo portanto sujeitos a erros de arredondamento e overflow.

Delaunay por troca
de arestas
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6.4.1 Poliedro de Delaunay

A construcao do diagrama de Delaunay (ou de Voronoi) a partir da de-
finicao parece exigir o calculo de expressoes nao-lineares complicadas,
como a construcao do circulo passando por tres pontos dados. Entre-
tanto, por uma transformacao adequada dos dados, podemos substituir
todas essas operacoes por simples calculos de determinantes 3x 3 e 4 x 4.
A transformacao consiste em substituir todo sitio s com coordenadas
(x,%) pelo ponto s* do R¥ com coordenadas (z,y, 22+%?). Geometrica-
mente, isso corresponde a projetar sitio verticalmente, de baixo para ci-
ma, até a superficie A do paraboléide definido pela equacio z = z2 +y°.
Portanto, esta transformacao substitui o conjunto de sitios originais S
por um conjunto S* de pontos no paraboldide A. Veja a figura 6.8

Figura 6.8: Transformacao do paraboldide.

Constata-se que esta transformacao também associa a todo circulo
C de R um plano C* de R¥, tal que C passa por um sitio s se e somente
se o plano C* passa pelo ponto s*. Portanto, o cédlculo do circulo qua
passa por trés pontos de R” corresponde ao calculo do plano que passa
por trés pontos de R*.

Mais ainda, prova-se que um sitio s estd dentro do circulo C' se e
somente se o ponto s* estd abaixo do plano C*. Combinando este fato
com a propriedade do circulo vazio, concluimos que dois sitios s,t de S
sao ligados por uma aresta do DDEL se e somente se existe um plano
no R¥ que passa por suas imagens s* e *, e que que passa por baixo
de todos os demais pontos de S*.

Por sua vez, esta é a condigao para que o segmento s*t* seja uma
aresta da envoltdria convexa H* de S*, o menor poliedro convexo que
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contém S*. Mais exatamente, é a condicao para que s*t* seja um aresta
da parte inferior de H*; isto é, da parte que estaria na sombra se o sol
estivesse em (0,0, +0c).

A correspondéncia acima descrita fornece um algoritmo para a cons-
trucao do diagrama de Delaunay. Basta calcular as imagens S* dos
sitios dados, calcular a envoltéria convexa de S*, e projetar de volta
sua parte inferior sobre o plano (z,y).

Portanto, vamos deixar de lado os diagrama de Delaunay por al-
gum tempo, e considerar o problema da envoltéria convexa em trés
dimensoes.

6.4.2 Envoltdria convexa

Seja entao S um conjunto de pontos (sitios) no espaco R¥. A envoltéria
convexa de S pode ser eficientemente calculada pelo método de divisao
e conquista. Primeiro, dividimos o conjunto S em duas partes U e V,
com aproximadamente o mesmo nimero de pontos, por algum plano
de R¥. (Por exemplo, podemos ordenar os pontos pela sua coordenada
x, e a dividir a lista resultante ao meio.) Em seguida, calculamos as
envoltérias convexas Hy e Hy desses dois conjuntos, recursivamente.
Finalmente, determinamos o menor poliedro convexo H que contem os
dois poliedros Hy e Hy. Veja a figura 6.9.

A recursao acima termina quando o conjunto de pontos S tem
apenas um elemento; nesse caso, a envoltoria convexa se reduz a esse
ponto.

6.4.3 Juntando envoltorias

Intuitivamente, a ultima etapa do algoritmo acima — calcular a en-
voltoria convexa unica H de Hy e Hy — equivale a envolver os dois
poliedros por um balao elastico. O poliedro H consiste das duas meta-
des “externas” de Hy e Hy, ligadas uma “manga” constituida de faces
novas (geralmente triangulos).

Toda face da “manga” (geralmente, um triangulo) tem pelo menos
um vértice em cada um dos dois poliedros Hy; e Hy,. Cada face é colada
na face seguinte por exatamente uma aresta, de modo a formar um anel
de faces.

Envoltéria conveza
no espaco

Juntando
envoltorias
convezras
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Figura 6.9: Envoltéria convexa no R¥.

O algoritmo para determinar essas faces simula o processo de em-
brulhar os dois poliedros com uma folha de papel. Mais precisamente,
ele simula o movimento de um plano P que “rola” em torno de Hy
e Hy, sempre tocando em pelo menos um vértice de cada poliedro, e
sempre mantendo os dois poliedros no mesmo semi-espaco de P.

Portanto, o primeiro passo ¢ encontrar um plano P nessas condigoes.
Isto é, P toca em exatamente dois pontos ug, vy de S, um em cada
poliedro, e deixa todos os outros pontos de S no mesmo semi-espaco de
P.

Feito isso, o préximo passo é rodar o plano P em torno da reta ugvy,
até que este encoste em algum outro ponto de S. Pode-se provar que
o primeiro ponto w, atingido pelo plano é vizinho de uy em Hy, ou de
vg em Hy; o que permite determina-lo sem muito esforco.

Uma vez encontrado o vértice w0, temos a primeira face da “man-
ga”, ou seja, o triangulo ugvywy. Para prosseguir a busca, devemos
substituir um dos uy ou v0 por wy, de forma a obter outro par de
vértices uq, vy, um em cada poliedro.

Com isto, estamos novamente em condicoes de repetir o passo an-
terior. Ou seja, podemos agora rodar o plano P em torno da reta u vy,
ainda no mesmo sentido, até atingir outro ponto w; de S. A segunda
face da “manga” serd entao ujviws.

Substituindo um dos dois vértices uy, v; pelo vértice wy, obtemos
a reta-pivo seguinte, usvs; e assim por diante. Este processo termina
quando o plano rolante P volta a posicao de partida, isto é, quando o
novo par de pivos ug, vg € igual ao par inicial ug, vy.

Nesse ponto, tudo o que resta a fazer é recortar os dois poliedros ao
longo dos caminhos ugu; ... uk e vivy ... vk, descartar as metades que
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estao voltadas para dentro, e juntar as outras duas metades as faces da
“manga.”

Nao é dificil provar que o processo de calculo da “manga” e jungao
dos dois poliedros, como descrito acima, termina em tempo O(n), onde
n é o numero total de vértices dos dois poliedros. Portanto, o custo
total £(n) para construir a envoltéria convexa de n pontos de R¥, pelo
algoritmo recursivo da secao 6.4.2, é dado pela recorréncia

t(n) = 2t(n/2) + O(n)

cuja solugao é t(n) = O(nlogn).

6.4.4 A bolha ambulante

Recapitulando, nas secoes anteriores vimos um algoritmo de custo
O(nlogn) para o calculo do diagrama de Delaunay de n sitios no plano
R*. O algoritmo consiste em transformar os sitios dados em pontos do
espaco R¥, calcular a envoltéria convexa destes pontos por divisdo-e-
conquista, e projetar a parte inferior do poliedro resultante no R”.

Em vez de levantar os sitios para o espaco R, podemos “projetar”
o algoritmo de envoltéria convexa sobre o plano R”. O resultado é
um algoritmo de divisao-e-conquista que constréi o DDEL trabalhando
diretamente com os sitios dados.

Primeiro, dividimos o conjunto S em duas partes U e V, com
aproximadamente o mesmo nimero de pontos, por alguma reta m de
R”. (Por exemplo, podemos ordenar os pontos pela sua coordenada
x, e a dividir a lista resultante ao meio.) Em seguida, construimos
o diagrama de Delaunay Dy e Dy para cada parte, recursivamente.
Finalmente, juntamos esses dois diagramas num tnico diagrama D para
o conjunto S todo.

Vimos na secao 6.4.3 que a envoltéria comum de dois poliedros
convexos pode ser determinada com o auxilio de um “plano rolante”,
que gira em torno dos dois poliedros, mantendo sempre contato com
pelo menos um vértice de cada um. As arestas novas da envoltéria
comum sao os pares de vértices usados como pivos no decorrer dessa
rolagem.

Traduzindo esses conceitos para diagramas de Delaunay no R,

Andlise de custo

Trabalhando em
duas dimensoes

A bolha ambulante
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concluimos que a jungao dos dois diagramas parciais Dy e Dy pode ser
feita com o auxilio de uma bolha ambulante: um circulo que percorre
o espaco entre os dois diagramas, mantendo sempre contato com pelo
menos um sitio de cada um, e sem nunca incluir sitios em seu interior.
Veja a figura 6.10.

Os pares de sitios tocados pela bolha definem as arestas que preci-
sam ser acrescentadas entre Dy e Dy para para formar o diagrama de
S. Nesse processo, é necessario remover as arestas de Dy e Dy que sao
cortadas pelas novas arestas.

Figura 6.10: O algoritmo da bolha ambulante.

6.5 Aplicacoes do DDEL

O diagrama de Delaunay, e triangulacoes do mesmo, tem intimeros
usos praticos, além de serem um caminho natural para o cédlculo do
diagrama de Voronoi. J4 mencionamos seu uso em andlise numérica e
modelagem. Nesta secao, estudaremos o uso do DDEL como base para
outros algoritmos geométricos
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6.5.1 Diagrama de Gabriel

Em visao por computador e reconhecimento de padroes, um problema
comum é reconstruir o contorno de uma figura plana a partir de uma
colecdo S de pontos isolados (sitios) na fronteira da mesma.

Em geral, a parte mais delicada deste problema é determinar a
ordem dos pontos dados ao longo do contorno; ou seja, quando é que
um par de sitios deve ser ligado por uma aresta.

Este problema nao tem solugao bem definida, pois em geral existe
um numero enorme de maneiras de ligar os pontos de S de modo a
formar um contorno sem cruzamentos; e nao existe um critério ébvio e
universal para preferir uma delas as outras.

H4 muitas heuristicas que podem ser usadas para restringir o
nimero de contornos em consideracao. Uma classe popular de
heuristicas comecam construindo algum grafo planar G, cujos vértices
sao os pontos dados, e cujas arestas sao segmentos de reta que nao
se cruzam. Dai em diante, sao considerados apenas contornos que sao
subgrafos de G isso garante automaticamente que as arestas desses
contornos nao se cruzam.

Um grafo que pode ser usado para esse fim é o diagramalde Gabriel,
no qual dois sitios s, ¢ sao ligados por uma aresta se e somente se o
angulo sut é agudo, para qualquer outro sitio v de S.

E facil ver que esta condicao equivale a dizer que o circulo cujo
diametro é o segmento st nao contém nenhum outro sitio de S. Veja a
figura 6.11.

A partir desta defini¢do, concluimos imediatamente que toda aresta
do diagrama de Gabriel é também uma aresta do diagrama de Delaunay.
Por sua vez, isso implica que o diagrama de Gabriel é um grafo planar;
e, portanto, tem apenas O(n) arestas.

Na verdade, pode-se verificar que uma aresta (s,t) do DDEL esta
no grafo de Gabriel se e somente se o segmento st cruza a aresta do
diagrama de Voronoi que separa as regioes de s e t. Esta observacao nos
da um algoritmo para calcular o grafo de Gabriel a partir do diagrama
de Delaunay, em tempo O(n).

Problema da
reconstruc¢ao de
contornos

Diagrama de
Gabriel

Relacdo entre DGAB
¢ DDEL
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Figura 6.11: O diagrama de Gabriel.

6.5.2 Grafo de vizinhanca relativa

Outro grafo bastante usado em reconhecimento de padroes (mais ainda
do que o diagrama de Gabriel) é o grafo de vizinhan¢a relativa (GVREL).
Por definicao, dois sitios s, ¢t sao ligados por uma aresta do GVREL
quando nenhum outro sitio estd mais proximo de ambos do que eles
estdo proximos entre si. Formalmente, se dist(s,t) = d, entdo s e ¢
sao vizinhos se e somente se, para qualquer outro sitio u, tivermos
dist(u, s) > d ou dist(u,t) > d.

Uma definicao equivalente, talvez mais facil de visualizar, é a se-
guinte. Considere a regiao Lg do plano que é a interseccao dos discos
com centros nos dois sitios e raio igual a distancia d entre eles. Os dois
sitios s, t estao ligados por uma aresta no GVREL se e somente se a
lente Ly nao contém nenhum outro sitio de S. Veja a figura 6.12.

Note que a lente L, contém o disco Dg; cujo diametro é o segmento
st. Portanto, toda aresta do GVREL é também pertence aos diagramas
de Gabriel e de Delaunay. Ou seja, o grafo de vizinhanca relativa é um
subgrafo (préprio) desses dois. Segue-se dai que of GVREL também é
planar e tem apenas O(n) arestas.
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Na verdade, uma vez construido o diagrama de Delaunay, é possivel
calcular 0 GVREL a partir dele, em tempo O(n).

Figura 6.12: O grafo de vizinhanca relativa.

Apesar de ter relativamente poucas arestas, o grafo de vizinhanca
relativa é sempre conexo. Para mostrar este fato, basta mostrar que,
para qualquer subconjunto U de S, préprio e nao vazio, existe pelo
menos uma aresta que liga algum sitio de U a algum sitio de V = S\U.
Dentre todos os pares de sitios em U x V| seja (u,v) um par tal que
dist(u,v) = d é minima. Com esta escolha, para qualquer outro sitio w
em S, temos que dist(w,v) > d se w estd em U, e dist(u, w) > d se w
estd em V. Mas isto significa que u e v estao ligados por uma aresta,
pela definicao de GVREL. Concluimos portanto que o GVREL é conexo.

6.5.3 Arvore conectora minima

Suponha que queremos ligar um certo nimero de centrais telefonicas
por por cabos, de modo que seja possivel telefonar de qualquer estacao
para qualquer outra. Qual é a maneira de fazer isso, gastando a menor
quantidade possivel de cabo?

Uma formulacao mais abstrata desse problema ¢ a seguinte: dado
um conjunto S de sitios no plano, determinar um grafo cujos vértices

Conector de
comprimento
minimo
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sao esses sitios e cujas arestas sao curvas no plano, tal que a soma dos
comprimentos das arestas seja minima.

E facil provar que o grafo que satisfaz estas condigoes deve ser
conexo e sem ciclos — ou seja, uma arvore; e que suas arestas sao
segmentos de retas que nao se cruzam. Essa arvore é a drvore conectora
minima (ACMIN) do conjunto S. Veja a figura 6.13.

Figura 6.13: A arvore conectora minima.

Note que a definicao nao nos permite usar, como vértice da ACMIN,
nenhum outro ponto do plano além dos sitios dados. Por exemplo,
considere treés sitios formando um triangulo eqiiilatero de lado 1, como
na figura 6.14. Neste caso, a arvore a esquerda, com comprimento total
\/g, nao ¢é considerada valida. As unicas respostas validas sao as trés
arvores a direita, de comprimento 2.

AL NN

Figura 6.14: Arvores conectoras minimas.
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A exclusao do uso de vértices adicionais (vértices de Steiner) pode
aumentar em até 50% o comprimento total do grafo. Entretanto, essa
regra é justificivel em muitas aplicagoes. Além do que, se sem essa
regra o problema fica muito mais dificil.

Supondo que vértices de Steiner sejam proibidos, podemos reduzir
a construcao da ACMIN ao seguinte problema da teoria de grafos. Seja
G o grafo cujos vértices sao os sitios, e cujas arestas sao todos os pares
de sitios distintos (isto é, seja G o grafo completo com vértices S.)
Suponha que cada aresta (u,v) de G tem um v*“custo” proporcional a
dist(u, v). Determine um subgrafo de G que use todos os vértices, seja
uma arvore, e tenha custo total minimo.

Este é um problema classico da teoria de grafos, que pode ser
resolvido em tempo O(mlogm), onde m é o nimero de arestas do
grafo. O problema é que m neste caso é (g) = O(n?). E possivel
melhorar este tempo?

Felizmente, pode-se provar que a arvore conectora minima é um
subgrafo do grafo de vizinhanca relativa, e portanto do diagrama de
Delaunay. Portanto, em vez do grafo completo G acima, podemos usar
o diagrama de Delaunay. Como o DDEL tem apenas O(n) arestas,
o custo de calcular a ACMIN por este caminho é apenas O(nlogn),
incluindo a construcao do DDEL.

6.5.4 Vizinho mais préximo

Considere o seguinte problema: dado um conjunto S de pontos em R¥,
encontrar para cada s € S o ponto ¢t € S mais proximo a s. (Em outras
palavras, considere o problema do sitio mais préoximo, onde os pontos
de consulta p sao os préprios sitios de S.)

O algoritmo trivial — para cada sitio s, compare todos os sitios ¢
— tem custo ©(n?). Entretanto, ¢ facil mostrar que, se ¢ é o sitio mais
préximo ao sitio s, entao s e t devem ser adjacentes na arvore conectora
de custo minimo, e portanto no diagrama de Delaunay.

Portanto, basta construir DDEL(S) e, para cada sitio s, examinar
apenas os sitios ¢ que sao adjacentes a s no mesmo. Como ha ape-
nas O(n) arestas, o custo total deste método é O(nlogn) + O(n) =
O(nlogn).

Vértices de Steiner

Relacao entre
ACMIN e GVREL

Problema do
vizinho mais
Proximo
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