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Pref�a
ioEste texto �e uma introdu�
~ao �a geometria 
omputa
ional, a dis
iplinaque estuda t�e
ni
as, algoritmos, e estruturas de dados para a resolu�
~aode problemas geom�etri
os por 
omputador.Os problemas estudados s~ao geralmente restritos ao plano, 
om in-
urs~oes o
asionais pelo espa�
o tridimensional. Pressup~oe-se que o leitortenha 
onhe
imentos elementares de geometria eu
lidiana e anal��ti
a,ao n��vel de segundo grau; e de �algebra linear, programa�
~ao, e estruturasde dados, ao n��vel de primeiro ano de gradua�
~ao.O primeiro 
ap��tulo do livro introduz 
on
eitos b�asi
os de projetoe an�alise de algoritmos | espe
i�
amente, an�alise assint�oti
a do pior
aso. O leitor �e alertado para a existên
ia de muitos algoritmos para
ada problema, que podem diferir bastante em e�
iên
ia.O segundo 
ap��tulo des
reve as ferramentas elementares da geome-tria 
omputa
ional, in
luindo a representa�
~ao de pontos e linhas pormeio de 
oordenadas homogêneas, e as opera�
~oes geom�etri
as b�asi
as,tais 
omo o 
�al
ulo da reta que passa por dois pontos dados, ou o testeda orienta�
~ao (hor�aria ou anti-hor�aria) de um triângulo.A �m de motivar e ilustrar o 
on
eito de algoritmo geom�etri
o, o
ap��tulo 3 estuda o problema de determinar o par mais pr�oximo dentreuma 
ole�
~ao de pontos dada e tamb�em o problema de lo
aliza�
~ao depontos 
om rela�
~ao a um pol��gono simples, estrelados ou 
onvexos.O 
ap��tulo 4 estuda problemas rela
ionados 
om 
onvexidade, emparti
ular a 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexo de pontos no plano. Diver-sos algorimos s~ao apresentados, ilustrando diferentes paradigmas deprojetos de solu�
~oes.O tema do 
ap��tulo 5 �e o 
on
eito de mapa planar : uma divis~ao deuma superf��
ie em pontos, 
urvas, e regi~oes, disjuntas duas a duas. Emiii



iv Pref�a
ioparti
ular, ele de�ne a superposi
~ao de dois mapas, uma opera�
~ao geralque pode ser usada para muitas apli
a�
~oes, 
omo por exemplo a inter-se
�
~ao e uni~ao de pol��gonos arbitr�arios. O paradigma da varredura doplano �e apresentado 
omo solu�
~ao e�
iente para este tipo de problema.Finalmente, o 
ap��tulo 6 estuda v�arios problemas rela
ionados 
omminimiza�
~ao de distân
ias entre 
onjuntos de pontos no plano. As so-lu�
~oes para todos esses problemas est~ao baseadas na mesma estruturageom�etri
a, o diagrama de Voronoi, e seu dual, a triangula�
~ao de De-launay, que s~ao duas das mais importantes e vers�ateis ferramentas dageometria 
omputa
ional. Estudamos tamb�em 
omo obter, a partirda triangula�
~ao de Delaunay, 
ertas redes geom�etri
as importantes, in-
luindo a �arvore 
one
tora m��nima, o grafo de Gabriel, e o grafo devizinhan�
a relativa.
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Cap��tulo 1Algoritmos e ComplexidadeAntes de estudarmos problemas e algoritmos geom�etri
os �e ne
ess�a-rio estabele
ermos uma terminologia b�asi
a para podermos falar deaspe
tos de 
omplexidade 
omputa
ional.Como o leitor j�a deve ter pelo menos alguns 
onhe
imentos b�asi
osde projeto e an�alise de algoritmos, o prop�osito deste 
ap��tulo �e apenaso de estabele
er 
om o leitor uma linguagem 
omum. Diversos textostratam muito mais extensamente os 
on
eitos aqui des
ritos e re
o-mendamos espe
ialmente a 
onsulta a [CLR90, Man89, Sed83, AHU74℄para aqueles interessados em maiores detalhes.1.1 Introdu�
~aoH�a duas fa
etas no estudo de problemas 
omputa
ionais do ponto devista de algoritmos e 
omplexidades. De um lado est�a a obten�
~ao desolu�
~oes e�
ientes para um dado problema. Do outro est�a a ne
essidadede, obtidas solu�
~oes e�
ientes, de
idir at�e que ponto �e poss��vel obteroutras ainda mais e�
ientes.A primeira destas quest~oes 
onsiste, 
omo veremos, da des
oberta dealgoritmos e do estabele
imento da e�
iên
ia dos m�etodos de solu�
~oesque estes des
revem. Do outro lado, temos a quest~ao de determinara di�
uldade intr��nse
a do dado problema | denominada 
omplexi-dade do problema | isto �e, en
ontrar uma express~ao para a m�aximae�
iên
ia ating��vel por qualquer solu�
~ao do problema.1



2 Cap��tulo 1. Algoritmos e Complexidade1.2 Con
eito de algoritmoUm algoritmo �e uma re
eita matem�ati
a para resolver algum problema.O adjetivo \matem�ati
a" impli
a que a re
eita deve ser t~ao pre
i-sa, 
orreta, e detalhada quanto qualquer teorema, ou 
onstru�
~ao ge-om�etri
a.Assim 
omo em teoremas, o grau de detalhe e formalismo que umalgoritmo deve ter depende do \leitor" almejado. No 
aso extremoem que o \leitor" �e um 
omputador, todos os detalhes devem serespe
i�
ados, numa nota�
~ao que possa ser interpretada me
ani
amente| ou seja, o algoritmo deve ser apresentado na forma de um programa.No 
aso deste livro, suporemos que o \leitor" �e uma pessoa: porexemplo, um programador, que pode vir a utilizar os algoritmos aquiapresentados em seus programas; ou um 
ientista, que pode usar estesalgoritmos 
omo ponto de partida para desenvolver algoritmos origi-nais. Portanto, ao des
rever nossos algoritmos, usaremos uma lingua-gem semi-formal, semelhante �a usada em demonstra�
~oes de teoremas;e omitiremos em geral todos os detalhes que podem ser fa
ilmente su-pridos por um programador | alo
a�
~ao de mem�oria, de
lara�
~oes devari�aveis, entrada e sa��da de dados, enumera�
~ao de listas, et
. Al�emdisso, detalhes que s~ao expli
ados num algoritmo podem ser omitidosnos algoritmos subseq�uentes.Um algoritmo deve 
onter os seguintes ingredientes:Algoritmo 1. um enun
iado,2. um modelo 
omputa
ional,3. uma des
ri�
~ao da seq�uên
ia de opera�
~oes a efetuar,4. uma prova de 
orre�
~ao, e5. uma an�alise de desempenho.Examinaremos a seguir 
ada um destes itens 
om mais detalhe.



1.2. Con
eito de algoritmo 31.2.1 O enun
iadoO enun
iado do algoritmo des
reve os dados que devem ser forne
idosao algoritmo, os resultados 
al
ulados pelo mesmo, e a rela�
~ao entreambos.Por exemplo, o enun
iado de um algoritmo para invers~ao de matrizespoderia ser:Algoritmo 1.1 Inv (A; n)Dados um inteiro n e uma matriz real A de dimens~ao n � n, devolveuma matriz real B n � n tal que AB �e a matriz identidade; ou umamensagem de erro, se tal matriz n~ao existir.Os resultados previstos no enun
iado de um algoritmo podem n~aofazer nenhuma pr�e-suposi�
~ao a respeito dos dados (
omo neste exemplo)ou podem presumir que o objeto a ser 
omputado �e sempre 
omput�avela partir dos dados forne
idos. Neste 
aso, o enun
iado deve indi
arpre
isamente que propriedades seus dados de entrada devem satisfazer.1.2.2 O modelo 
omputa
ionalEm linhas gerais, estabele
er um modelo 
omputa
ional 
onsiste emde�nir quais s~ao as opera�
~oes permitidas e qual o 
usto de 
ada umadelas, de modo a podermos 
omputar a e�
iên
ia (ou ine�
iên
ia) desolu�
~oes.Este repert�orio de opera�
~oes \elementares," que podem ser utiliza-das pelos algoritmos que se deseja des
rever neste modelo, deve ser talque o exe
utor do algoritmo | pessoa ou 
omputador | supostamentej�a as sabe efetuar.No 
aso de algoritmos destinados a 
omputadores, as opera�
~oeselementares s~ao aquelas que o 
omputador pode efetuar 
om um n�umero�xo de instru�
~oes. Estas in
luem, em geral: as quatro opera�
~oes aritm�e-ti
as (em inteiros ou reais de pre
is~ao limitada); opera�
~oes 
om valoresl�ogi
os; transferên
ia de dados entre posi�
~oes de mem�oria; indexa�
~aode vetores e matrizes; endere�
amento indireto; e outras de mesmo n��velde 
omplexidade.Em parti
ular, no 
aso de algoritmos geom�etri
os, in
lu��mos entre asopera�
~oes elementares todas as 
onstru�
~oes geom�etri
as que podem ser



4 Cap��tulo 1. Algoritmos e Complexidadeefetuadas analiti
amente, 
om um n�umero �xo de opera�
~oes aritm�eti
asa partir das 
oordenadas dos dados. Como veremos no 
ap��tulo 2, esta
ategoria in
lui determinar a reta que passa por dois pontos, o pontode interse
�
~ao de duas retas, et
.1.2.3 A seq�uên
ia de opera�
~oesO item 
entral do algoritmo �e uma espe
i�
a�
~ao da seq�uên
ia de ope-ra�
~oes que devem ser efetuadas.Em geral, a seq�uên
ia depende dos dados de entrada, e estes podemser in�nitamente vari�aveis. Portanto, pre
isamos de uma nota�
~ao queseja 
apaz de des
rever esta in�nidade de seq�uên
ias de maneira �nita.Muitas nota�
~oes foram propostas para esse �m, voltadas tanto para
omputadores (linguagens de programa�
~ao) quanto para leitores huma-nos. Neste livro, usaremos em geral uma des
ri�
~ao semi-formal basea-da em 
omandos que têm similares na maioria das linguagens de pro-grama�
~ao. Em alguns 
asos, por 
lareza de exposi�
~ao usaremos umades
ri�
~ao ainda mais informal.Dada a ne
essidade de des
revermos opera�
~oes repetitivas, usaremostanto re
urs~ao quanto la�
os iterativos. Assumiremos que o leitor temfamiliaridade 
om a des
ri�
~ao de algoritmos em forma re
ursiva. Seeste n~ao �e o 
aso, re
omendamos 
omo uma introdu�
~ao a algoritmosre
ursivos, o 
ap��tulo 5 de [Sed83℄.Em parti
ular, usaremos os seguintes 
omandos, 
ujos signi�
adospodem n~ao ser �obvios:para vari�avel em seq�uên
ia fa�
a 
omandoRepete o 
omando uma vez para 
ada valor naseq�uên
ia de valores espe
i�
ada, 
om a vari�avel repre-sentando esse valor.Note que se a seq�uên
ia for vazia, o 
omando n~ao �eexe
utado nenhuma vez.enquanto 
ondi�
~ao repita 
omandoTesta a 
ondi�
~ao; se for verdadeira, exe
uta o 
o-mando, e repete tudo de novo | testa novamente a
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ondi�
~ao, et
. A repeti�
~ao termina somente se e quan-do a 
ondi�
~ao testada �e falsa.Note que o teste da 
ondi�
~ao �e feito antes de 
adaexe
u�
~ao do 
omando. Portanto, se a 
ondi�
~ao for falsana primeira vez, o 
omando n~ao �e exe
utado nenhumavez.devolva f�ormulasTermina a exe
u�
~ao do algoritmo, devolvendo osvalores das f�ormulas 
omo resultados do mesmo.Ex. 1.1: Es
reva, usando os 
omandos para ou enquanto, um algo-ritmo que:(a) Cal
ule o produto m � n de dois inteiros quaisquer m e n, usandoapenas a opera�
~ao de soma;(b) Cal
ule a potên
ia xy de dois inteiros positivos x e y usando oalgoritmo do item (a) ao inv�es da opera�
~ao �.Ex. 1.2: Refa�
a o exer
��
io anterior (sem usar para ou enquanto),atrav�es do projeto de algoritmos re
ursivos.1.2.4 A prova de 
orre�
~aoPara que um algoritmo possa ser usado 
om 
on�an�
a, �e pre
iso provarque ele satisfaz as seguintes 
ondi�
~oes:1. As opera�
~oes que o algoritmo manda exe
utar s~ao sempre v�alidase de�nidas, quaisquer que sejam os dados forne
idos ao mesmo.Por exemplo, se o algoritmo pede para 
al
ular o quo
iente x=y,�e pre
iso provar que nesse momento y ser�a sempre diferente dezero.2. O algoritmo sempre termina ap�os um n�umero �nito de opera�
~oes.Este item pre
isa ser expli
itamente demonstrado quando o algo-ritmo 
ont�em 
omandos de repeti�
~ao do tipo enquanto 
ondi�
~ao
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aso, temos que provar que a 
ondi�
~ao sempreser�a falsa depois de um n�umero �nito de repeti�
~oes.Este item tamb�em pre
isa ser provado expli
itamente quando oalgoritmo exe
uta a si pr�oprio re
ursivamente. Neste 
aso, temosque provar que os argumentos de 
ada apli
a�
~ao re
ursiva do al-goritmo s~ao mais \simples" do que os dados originais, segundoalgum 
rit�erio de simpli
idade; e que, depois de um n�umero �nitode tais \simpli�
a�
~oes," os dados se reduzem a um 
aso parti
u-lar (
aso base) que �e resolvido diretamente pelo algoritmo, semre
urs~ao.3. O resultado devolvido pelo algoritmo satisfaz as 
ondi�
~oes prome-tidas no enun
iado do mesmo.Esta �e em geral a parte mais dif��
il da prova, e a que exigeum entendimento mais profundo do problema e do algoritmo.No 
aso dos nossos algoritmos, esta parte de demonstra�
~ao vaidepender 
ru
ialmente das propriedades fundamentais do espa�
ogeom�etri
o utilizado, que ser~ao vistas no 
ap��tulo 2).Muitas vezes vamos apresentar apenas as id�eias prin
ipais da provade 
orre�
~ao de um algoritmo, e deixar a demonstra�
~ao detalhada erigorosa a 
argo do leitor.Entretanto, deve �
ar 
laro que um algoritmo s�o pode ser levadoa s�erio depois que tal demonstra�
~ao for apresentada. Para que vo
êpossa a
reditar que um algoritmo fun
iona �e pre
iso que vo
ê tenha nasua mente algo que seja equivalente a uma prova matem�ati
a de sua
orre�
~ao. Testes emp��ri
os podem aumentar a 
on�an�
a, mas nun
apodem dar 
erteza: dada a in�nita variedade de dados de entrada, umn�umero �nito de experimentos sempre pode deixar de testar os 
asosparti
ulares em que o algoritmo falha.O primeiro passo para demonstrar a 
orre�
~ao de um algoritmo �edeterminar um invariante apropriado para 
ada 
omando do mesmo.O invariante de um 
omando �e uma a�rma�
~ao l�ogi
a sobre as vari�aveise dados do programa que supostamente vale sempre que, durante aexe
u�
~ao do algoritmo, 
hegar a vez de exe
utar o 
omando em quest~ao.Se os invariantes forem 
orretamente es
olhidos, basta ent~ao provarque, se um invariante for verdade, ent~ao o 
omando 
orrespondente
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eito de algoritmo 7est�a bem de�nido, e sua exe
u�
~ao torna v�alido o invariante do 
omandoimediatamente seguinte. Finalmente, temos que provar que o invariantede todo 
omando devolva f�ormulas impli
a que as f�ormulas devolvidas
omo resultado satisfazem o enun
iado do algoritmo.Por outro lado, veremos na se�
~ao 1.6 que uma maneira alternativade 
onstruir algoritmos 
orretos �e utilizar 
onvers~oes de provas 
ons-trutivas da existên
ia de solu�
~oes, em pro
edimentos. Em parti
ular,provas por indu�
~ao sugerem muito naturalmente algoritmos re
ursivos,ao mesmo tempo em que se 
onstituem provas da 
orre�
~ao destes.1.2.5 A an�alise de desempenhoComo veremos, sempre existem in�nitos algoritmos diferentes para re-solver um mesmo problema, o que torna importante a es
olha do al-goritmo mais apropriado para uma determinada apli
a�
~ao. H�a muitasmaneiras de 
omparar esses algoritmos: e�
iên
ia, 
exibilidade, 
om-plexidade, robustez, tratamento de dados in
orretos, fa
ilidade de uso,et
. Muitas destas propriedades s~ao dif��
eis de quanti�
ar, e portantode estudar 
ienti�
amente.Uma propriedade que �e realmente f�a
il de quanti�
ar �e o 
usto doalgoritmo, que in
lui tanto o tempo que o algoritmo leva para ser exe
u-tado, quanto o espa�
o que as vari�aveis internas o
upam nas unidades dearmazenamento de dados do 
omputador (mem�oria, dis
o, et
.). Comoveremos, �e 
omum en
ontrar dois algoritmos para o mesmo problemaque s~ao prati
amente equivalentes sob os demais aspe
tos, mas 
ujos
ustos de exe
u�
~ao diferem por fatores astronômi
os.Estes 
ustos s~ao quanti�
ados em termos do \tamanho" dos dadosdo problema | medido, por exemplo, pelo n�umero de elementos ou
omo o espa�
o ne
ess�ario para represent�a-los. Usualmente, 
hamamosestes 
ustos de e�
iên
ia ou 
omplexidade do algoritmo.O leitor familiarizado 
om algoritmos de ordena�
~ao se re
ordar�a queduas medidas de 
usto relevantes para a 
ompara�
~ao de e�
iên
ia deles�e o n�umero de 
ompara�
~oes realizadas e o n�umero de atribui�
~oes. Porexemplo, para ordenar um vetor de n elementos:� ordena�
~ao por sele�
~ao faz O(n2) 
ompara�
~oes e O(n) atribui�
~oes;
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~ao por inser�
~ao faz O(n logn) 
ompara�
~oes e O(n2) atri-bui�
~oes;� ordena�
~ao por inter
ala�
~ao faz O(n logn) 
ompara�
~oes e O(n)atribui�
~oes.Entretanto, o tempo exato de exe
u�
~ao T (em segundos) n~ao podeem geral ser determinado a partir da des
ri�
~ao semi-formal do algorit-mo, pois esse tempo depende dos detalhes da 
odi�
a�
~ao do algoritmoem forma de programa, e de sua tradu�
~ao para a linguagem de m�aquinado 
omputador; e, naturalmente, do modelo de 
omputador utilizado.Assim, temos que nos 
ontentar em 
ontar o n�umero t de opera�
~oes ele-mentares efetuadas pelo mesmo. Observe que, se 
ada opera�
~ao elemen-tar pode ser traduzida num n�umero �xo de instru�
~oes da m�aquina, estamedida ser�a aproximadamente propor
ional ao tempo de exe
u�
~ao T ;ou seja, existem 
onstantes a1; b1; a2; b2 tais que a1t+b1 � T � a2t+b2.Mais ainda, uma vez que as 
onstantes a1 e a2 dependem da m�aquinae do programador, n~ao �e muito importante determinar o n�umero exatode opera�
~oes t; basta determinar a maneira 
omo esse n�umero varia
om o tamanho do problema. Assim, expressaremos o desempenho deum algoritmo atrav�es de uma fun�
~ao 
ujo parâmetro ser�a o tamanho daentrada deste. Chamaremos de 
ota superior (da 
omplexidade) de umCota superior problema qualquer fun�
~ao que expresse a e�
iên
ia1 de algum algoritmoque o resolve. O objetivo do projetista de algoritmos �e em geral o deobter a menor 
ota superior poss��vel.Ferramentas para 
ompara�
~ao entre fun�
~oes, 
onsiderando o 
om-portamento delas �a medida que o parâmetro 
omum a elas 
res
e (
om-portamento assint�oti
o), ser~ao vistas na se�
~ao 1.3.1.3 An�alise assint�oti
aTanto a 
ompara�
~ao das e�
iên
ia de algoritmos para um dado proble-ma quanto a 
ompara�
~ao das 
omplexidades de diferentes problemas(
omo dis
utiremos na se�
~ao 1.4) requerem que possamos 
omparar o1Estaremos interessados em e�
iên
ia de solu�
~oes em pior 
aso a menos que sejaexpli
itamente indi
ado o 
ontr�ario.
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res
imento assint�oti
o de fun�
~oes. Para isso, 
onv�em desenvolvermosuma nota�
~ao 
on
isa.Sejam f , g : N ! N duas fun�
~oes positivas. Se o limite do quo
ientef=g quando n tende a in�nito �e de�nido, podemos 
lassi�
ar f e g
om respeito a seus 
res
imentos assint�oti
os baseando-nos no valordeste limite (zero, positivo �nito ou in�nito). H�a por�em situa�
~oes emque este limite n~ao �e de�nido nas quais ainda �e ne
ess�ario fazer esta
lassi�
a�
~ao.Assim, de�niremos 
lasses de fun�
~oes baseados nas no�
~oes mais fra-
as de limites inferior (lim) e superior (lim). Se f e g s~ao fun�
~oes po-sitivas, ent~ao os limites par
iais limn!1 f(n)=g(n) e limn!1 f(n)=g(n)s�ao sempre de�nidos (n�umeros reais ou in�nitos).Dizemos ent~ao que: As 
lasses o, O, �,
 e !f 2 o(g) se limn!1 f(n)g(n) = 0f 2 O(g) se limn!1 f(n)g(n) <1f 2 �(g) se 0 < limn!1 f(n)g(n) e limn!1 f(n)g(n) <1f 2 
(g) se 0 < limn!1 f(n)g(n)f 2 !(g) se 1 = limn!1 f(n)g(n)f e g s~ao in
ompar�aveis se 0 = limn!1 f(n)g(n) e limn!1 f(n)g(n) =1Como o limite inferior �e sempre menor que ou igual ao limite superior,a de�ni�
~ao a
ima 
obre todos os 
asos e portanto, a uni~ao das 
lasseso(g), O(g), �(g), 
(g) e !(g) 
ont�em todas as fun�
~oes 
ompar�aveis 
oma fun�
~ao g.



10 Cap��tulo 1. Algoritmos e ComplexidadeO leitor pode se sentir ainda mais 
onfort�avel 
om esta nota�
~aopensando ini
ialmente em termos de fun�
~oes 
ujo limite do quo
iente �ede�nido, j�a que nestes 
asos temos:limn!1 f(n)g(n) = limn!1 f(n)g(n) = limn!1 f(n)g(n) :Ex. 1.3: �E f�a
il ver que existem interse
�
~oes entre algumas destas
lasses 
omo ilustra a �gura 1.1. Mostre que:(a) o(g) � O(g)(b) �(g) = O(g) \ 
(g)(
) 
(g) � !(g)(d) o(g) \ !(g) = ;(e) o(g) \�(g) = ;(f) �(g) \ !(g) = ;.

!(g)o(g) �(g)
���O(g)


(g)��	Figura 1.1: Classes de fun�
~oesA raz~ao para se estar interessado na 
omplexidade assint�oti
a �e queuma fun�
~ao que a expressa pode ter um 
omportamento, para instân
ias
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a 11de tamanhos limitados, que n~ao 
orresponde �a tendên
ia de seu 
res
i-mento para entradas de tamanho 
res
ente. Isto �e, o 
omportamentodo 
res
imento da fun�
~ao �
a mas
arado por 
onstantes multipli
ati-vas que n~ao 
ontribuem para a identi�
a�
~ao de seu 
res
imento. Porexemplo, se o parâmetro n mede o tamanho da entrada de um pro-blema P , tanto faz dizermos que P tem 
omplexidade assint�oti
a n=2,n ou 100n. O 
res
imento de todas estas fun�
~oes �e linear em n. Se,por�em, pudermos mostrar que P tamb�em tem 
ota inferior expressa porn3=2=100, esta �e mais signi�
ante do que qualquer das express~oes line-ares anteriores. Embora n3=2=100 seja menor que 100n para n < 108, o
omportamento assint�oti
o de n3=2=100 �e maior que o de 100n, isto �e:n3=2100 2 !(100n):Ex. 1.4: Mostre que:(a) pn 2 O(n) (b) 100n 2 �(n)(
) n logn 2 o(n2) (d) nk 2 o(2n) 8k 2 N(e) n1=4 2 
(log4 n) (f) n� 2 !(logk n) 8k 2 N; 8� > 0Por outro lado, observe que:f 2 o(g) se e somente se g 2 !(f)f 2 O(g) se e somente se g 2 
(f)f 2 �(g) se e somente se g 2 �(f)f 2 
(g) se e somente se g 2 O(f)f 2 !(g) se e somente se g 2 o(f)Informalmente, referimos �as fun�
~oes das v�arias 
lasses dizendo que:f 
res
e mais lentamente que g se f 2 o(g)f 
res
e no m�aximo t~ao rapidamente quanto g se f 2 O(g)f 
res
e t~ao rapidamente quanto g se f 2 �(g)f 
res
e no m��nimo t~ao rapidamente quanto g se f 2 
(g)f 
res
e mais rapidamente que g se f 2 !(g)Veremos j�a no 
ap��tulo 3 alguns exemplos do uso dos 
on
eitos e daterminologia aqui estabele
idos.



12 Cap��tulo 1. Algoritmos e Complexidade1.4 Complexidade de problemasA es
olha de um modelo 
omputa
ional adequado �e importante tantopara se estabele
er as opera�
~oes levadas em 
onta na determina�
~ao dae�
iên
ia de solu�
~oes, quanto para o estabele
imento da 
omplexidadeintr��nse
a de problemas neste modelo, isto �e, o melhor que se podeesperar para a e�
iên
ia de quaisquer solu�
~oes que usem as opera�
~oesdo modelo.Um modelo 
omputa
ional s�o �e relevante para um problema se asopera�
~oes nele previstas podem permitir alguma solu�
~ao do problema.Por exemplo, um modelo que permite apenas o uso de opera�
~oes de
ompara�
~ao (=;�; <, et
.) entre elementos da entrada �e relevante parao problema de ordena�
~ao mas n~ao para o problema da multipli
a�
~aode matrizes; enquanto um modelo que permite apenas as opera�
~oesaritm�eti
as (+;�;�;�) sobre o 
onjunto dos n�umeros reais �e relevantepara o segundo mas n~ao para o primeiro.1.4.1 Cotas inferioresFixado um problema e um modelo 
omputa
ional (relevante), limita-mos nossa aten�
~ao �as solu�
~oes que sejam des
rit��veis neste modelo.A 
omplexidade assint�oti
a de um problema �e expressa por umafun�
~ao que indi
a um n�umero m��nimo de opera�
~oes que tem que serrealizado por qualquer solu�
~ao do problema, em fun�
~ao do tamanho daentrada. Costuma-se utilizar tamb�em o termo 
ota inferior (da 
om-Cota inferior plexidade) do problema. A tarefa de quem faz an�alise de 
omplexidadede problemas �e sempre a de obter a maior 
ota inferior poss��vel.1.5 Modelos 
omputa
ionaisPara a
ompanhar esta se�
~ao, o leitor deve ter alguma familiaridadepelo menos 
om o modelo de �arvore de de
is~oes bin�arias no qual sepode mostrar que o problema de ordena�
~ao de n n�umeros reais requera realiza�
~ao de pelo menos 
n logn 
ompara�
~oes entre os elementosa serem ordenados, para alguma 
onstante 
 positiva | veja, porexemplo, [Baa88℄. (Re
omendamos a leitura de um texto de projeto



1.5. Modelos 
omputa
ionais 13e an�alise de algoritmos [CLR90℄, [Man89℄, [Baa88℄, [Sed83℄, [AHU74℄para quem os par�agrafos seguintes soem 
ompleta novidade.)

Figura 1.2: �Arvore de de
is~oes bin�aria.O modelo de �arvore de de
is~oes bin�arias �e, infelizmente, demasiadofra
o para a solu�
~ao de problemas geom�etri
os em geral. Observe quenem mesmo opera�
~oes aritm�eti
as entre as 
oordenadas dos objetosde entrada s~ao permitidas. S~ao portanto ne
ess�arias extens~oes destemodelo, mas ainda atentas �a importân
ia da opera�
~ao de 
ompara�
~aona determina�
~ao de 
omplexidades.Modelos 
omputa
ionais 
hamados modelos de de
is~oes s~ao aquelesnos quais as opera�
~oes de 
ompara�
~ao desempenham um papel essen-
ial. Algoritmos des
rit��veis nestes modelos podem ser representadosna forma de �arvore (em geral bin�aria) onde, em 
ada n�o interno �e re-alizada uma opera�
~ao de 
ompara�
~ao entre dois valores, enquanto nasfolhas s~ao armazenados resultados de sa��da. As fun�
~oes utilizadas paraa gera�
~ao dos valores usados nas 
ompara�
~oes determinam o tipo de



14 Cap��tulo 1. Algoritmos e Complexidademodelo, isto �e, s~ao nestas fun�
~oes que apare
em as outras opera�
~oespermitidas no modelo.Seja A um algoritmo que se deseja representar num destes modelose seja X = fx1; x2; : : : ; xng uma entrada para o algoritmo. Em 
adan�o interno da �arvore 
orrespondente a A �e realizada uma 
ompara�
~aoentre os valores gerados por duas fun�
~oes em X.O modelo de �arvore de de
is~oes bin�arias �e aquele que permite apenas�Arvore de de
is~oesbin�arias o uso de fun�
~oes de proje�
~ao (da forma f(X) = x` para algum 1 � ` �n), isto �e, n~ao s~ao permitidas opera�
~oes de nenhuma esp�e
ie 
om as
omponentes da entrada X.O modelo de �arvore de de
is~oes lineares permite apenas opera�
~oes�Arvore de de
is~oeslineares de adi�
~ao e produto es
alar sobre as 
omponentes da entrada, isto �e,as fun�
~oes s~ao ne
essariamente lineares (da forma f(X) = Pni=1 ri � xi
om ri 2 R 
onstantes).No modelo de �arvore de de
is~oes quadr�ati
as, 
�ubi
as, et
., �e permi-�Arvore de de
is~oesquadr�ati
as tido que as fun�
~oes sejam polinômios nas 
omponentes de X, de grauat�e dois, três, et
.Um modelo ainda mais geral �e o de �arvore de de
is~oes alg�ebri
as�Arvore de de
is~oesalg�ebri
as que admite fun�
~oes polinomiais em geral, sem limita�
~ao de grau.Note que estes modelos s~ao gradativamente mais poderosos no sen-tido que todo algoritmo represent�avel num deles admite tamb�em repre-senta�
~ao nos modelos seguintes.Resumimos abaixo estes quatro modelos:Fun�
~oes ModeloProje�
~oes �Arvore de De
is~oes Bin�ariasLineares �Arvore de De
is~oes LinearesQuadr�ati
as �Arvore de De
is~oes Quadr�ati
as... ...Polinomiais �Arvore de De
is~oes Alg�ebri
asNo 
ap��tulo 2, veremos que a determina�
~ao de orienta�
~ao de umtriângulo pode ser feita utilizando-se o 
�al
ulo de um determinante3� 3, para o qual �e ne
ess�ario 
al
ular produtos entre as 
oordenadasdos v�erti
es do triângulo. Portanto, o modelo mais fra
o no qual sepode utilizar esse m�etodo �e o modelo de �arvore de de
is~oes quadr�ati
as.De fato, o leitor interessado en
ontrar�a em [Avi80℄ uma demonstra�
~ao



1.6. Paradigmas de projeto de algoritmos 15de que o modelo de �arvore de de
is~oes lineares �e demasiado fra
o paraa 
onstru�
~ao de 
as
os 
onvexos (vide 
ap��tulo 4). Isso mostra queprovas de 
ota inferior para este problema nesse modelo (
omo apare
eem [vE80℄) s~ao irrelevantes.Por uma quest~ao de 
onveniên
ia, espe
ialmente para o estabele-
imento de 
otas inferiores para problemas geom�etri
os, assumiremosdoravante que o modelo utilizado �e o de �arvore de de
is~oes alg�ebri
as.1.6 Paradigmas de projeto de algoritmosDado um problema 
ujo tamanho da entrada pode ser expresso por Indu�
~ao: t�e
ni
apara prova
onstrutiva deexistên
ia desolu�
~oes.um parâmetro n, suponha que mostramos a existên
ia de uma solu�
~aoutilizando uma demonstra�
~ao por indu�
~ao em n. Transformar esta de-monstra�
~ao em um algoritmo re
ursivo que 
onstr�oi uma tal solu�
~ao �eum trabalho usualmente bastante simples j�a que os ingredientes prin-
ipais do algoritmo apare
em expli
itamente na demonstra�
~ao: a baseda indu�
~ao �e a 
ondi�
~ao de parada da re
urs~ao; a hip�otese de indu�
~ao�e a 
hamada re
ursiva do algoritmo e o passo da indu�
~ao �e a opera�
~aode efetiva 
onstru�
~ao da solu�
~ao para a entrada de tamanho n a partirdas solu�
~oes 
onstru��das re
ursivamente.Por outro lado, para se estabele
er a 
orre�
~ao de um algoritmoassim 
onstru��do, basta provar que a tradu�
~ao da demonstra�
~ao parao pro
edimento �e 
orreta, pois a validade da 
onstru�
~ao da solu�
~ao �eestabele
ida pela prova indutiva.Assim, 
onv�em que re
apitulemos algumas formas de provas porindu�
~ao.1.6.1 Provas por indu�
~aoDado um problema P que requer que se obtenha uma solu�
~ao parauma entrada X 
om n elementos, suponha que queremos demonstrarpor indu�
~ao que �e poss��vel obter tal solu�
~ao. Se denotamos por P(X)a assertiva:Se X �e uma entrada 
om n elementos para o problema P ,ent~ao sabemos obter uma solu�
~ao SP (X) para a entrada X.



16 Cap��tulo 1. Algoritmos e Complexidadeent~ao queremos demonstrar que P(X) �e verdadeiro, por indu�
~ao em nonde jXj = n � n0 para algum inteiro n0 � 1 (em geral, n0 = 1).Denotemos os elementos da entrada X por fx1; x2; : : : ; xng.Podemos usar diversas formas de indu�
~ao e 
ada uma delas leva aum paradigma de projeto de algoritmos que, 
omo veremos a seguir,in
lui os paradigmas in
remental, de varredura, e de divis~ao e 
onquista,entre outros.Prova por indu�
~ao simplesBase: Provar que P(fx1; x2; : : : ; xn0g) �e verdadeiro para al-gum n0 � 1.Hip�otese: Assumir que P(X 0) �e verdadeiro para jX 0j = n� 1.Passo: Provar que P(X) �e verdadeiro para jXj = n.T�e
ni
a 1Remover um elemento arbitr�ario xi deX, formandoX 0 = X�fxig. Porhip�otese de indu�
~ao, P(X 0) �e verdadeiro. Basta mostrar que P(X) =P(X 0 [ fxig) �e verdadeiro, a partir da vera
idade de P(X 0).Paradigma In
rementalO seguinte algoritmo in
remental (re
ursivo) pode ser obtido a partirParadigmaIn
remental da prova a
ima:Algoritmo 1.2 In
P (X)1. Se jXj = n0 ent~ao devolva a solu�
~ao 
onstru��da diretamentebaseada na prova do 
aso base.2. Sen~ao, es
olha um elemento arbitr�ario xi 2 X.Seja X 0 = X � fxig.2.1. Obtenha re
ursivamente SP (X 0) = In
P (X 0).2.2. Devolva a solu�
~ao SP (X) obtida estendendo SP (X 0) de mo-do a in
luir xi 
onforme o passo da prova indutiva.



1.6. Paradigmas de projeto de algoritmos 17ComplexidadePor exemplo, se o passo de extens~ao da solu�
~ao par
ial para a solu�
~ao�nal toma tempo T
(n), ent~ao a seguinte rela�
~ao de re
orrên
ia expressaa 
omplexidade total do algoritmo:( T (n) = T (n� 1) + T
(n) para n > n0T (n0) 2 O(1): (1.1)Se T
(n) 2 O(n), ent~ao T (n) 2 O(n2), mas se T
(n) 2 O(logn), ent~aoT (n) 2 O(n logn).T�e
ni
a 2Ordenar os n elementos de X segundo algum 
rit�erio (redenominan-do-os fx1; x2; : : : ; xng nessa ordem) e remover o mais \�a direita," xn,formandoX 0 = X�fxng. Por hip�otese de indu�
~ao, P(X 0) �e verdadeiro.Basta mostrar que P(X) = P(X 0 [ fxng) �e verdadeiro, a partir davera
idade de P(X 0).Paradigma de VarreduraO seguinte algoritmo de varredura (re
ursivo) pode ser obtido a partir Paradigma deVarredurada prova a
ima:Algoritmo 1.3 VarP (X)1. Ordene os elementos de X segundo algum 
rit�erio (redenomi-nando-os fx1; x2; : : : ; xng nessa ordem).2. Devolva o resultado do algoritmo Var-AuxP (X) abaixo.Algoritmo 1.4 Var-AuxP (X)1. Se jXj = n0 ent~ao devolva a solu�
~ao 
onstru��da diretamentebaseada na prova do 
aso base.2. Sen~ao, seja X 0 = X � fxng.2.1. Obtenha re
ursivamente SP (X 0) = Var-AuxP (X 0).2.2. Devolva a solu�
~ao SP (X) obtida estendendo SP (X 0) de mo-do a in
luir xn 
onforme o passo da prova indutiva.



18 Cap��tulo 1. Algoritmos e ComplexidadeComplexidadeComo antes, se o passo de extens~ao da solu�
~ao par
ial para a solu�
~ao�nal toma tempo T
(n), ent~ao a seguinte rela�
~ao de re
orrên
ia expressaa 
omplexidade total do algoritmo:( T (n) = T (n� 1) + T
(n) para n > n0T (n0) 2 O(1): (1.2)Se T
(n) 2 O(n), ent~ao T (n) 2 O(n2), mas se T
(n) 2 O(logn), ent~aoT (n) 2 O(n logn).Prova por indu�
~ao baseada em divis~ao equilibradaBase: Provar que P(fx1; x2; : : : ; xn0g) �e verdadeiro para al-gum n0 � 1.Hip�otese: Assumir que P(X 0) �e verdadeiro para jX 0j � dn=2e.Passo: Provar que P(X) �e verdadeiro para jXj = n.T�e
ni
aParti
ionar o 
onjunto X de n elementos em dois sub-
onjuntos X1 eX2 de n=2 elementos2. Por hip�otese de indu�
~ao P(X1) e P(X2) s~aoverdadeiros. Basta mostrar que P(X) = P(X1 _[X2) �e verdadeiro apartir da vera
idade de P(X1) e P(X2).Paradigma de Divis~ao e ConquistaO seguinte algoritmo de divis~ao e 
onquista (re
ursivo) pode ser obtidoParadigma deDivis~ao e Conquista a partir da prova a
ima:Algoritmo 1.5 D&CP (X)1. SejXj = n0 ent~ao devolva a solu�
~ao 
onstru��da diretamentebaseada na prova do 
aso base.2. Sen~ao, divida o 
onjunto X em dois sub-
onjuntos X1 e X2 den=2 elementos.2.1. Obtenha re
ursivamente SP (X1) = D&CP (X1) e SP (X2) =D&CP (X2).2Assuma, por simpli
idade, que n �e uma potên
ia de 2.



1.7. Redu�
~oes entre problemas 192.2. Devolva a solu�
~ao SP (X) obtida estendendo SP (X1) eSP (X2) 
onforme o passo da prova indutiva.ComplexidadeSe o passo de divis~ao em dois 
onjuntos toma tempo Td(n) e o passode extens~ao das duas solu�
~oes par
iais para a solu�
~ao �nal toma tempoT
(n), ent~ao a seguinte rela�
~ao de re
orrên
ia expressa a 
omplexidadetotal do algoritmo:( T (n) = 2 � T (n=2) + (Td(n) + T
(n)) para n > n0T (n0) 2 O(1): (1.3)Como Td(n) 2 O(n) usando-se um algoritmo para 
�al
ulo da medianaem tempo linear (vide [AHU74℄), se Td(n) + T
(n) 2 O(n), ent~aoT (n) 2 O(n logn). Por outro lado, se despendermos tempo O(n logn)para pr�e-ordenar os elementos de X 
omo �zemos no 
aso do algoritmode varredura, teremos Td(n) 2 O(1), mas o melhor que poderemos obterneste 
aso ainda �e O(n logn) devido �a ordena�
~ao.Vimos portanto que um m�etodo 
onveniente de projetar algoritmos�e simplesmente demonstrar por indu�
~ao que o problema em quest~ao�e sol�uvel! N~ao h�a nada de realmente espe
ial a respeito de provaspor indu�
~ao a n~ao ser o fato de elas serem provas 
onstrutivas. Por-tanto, qualquer outra t�e
ni
a que possa ser utilizada para demonstrar
onstrutivamente a solubilidade de problemas serve 
omo m�etodo deprojeto de algoritmos e leva a solu�
~oes 
ujas provas de 
orre�
~ao est~aoessen
ialmente a�� embutidas.1.7 Redu�
~oes entre problemasCom o que vimos na se�
~ao anterior sobre paradigmas de projeto dealgoritmos, e 
omo to
amos tamb�em na quest~ao de determina�
~ao desuas 
omplexidades, 
ome�
amos a abordar o aspe
to de obten�
~ao de
otas superiores.Resta ver ainda neste 
ap��tulo que pro
essos podemos utilizar parademonstrar a 
omplexidade intr��nse
a de problemas.



20 Cap��tulo 1. Algoritmos e ComplexidadeS~ao em geral vistas em 
ursos b�asi
os de projeto de algoritmos asprovas de que:� o problema da ordena�
~ao (
hamado �as vezes de problema de
lassi�
a�
~ao) requer 
(n logn) opera�
~oes de 
ompara�
~ao entre oselementos de entrada;� o problema de bus
a de um objeto de dado num vetor de valoresreais ordenados requer 
(logn) opera�
~oes de 
ompara�
~ao entreaquele objeto e os elementos do vetor.Ambas estas provas s~ao feitas utilizando a representa�
~ao de algoritmosgen�eri
os para 
ada um desses problemas num modelo de �arvore de de-
is~ao 
onveniente. Em seguida 
omputa-se o n�umero de n�os-folha desta�arvore 
ujo logaritmo �e uma estimativa para a altura da �arvore e por-tanto para a 
ota m��nima do n�umero de 
ompara�
~oes que o algoritmopre
isa realizar para resolver o dado problema. Estas provas diretas(utilizando representa�
~oes do modelo 
omputa
ional e a 
ontagem don�umero de opera�
~oes) s~ao em geral trabalhosas.Em [BO83℄, Ben-Or apresenta ferramentas poderosas para o esta-bele
imento de outras 
otas inferiores atrav�es da realiza�
~ao de provasdiretas. Baseando-nos em alguns pou
os problemas 
ujas 
omplexida-des intr��nse
as foram estabele
idas nesse trabalho pioneiro, (mas quen~ao reproduziremos aqui), vamos demonstrar todas as 
otas inferiorespara problemas tratadas neste livro.A t�e
ni
a que utilizaremos �e menos laboriosa que as provas diretas�as quais nos referimos, mas n~ao menos rigorosa.Considere dois problemas P e Q. Queremos de�nir quando o pro-blema P �e redut��vel ao problema Q em tempo f(n), o que ser�a indi
adopela nota�
~ao3 P /f(n) Q. De maneira informal, isso signi�
ar�a mostrarque dada uma instân
ia gen�eri
a IP do problema P ela pode ser 
onver-tida para uma instân
ia IQ de Q de modo que, obtida uma solu�
~ao SQpara IQ, �e poss��vel obter a partir de SQ uma solu�
~ao para a instân
ia IPdada. Ambas as 
onvers~oes (entre instân
ias e entre solu�
~oes) devemser exe
utadas em no m�aximo O(f(n)) opera�
~oes.3O tamanho (em geral a 
ardinalidade) da instân
ia IP �e o que denotamos aquipelo parâmetro n.



1.7. Redu�
~oes entre problemas 21Vejamos 
omo des
rever a mesma 
oisa de um modo um pou
o maisformal. Em primeiro lugar, desejamos obter uma transforma�
~ao �I paramapeamento de instân
ias de problemas:�I : IP! IQonde I� denota o 
onjunto de todas as instân
ias do problema �, demodo que o tempo ne
ess�ario para 
omputar �I(IP ) seja O(f(n)). Emsegundo lugar, se denotamos por SP o 
onjunto de todas as solu�
~oesdas instân
ias em IP, e por S0Q � SQ o 
onjunto de todas as solu�
~oesdas instân
ias em �I(IP), queremos ent~ao obter uma transforma�
~ao �Spara mapeamento de solu�
~oes de problemas:�S : S0Q ! SP;
om a propriedade de que a imagem por �S de �I(IP ) �e uma solu�
~ao deIP , para toda instân
ia IP 2 IP.O seguinte diagrama fa
ilita a visualiza�
~ao das transforma�
~oes quea
abamos de des
rever: Transferên
ia deCotas InferioresAQ?� -/f(n)
�S
�I

S0QSP
IQIPP Q

Observe que podemos 
onstruir a partir de 
ada algoritmo AQ queresolve instân
ias arbitr�arias do problema Q, um algoritmo que resolveinstân
ias do problema P do seguinte modo:AP := �S Æ AQ Æ �I ;isto �e, dado IP 2 IP, AP (IP ) = �S(AQ(�I(IP ))) 2 SP. Per
eba que a
omplexidade do algoritmo AP assim 
onstru��do �e a soma das 
omple-xidades das três opera�
~oes que o 
omp~oem. Portanto:TAP = T�I + TAQ + T�S :



22 Cap��tulo 1. Algoritmos e ComplexidadePortanto, a primeira 
onseq�uên
ia importante da obten�
~ao de umaTransferên
ia deCotas Superiores redu�
~ao de um problema P para outro problema Q �e que podemosobter um algoritmo para P a partir de 
ada algoritmo para Q. Destaforma, temos um m�etodo simples de estabele
er 
otas superiores parao problema P .Em espe
ial, se P /f(n) Q e se Q �e sol�uvel em tempo g(n) 2
(f(n)), ent~ao podemos a�rmar que P tamb�em �e sol�uvel em tempoO(g(n)) pois, 
omo vimos, a 
omplexidade do algoritmo 
ompostoAP = �S ÆAQÆ�I �e, neste 
aso, limitada pela soma: f(n)+g(n)+f(n) 2O(g(n)).A segunda n~ao menos importante 
onseq�uên
ia de se mostrar queTransferên
ia deCotas Inferiores P /f(n) Q �e, num 
erto sentido, sim�etri
a �a que des
revemos a
ima.Suponha que sabemos que 
(h(n)) �e uma 
ota inferiorpara o problemaP , isto �e, que qualquer algoritmo que resolve instân
ias (arbitr�arias) deP de tamanho n deve realizar pelo menos 
(h(n)) opera�
~oes. Suponhaainda que a redu�
~ao se d�a em tempo f(n) 2 o(h(n)). Podemos 
on
luirque 
(h(n)) �e uma 
ota inferior para o problema Q. De fato, se pudessehaver um algoritmo AQ que resolvesse instân
ias (arbitr�arias) de Q emtempo g(n) 2 o(h(n)), 
onstruindo o algoritmo AP = �S ÆAQ Æ �I parasolu�
~ao do problema P , ter��amos que sua 
omplexidade seria, 
omovimos antes, O(f(n) + g(n) + f(n)) � o(h(n)) o que 
ontradiz a 
otainferior 
(h(n)) para P .Moral da hist�oria: a t�e
ni
a de redu�
~ao entre problemas serve paraa transferên
ia de 
otas superiores da direita para a esquerda e de 
otasinferiores da esquerda para a direita.Ex. 1.5: Sejam P1 e P2 dois problemas tais que P1 /nP2 e suponhaque P1 tem 
ota inferior 
(n logn). Quais das seguintes a�rma�
~oes s~aoverdadeiras?(a) 
(n logn) �e tamb�em uma 
ota inferior para P2.(b) Todo algoritmo que resolve P1 pode ser usado para resolver P2.(
) Todo algoritmo que resolve P2 pode ser usado para resolver P1.(d) O problema P2 pode ser resolvido no pior 
aso em tempoO(n log n).Ex. 1.6: Sejam P1 e P2 dois problemas tais que um deles tem uma
ota inferior 
(nk), para algum k > 1, num modelo 
omputa
ional



1.7. Redu�
~oes entre problemas 23M e o outro deles �e sol�uvel em tempo O(n log n), no mesmo modelo
omputa
ionalM. Se P1 �e redut��vel a P2 em tempo linear (P1 /n P2),de
ida qual �e qual.Problemas de enumera�
~ao, 
ontagem e de
is~ao�E 
omum trabalharmos 
om três tipos de problemas em geometria
omputa
ional:� problemas de enumera�
~ao;� problemas de 
ontagem;� problemas de de
is~ao.Um problema �e 
hamado de enumera�
~ao se ele 
onsiste em determinarquais os elementos de sua entrada satisfazem a uma 
erta propriedade;enquanto que ele �e de 
ontagem se objetiva obter quantos elementos daentrada satisfazem �aquela propriedade; e �e dito ser de de
is~ao se requerque se determine apenas se existe algum elemento da entrada que asatisfaz.N~ao �e dif��
il ver (deixamos para o leitor formalizar as redu�
~oes) que�e poss��vel reduzir em tempo linear tanto a vers~ao de de
is~ao de umproblema para sua vers~ao de 
ontagem quanto esta para a vers~ao deenumera�
~ao.Per
eba, portanto, que se demonstramos uma 
ota inferior super-linear (!(n)) para um problema de de
is~ao, a mesma 
ota vale para asduas outras vers~oes. Similarmente, transferên
ias de 
otas superioresse d~ao em tempo linear na outra dire�
~ao.
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Cap��tulo 2Con
eitos fundamentaisNeste 
ap��tulo estudaremos a representa�
~ao e manipula�
~ao no 
ompu-tador de objetos geom�etri
os elementares, tais 
omo pontos, linhas, seg-mentos, e triângulos. Estes elementos s~ao a base de todos as estruturase algoritmos que estudaremos nos 
ap��tulos seguintes.2.1 Coordenadas 
artesianasO leitor 
ertamente sabe de longa data que um ponto do plano pode ser Coordenadas
artesianasbiunivo
amente representado por um par de n�umeros reais (X; Y ), suas
oordenadas 
artesianas, medidas a partir de alguma origem arbitr�ariaao longo de dois eixos ortogonais. A totalidade desses pares 
onstituio plano 
artesiano R2Coordenadas 
artesianas, apesar de bem 
onhe
idas e bastante usa-das, n~ao s~ao a �uni
a maneira de representar pontos do plano no 
om-putador. Na verdade, em geometria 
omputa
ional �e em geral mais
onveniente trabalhar 
om uma representa�
~ao mais so�sti
ada, as 
ha-madas 
oordenadas homogêneas, 
ujas propriedades e manipula�
~ao s~aoo tema prin
ipal deste 
ap��tulo.2.1.1 Desvantagens da geometria 
artesianaA prin
ipal desvantagem das 
oordenadas 
artesianas �e que elas n~ao N~ao h�a pontos noin�nitosuportam o 
on
eito de pontos no in�nito. Esta limita�
~ao obriga os25



26 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisalgoritmos geom�etri
os a tratar separadamente muitos 
asos parti
ula-res.Por exemplo, suponha que um algoritmo pre
isa 
al
ular a inter-se
�
~ao de duas retas. Na geometria 
artesiana, temos que 
onsiderartrês 
asos diferentes: as retas 
oin
idem (têm in�nitos pontos em 
o-mum), s~ao paralelas (n~ao têm nenhum ponto em 
omum), ou est~ao emposi�
~ao gen�eri
a (têm exatamente um ponto em 
omum).Ou, ent~ao, suponha que queremos 
al
ular a interse
�
~ao de dois oumais semi-planos dados. O resultado \ordin�ario" dessa opera�
~ao �e umpol��gono. Na geometria 
artesiana, entretanto, temos que 
onsiderarv�arios 
asos \ex
ep
ionais": a interse
�
~ao pode ser uma faixa limita-da por duas retas paralelas, ou uma regi~ao in�nita limitada por duassemi-retas e alguns segmentos, et
. Sem o 
on
eito de pontos no in�ni-to, pre
isamos inventar representa�
~oes espe
iais, e portanto algoritmosespe
iais, para tratar 
ada um desses 
asos.Poder��amos enumerar outras desvantagens da geometria 
artesiana,Outrasdesvantagens 
omo por exemplo a falta de uma 
orrespondên
ia perfeita (dualidade)entre pontos e retas, ou a in
onveniên
ia da representa�
~ao de trans-forma�
~oes geom�etri
as. Entretanto, estas limita�
~oes s�o poder~ao serdevidamente apre
iadas depois que tivermos estudado a representa�
~aopor 
oordenadas homogêneas, que n~ao �e afetada por elas.2.2 Coordenadas homogêneasPor de�ni�
~ao, se (X; Y ) s~ao as 
oordenadas 
artesianas de um ponto deCoordenadashomogêneas R2 , as 
oordenadas homogêneas desse ponto s~ao uma tripla de n�umerosreais [w; x; y℄, tais que X = x=w e Y = y=w.A 
oordenada w �e 
hamada de peso, e por enquanto vamos suporPeso que ela �e estritamente positiva. Repare na nota�
~ao: usaremos sempreparênteses (�; �) para 
oordenadas 
artesianas, e 
ol
hetes [�; �; �℄ para
oordenadas homogêneas.A de�ni�
~ao a
ima impli
a que um mesmo ponto de R2 pode serrepresentado por muitas triplas de 
oordenadas homogêneas. Assim,por exemplo, [1; 2; 5℄, [2; 4; 10℄, e [0:03; 0:06; 0:15℄ s~ao todos o mesmoponto, 
ujas 
oordenadas 
artesianas s~ao (2; 5).



2.2. Coordenadas homogêneas 27Em geral, o par 
artesiano (X; Y ) 
orresponde a todas as triplashomogêneas [w;wX;wY ℄ 
om w > 0; em parti
ular, a [1; X; Y ℄.Observe que as 
oordenadas homogêneas w; x; y de um ponto n~aotem signi�
ado individual; apenas as raz~oes x=w e y=w tem sentido.Ex. 2.1: Traduza os seguintes pontos de 
oordenadas 
artesianas parahomogêneas:(a) (0; 0) (b) (1; 0)(
) (0; 1) (d) (5; 6)Ex. 2.2: Traduza os seguintes pontos de 
oordenadas homogêneas para
artesianas:(a) [1; 0; 0℄ (b) [1; 1; 0℄ (
) [1; 0; 1℄(d) [1; 2; 3℄ (e) [2; 5; 6℄ (f) [2; 0; 0℄Ex. 2.3: Es
reva o ponto (1=2; 3=5) em 
oordenadas homogêneas in-teiras.Ex. 2.4: O que a
onte
e 
om o ponto [w; x; y℄ quando x e y perma-ne
em 
onstantes, e o peso w tende para 0? E quando w tende para+1?Ex. 2.5: Des
reva a trajet�oria do ponto [1 + t2; 1 � t2; 2t℄ quando oparâmetro t varia de �1 a +1.2.2.1 Pontos in�nitosObserve que quando o peso w tende para zero, 
om x e y �xos, o ponto[w; x; y℄ tende a se afastar in�nitamente da origem, na dire�
~ao do vetor(x; y).�E natural portanto 
onsiderar uma tripla homogênea [0; x; y℄, 
om Ponto in�nitopeso nulo, 
omo sendo um ponto in�nitamente distante da origem |um ponto in�nito| na dire�
~ao do vetor (x; y). Denotaremos esse pontopor 1(x; y).O 
omprimento do vetor (x; y) �e irrelevante, desde que n~ao seja zero;isto �e, as 
oordenadas [0; �x; �y℄ representam o mesmo ponto in�nito,para todo � > 0. (Note que esta �e a mesma equivalên
ia de 
oordenadas
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eitos fundamentaishomogêneas que vale para pontos ordin�arios.) Por outro lado, o sentidodo vetor �e importante; isto �e, as triplas [0; x; y℄ e [0;�x;�y℄ representampontos in�nitos distintos.1 Diremos que estes dois pontos in�nitos s~aoantipodais, e que um �e o ant��poda do outro.A tripla [0; 0; 0℄ �e um 
aso espe
ial. A experiên
ia mostra que n~aoCoordenadasinv�alidas vale a pena tentar interpret�a-la 
omo um ponto; �e melhor de
retar queessa tripla �e inv�alida.Ex. 2.6: Es
reva as 
oordenadas homogêneas do ponto in�nito 
ujadire�
~ao faz um ângulo de � radianos 
om o eixo das abs
issas.2.2.2 O outro lado do planoSe as triplas homogêneas [w; x; y℄ 
om peso w positivo s~ao pontos deR2 , e as 
om peso nulo s~ao pontos in�nito, que signi�
ado podemos darpara as triplas 
om peso negativo?Por estranho que pare�
a, �e melhor interpretar essas triplas 
omopontos que, tendo passado \al�em do in�nito", foram parar no \outrolado" do plano.Informalmente vamos imaginar que o plano �e uma folha in�nita deAqu�em e al�em papel transl�u
ido; e que, para 
ada posi�
~ao (X; Y ), existem dois pontosdo plano, sobrepostos mas distintos: um na frente da folha, e outro noverso. Com j�a foi dito, uma tripla homogênea [w; x; y℄ 
om w 6= 0des
reve um ponto de 
oordenadas 
artesianas (x=w; y=w); sendo queo ponto est�a na frente da folha se w > 0, e no verso se w < 0. Diremosque o primeiro est�a no aqu�em e segundo no al�em.Diremos tamb�em que esses dois pontos s~ao 
oin
identes mas n~aoPontos 
oin
identese antipodais iguais, e que um �e o ant��poda do outro. Em geral, denotaremos oant��poda de um ponto p por :p: ou seja, :[w; x; y℄ = [�w;�x;�y℄.Esta de�ni�
~ao vale tanto para pontos no aqu�em, no al�em, ou no in�nito;em parti
ular, :[0; x; y℄ = [0;�x;�y℄.Note que 
ontinua v�alida a regra que [w; x; y℄ = [�w; �x; �y℄, paratodo � > 0.Ex. 2.7: Para 
ada um dos pontos seguintes, dê as 
oordenadas 
arte-sianas, e diga se o ponto est�a no aqu�em ou no al�em:1Esta distin�
~ao pode pare
er estranha aos leitores que j�a est~ao familiarizados
om geometria projetiva. Este assunto ser�a dis
utido na se�
~ao 2.10.
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) [�1; 2; 3℄(d) [�1;�2;�3℄ (e) [1; 0; 0℄ (f) [�1; 0; 0℄Ex. 2.8: Dê 
oordenadas homogêneas para os pontos do aqu�em e doal�em 
ujas 
oordenadas 
artesianas s~ao:(a) (0; 0) (b) (2; 3)(
) (�2;�3) (d) (�2; 3)Ex. 2.9: Qual a rela�
~ao geom�etri
a entre os pontos [w; x; y℄ e [�w; x; y℄?(Suponha w > 0.)Ex. 2.10: Sejam w x, e y n�umeros reais n~ao nulos. Considere as oitotriplas homogêneas [�w; �x; 
y℄, onde �; �; 
 2 f+1;�1g. Quantospontos distintos est~ao representados por essas triplas? Quais pares depontos s~ao antipodais?2.3 O plano projetivo orientado T2Ao usarmos 
oordenadas homogêneas em vez de 
oordenadas 
artesia- Plano projetivoorientadonas, estamos tro
ando o plano 
artesiano R2 por um espa�
o geom�etri
oestritamente maior, que que 
hamaremos de plano projetivo orientado,e que denotaremos por T2. (O ��ndi
e 2 aqui indi
a a dimens~ao doespa�
o.)Algebri
amente, o 
onjunto de pontos do espa�
o T2 
onsiste detodas as triplas de n�umeros reais [w; x; y℄, ex
eto a tripla [0; 0; 0℄; sendoque duas triplas s~ao 
onsideradas equivalentes se e somente se uma forum m�ultiplo positivo da outra.
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eitos fundamentais2.3.1 O modelo plano de T2Geometri
amente, o espa�
o T2 pode ser de�nido pelo seu modelo plano,Modelo plano que 
onsiste de duas 
�opias do plano 
artesiano R2 (o aqu�em e o al�em),mais uma 
�opia do 
��r
ulo unit�ario S1 (os pontos in�nitos). Veja a�gura 2.1.

Figura 2.1: O plano projetivo de dois lados.Lembremos que o ponto [w; x; y℄ est�a no aqu�em se w > 0, e noal�em se w < 0; em ambos os 
asos, suas 
oordenadas 
artesianas s~ao(x=w; y=w). O ponto �e in�nito se w = 0; nesse 
aso, sua dire�
~ao �e a dovetor (x; y).Em geral, as ilustra�
~oes de �guras geom�etri
as de T2 que se seguemConven�
~oes gr�a�
as ser~ao baseadas neste modelo plano. Pontos 
om mesmas 
oordenadas
artesianas ser~ao desenhados sobrepostos; para distinguir os dois ladosdo plano, usaremos pontos 
heios (�), linhas 
heias, e �areas ha
huradaspara o aqu�em, e pontos vazios (Æ), linhas tra
ejadas, e �areas pontilhadaspara o al�em. Veja a �gura 2.2.
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Figura 2.2: Conven�
~oes gr�a�
as para os dois lados do plano.Ex. 2.11: Desenhe os dois triângulos 
ujos v�erti
es s~ao dados a seguir,segundo as 
onven�
~oes da �gura 2.2. Em 
ada 
aso, suponha que otriângulo est�a inteiramente 
ontido num dos lados do plano (aqu�em oual�em).(a) [1; 0; 0℄ [1; 2; 0℄ [2; 3; 5℄(b) [�1; 1; 0℄ [�1; 2; 2℄ [�1; 2;�3℄2.3.2 O modelo esf�eri
o de T2Outra maneira de visualizar o espa�
o T2 �e atrav�es de seu modelo Modelo esf�eri
oesf�eri
o, que 
onsiste na superf��
ie S2 da esfera unit�aria de R3 
om
entro na origem.

Figura 2.3: O modelo esf�eri
o de T2.Espe
i�
amente, no modelo esf�eri
o o ponto de T2 
om 
oordenadashomogêneas [w; x; y℄ �e representado pelo ponto de S2 
om 
oordenadas



32 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentais
artesianas (w; x; y)pw2 + x2 + y2Ou seja, [w; x; y℄ �e representado pela proje�
~ao do ponto (w; x; y) de R3sobre a esfera, na dire�
~ao do 
entro da mesma. Veja a �gura 2.3.O aqu�em e o al�em de T2 
orrespondem portanto aos hemisf�erios deAqu�em e al�em naesfera S2 
om w > 0 e w < 0, respe
tivamente. A origem (0; 0) do aqu�em �e oponto (1; 0; 0) da esfera; e a do al�em �e (�1; 0; 0). Os pontos no in�nitode T2 est~ao no 
��r
ulo onde a esfera �e 
ortada pelo plano w = 0 de R3 .Observe que, neste modelo, um ponto p e seu ant��poda :p est~aosempre diametralmente opostos na esfera.Ex. 2.12: Indique gra�
amente a posi�
~ao dos seguintes pontos no mo-delo esf�eri
o de T2..(a) [1; 0; 0℄ (b) [�1; 0; 0℄ (
) [1; 1; 0℄(d) [2; 3; 5℄ (e) [2;�3;�5℄ (f) [�2; 3; 5℄(g) [0; 3; 5℄ (h) [0;�3;�5℄ (i) [0; 3;�5℄2.3.3 Correspondên
ia entre os modelos. A 
orrespondên
ia entre o modelo esf�eri
o e o modelo plano, de�nidaimpli
itamente pelas 
oordenadas homogêneas, equivale �a proje�
~ao de
ada hemisf�erio de S2 (w > 0 e w < 0) na 
�opia 
orrespondente de R2(aqu�em ou al�em).Em ambos os 
asos, devemos imaginar a 
�opia de R2 
omo um planotangente �a esfera S2, 
om sua origem no ponto (1; 0; 0) da mesma, e
om seus eixos paralelos aos eixos x e y de R3 .No 
aso do aqu�em, projetamos o hemisf�erio w > 0 de S2 no plano,a partir do 
entro da esfera. Veja a �gura 2.4(a).No 
aso do al�em, projetamos o hemisf�erio w < 0 sobre o planoatrav�es do 
entro da esfera. Veja a �gura 2.4(b). Observe 
omo estaproje�
~ao faz 
om que o al�em do modelo esf�eri
o �que rodado de 180Æem rela�
~ao ao al�em do modelo plano.
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Figura 2.4: Correspondên
ia entre os modelos plano e esf�eri
o de T2.Finalmente, lembremos que os pontos in�nitos (
om w = 0) s~aorepresentados em ambos os modelos por uma 
�opia do 
��r
ulo unit�ario:n (x; y) : x2 + y2 = 1 o (modelo plano)n (0; x; y) : x2 + y2 = 1 o (modelo esf�eri
o)A 
orrespondên
ia entre estes dois 
��r
ulos �e a �obvia.2.4 Retas2.4.1 Equa�
~ao homogênea da retaComo sabemos, uma linha reta do plano �e de�nida por três 
oe�
ien-tes A;B;C, tais que um ponto gen�eri
o p de 
oordenadas 
artesianas(X; Y ) est�a nessa linha se e somente AX+BY +C = 0. Traduzindo essaequa�
~ao para 
oordenadas homogêneas, 
on
lui-se que um ponto �nitop = [w; x; y℄ est�a nessa linha se e somente se A(x=w)+B(y=w)+C = 0,isto �e, Ax+By + Cw = 0.A nota�
~ao �
a mais elegante se rebatizarmos os 
oe�
ientes A, B, Coe�
ienteshomogêneos da retae C de X , Y, e W, e 
olo
armos W em primeiro lugar. Desta forma,podemos dizer que uma linha �e de�nida por três 
oe�
ientes homogêneos
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eitos fundamentaishW;X ;Yi, sendo que o ponto gen�eri
o p = [w; x; y℄ est�a nessa linha see somente Ww + Xx+ Yy = 0.Por exemplo, a linha h1; 2; 3i passa por todos os pontos [w; x; y℄ taisque w+2x+3y = 0; ou, em termos 
artesianos, todos os pontos (X; Y )tais que 2X + 3Y + 1 = 0.Ex. 2.13: Qual �e a equa�
~ao 
artesiana da reta 
om 
oe�
ientes ho-mogêneos h2; 3; 5i?Ex. 2.14: Quais s~ao os 
oe�
ientes homogêneos da reta 
uja equa�
~ao
artesiana �e 3X � 2Y = 6?Ex. 2.15: Quais s~ao os 
oe�
ientes homogêneos dos eixos 
artesianosX e Y ?Ex. 2.16: Determine as 
ondi�
~oes alg�ebri
as sobre os 
oe�
ienteshW;X ;Yi que 
ara
terizam:(a) retas horizontais;(b) retas verti
ais;(
) retas que passam pela origem.Observe que a \reta" 
om 
oe�
ientes h0; 0; 0i �e bastante pe
uliar,Reta inv�alida pois ela passa por todos os pontos do plano! Para evitar maioresproblemas, �e melhor de
retar que essa tripla de 
oe�
ientes �e inv�alida,e n~ao representa nenhuma reta.2.4.2 Os pontos no in�nito de uma retaNote que a equa�
~ao homogênea da reta Ww + Xx + Yy = 0 n~ao �ePontos in�nitos deuma reta satisfeita apenas por pontos �nitos, mas tamb�em pelos pontos in�nitos[0;Y;�X ℄ e [0;�Y;X ℄. Estes s~ao justamente os pontos in�nitos nasduas dire�
~oes paralelas �a reta. Ou seja, toda reta paralela a um vetord = (x; y) 
ont�em os pontos in�nitos 1d = [0; x; y℄ e 1(�d) =[0;�x;�y℄.Ex. 2.17: Determine os dois pontos in�nitos da reta h2; 3; 5i.Note que duas retas de R2 s~ao paralelas entre si se e somente asRetas paralelas retas 
orrespondentes de T2 passam pelos mesmos pontos no in�nito.



2.4. Retas 352.4.3 Retas no al�emObserve que a equa�
~aoWw+Xx+Yy = 0, que de�ne quando um ponto Retas no modeloplanoperten
e a uma reta, 
ontinua v�alida se negarmos as três 
oordenadasw; x; y do ponto simultaneamente. Portanto, se uma reta passa por umponto p do aqu�em, ela tamb�em passa pelo seu ant��poda :p no al�em.Ou seja, uma reta de T2 �e representada no modelo plano por duasretas eu
lidianas superpostas, uma no aqu�em e uma no al�em, 
om osmesmos 
oe�
ientes 
artesianos; mais dois pontos in�nitos, nas duasdire�
~oes paralelas �as retas. Veja a �gura 2.5.

Figura 2.5: Uma reta, no aqu�em e no al�em.2.4.4 Retas no modelo esf�eri
oLembremos que o vetor unit�ario (w; x; y) do modelo esf�eri
o representao ponto [w; x; y℄ de T2. Portanto, os pontos de T2 que est~ao na retahW;X ;Yi 
orrespondem a pontos de S2 que satisfazem a satisfazem aequa�
~ao Ww + Xx + Yy = 0.Esta equa�
~ao de�ne um plano de R3 que passa pela origem, e Retas no modeloesf�eri
oportanto 
orta a esfera num 
��r
ulo de raio m�aximo. Ou seja, umareta de T2 
orresponde a um 
��r
ulo m�aximo de S2; e �e f�a
il ver que are
��pro
a tamb�em vale. Veja a �gura 2.6.
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Figura 2.6: Uma reta no modelo esf�eri
o.Ex. 2.18: Indique gra�
amente a posi�
~ao das seguintes retas, no mo-delo esf�eri
o:(a) h0; 1; 0i (b) h0; 0; 1i (
) h0; 1; 1i(d) h1; 2; 3i (e) h1; 3; 2i (f) h�1; 2; 3i(g) h1;�1;�1i (h) h2;�1;�1i (i) h�10; 1; 1i2.4.5 Os dois lados de uma retaOs pontos [w; x; y℄ que n~ao est~ao sobre uma reta r = hW;X ;Yi podemLado positivo enegativo ser divididos em dois 
onjuntos, os lados da reta, 
onforme o sinal daexpress~ao Ww + Xx + Yy. Este teste de�ne o lado positivo e o ladonegativo da reta r.No modelo esf�eri
o, os dois lados da reta s~ao os dois hemisf�erios emque a esfera S2 �
a dividida pelo plano de equa�
~aoWw+Xx+Yy = 0.Veja a �gura 2.7.Ex. 2.19: No modelo esf�eri
o, indique o lado positivo de 
ada uma dasretas do exer
��
io 2.18.Observe que o sinal deWw+Xx+Yy se inverte se negarmos as três
oordenadas homogêneas w; x; y; isto �e, um ponto est�a no lado positivode uma reta se e somente se seu ant��poda est�a no lado negativo.
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Figura 2.7: Os dois lados de uma reta, no modelo esf�eri
o.Pode-se 
on
luir da�� que, no modelo plano de T2, o lado positivo Lados no modeloplanode uma reta r 
onsiste de um semi-plano do aqu�em, limitado por r, edo outro semi-plano do al�em, que n~ao �e ant��poda do primeiro. Veja a�gura 2.8.O lado positivo da reta r tamb�em in
lui todos os pontos no in�nitonum ar
o de 180Æ limitado pelas duas dire�
~oes paralelas a r. Os doisoutros semi-planos, e o o ar
o 
omplementar no in�nito, formam o ladonegativo de r.

Figura 2.8: Os dois lados de uma reta, no modelo plano.
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eitos fundamentaisEx. 2.20: Des
reva, no modelo plano, o lado positivo de 
ada umadestas retas:(a) h0; 1; 0i (b) h0; 0; 2i(
) h0;�1; 0i (d) h2; 3;�4iEx. 2.21: Qual a 
ondi�
~ao alg�ebri
a para que a origem do aqu�em estejano lado positivo da reta hW;X ;Yi?2.4.6 O teste de ponto 
ontra retaA opera�
~ao de determinar o lado de uma reta dada que 
ont�em um pon-Nota�
~ao r � p to dado �e fundamental para muitos algoritmos geom�etri
os. Portanto,vale a pena introduzir a nota�
~aor � p = sgn(Ww + Xx+ Yy) (2.1)onde p = [w; x; y℄, r = hW;X ;Yi, e sgn t �e o sinal de t | isto �e, �1 set < 0, 0 se t = 0, e +1 se t > 0. Note que r � (:p) = �(r � p).Ex. 2.22: Determine r � p para 
ada um dos 
asos abaixo:(a) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1;�1℄(b) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1; 0℄(
) r = h2; 3; 5i, p = [1; 1; 1℄(d) r = h1; 0; 0i, p = [1; 0; 0℄(e) r = h1; 0; 0i, p = [�1; 0; 0℄(f) r = ha; b; 
i, p = [a; b; 
℄2.4.7 Retas opostasNote que a fun�
~ao r�p n~ao se altera se multipli
armos os 
oe�
ientes der por um n�umero � positivo, pois isto equivale a multipli
ar a express~aoWw+Xx+Yy por �. Entretanto, se multipli
armos os 
oe�
ientes der por um n�umero negativo, o valor de r � p �
a negado; isto �e, os ladospositivo e negativo da reta se invertem.
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~ao � tenha signi�
ado bem de�nido, pre
i- Retas opostas e
oin
identessamos distinguir as retas r = hW;X ;Yi e r0 = h�W;�X ;�Yi. Apesarde ambas serem 
oin
identes (passarem exatamente pelos mesmos pon-tos) elas n~ao s~ao iguais, pois diferem na sua orienta�
~ao (a rotula�
~ao dosseus dois lados). Diremos que essas retas s~ao opostas uma da outra, edenotaremos essa rela�
~ao por r0 = :r.Ou seja, a tripla de 
oe�
ientes h�W; �X ; �Yi denota a mesma retaque hW;X ;Yi para todo � positivo, e a reta oposta para todo � < 0.2.4.8 A reta no in�nitoNa geometria 
artesiana, a equa�
~ao AX + BY + C = 0 s�o de�ne umareta se pelo menos um dos 
oe�
ientes A e B for diferente de zero.Quando A = B = 0, a equa�
~ao n~ao �e satisfeita por nenhum ponto deR2 . (A menos que C tamb�em seja zero, 
aso em que todo ponto doplano satisfaz a equa�
~ao.)Portanto, os 
oe�
ientes homogêneos hW;X ;Yi denotam uma retado plano eu
lidiano s�o se X 6= 0 ou Y 6= 0. O que fazemos ent~ao 
omas triplas da forma hW; 0; 0i? Ser�a que, 
om a introdu�
~ao de pontos noin�nito, �e poss��vel atribuir algum signi�
ado geom�etri
o a essas triplas?Observe primeiro que, se adotarmos para estas triplas a mesmaregra de equivalên
ia que vale para as triplas normais, 
on
lu��mos quehW; 0; 0i �e equivalente �a tripla h1; 0; 0i, ou a h�1; 0; 0i, dependendo dosinal de W. Ou seja, existem apenas duas \retas" da forma hW; 0; 0i,opostas entre si.Se h1; 0; 0i �e uma reta, quais s~ao seus pontos? Segundo a de�ni�
~ao, Retas no in�nito:
 e :
um ponto [w; x; y℄ est�a em h1; 0; 0i se e somente se 1 �w+0 �x+0 �y = 0;isto �e, w = 0. Ou seja, a reta h1; 0; 0i 
ont�em todos os pontos in�nitos,e apenas esses pontos. Portanto, diremos que h1; 0; 0i e h�1; 0; 0i s~aoas duas retas no in�nito, que denotaremos por 
 e :
; e 
hamaremosas outras retas de ordin�arias. Retas ordin�ariasEx. 2.23: Qual �e o lado positivo da reta 
? E o de :
?Em resumo: algebri
amente, o 
onjunto de retas de T2 �e o 
onjuntode todas as triplas reais hW;X ;Yi, ex
eto a tripla h0; 0; 0i; sendo queduas triplas s~ao 
onsideradas equivalentes se e somente se uma for
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eitos fundamentaisum m�ultiplo positivo da outra. Um ponto [w; x; y℄ est�a numa retahW;X ;Yi se e somente se Ww + Xx + Yy �e zero. Caso 
ontr�ario, oponto est�a no lado positivo ou negativo da reta, 
onforme o sinal destaf�ormula.2.4.9 In
idên
ia de retas e pontosNote que, apesar dos pontos e retas no in�nito pare
erem espe
iais nomodelo plano, no modelo esf�eri
o eles s~ao perfeitamente equivalentesaos pontos �nitos e retas ordin�arias. Como veremos, esta uniformidade| homogeneidade | dos elementos de T2 se re
ete na manipula�
~aoalg�ebri
a de suas 
oordenadas homogêneas.Uma manifesta�
~ao dessa homogeneidade �e o fato que, no plano T2,Interse
�
~ao de duasretas duas retas n~ao-
oin
identes se inter
eptam em dois pontos antipodais.Simetri
amente, em T2 dois pontos n~ao-
oin
identes determinam exa-tamente duas retas, opostas entre si. Estas propriedades valem paraReta por doispontos todos os tipos de pontos | �nitos ou in�nitos, no aqu�em ou no al�em| e para todos os tipos de retas | ordin�arias ou no in�nito, paralelasou n~ao.Note a semelhan�
a entre estas propriedades e os dois prin
ipaisaxiomas da geometria eu
lidiana; \por dois pontos distintos passa uma�uni
a reta", e \duas retas distintas e n~ao paralelas se en
ontram num�uni
o ponto". As diferen�
as mais �obvias entre as duas formula�
~oess~ao quase que uma quest~ao de nomen
latura | 
ada 
ada ponto dageometria eu
lidiana �e desdobrado em dois pontos de T2, o mesmoa
onte
endo 
om as retas. Uma diferen�
a mais signi�
ativa �e que,gra�
as aos pontos no in�nito, o 
aso das retas paralelas n~ao �e maisex
ep
ional.2.4.10 Topologia de T2Informalmente, de�nir a topologia de um espa�
o matem�ati
o S 
onsisteem de�nir os limites de seq�uên
ias in�nitas de pontos de S; ou, o qued�a no mesmo, em de�nir a no�
~ao de 
ontinuidade para 
urvas de S(fun�
~oes de R para S).



2.4. Retas 41Por de�ni�
~ao, a topologia de T2 �e a determinada impli
itamente Seq�uên
ia
onvergente depontospelo seu modelo esf�eri
o. Ou seja, uma seq�uên
ia de pontos pi =[wi; xi; yi℄ 
onverge para um ponto p = [w; x; y℄ se e somente se osvetores unit�arios (wi; xi; yi)=qw2i + x2i + y2ide R3 
onvergirem para o vetor (w; x; y)=pw2 + x2 + y2.Ex. 2.24: Para 
ada uma das seq�uên
ias a seguir, determine os pontoslimite, quando i tende para in�nito:(a) pi = [1; i; i2℄ (b) pi = [1; �i; i2℄(
) pi = [1; i; sin i℄ (d) pi = [1=i; 1; 2℄(e) pi = [1=i; 1=(i + 1); 1=(i + 3)℄ (f) pi = [i3; i4; i2℄Ex. 2.25: Quais das seq�uên
ias abaixo 
onverge, quando i tende parain�nito:(a) pi = [(�1)i; 1; i℄(b) pi = [1; 1; i(�1)i℄(
) pi = [(�1)i; 1; i(�1)i℄Este 
on
eito de 
onvergên
ia nos permite de�nir a no�
~ao de 
onti- Fun�
~oes 
ont��nuasnuidade para fun�
~oes 
ujo dom��nio e/ou 
ontra-dom��nio s~ao sub
onjun-tos de T2. Por exemplo, uma fun�
~ao 
(t) = [w(t); x(t); z(t)℄ de algumintervalo I � R para T2 �e 
ont��nua se e somente se a fun�
~ao�
(t) = (w(t); x(t); y(t))=qw(t)2 + x(t)2 + y(t)2de I para S2 for 
ont��nua.Ex. 2.26: Prove que uma fun�
~ao 
(t) de algum intervalo I � R paraT2 �e 
ont��nua se e somente se existirem três fun�
~oes 
ont��nuas w(t),x(t), e y(t), que n~ao se anulam todas para um mesmo t 2 I, tais que
(t) = [w(t); x(t); z(t)℄.Ex. 2.27: Quais das f�ormulas abaixo de�nem fun�
~oes 
ont��nuas dointervalo aberto (0; 1) para T2? Quais delas podem ser estendidas parao intervalo [0; 1℄, mantendo a 
ontinuidade?
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eitos fundamentais(a) 
(t) = [1; t; t2℄(b) 
(t) = [t; t2; t3℄(
) 
(t) = [t; t2; sin t℄(d) 
(t) = [t� 1=2; 1; 2℄(e) 
(t) = [t; 1; sin(1=t)℄No modelo plano, a topologia de T2 �e relativamente 
ompli
ada.Topologia domodelo plano Pode-se veri�
ar sem muita di�
uldade que 
ada um dos lados do plano(aqu�em ou al�em) tem de fato a mesma topologia do plano 
artesianoR2 ; e os pontos no in�nito têm a topologia do 
��r
ulo S1.A 
omplexidade toda est�a na a maneira 
omo estas três partes est~aoligadas entre si. Considere uma seq�uên
ia de pontos pi 
om 
oordenadas
artesianas (Xi; Yi), tais que as distân
ias jpij = qX2i + Y 2i dos pontos�a origem tende para o in�nito, enquanto que os vetores unit�arios di =(Xi; Yi)=jpij 
onvergem para algum vetor limite d = (X; Y ). Nesse 
aso,por de�ni�
~ao, a seq�uên
ia pi 
onverge para o ponto no in�nito [0; X; Y ℄,se os pontos pi estiverem todos no aqu�em; e para [0;�X;�Y ℄, se ospontos pi estiverem todos no al�em.Ex. 2.28: Considere a 
urva 
(t) = [1 � 2t; 2t; 4t2 � 1℄, onde t variaentre 0 e 1. Determine o ponto onde essa 
urva est�a no in�nito, e ovalor de t 
orrespondente. Desenhe a trajet�oria dessa 
urva, no modeloesf�eri
o e no modelo plano.2.5 F�ormulas geom�etri
asDe modo geral, qualquer f�ormula da geometria anal��ti
a plana pode seradaptada para 
oordenadas homogêneas, bastando substituir na mesmaas 
oordenadas 
artesianas X e Y por x=w e y=w, respe
tivamente. (Sea f�ormula des
reve as 
oordenadas de um ponto, pre
isamos tamb�emtro
ar os parênteses da mesma por 
ol
hetes, e a
res
entar uma 
oor-denada 1 ini
ial (o peso).)



2.5. F�ormulas geom�etri
as 432.5.1 Ponto m�edioPor exemplo, em geometria 
artesiana, sabemos que o ponto m�edio m Ponto m�edio de umsegmentodo segmento 
om extremos p0 = (X0; Y0) e p2 = (X2; Y2) �e dado porm = � X0 +X22 ; Y0 + Y22 �Portanto, em termos de 
oordenadas homogêneas, se os extremosforem p0 = [w0; x0; y0℄ e p2 = [w2; x2; y2℄, esta f�ormula equivale am = 24 1; x0w0 + x2w22 ; y0w0 + y2w22 35= � 1; x0w2 + x2w02w0w2 ; y0w2 + y2w02w0w2 �Podemos eliminar as divis~oes desta f�ormula, multipli
ando as três 
oor-denadas homogêneas por w0w2, o que n~ao altera o ponto m. Obtemosassim a f�ormulam = [ 2w0w2; w2x0 + w0x2; w2y0 + w0y2 ℄ (2.2)Ex. 2.29: Dê uma f�ormula homogênea, sem divis~oes, para o 
entro degravidade de um triângulo 
om v�erti
es pi = [wi; xi; yi℄, i = 0; 1; 2.Ex. 2.30: O que a
onte
e 
om o ponto m�edio de p0 e p2, 
onformede�nido pela f�ormula (2.2), se um dos pontos estiver no in�nito? E seambos estiverem no in�nito?Ex. 2.31: Qual a posi�
~ao do ponto de�nido pela f�ormula (2.2), se umdos pontos estiver no aqu�em, e o outro no al�em? E se ambos estiveremno al�em?Ex. 2.32: Uma f�ormula para o ponto m�edio que d�a resultados mais
onsistentes para pontos do al�em �em = [ jw2jw0 + jw0jw2; jw2jx0 + jw0jx2; jw2jy0 + jw0jy2 ℄Compare o resultado desta f�ormula 
om o de (2.2) para os 6 
asos: p0e p2 ambos no aqu�em, ambos no al�em, um no aqu�em e um no al�em,um no aqu�em e outro in�nito, um no al�em e outro in�nito, e ambos noin�nito.
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eitos fundamentaisEx. 2.33: Cal
ule as 
oordenadas homogêneas do ponto do aqu�em queest�a a 1=3 do 
aminho entre os pontos [1; 2; 3℄ e [2; 3; 5℄.Ex. 2.34: Determine uma f�ormula homogênea, sem divis~oes, para opontom que divide o segmento p0 p1 em duas partes 
ujos 
omprimentosest~ao na raz~ao �0 : �1. Suponha que p0, p1, e m est~ao no aqu�em, e�0 + �1 > 0.2.5.2 Colinearidade de três pontosDizemos que três pontos s~ao 
olineares se eles perten
em a uma mesmaPontos 
olineares reta. O que isto signi�
a em termos de 
oordenadas homogêneas?Para 
ome�
ar, vamos supor que os três pontos est~ao no aqu�em.Em geometria 
artesiana, prova-se que três pontos p0 = (X0; Y0), p1 =(X1; Y1), e p2 = (X2; Y2) s~ao 
olineares se e somente se������� 1 X0 Y01 X1 Y11 X2 Y2 ������� = 0Em termos das 
oordenadas homogêneas [wi; xi; yi℄ dos três pontos, estaf�ormula equivale a ������� 1 x0=w0 y0=w01 x1=w1 y1=w11 x2=w2 y2=w2 ������� = 0 (2.3)Podemos multipli
ar as três linhas desta matriz por w0, w1, e w2, res-pe
tivamente, pois isto apenas multipli
a o determinante pelo n�umeropositivo w0w1w2, o que n~ao afeta a equa�
~ao. Con
lu��mos que os trêspontos do aqu�em s~ao 
olineares se e somente se������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 ������� = 0 (2.4)Na verdade, a f�ormula (2.4) vale para quaisquer tres pontos de T2,�nitos ou in�nitos, no aqu�em ou no al�em. Este resultado pode serdemonstrado sem muita di�
uldade a partir do modelo esf�eri
o de T2,ou da de�ni�
~ao alg�ebri
a de reta.



2.5. F�ormulas geom�etri
as 45Ex. 2.35: Usando a f�ormula (2.4), determine quais destas triplas depontos s~ao 
olineares:(a) [1; 0; 0℄, [1; 1; 0℄, [1; 0; 1℄.(b) [1; 0; 0℄, [1; 1; 0℄, [1; 2; 0℄.(
) [1; 0; 1℄, [1; 2; 6℄, [1; 3; 8℄.(d) [1; 2; 3℄, [2; 2; 3℄, [5; 2; 3℄.Ex. 2.36: Demonstre algebri
amente, usando a f�ormula 2.4, que ospontos p0, p1, e p2 s~ao 
olineares em 
ada um dos seguintes 
asos:(a) p0 = p1.(b) p2 �e o ponto m�edio de p0 e p1.(
) p1, p2 e p0 s~ao 
olineares.Ex. 2.37: Considere três pontos m�oveis p0; p1; p2 no plano, 
ada qualse deslo
ando em linha reta 
om velo
idade uniforme. Ou seja, as
oordenadas 
artesianas de pi, num instante t quaisquer, s~ao (Xi; Yi) +t(X 0i; Y 0i ), onde Xi, Yi, X 0i e Y 0i s~ao 
onstantes.(a) Mostre 
omo 
al
ular o instante t� em que esses três pontos estar~aoalinhados.(b) Analise o n�umero de solu�
~oes t� distintas admitidas pelo problemado item (a), dis
utindo todos os 
asos que podem o
orrer.2.5.3 Reta determinada por dois pontosComo j�a observamos, dois pontos n~ao 
oin
identes de T2 determinamduas retas que passam por eles, 
oin
identes mas 
om orienta�
~oes opos-tas.Podemos deduzir a f�ormula para os 
oe�
ientes destas retas a partir F�ormula da retapor dois pontosda equa�
~ao (2.4). De a
ordo 
om esta �ultima, a 
ondi�
~ao para queum ponto gen�eri
o [w; x; y℄ seja 
olinear 
om p0 = [w0; x0; y0℄ e p1 =[w1; x1; y1℄ �e ������� w0 x0 y0w1 x1 y1w x y ������� = 0



46 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisExpandindo este determinante pela �ultima linha, obtemos+����� x0 y0x1 y1 ����� w � ����� w0 y0w1 y1 ����� x + ����� w0 x0w1 x1 ����� y = 0Daqui se deduz que uma das duas retas que passam por p0 e p1 �e dadapela f�ormulap0 _ p1 = * +����� x0 y0x1 y1 �����; ������ w0 y0w1 y1 �����; +����� w0 x0w1 x1 ����� + (2.5)= h +x0y1 � x1y0; �w0y1 + w1y0; +w0x1 � w1x0 iObviamente, a outra reta que passa por p0 e p1 �e:(p0 _ p1) = h �x0y1 + x1y0; +w0y1 � w1y0; �w0x1 + w1x0 iA orienta�
~ao da reta p0 _ p1, impl��
ita na f�ormula (2.5), tem umsigni�
ado geom�etri
o bastante simples, que ser�a visto na se�
~ao 2.7.5.Ex. 2.38: Determine as duas retas que passam pelos pontos [1; 2; 3℄ e[4; 5; 6℄.Ex. 2.39: Determine a reta que passa pelo ponto do eixo X 
om abs-
issa X0, e pelo ponto do eixo Y 
om ordenada Y0.Ex. 2.40: Determine a reta que passa pela origem e pelo ponto (X;Y ).Ex. 2.41: O que a
onte
e 
om a f�ormula (2.5), quando os pontos p0 ep1 
oin
idem?2.5.4 Reta por pontos no in�nitoPode-se veri�
ar que a f�ormula (2.5) vale para quaisquer dois pontos |no aqu�em, no al�em, ou in�nitos | que n~ao sejam iguais ou antipodais.Esta 
exibilidade �e �util, por exemplo, quando queremos 
al
ular osReta dado ponto edire�
~ao 
oe�
ientes da reta r que passa por um ponto �nito p = [wp; xp; yp℄ e �eparalela a um 
erto vetor d = (xd; yd). Esta reta 
ont�em o ponto in�nito1d = [0; xd; yd℄; ou seja, r = p _ (1d). Portanto, n~ao pre
isamosdesenvolver (e programar) uma f�ormula espe
ial para este problema;basta usar a f�ormula (2.5), da reta p0 _ p1, 
om p0 = p e p1 =1d.



2.5. F�ormulas geom�etri
as 47Ex. 2.42: Determine os 
oe�
ientes da reta que passa por [2; 3; 4℄ e �eparalela ao vetor (�2; 3).Ex. 2.43: Determine a f�ormula geral expl��
ita para os 
oe�
ientes dareta que passa pelo ponto 
artesiano (X;Y ) e faz um ângulo anti-hor�ariode � radianos 
om o eixo X.Ex. 2.44: Diga 
omo 
al
ular os 
oe�
ientes da reta que passa por umponto �nito p = [wp; xp; yp℄ e �e perpendi
ular a um vetor 
artesianod = (xd; yd).Ex. 2.45: O que a
onte
e 
om a reta p0 _ p1 (f�ormula (2.5)), quandoos pontos p0 e p1 s~ao ambos in�nitos?2.5.5 Ponto determinado por duas retasNa geometria eu
lidiana, aprendemos que duas retas r0 = hW0;X0;Y0ie r1 = hW1;X1;Y1i, distintas e n~ao paralelas, se 
ruzam num �uni
oponto, que vamos denotar por r0 ^ r1.As 
oordenadas 
artesianas (X; Y ) desse ponto devem satisfazer asduas equa�
~oes Wi + XiX + YiY = 0; e portanto podem ser 
al
uladasresolvendo-se o sistema linear8<: X0X + Y0Y = �W0X1X + Y1Y = �W1Segundo a regra de Cramer, a solu�
~ao deste sistema �eX = � ����� W0 Y0W1 Y1 ���������� X0 Y0X1 Y1 ����� ; Y = � ����� X0 W0X1 W1 ���������� X0 Y0X1 Y1 ����� (2.6)Convertendo o par (X; Y ) para 
oordenadas homogêneas, e multipli- F�ormula para oponto de en
ontrode duas retas
ando as mesmas pelo denominador 
omum, 
on
lu��mos que o ponto



48 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisde interse
�
~ao das duas retas �e dado pela f�ormular0 ^ r1 = 24 +����� X0 Y0X1 Y1 ����� ; ������ W0 Y0W1 Y1 �����; +����� W0 X0W1 X1 ����� 35 (2.7)= h +X0Y1 � X1Y0;�W0Y1 +W1Y0;+W0X1 �W1X0 i (2.8)Ex. 2.46: Usando a f�ormula 2.8, determine o ponto de en
ontro r ^ spara os seguintes pares de retas:(a) r = h0; 1; 0i s = h0; 0; 1i(b) r = h0; 0; 1i s = h0; 1; 0i(
) r = h1; 3; 5i s = h2; 4; 6i(d) r = h1; 3; 5i s = h1; 0; 0i(d) r = h1; 3; 5i s = h2; 3; 5iApesar da f�ormula (2.8) ter sido desenvolvida sob a hip�otese do pon-to de en
ontro ser �nito, pode-se veri�
ar que ela vale para quaisquerduas retas n~ao 
oin
identes, mesmo as que se en
ontram no in�nito.Veja os exer
��
ios 2.47, e 2.48.Ex. 2.47: Veri�que algebri
amente que o ponto r ^ s, 
al
ulado pelaf�ormula (2.8), sempre perten
e �as retas r e s.Ex. 2.48: Prove que duas retas r e s, ordin�arias e n~ao 
oin
identes,s~ao paralelas se e somente se r ^ s �e um ponto in�nito.Ex. 2.49: Determine o ponto de en
ontro das retas que passam pelospontos de abs
issa +1 e �1 do eixo X, e formam ângulos � e � 
om omesmo, respe
tivamente.Ex. 2.50: O que a
onte
e 
om a f�ormula (2.8), quando as retas r0 e r1
oin
idem (s~ao iguais ou opostas)?J�a observamos antes que, no plano T2, duas retas n~ao 
oin
identesse en
ontram em dois pontos antipodais. A f�ormula (2.8) d�a apenasum desses pontos. Qual deles? Os exer
��
ios 2.51 e 2.52 respondem emparte a essa pergunta; a resposta 
ompleta ser�a vista na se�
~ao 2.7.7.



2.5. F�ormulas geom�etri
as 49Ex. 2.51: A partir da f�ormula (2.8), mostre que(:r0) ^ r1 = r0 ^ (:r1) = :(r0 ^ r1)Ex. 2.52: A partir da f�ormula (2.8), mostre que r1 ^ r0 = :(r0 ^ r1)2.5.6 Interse
�
~ao de retas paralelasNa geometria eu
lidiana (ou 
artesiana) 
l�assi
a, duas retas paralelasnun
a se en
ontram. Com a in
lus~ao dos pontos in�nitos, essa pro-priedade n~ao �e mais v�alida. Pelo 
ontr�ario, duas retas paralelas seen
ontram em dois pontos in�nitos distintos: os pontos 1(�d), onded �e qualquer vetor paralelo �as duas retas. Na verdade, podemos usareste fato para de�nir retas paralelas na geometria projetiva.Pode-se veri�
ar que a f�ormula (2.8), que d�a a interse
�
~ao r0 ^ Interse
�
~ao de retasparalelasr1 de duas retas r0 e r1, fun
iona mesmo quando as duas retas s~aoparalelas, e d�a 
omo resultado um dos dois pontos in�nitos 
omunsa ambas. Portanto, quando queremos 
al
ular a interse
�
~ao de duasretas, n~ao pre
isamos nos preo
upar 
om a possibilidade das mesmasserem paralelas.Ex. 2.53: Usando a f�ormula (2.8), determine as 
oordenadas do pon-to de interse
�
~ao da reta gen�eri
a hW;X ;Yi 
om a reta 
. Qual osigni�
ado geom�etri
o desse ponto?2.5.7 DualidadeLeitores atentos provavelmente notaram a semelhan�
a entre as f�ormulas Dualidade entre_ e ^da reta que passa por dois pontos (2.5) e do ponto de interse
�
~ao deduas retas (2.8).Esta semelhan�
a �e uma manifesta�
~ao de um prin
��pio muito impor- Dualidade entrepontos e retastante, a dualidade entre pontos e retas do plano projetivo. Considerea fun�
~ao que ao ponto p = [w; x; y℄ asso
ia a reta p� = hw; x; yi; e �areta r = hW;X ;Yi asso
ia o ponto r� = [W;X ;Y℄. �E f�a
il ver que umponto p est�a numa reta r se e somente se a reta p� passa pelo ponto r�;e, na verdade, r � p = p� � r�
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eitos fundamentaisCom um pou
o mais de trabalho, pode-se 
on
luir que(p0 _ p1)� = (p0)� ^ (p1)�para quaisquer dois pontos p0; p1. Como (p�)� = p, temos tamb�em(m0 ^m1)� = (m0)� _ (m1)�para quaisquer duas linhas m0; m1.A fun�
~ao `�' �e a dualidade 
anôni
a de T2. Ela nos permite tradu-zir me
ani
amente muitas f�ormulas geom�etri
as que envolvem pontosem outras f�ormulas que envolvem linhas, e vi
e-versa. O mesmo valepara teoremas, algoritmos, e estruturas de dados. Com isto, o 
us-to de desenvolvimento e programa�
~ao de algoritmos geom�etri
os �
asubstan
ialmente reduzido, quase que pela metade.Ex. 2.54: Qual �e o dual 
anôni
o dos seguintes objetos e 
on
eitos:(a) Um ponto do aqu�em.(b) Um ponto no in�nito.(
) O ant��poda de um ponto.(d) A origem do aqu�em.(e) O eixo X.2.6 Segmentos e triângulos2.6.1 SegmentoLembremos que uma 
ombina�
~ao linear de vetores v1; v2; : : vn �e umaCombina�
~ao lineare 
onvexa soma da forma �0v0 + �1v1 + � ��nvn, onde os �i s~ao n�umeros reais.Uma 
ombina�
~ao 
onvexa �e uma 
ombina�
~ao linear 
ujos 
oe�
ientes�i s~ao todos maiores ou iguais a zero.Sejam p0 e p1 dois pontos n~ao-antipodais de T2. Por de�ni�
~ao, oSegmento que ligadois pontos segmento (fe
hado) p0 p1 
onsiste de todos os pontos 
ujas 
oordena-das homogêneas s~ao 
ombina�
~oes 
onvexas n~ao nulas das 
oordenadashomogêneas de p0 e p1.



2.6. Segmentos e triângulos 51Ou seja, se p0 = [w0; x0; y0℄ e p1 = [w1; x1; y1℄, o segmento p0 p1
onsiste de todos os pontos da forma
[ �0w0 + �1w1; �0 x0 + �1 x1; �0 y0 + �1 y1 ℄ (2.9)

onde �0 e �1 s~ao n�umeros reais n~ao-negativos, e n~ao ambos nulos.Qual o signi�
ado geom�etri
o da f�ormula (2.9)? No modelo esf�eri
ode T2, �e f�a
il ver que o segmento p0 p1 �e simplesmente o 
aminho mais
urto de p0 a p1 sobre a esfera. Esse 
aminho �e sempre um ar
o de
��r
ulo m�aximo, 
om menos de 180Æ de extens~ao. Veja a �gura 2.9.

Figura 2.9: Um segmento no modelo esf�eri
o.No modelo plano, 
omo sempre, pre
isamos distinguir v�arios 
asos.Em primeiro lugar, se p0 e p1 est~ao ambos no aqu�em, pode-se veri�
arque a f�ormula de�ne simplesmente o segmento eu
lidiano do aqu�emligando esses dois pontos. Veja a �gura 2.10(a).
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Figura 2.10: Segmentos no modelo plano.
Por outro lado, a f�ormula impli
a que um ponto p est�a no segmentop0 p1 se e somente se o ant��poda :p est�a no segmento (:p0)(:p1).Con
lu��mos da�� que, se ambos os pontos est~ao no al�em, o segmentop0 p1 �e simplesmente o segmento eu
lidiano do al�em que liga os doispontos. Veja a �gura 2.10(b).
Quando p0 est�a no aqu�em, e p1 no al�em, a situa�
~ao �
a um pou
omais 
ompli
ada. Nesse 
aso, o segmento p0 p1 
onsiste de duas semi-retas: uma no aqu�em, saindo de p0 na dire�
~ao oposta a :p1; e uma noal�em, saindo de p1 na dire�
~ao oposta a :p0. Veja a �gura 2.10(
).
Se um dos pontos �e in�nito, o segmento p0 p1 �e uma semi-reta 
omorigem no ponto �nito e apontando para o in�nito. Veja a �gura 2.11.Finalmente, se ambos os pontos s~ao in�nitos, o segmento �e um 
onjuntode pontos in�nitos, 
obrindo um ar
o de dire�
~oes menor que 180Æ entreas dire�
~oes de p0 e p1.
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Figura 2.11: Segmentos 
om um extremo in�nito.
Ex. 2.55: Desenhe os seguintes segmentos do plano projetivo orienta-do, usando as 
onven�
~oes gr�a�
as da �gura 2.2:(a) [1; 1; 1℄ { [1;�1;�1℄.(b) [+1; 0; 0℄ { [0; 1; 0℄.(
) [�1; 0; 0℄ { [0; 1; 0℄.(d) [1; 0; 0℄ { [0;�1; 0℄.(e) [1; 1; 1℄ { [�1; 1; 1℄.(f) [0; 1; 0℄ { [0; 0; 1℄.
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eitos fundamentais2.6.2 Consistên
iaObserve que o ponto des
rito pela f�ormula (2.9) depende n~ao s�o de p0,p1, �0, e �1, mas tamb�em da es
olha dos pesos de p0 e p1. Isto �e, semultipli
armos as 
oordenadas homogêneas de p0 por um fator positivo�, o ponto des
rito pela f�ormula mudar�a de posi�
~ao, pois isto equivalea multipli
ar �0 por �.Portanto, os pontos individuais gerados por (2.9) n~ao tem signi�
a-do geom�etri
o; apenas o 
onjunto de todos esses pontos | ou seja, osegmento p0 p1 | �e um 
on
eito bem de�nido.�E importante notar que o segmento p0 p1 n~ao est�a de�nido se (esomente se) p0 e p1 s~ao antipodais. Nesse 
aso, existem in�nitas retasque passam por p0 e p1. Observe que este �e o �uni
o 
aso em que af�ormula (2.9) pode dar origem �a tripla inv�alida [0; 0; 0℄.Ex. 2.56: Demonstre algebri
amente que três pontos de T2 s~ao 
oli-neares se e somente se dois deles s~ao antipodais, ou se um deles est�a nosegmento que liga os outros dois, ou se o ant��poda de um deles est�a nosegmento que liga os outros dois.Ex. 2.57: Qual �e o dual 
anôni
o do segmento p0 p1?2.6.3 Corte de segmentosUma das opera�
~oes mais 
omuns em geometria 
omputa
ional e 
om-puta�
~ao gr�a�
a �e determinar ponto onde um segmento p0 p1 
ruza umadeterminada linha m.Em primeiro lugar, para saber se o segmento de fato 
ruza a reta,Teste se umsegmento 
ruzauma reta basta veri�
ar se seus extremos est~ao do mesmo lado da mesma. Es-pe
i�
amente, se p0 = [w0; x0; y0℄, p1 = [w1; x1; y1℄, e m = hW;X ;Yi,ent~ao basta 
al
ular os n�umeros reais�0 = Ww0 + Xx0 + Yy0�1 = Ww1 + Xx1 + Yy1O segmento p0 p1 
ruza (ou to
a) a linha m se e somente se s0 e s1 temsinais opostos, ou um deles �e nulo; isto �e, se s0 s1 � 0.Se esta 
ondi�
~ao �e satisfeita, o ponto de interse
�
~ao pode ser deter-Coordenadas dainterse
�
~ao minado da seguinte maneira.
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~ao 2.6.1, um ponto gen�eri
o do segmento p0 p1tem 
oordenadas[ �0 w0 + �1w1; �0 x0 + �1 x1; �0 y0 + �1 y1 ℄ (2.10)para �0 � 0, �1 � 0, (�0; �1) 6= (0; 0). Este ponto est�a na reta m se esomente seW(�0 w0 + �1w1) + X (�0 x0 + �1 x1) + Y(�0 y0 + �1 y1) = 0ou seja �0(Ww0 + Xx0 + Yy0) + �1(Ww1 + Xx1 + Yy1) = 0ou, ainda, �0 s0 + �1 s1 = 0Portanto, para que o ponto (2.10) esteja na linha m, basta tomar�0 = �s1 e �1 = �s0, es
olhendo-se os sinais de modo que �0 e �1sejam n~ao-negativos. Ou seja, o ponto de interse
�
~ao �e[ js1jw0 + js0jw1; js1jx0 + js0jx1; js1j y0 + js0j y1 ℄ (2.11)Note que esta f�ormula devolve a tripla inv�alida [0; 0; 0℄ se s0 e s1forem ambos nulos; isto �e, se os dois extremos do segmento estiveremsobre a reta m.Ex. 2.58: Em 
ada um dos 
asos abaixo, determine a interse
�
~ao dosegmento p0 p1 
om a reta r.(a) p0 = [1; 0; 0℄ p1 = [1; 2; 3℄ r = h1;�1;�1i(b) p0 = [1; 1; 1℄ p1 = [�1; 1; 1℄ r = h3;�1;�1i(
) p0 = [1; 1; 1℄ p1 = [�1; 1; 1℄ r = h1; 0; 0iEx. 2.59: Des
reva um m�etodo para determinar se dois segmentosp0 p1 e q0 q1 se inter
eptam, e 
al
ular o ponto de interse
�
~ao, a partirdas 
oordenadas homogêneas dos extremos.
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eitos fundamentais2.6.4 TriângulosPor de�ni�
~ao, o triângulo determinado por três pontos de T2 �e o 
on-Triângulo junto de todos os pontos 
ujas 
oordenadas s~ao 
ombina�
~oes 
onvexasn~ao nulas das 
oordenadas desses pontos.Ou seja, se pi = [wi; xi; yi℄, para i 2 f0; 1; 2g, o triângulo p0 p1 p2
onsiste de todos os pontos da formah �0 w0 + �1 w1 + �2w2;�0 x0 + �1 x1 + �2 x2;�0 y0 + �1 y1 + �2 y2 i (2.12)onde �0, �1, e �2 s~ao n�umeros reais, n~ao negativos e n~ao todos nulos.a Veja a �gura 2.12
Figura 2.12: Um triângulo no aqu�em.Note que este 
onjunto in
lui os três pontos p0, p1, e p2 (os v�erti
es),Interior, exterior, efronteira bem 
omo os segmentos p0 p1, p1 p2, e p2 p0 (os lados). A uni~ao destestrês segmentos �e a fronteira do triângulo, uma 
urva fe
hada que separaos demais pontos do triângulo (o interior) do restante do plano (oexterior).Diremos que um triângulo �e degenerado se seu interior for vazio, eTriângulo pr�oprio edegenerado pr�oprio 
aso 
ontr�ario.Ex. 2.60: Prove que o triângulo p0 p1 p2 �e a uni~ao de todos os segmen-tos da forma p0 q, onde q est�a no segmento p1 p2.Ex. 2.61: Prove que um triângulo �e degenerado se e somente se umdos v�erti
es perten
e ao segmento que liga os outros dois.



2.6. Segmentos e triângulos 57A f�ormula (2.12) pode devolver a tripla inv�alida [0; 0; 0℄. Isto a
on-te
e se e somente se dois v�erti
es s~ao antipodais, ou se o ant��poda deum dos v�erti
es est�a no segmento que liga os outros dois. Nestes 
asoso triângulo �e \inde�nido por de�ni�
~ao".No modelo esf�eri
o, o triângulo p0 p1 p2 �e um triângulo esf�eri
o | Triângulo nomodelo esf�eri
ouma regi~ao limitada por três ar
os de 
��r
ulo m�aximo, 
om extremosnesses pontos. Veja a �gura 2.13.

Figura 2.13: Um triângulo no modelo esf�eri
o.No modelo plano, se os v�erti
es est~ao todos no aqu�em, ou todos no Triângulo nomodelo planoal�em, os pontos de�nidos pela f�ormula (2.12) estar~ao todos no mesmolado do plano, e 
onstituem simplesmente o triângulo eu
lidiano 
omos v�erti
es dados.Caso 
ontr�ario, o triângulo tem uma forma mais 
ompli
ada, que seestende de um lado para outro do plano, atrav�es de pontos no in�nito.Por exemplo, a �gura 2.14 ilustra o triângulo 
om v�erti
es a = [1; 1; 0℄,b = [1; 0; 2℄, e 
 = [�1; 1; 1℄.
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Figura 2.14: Um triângulo no modelo plano.Ex. 2.62: Em 
ada um dos 
asos abaixo, desenhe o triângulo p0 p1 p2,indi
ando seu interior 
om a 
onven�
~ao usual (ha
hurado no aqu�em,pontilhado no al�em):(a) p0 = [1; 0; 0℄ p1 = [1; 1; 0℄ p2 = [1; 0; 1℄.(b) p0 = [1; 0; 0℄ p1 = [0; 1; 0℄ p2 = [0; 0; 1℄.(
) p0 = [1; 1; 0℄ p1 = [1; 0; 1℄ p2 = [�1; 1; 1℄.(d) p0 = [1; 1; 0℄ p1 = [0; 0; 1℄ p2 = [�1; 1; 0℄.(d) p0 = [1; 0; 0℄ p1 = [1; 1; 0℄ p2 = [0; 1; 0℄.



2.7. Orienta�
~ao 592.7 Orienta�
~ao2.7.1 Orienta�
~ao de três pontosSejam p, q, e r três pontos n~ao 
olineares 
ontido no aqu�em. Infor- Orienta�
~ao de trêspontosmalmente, a orienta�
~ao da tripla (p; q; r) �e o sentido (hor�ario ou anti-hor�ario) em que o segmento segmento p u roda em torno de p, quandoo ponto u vai de q para r ao longo do segmento q r.Observe que a ordem dos pontos �e importante. Por exemplo, atripla ( (1; 1); (3; 2); (2; 4) ) tem orienta�
~ao anti-hor�aria enquanto que( (1; 1); (2; 4); (3; 2) ) tem orienta�
~ao hor�aria.Os termos hor�ario e anti-hor�ario pressup~oem a 
onven�
~ao usual que Sentido positivo enegativoo eixo Y do plano 
artesiano �e desenhado a 90Æ do eixo X, no senti-do anti-hor�ario. Para n~ao dependermos dessa 
onven�
~ao puramentegr�a�
a, 
hamaremos os dois sentidos de rota�
~ao de negativo e positivo;sendo que, por de�ni�
~ao, a tripla ( (0; 0); (1; 0); (0; 1) ) tem orienta�
~aopositiva.Mais formalmente, de�nimos a fun�
~ao �(p; q; r), que vale �1 ou+1, 
onforme a tripla (p; q; r) tenha orienta�
~ao negativa ou positiva,respe
tivamente; e que vale 0 se os três pontos s~ao 
olineares.Ex. 2.63: Determine o valor de �(p; q; r) para 
ada uma das triplasabaixo:(a) p = [1; 0; 0℄ q = [1; 1; 0℄ r = [1; 0; 1℄(b) p = [1; 0; 0℄ q = [1; 3; 2℄ r = [2; 5; 3℄(
) p = [1; 2; 3℄ q = [1; 4; 4℄ r = [2; 8; 9℄Na se�
~ao 2.6.4 de�nimos o triângulo p q r 
omo sendo um 
onjuntode pontos, in
luindo os v�erti
es, lados, e interior. Portanto, estrita-mente falando, o triângulo n~ao depende da ordem dos seus v�erti
es.Entretanto, abusando um pou
o da linguagem, vamos freq�uentementees
rever \orienta�
~ao do triângulo p q r" em vez de \orienta�
~ao da tripla(p; q; r)"2.7.2 Orienta�
~ao alg�ebri
aVimos na se�
~ao 2.5.2 que três pontos s~ao 
olineares quando o determi-nante 3� 3 de suas 
oordenadas homogêneas �e zero.
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eitos fundamentaisVeri�
a-se que, se esses três pontos est~ao no aqu�em, e n~ao s~ao 
oli-F�ormula para aorienta�
~ao neares, o sinal desse mesmo determinante �e pre
isamente a orienta�
~aodo triângulo determinado por esses três pontos.Ou seja, se pi = [wi; xi; yi℄, para i = inf0; 1; 2g, temos�(p0; p1; p2) = sgn ������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 ������� (2.13)Em �algebra linear aprendemos que multipli
ar uma linha de umamatriz por uma 
onstante � tamb�em multipli
a seu determinante por�. De
orre da�� que o sinal do determinante a
ima n~ao se altera sesubstituirmos as triplas homogêneas [wi; xi; yi℄ por quaisquer outrastriplas equivalentes. Ou seja, o valor da fun�
~ao �(p0; p1; p2) dependeapenas das posi�
~oes dos pontos, e n~ao da es
olha dos pesos wi.Observe tamb�em que se tro
armos a ordem de quaisquer duas linhasOrienta�
~ao e ordem da matriz, o sinal do determinante se inverte. Portanto, a orienta�
~aode um triângulo tamb�em se inverte quando tro
amos quaisquer dois deseus v�erti
es. Ou seja,�(q; p; r) = �(p; r; q) = �(r; q; p) = ��(p; q; r) (2.14)Ex. 2.64: Determine algebri
amente o valor de �(p; q; r), usando af�ormula (2.13), para 
ada um dos triângulos(a) p = [1; 0; 0℄ q = [1; 1; 0℄ r = [1; 0; 1℄(b) p = [1; 0; 0℄ q = [1; 3; 2℄ r = [2; 5; 3℄(
) p = [1; 2; 3℄ q = [1; 4; 4℄ r = [2; 8; 9℄Ex. 2.65: Qual o efeito de uma permuta�
~ao 
ir
ular dos argumentosde �? Isto �e, qual a rela�
~ao entre �(p; q; r), �(q; r; p), e �(r; p; q)?Ex. 2.66: Demonstre que os triângulos pqr, pmr e mqr têm a mesmaorienta�
~ao, se m for o ponto m�edio do segmento pq.2.7.3 Orienta�
~ao no al�emAt�e agora s�o de�nimos a fun�
~ao � para pontos do aqu�em. Como �
aesse 
on
eito quando alguns dos pontos est~ao no in�nito, ou no al�em?
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~ao 61Como o 
on
eito intuitivo de \sentido de rota�
~ao" n~ao �e muito 
laronesses 
asos, vamos adotar a f�ormula (2.13) 
omo sendo a de�ni�
~ao dafun�
~ao � , para quaisquer três pontos de T2.Observe que o determinante da f�ormula (2.13) muda de sinal se Orienta�
~ao nosant��podasmultipli
armos qualquer linha por �1. Portanto, se tro
armos qualquerv�erti
e pelo seu ant��poda, a orienta�
~ao do triângulo se inverte. Ou seja,�(:p0; p1; p2) = ��(p0; p1; p2) (2.15)Portanto, �(:p0;:p1;:p2) = ��(p0; p1; p2) (2.16)Em parti
ular, a orienta�
~ao de um triângulo no al�em �e oposta �a dotriângulo 
oin
idente no aqu�em.Ex. 2.67: Usando as equa�
~oes (2.14) e (2.15), determine a orienta�
~aodos pontos abaixo, sabendo que �(p; q; r) = +1:(a) �(p; q;:r) (b) �(p;:q;:r)(
) �(p;:r; q) (d) �(q; r;:p)2.7.4 Orienta�
~ao no modelo esf�eri
oO signi�
ado geom�etri
o da fun�
~ao � �e relativamente f�a
il de visualizarno modelo esf�eri
o.Em primeiro lugar, vamos de�nir informalmente o sentido positi-vo de rota�
~ao em torno de um ponto qualquer p de S2, 
omo sendo osentido anti-hor�ario se visto de um ponto exterior �a esfera mas arbitra-riamente pr�oximo de p.Esta de�ni�
~ao pressup~oe que os eixos de R3 est~ao dispostos demaneira usual; ou seja que os vetores (1; 0; 0), (0; 1; 0), e (0; 0; 1), nessaordem, rodam em sentido anti-hor�ario quando vistos do ponto (1; 1; 1).Com esta de�ni�
~ao, podemos ent~ao veri�
ar que �(p; q; r) indi
a o Orienta�
~ao nomodelo esf�eri
osentido em que o segmento p u roda em torno de p, quando o ponto uvai de q para r ao longo do segmento q r. Veja a �gura 2.15.
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Figura 2.15: Orienta�
~ao de um triângulo no modelo esf�eri
o.2.7.5 Orienta�
~ao da reta por dois pontosEstamos agora em 
ondi�
~oes de es
lare
er uma d�uvida que restouOrienta�
~ao da retapor dois pontos da se�
~ao 2.5.3: qual �e a orienta�
~ao da reta p0 _ p1, de�nida pelaf�ormula (2.5).Para esse �m, vamos testar a posi�
~ao de um ponto gen�eri
o p2 =[w2; y2; x2℄ em rela�
~ao �a mesma:(p0 _ p1) � p2 = sgn +����� x0 y0x1 y1 ����� w2 � ����� w0 y0w1 y1 ����� x2 + ����� w0 x0w1 x1 ����� y2 !Note que a f�ormula dentro dos parênteses �e simplesmente a expans~ao,pela �ultima linha, do determinante da matriz de 
oordenadas dos trêspontos p0, p1, p2. Como vimos, o sinal desse determinante de�ne aorienta�
~ao do triângulo p0; p1; p2.Con
lu��mos portanto que o lado positivo da reta p0 _ p1 
onsistede todos os pontos p2 que formam um triângulo positivo 
om p0 e p1.Formalmente, (p0 _ p1) � p2 = �(p0; p1; p2) (2.17)Pode-se veri�
ar que, se os eixos X e Y forem desenhados em suaposi�
~ao 
onven
ional, de modo que o sentido positivo �e anti-hor�ario,ent~ao o lado positivo da reta p0 _ p1 �e o semi-plano que �
a �a esquerdada mesma, do ponto de vista de quem vai de p0 a p1 ao longo da reta.Ex. 2.68: Mostre que a reta de p1 a p0 tem orienta�
~ao 
ontr�aria �a retade p0 a p1; isto �e, p1 _ p0 = :(p0 _ p1).
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~ao 63Ex. 2.69: Qual �e a orienta�
~ao da reta p_ (1d)? (Isto �e, qual �e o ladopositivo dessa reta?)2.7.6 Orienta�
~ao longitudinal de uma retaUsando o 
on
eito de rota�
~ao positiva em torno de um ponto na esfera, Orienta�
~aolongitudinal de umaretapodemos de�nir a orienta�
~ao longitudinal de uma reta 
omo sendo osentido de per
urso da mesma que 
ir
unda os pontos do seu hemisf�eriopositivo no sentido positivo.Ou seja, se p e q s~ao dois pontos de uma reta r, tais que p _ q = r,a orienta�
~ao longitudinal de r �e o sentido de per
urso da mesma que
orresponde a ir de p para q ao longo do segmento p q.2.7.7 Cruzamento de retas e orienta�
~aoPodemos agora responder tamb�em a outra d�uvida que �
ou em abertoda se�
~ao 2.5.5: se duas retas r e s se 
ruzam em dois pontos antipodaisp e q, qual destes dois �e o ponto r ^ s, de�nido pela f�ormula (2.8)?Lembremos que r ^ s s�o est�a de�nido se r e s n~ao s~ao 
oin
identes.Neste 
aso, existe uma �uni
a maneira de rodar a reta r em torno doeixo p��q, por um ângulo menor que 180Æ, que a torna igual a s, emposi�
~ao e orienta�
~ao.�E f�a
il ver que essa rota�
~ao vai ter sentidos opostos em rela�
~ao a p e Es
olha de r ^ sq. Pode-se provar que o ponto r^ s, 
al
ulado segundo a f�ormula (2.8),�e pre
isamente aquele ponto em que o sentido desta rota�
~ao �e positivo.Pode-se tamb�em veri�
ar que r ^ s �e o ponto onde r, per
orrida nosentido da sua orienta�
~ao longitudinal, passa do hemisf�erio positivo des para o hemisf�erio negativo.Ex. 2.70: Mostre que, se �(p; q; r) = +1, ent~ao (p _ q) ^ (q _ r) = q.Ex. 2.71: Se r �e uma reta ordin�aria, obviamente r ^ 
 �e um dos doispontos in�nitos de r. Qual deles? (Responda em termos geom�etri
os,e n~ao alg�ebri
os.)
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eitos fundamentais2.8 Transforma�
~oes projetivasDentre todas as fun�
~oes que levam pontos de T2 para pontos de T2,Transforma�
~oesprojetivas existe uma 
lasse importante, as transforma�
~oes projetivas, ou projeti-vidades, que se 
ara
terizam por preservar as rela�
~oes de 
olinearidade:isto �e, se três pontos est~ao alinhados, suas imagens tamb�em o s~ao, evi
e-versa.O 
on
eito de projetividade engloba muitas transforma�
~oes geom�e-tri
as importantes, 
omo as transla�
~oes, rota�
~oes, e mudan�
as de es
ala,que estudaremos a seguir.2.8.1 Cara
teriza�
~ao alg�ebri
aPode-se provar que toda projetividade de T2 
orresponde a uma trans-Matriz detransforma�
~ao forma�
~ao linear invers��vel das 
oordenadas homogêneas. Isto �e, paratoda projetividade F existe uma matriz realF = 264 fww fwx fwyfxw fxx fxyfyw fyx fyy 375
om dimens~ao 3� 3 e determinante n~ao nulo, tal queF ([w; x; y℄) = [w; x; y℄F= h wfww + xfxw + yfywwfwx + xfxx + yfyxwfwy + xfxy + yfyy i (2.18)Note que, para �ns desta f�ormula, a tripla [w; x; y℄ deve ser 
onsideradaum vetor linha, isto �e, uma matriz 1� 3.A re
��pro
a tamb�em �e verdadeira: toda matriz 3 � 3 F, 
om de-terminante n~ao nulo, de�ne pela f�ormula (2.18) uma projetividade deT2. Este fato �e f�a
il de provar, usando a de�ni�
~ao de 
olinearidade(equa�
~ao (2.13)), e o fato que o determinante de um produto de matri-zes �e o produto dos seus determinantes. Veja o exer
��
io 2.72.



2.8. Transforma�
~oes projetivas 65Ex. 2.72: Seja F uma matriz 3� 3. Prove que a fun�
~ao F de T2 paraT2 de�nida pela f�ormula (2.18) satisfaz�(F (p0); F (p1); F (p2)) = �(p0; p1; p2) � sgn jFjO exer
��
io 2.72 revela que as transforma�
~oes projetivas se dividem Transforma�
~oespositivas enegativasem duas 
lasses, as positivas e as negativas, 
onforme o sinal do deter-minante de sua matriz; sendo que uma projetividade positiva preservaas orienta�
~oes de todos os triângulos, enquanto que uma projetividadenegativa as inverte.Note que, se apli
armos a f�ormula (2.18) a duas triplas homogêneasequivalentes, obteremos dois resultados equivalentes.Note tamb�em que, se multipli
armos todos os elementos da matrizF por um mesmo n�umero � 6= 0, a transforma�
~ao projetiva F de�nidapela mesma n~ao se altera. Portanto, duas matrizes F0 e F00 determinama mesma transforma�
~ao se e somente se F0 = �F00 para algum � 6= 0.Ex. 2.73: Mostre que a fun�
~ao F (p) = :p, que leva 
ada ponto paraseu ant��poda, �e uma projetividade negativa de T2.Antes de estudar as propriedades gerais das projetividades, vamos
onhe
er alguns 
asos parti
ulares, que s~ao bastante importantes napr�ati
a.2.8.2 Transla�
~oesPara deslo
ar uma �gura no plano, mantendo-se sua orienta�
~ao, basta Transla�
~aosomar �as 
oordenadas 
artesianas de 
ada um de seus pontos um mesmovetor (X0; Y0). Isto �e, basta apli
ar a 
ada ponto da �gura a fun�
~ao(X; Y ) 7! (X +X0; Y + Y0) = (X; Y ) + (X0; Y0)Uma fun�
~ao desta forma �e 
hamada de transla�
~ao do plano R2 pelovetor (X0; Y0). Note que (X0; Y0) �e tamb�em a imagem da origem (0; 0).Em termos de 
oordenadas homogêneas, a transla�
~ao que leva aorigem [1; 0; 0℄ para o ponto [w0; x0; y0℄ (ne
essariamente �nito) �e dadapela f�ormula [w; x; y℄ 7! [ ww0; xw0 + wx0; yw0 + wy0 ℄



66 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisNote que as 
oordenadas do resultado s~ao 
ombina�
~oes lineares das
oordenadas do argumento. Podemos portanto es
rever a fun�
~ao a
ima
omo um produto da tripla homogênea [w; x; y℄ (vista agora 
omo umvetor linha do R3) por uma matriz 3� 3:[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 w0 x0 y00 w0 00 0 w0 375 (2.19)Note que um ponto in�nito p = [0; x; y℄ �e levado para [0; xw0; yw0℄ =[0; x; y℄ = p. Ou seja, qualquer transla�
~ao mant�em a reta 
 �xaponto-a-ponto. Segue-se que as transla�
~oes tamb�em preservam todasas distân
ias, dire�
~oes, e ângulos de qualquer �gura.Ex. 2.74: Es
reva a matriz da transla�
~ao que deslo
a o ponto (X0; Y0)para o ponto (X1; Y1).2.8.3 Rota�
~oesPara rodar uma �gura plana em torno da origem (0; 0), por um ânguloRota�
~ao � em sentido anti-hor�ario, basta apli
ar a 
ada um de seus pontos afun�
~ao (X; Y ) 7! (X 
os � � Y sin �;X sin � + Y 
os �)= (X; Y ) +
os � � sin �+sin � +
os � !Em termos de 
oordenadas homogêneas, esta fun�
~ao �e[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 1 0 00 + 
os � � sin �0 + sin � +
os � 375 (2.20)Como �e sabido, uma rota�
~ao por qualquer ângulo preserva todos osângulos e distân
ias entre os pontos do plano.Ex. 2.75: Es
reva as matrizes de rota�
~ao para os ângulos 45Æ, 60Æ, 90Æ,180Æ, e �90Æ.



2.8. Transforma�
~oes projetivas 67Ex. 2.76: Determine a matriz de rota�
~ao que transforma o eixo X nareta pela origem paralela ao vetor (X;Y ).Note que a f�ormula (2.20) des
reve apenas rota�
~oes 
ujo 
entro(ponto �xo) �e a origem. Na se�
~ao 2.8.9 veremos 
omo 
onstruir umamatriz de rota�
~ao 
ujo 
entro �e um ponto arbitr�ario do aqu�em.2.8.4 Transforma�
~oes de es
alaPara ampliar ou reduzir uma �gura, mantendo-se sua orienta�
~ao, basta Transforma�
~ao dees
alamultipli
ar 
ada 
oordenada 
artesiana de 
ada ponto por um fator dees
ala 
onveniente; ou seja, apli
ar a 
ada ponto a transforma�
~ao dees
ala (X; Y ) 7! (�X; �Y )O par de fatores de es
ala (�; �) pode ser entendido 
omo sendo aimagem do ponto 
artesiano (1; 1). Em 
oordenadas homogêneas, estatransforma�
~ao �e dada por[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 1 0 00 � 00 0 � 375 (2.21)Se o fator de es
ala �e o mesmo para as duas 
oordenadas, a am-plia�
~ao ou redu�
~ao �e dita uniforme, e preserva todos os ângulos e di-re�
~oes entre os pontos do plano. Caso 
ontr�ario, apenas as dire�
~oeshorizontais e verti
ais s~ao preservadas.Ex. 2.77: Es
reva a matriz de mudan�
a de es
ala que leva o ponto(X0; Y0) para o ponto (X1; Y1) (suponha que nenhum desses n�umeros �ezero.)2.8.5 Re
ex~oesA transforma�
~ao (X; Y ) 7! (�X; Y )apli
ada aos pontos de uma �gura re
ete a mesma em torno do eixo Y , Re
ex~ao



68 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisinvertendo o sentido do eixo X. �E um 
aso parti
ular de transforma�
~aode es
ala, 
om fatores (�1; 1); sua vers~ao homogênea �e portanto[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 +1 0 00 �1 00 0 +1 375 (2.22)A re
ex~ao em torno do eixo X �e an�aloga. Na se�
~ao 2.8.9 veremos
omo 
onstruir uma matriz de re
ex~ao 
ujo eixo �e uma reta ordin�ariaqualquer.Note que re
ex~oes preservam distân
ias, e invertem o sentido dosângulos, preservando seu valor absoluto.2.8.6 CisalhamentosA transforma�
~ao (X; Y ) 7! (X + �Y; Y )�e 
hamada de 
isalhamento horizontal: Esta transforma�
~ao preservaCisalhamento a 
oordenada Y do argumento, e deslo
a a 
oordenada X por umadistân
ia propor
ional �a 
oordenada Y . (Assim, ela poderia ser usadapara 
onverter letras \romanas" em \it�ali
as".) Em parti
ular, o ponto(0; 1) �e levado para (�; 1). A forma homogênea desta transforma�
~ao �e[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 1 0 00 1 00 � 1 375 (2.23)As transforma�
~oes de 
isalhamento verti
al s~ao de�nidas de modoan�alogo. O 
isalhamento mais geral mant�em �xos os pontos de umareta ordin�aria r, e deslo
a qualquer outro ponto �nito numa dire�
~aoparalela a r, sendo o deslo
amento propor
ional �a distân
ia de p ar. Na se�
~ao 2.8.9 veremos 
omo 
onstruir esta matriz, dadas r e a
onstante de propor
ionalidade.2.8.7 Composi�
~ao de transforma�
~oesSe F e G s~ao duas fun�
~oes de T2 para T2, 
omo as des
ritas a
ima,Composi�
~ao



2.8. Transforma�
~oes projetivas 69a transforma�
~ao 
omposta p 7! G(F (p)) equivale apli
ar F e G emseq�uên
ia, nesta ordem, a 
ada ponto.Observe que, na nota�
~ao fun
ional ordin�aria G(F (p)), a ordem Ordem da
omposi�
~aoem que essas fun�
~oes s~ao es
ritas �e oposta �a ordem em que elas s~aoapli
adas. Para evitar este in
onveniente, adotaremos neste 
urso anota�
~ao fun
ional p�os-�xa usada pelos algebristas. Ou seja, a apli
a�
~aode uma fun�
~ao F a um argumento x ser�a denotada por xF , em vez deF (x); e a 
omposi�
~ao de duas fun�
~oes F e G, apli
adas nessa ordem,ser�a denotada por FG, em vez de GÆF . Portanto, em lugar de F (G(x))es
reveremos xFG, que pode ser lido tanto (xF )G quanto x(FG).Compondo as transforma�
~oes \b�asi
as" vistas nas se�
~oes 2.8.2{2.8.6, Isometriapodemos obter outras 
lasses interessantes. Por exemplo, 
ombinandorota�
~oes, transla�
~oes, e re
ex~oes obtemos as 
hamadas transforma�
~oesisom�etri
as, ou isometrias, ou movimentos r��gidos do plano, que s~aojustamente todas as fun�
~oes de T2 em T2 que preservam as distân
ias eângulos entre os pontos. Se juntarmos a essas as transforma�
~oes unifor- Similaridademes de es
ala, obtemos as transforma�
~oes eu
lidianas, ou similaridades,que preservam apenas os ângulos e as raz~oes entre distân
ias. Por outrolado, se 
ombinarmos as isometrias 
om os 
isalhamentos horizontais e Transforma�
~aounit�ariaverti
ais, obtemos as transforma�
~oes unit�arias, que preservam �areas eo paralelismo entre retas.Em qualquer 
aso, note que toda transforma�
~ao F assim obtidapode ser es
rita na forma [w; x; y℄ 7! [w; x; y℄F, onde F �e uma matriz3 � 3. A 
omposi�
~ao FG de duas transforma�
~oes F e G equivaleobviamente ao produto FG das matrizes 
orrespondentes, nessa ordem.Ex. 2.78: Seja R a rota�
~ao por 90Æ em torno da origem, e T a trans-la�
~ao pelo vetor (2; 3). Cal
ule as matrizes para as transforma�
~oesA = TR e B = RT . Explique (geometri
amente) o efeito de A e B, e adiferen�
a entre as duas.Ex. 2.79: Mostre que uma transforma�
~ao �e de similaridade se e so-mente se sua matriz tem a forma264 1 xd yd0 +a +b0 �b +a 375onde a e b s~ao n�umeros reais, n~ao ambos nulos, e xd, yd s~ao n�umerosreais quaisquer. Qual o signi�
ado geom�etri
o desses parâmetros?



70 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentais2.8.8 Transforma�
~ao inversaToda transforma�
~ao F dentre as 
lasses des
ritas a
ima �e uma bije�
~aoTransforma�
~aoinversa de T2 para T2; portanto, ela admite uma transforma�
~ao inversa F�1,tal que FF�1 e F�1F s~ao a fun�
~ao identidade de T2. Obviamente, amatriz da inversa de F �e a inversa da matriz de F .Cada uma das 
lasses de transforma�
~oes men
ionadas a
ima �e fe-
hada tamb�em sob invers~ao; por exemplo, a inversa da transla�
~ao por(X0; Y0) �e a transla�
~ao por (�X0;�Y0), et
.Ex. 2.80: Para 
ada uma das transforma�
~oes elementares vistas a
ima(transla�
~oes, rota�
~oes, re
ex~oes, mudan�
as de es
ala, e 
isalhamento),dê a matriz homogênea da transforma�
~ao inversa.Como sabemos, a inversa da 
omposi�
~ao FG �e a 
omposi�
~ao dasinversas na ordem inversa, G�1F�1.2.8.9 Transforma�
~oes 
onjugadasComposi�
~ao e invers~ao s~ao ferramentas extremamente �uteis quandoqueremos 
onstruir projetividades mais 
omplexas que as des
ritas a
i-ma.Para esse �m, usamos freq�uentemente o idioma G�1FG, 
hamadoConjuga�
~ao de 
onjugada de F por G. Observe que se F leva o ponto p no ponto q,sua 
onjugada G�1FG leva o ponto pG no ponto qG; e se p �e um ponto�xo de F , ent~ao pG �e um ponto �xo de G�1FG.Por exemplo, a transforma�
~ao que roda o plano de 30Æ em tornodo ponto (3; 5) pode ser obtida pela 
omposi�
~ao T�1RT , onde T �e atransla�
~ao por (3; 5), e R �e a rota�
~ao de 30Æ em torno da origem.Ex. 2.81: Para 
ada uma das transforma�
~oes abaixo, diga 
omo obtê-la atrav�es da 
omposi�
~ao de projetividades simples (transla�
~oes, ro-ta�
~oes em torno da origem, mudan�
as de es
ala, re
ex~oes nos eixos, e
isalhamentos horizontais e verti
ais):(a) Re
ex~ao em torno da reta verti
al de abs
issa X.(b) Re
ex~ao em torno da reta paralela ao vetor (Xd; Yd) passando pelaorigem.



2.8. Transforma�
~oes projetivas 71(
) Re
ex~ao em torno da reta paralela ao vetor (Xd; Yd) passando peloponto (Xp; Yp)(d) Mudan�
a de eixos e es
alas que leva o retângulo 
artesiano [2; 4℄�[3� 5℄ para o retângulo [�1;+1℄ � [0; 1℄.2.8.10 Efeito de projetividades em retasSeja F uma projetividade de T2 e r uma reta. Por de�ni�
~ao, a imagemde r por F �e a �uni
a reta F (r) tal quer � p = F (r) � F (p)para todo ponto p. Note, em parti
ular, que p est�a em r se e somentese F (p) est�a em F (r).Os 
oe�
ientes da reta F (r) podem ser obtidos multipli
ando-se a Imagem de umaretainversa da matriz de F pelos 
oe�
ientes de r, que devem ser 
onside-rados 
omo um vetor 
oluna (isto �e, uma matriz 3� 1). Ou seja,F (hW;X ;Yi) = F�1hW;X ;Yi (2.24)Ex. 2.82: Determine a imagem do ponto [1; 1; 1℄ e da reta h1; 1; 1i sobuma transla�
~ao pelo vetor (2; 3).2.8.11 Transforma�
~oes a�nsTodas as transforma�
~oes vistas at�e agora s~ao 
asos parti
ulares das Transforma�
~ao a�mtransforma�
~oes a�ns do plano, 
uja forma 
artesiana geral �e(X; Y ) 7! (aX + bY + e; 
X + dY + f)= (X; Y ) a b
 d !+ (e; f)onde �a b
 d� �e uma matriz real n~ao singular, e (e; f) um vetor real. Avers~ao homogênea �e[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 1 e f0 a b0 
 d 375 (2.25)



72 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentais�E f�a
il veri�
ar que as transforma�
~oes a�ns s~ao fe
hadas sob 
om-posi�
~ao e invers~ao.Mais ainda, toda transforma�
~ao a�m mant�em a reta 
 �xa (
omoEfeito na reta 
 
onjunto, n~ao ne
essariamente ponto-a-ponto); ou seja, leva pontos �-nitos para pontos �nitos, e pontos in�nitos para pontos in�nito. Naverdade, estas duas propriedades podem ser usadas para de�nir trans-forma�
~oes a�ns do plano. Ali�as, que as transforma�
~oes a�ns s~ao jus-tamente todas projetividades que podem ser estudadas na geometriaeu
lidiana (ou 
artesiana), sem sair dos limites do R2 .Pode-se 
on
luir tamb�em que toda transforma�
~ao a�m preserva oPreserva�
~ao deparalelismo paralelismo entre retas, pois duas retas �nitas s~ao paralelas se e somentese elas en
ontram num ponto in�nito.Existe uma �uni
a transforma�
~ao a�m do plano que leva os três pon-tos (0; 0), (1; 0), e (0; 1) para três pontos dados (�nitos e n~ao 
olineares)p0 = (X0; Y0), p1 = (X1; Y1), p2 = (X2; Y2). A matriz homogênea dessatransforma�
~ao �eAp0p1p2 � [w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 1 X0 Y00 X1 �X0 Y1 � Y00 X2 �X0 Y2 � Y0 375 (2.26)Portando, dados quaisquer dois triângulos ab
 e pqr (�nitos e n~ao-degenerados), existe uma �uni
a transforma�
~ao a�m do plano que levaa 7! p, b 7! q, e 
 7! r, que �e simplesmente a 
omposi�
~ao Aab
�1Apqr.Ex. 2.83: Determine a matriz da transforma�
~ao a�m que leva os pon-tos [1; 2; 3℄; [1; 4; 0℄; [1; 0; 4℄para [1; 2; 0℄; [1;�1; 1℄; [1;�1;�1℄2.8.12 Transforma�
~oes projetivas geraisA transforma�
~oes a�ns s~ao um sub
onjunto pr�oprio das projetividadesde T2. Em geral, projetividade pode levar pontos �nitos para o in�nito,



2.9. Geometria projetiva tridimensional 73e vi
e-versa. Considere por exemplo a transforma�
~ao[w; x; y℄ 7! [w; x; y℄ 264 0 1 01 0 00 0 1 375 = [x; w; y℄que mant�em o \p�olo norte" [0; 0; 1℄ �xo, e tro
a a origem [1; 0; 0℄ 
omo \p�olo leste" [0; 1; 0℄. Esta projetividade tro
a o eixo Y 
om a reta noin�nito 
; portanto, ela transforma retas horizontais em retas que pas-sam pela origem, e vi
e-versa. Em termos de 
oordenadas 
artesianas,esta transforma�
~ao �e (X; Y ) 7! (1=X; Y=X)Note que esta f�ormula �e inde�nida quando X = 0; e, re
ipro
amente,n~ao existe nenhum ponto do R2 
uja imagem tenha X = 0. Comoeste exemplo mostra, transforma�
~oes projetivas n~ao-a�ns | que levampontos �nitos para o in�nito, ou vi
e-versa | s�o podem ser estudadas
onvenientemente no plano projetivo T2, em termos de 
oordenadashomogêneas.2.9 Geometria projetiva tridimensionalA teoria de 
oordenadas homogêneas pode ser estendida para o espa�
otridimensional (e, na verdade, n-dimensional) sem maiores problemas.Apesar de nossa inten�
~ao de
larada de estudar apenas problemasgeom�etri
os no plano, vale a pena des
rever aqui as id�eias essen
iaisdessa extens~ao, pois muitos problemas reais de geometria 
omputa
io-nal, espe
ialmente em 
omputa�
~ao gr�a�
a, envolvem objetos tridimen-sionais. Al�em disso,alguns algoritmos que estudaremos no 
ap��tulo 6utilizam internamente t�e
ni
as tridimensionais para resolver problemasbidimensionais.2.9.1 PontosNo espa�
o projetivo orientado T3, os pontos s~ao todas as qu�adruplas Espa�
o projetivo T3[w; x; y; z℄ de n�umeros reais, ex
eto [0; 0; 0; 0℄, sendo que [w; x; y; z℄ e[�w; �x; �y; �z℄ denotam o mesmo ponto para todo � > 0.



74 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisUm modelo geom�etri
o de T3 (an�alogo ao modelo plano de T2) Modelo 
artesianopode ser 
onstru��do 
om duas 
�opias do espa�
o 
artesiano R3 , o aqu�eme o al�em; mais uma 
�opia da esfera S2, 
ada vetor unit�ario da qualrepresenta um ponto in�nito de T3. Se w > 0, a qu�adrupla [w; x; y; z℄denota o ponto de 
oordenadas 
artesianas (x=w; y=w; z=w) do aqu�em;se w < 0, ela denota o mesmo ponto no al�em; see w = 0, ela denota oponto in�nito na dire�
~ao do vetor (x; y; z).2.9.2 PlanosUm plano (orientado) de T3 �e de�nido por quatro 
oe�
ientes reaisPlanos hW;X ;Y;Zi; sendo que um ponto [w; x; y; z℄ est�a nesse plano se esomente se Ww + Xx+ Yy + Zz = 0Os demais pontos de T3 s~ao separados pelo plano em dois 
onjuntos,os lados do plano, que podem ser distinguidos pelo sinal da f�ormulaa
ima. Observe que o sinal da f�ormula n~ao se altera se multipli
armostodos os 
oe�
ientes do plano pelo mesmo real � > 0.2.9.3 Orienta�
~ao de um tetraedroDados quatro pontos p0; : : p3 de T3, onde pi = [wi; xi; yi; zi℄, de�nimosOrienta�
~ao de umtetraedro a orienta�
~ao dos mesmos 
omo sendo�(p0; p1; p2; p3) = sgn ��������� w0 x0 y0 z0w1 x1 y1 z1w2 x2 y2 z2w3 x3 y3 z3 ��������� = 0 (2.27)Ex. 2.84: Determine a orienta�
~ao dos quatro pontos[1; 0; 0; 0℄ [0; 1; 0; 0℄ [0; 0; 1; 0℄ [0; 0; 0; 1℄Ex. 2.85: Prove que a fun�
~ao �(p0; p1; p2; p3), de�nida pela f�ormu-la (2.27), �e zero se e somente se os quatro pontos perten
em a ummesmo plano.



2.9. Geometria projetiva tridimensional 75Intuitivamente, para pontos no aqu�em, a f�ormula (2.27) diz se atrajet�oria p0 ! p1 ! p2 ! p3 �e uma h�eli
e \direita" (
omo a da maioriados parafusos) ou \esquerda"; isto �e, se o triângulo p0 ! p1 ! p2 rodano sentido anti-hor�ario quando visto de p3. Veja a �gura 2.16. (Estainterpreta�
~ao sup~oe que os eixos de R3 est~ao representados na posi�
~ao
ostumeira, 
om o sentido de X para Y anti-hor�ario quando visto de Zpositivo.)

Figura 2.16: Orienta�
~ao positiva de quatro pontos no espa�
o.Ex. 2.86: (a) Mostre que a orienta�
~ao de quatro pontos no espa�
o seinverte se tro
armos quaisquer dois pontos entre si. Assim, por exemplo,�(p0; p1; p2; p3) = ��(p0; p3; p2; p1)(b) Usando o resultado do item (a), mostre que uma permuta�
~ao 
ir-
ular dos pontos tamb�em inverte sua orienta�
~ao; isto �e,�(p0; p1; p2; p3) = ��(p3; p0; p1; p2)Ex. 2.87: O que a
onte
e 
om o valor de �(p0; p1; p2; p3) se tro
armosum dos pontos pelo seu ant��poda? E se tro
armos todos os quatropontos pelos seus ant��podas?2.9.4 Construindo planos e pontosPor três pontos n~ao-
olineares p0; p1; p2 de T3 passam exatamente dois F�ormula do planopor três pontos



76 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisplanos, 
oin
identes e opostos. Um desses planos tem 
oe�
ientesp0 _ p1 _ p2 = hW;X ;Y;Zi, onde

W = +������� x0 y0 z0x1 y1 z1x2 y2 z2 ������� X = �������� w0 y0 z0w1 y1 z1w2 y2 z2 �������Y = +������� w0 x0 z0w1 x1 z1w2 x2 z2 ������� Z = �������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 �������



2.10. O plano projetivo 
l�assi
o 77Dualmente, três planos que n~ao 
ont�em uma reta 
omum tem exa- F�ormula do ponto
omum a trêsplanostamente dois pontos antipodais em 
omum. As 
oordenadas destespontos podem ser obtidas por uma f�ormula semelhante (na verdade,dual) �a f�ormula de p0 _ p1 _ p2 a
ima.2.9.5 Transforma�
~oes projetivas no espa�
oA teoria das transforma�
~oes projetivas pode ser fa
ilmente generalizadapara espa�
os projetivos de três dimens~oes, ou mais.Assim, as transforma�
~oes projetivas de T3 s~ao as transforma�
~oes Transforma�
~oesprojetivas no espa�
oque preservam a 
oplanaridade de pontos. Qualquer transforma�
~aodesse tipo equivale a multipli
ar as 
oordenadas homogêneas de 
adaponto por uma 
erta matriz real 4� 4.2.10 O plano projetivo 
l�assi
oA estas alturas, os leitores que j�a estavam familiarizados 
om geome-tria projetiva devem estar bastante perplexos, e esperando impa
ientespelos es
lare
imentos que prometemos na se�
~ao 2.2.1. Chegou a horade 
umprir essa promessa.A verdade �e que, para a grande maioria dos matem�ati
os e Plano projetivo n~aoorientadogeômetras, a frase plano projetivo signi�
a um espa�
o P2 que 
ont�emexatamente a metade dos pontos do nosso espa�
o T2. Mais pre
isamen-te, 
ada par de pontos antipodais de T2 
orresponde a um �uni
o pontode P2. Algebri
amente, isto equivale a dizer que [w; x; y℄ e [�w; �x; �y℄s~ao o mesmo ponto para todo w 6= 0, positivo ou negativo. Da mesmaforma, 
ada par de retas opostas de T2 
orresponde a uma �uni
a retade P2 | isto �e, as retas de P2 n~ao s~ao orientadas.A simpli
idade do plano projetivo \
l�assi
o" P2 tem suas vantagens.Por exemplo, as palavras \igual" e \
oin
idente" signi�
am a mesma
oisa. L�a n~ao existem o aqu�em e o al�em, pois o 
onjunto dos pontos�nitos de P2 equivale a uma �uni
a 
�opia de R2 . Em P2, duas retasdistintas se en
ontram num �uni
o ponto, e dois pontos distintos deter-minam uma �uni
a reta; 
om isto, os axiomas da geometria de P2 s~aomais pr�oximos aos da geometria eu
lidiana.



78 Cap��tulo 2. Con
eitos fundamentaisEntretanto, trabalhar no plano P2 tamb�em tem muitas desvanta-gens. Em primeiro lugar, n~ao podemos mais distinguir o ponto noIn�nito in�nito 
om dire�
~ao +d do ponto 
om dire�
~ao �d. Pior ainda, n~aopodemos distinguir os dois lados de uma reta. Na verdade, no planoLados P2, toda reta tem apenas um lado; isto �e, quaisquer dois pontos forada reta podem ser ligados por um 
aminho 
ont��nuo que n~ao 
ruza areta.Mais ainda, em P2 podemos transformar quaisquer triângulo pr�oprioOrienta�
~ao detriângulos para qualquer outro, de maneira 
ont��nua, sem nun
a passar por umtriângulo degenerado. Isto signi�
a que n~ao podemos de�nir a orien-ta�
~ao de um triângulo.Finalmente, em P2 n~ao �e poss��vel de�nir o segmento que liga doisSegmentos pontos dados, pois existem em geral duas maneiras de se ir de umponto para outro em linha reta, e n~ao �e poss��vel distinguir entre essasduas alternativas de maneira 
onsistente. Esta ambig�uidade 
ompli
aa de�ni�
~ao de �gura 
onvexa, e invalida quase todas as propriedadesConvexidade que tornam esse 
on
eito interessante na geometria eu
lidiana | porexemplo, a interse
�
~ao de duas �guras 
onvexas de P2 pode n~ao ser
onvexa.Como veremos nos 
ap��tulos seguintes, os 
on
eitos de segmento,
onvexidade, interior, lado, orienta�
~ao, e derivados s~ao fundamentaispara a maioria dos problemas e m�etodos de geometria 
omputa
ional.�E por esta raz~ao que, neste livro, es
olhemos trabalhar 
om T2 em vezde P2 | isto �e, 
om a geometria projetiva orientada em vez da 
l�assi
a.



Cap��tulo 3Problemas Geom�etri
osElementaresNeste 
ap��tulo estudamos dois problemas geom�etri
os simples 
om oobjetivo de dar ao leitor uma primeira id�eia da natureza das quest~oesalgor��tmi
as que apare
em em geometria 
omputa
ional. Ilustramost�e
ni
as simples para projetos de algoritmos e des
revemos as an�alisesde suas 
omplexidades.As simpli
idades dos enun
iados desses dois problemas e o fato det~ao naturalmente apelarem �a intui�
~ao geom�etri
a 
otidiana os tornamideais para uma introdu�
~ao �a geometria 
omputa
ional.3.1 Introdu�
~aoPresumiremos apenas alguns 
onhe
imentos b�asi
os de matem�ati
a dis-
reta, embora uma pequena experiên
ia de programa�
~ao e uma id�eiaintuitiva de e�
iên
ia de algoritmos al�em do material visto no 
ap��tulo 1
ertamente seria um benef��
io.3.2 Par mais pr�oximoEm um sistema de 
ontrole de tr�afego a�ereo auxiliado por 
omputador,�e de vital importân
ia que a informa�
~ao de qual par de aeronaves est~ao79
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os Elementaresmais pr�oximas seja 
omput�avel do modo mais e�
iente poss��vel, j�a queestas seriam as mais prov�aveis de 
olidir.O problema do par mais pr�oximo, que 
onsiste em determinar quaiss~ao dois pontos que est~ao �a menor distân
ia dentre todos os paresde pontos em uma 
ole�
~ao �nita de pontos dados, �e um problemafundamental em geometria 
omputa
ional tanto pela simpli
idade deseu enun
iado quanto pela importân
ia de suas apli
a�
~oes.Apesar da formula�
~ao do problema fazer sentido em qualquer di-mens~ao (d � 1), vamos tratar do 
aso bi-dimensional. Para que possa-mos nos ater aos aspe
tos algor��tmi
os do problema, sem fazer o leitorse distrair 
om situa�
~oes espe
���
as de 
onjuntos de pontos dos doislados do plano projetivo, restringiremos esta se�
~ao ao tratamento de
onjuntos de pontos 
ontidos no aqu�em.3.2.1 Algoritmo ingênuoA primeira id�eia de solu�
~ao para este problema �e a apli
a�
~ao de umabus
a exaustiva em todos os pares de pontos da 
ole�
~ao dada �a pro
urada distân
ia m��nima (ou de um par de pontos que 
uja distân
ia sejam��nima).Isso nos leva ao seguinte algoritmo ingênuo (ou por for�
a bruta):Algoritmo 3.1 PMP1(S)Dada uma 
ole�
~ao S = (p1; p2; : : : ; pn) de n pontos devolve a distân
iam��nima entre pontos de S.1. D 12. Para todo i em [1::n℄ fa�
a2.1. Para todo j em [i + 1::n� 1℄ fa�
a2.1.1. D minfD; d(pi; pj)g3. Devolva D.
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Figura 3.1: Bus
a em todos os pares.N~ao h�a muito o que dizer sobre a 
orre�
~ao ou a 
omplexidade destealgoritmo. Como no passo 2.1.1 �e 
al
ulado o m��nimo entre a distân
iado par de pontos sendo 
onsiderado e a menor distân
ia en
ontrada at�eo momento, D nun
a 
res
e e eventualmente assume o valor m��nimodesejado. Como este passo �e exe
utado �n2� = n(n � 1)=2 2 O(n2)vezes, este �e um algoritmo de 
omplexidade quadr�ati
a.Ex. 3.1: No 
ap��tulo 1 vimos que se um algoritmo �e projetado a partirde uma prova 
onstrutiva da existên
ia de solu�
~ao, tem-se essen
ial-mente estabele
ida a 
orre�
~ao do pro
edimento.(a) Fa�
a uma demonstra�
~ao por indu�
~ao da existên
ia de uma solu�
~aopara o problema do par mais pr�oximo que resulte no seguintealgoritmo:Algoritmo 3.2 PMP2(S)Dada uma 
ole�
~ao S = (p1; p2; : : : ; pn) de n pontos devolve umpar de pontos de S que realiza a distân
ia m��nima entre pontos deS.1. Se jSj = 2 ent~ao devolva (p1; p2).2. Sen~ao es
olha um elemento arbitr�ario pi 2 S. Seja S0 =S � (pi).3. Obtenha re
ursivamente o par mais pr�oximo de S0:(pk; p`) = PMP2(S0).4. Pro
ure o ponto pj de S0 mais pr�oximo de pi.5. Se d(pi; pj) < d(pk; p`) ent~ao devolva (pi; pj) sen~ao devolva(pk; p`).
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Figura 3.2: O passo da indu�
~ao.(b) Fa�
a a an�alise de 
omplexidade deste algoritmo obtendo e resol-vendo a rela�
~ao de re
orrên
ia 
orrespondente.3.2.2 Algoritmo por divis~ao e 
onquistaA raz~ao para a 
omplexidade quadr�ati
a do algoritmo 3.1 �e que sepro
ura o par mais pr�oximo dentre todos os �n2� poss��veis pares. O
omportamento do algoritmo 3.2 do exer
��
io 3.1 pe
a pela mesmaraz~ao pois ele gasta O(n) 
ompara�
~oes para determinar o ponto maispr�oximo de pi. Ser�a que �e poss��vel melhorar este tempo?�E em geral muito �util, em geometria 
omputa
ional, fazer in
urs~oesem dimens~oes menores de modo a obter id�eias que sugiram solu�
~oese�
ientes para dimens~oes maiores.Considerando o problema do par mais pr�oximo em uma dimens~ao,vemos imediatamente que existe um simples algoritmo que o resolve demaneira muito e�
iente: basta ordenar os \pontos" dados e pro
uraro par mais pr�oximo atrav�es de uma varredura linear destes pontos. Aobserva�
~ao de que o par de pontos mais pr�oximos �e ne
essariamente umpar 
onse
utivo no 
onjunto ordenado �e o que permite desenvolver es-te algoritmo. Portanto, a no�
~ao de 
onse
utividade �e fundamental. Setentamos generalizar o algoritmo a
ima para dimens~oes maiores, vemosque pre
isar��amos 
onhe
er a priori uma dire�
~ao na qual o par de vizi-nhos mais pr�oximos seria 
onse
utivo. Como isso n~ao �e poss��vel paraoutras dimens~oes, onde o segmento de reta unindo um par de vizinhosmais pr�oximos pode ter qualquer orienta�
~ao, pre
isamos des
obrir al-



3.2. Par mais pr�oximo 83guma outra propriedade que, servindo para o projeto de um algoritmoe�
iente em uma dimens~ao, possa ser generalizada para dimens~ao dois.Considere ent~ao a seguinte id�eia para um algoritmo baseado noparadigma de divis~ao e 
onquista. Se dividimos um 
onjunto S den pontos da reta pela sua mediana, temos dois sub
onjuntos disjuntos,digamos S1 e S2, 
om todos os pontos de S1 �a esquerda da mediana eos de S2 �a direita. O par de pontos mais pr�oximos em S ser�a um par
ontido em S1 ou um par 
ontido em S2 ou ser�a formado por um parmuito parti
ular de pontos de S1 � S2. Este par ne
essariamente teriaque ser 
omposto do ponto mais �a direita de S1 e do mais �a esquerdade S2, isto �e, os dois pontos vizinhos da mediana | ponto de separa�
~aode S1 e S2.Vejamos agora 
omo generalizar esta id�eia para um algoritmo queresolve o problema do par mais pr�oximo e�
ientemente em dimens~aodois.Come�
amos 
om uma outra prova da existên
ia de solu�
~ao para oproblema:Prova (por indu�
~ao em n):Base: Se n = 2, (p1; p2) �e o par mais pr�oximo de S.Hip�otese: Assuma que �e poss��vel determinar o par de pontos maispr�oximos em 
ole�
~oes de at�e dn=2e pontos no plano.Passo: Parti
ione a 
ole�
~ao S em duas sub-
ole�
~oes S1 e S2 debn=2
 e dn=2e elementos, respe
tivamente, separadospor uma reta verti
al r. Por hip�otese de indu�
~ao, �eposs��vel determinar o par mais pr�oximo (pi1 ; pj1) em S1e (pi2 ; pj2) em S2. Seja Æ = minfd(pi1; pj1); d(pi2; pj2)g.Considere a faixa verti
al F de largura 2Æ 
entrada nareta r. Determine o par mais pr�oximo formado de umponto de S1 e um ponto de S2, ambos dentro da faixaF . Seja (pk; p`) este par. Se d(pk; p`) � Æ, ent~ao o parmais pr�oximo de S �e (pk; p`), sen~ao �e aquele dentre(pi1 ; pj1) e (pi2 ; pj2) que realiza a distân
ia Æ.Como no 
aso da prova anterior, obtemos fa
ilmente um algoritmo apartir desta prova. O 
uidado que temos que tomar �e 
om a e�
iên
iado passo de 
onstru�
~ao o qual essen
ialmente de�ne a 
omplexidaderesultante do algoritmo. Vamos ent~ao explorar a seguinte id�eia.
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Figura 3.3: O pro
esso de divis~ao.Para 
ada ponto pi de S1\F basta que se pro
ure o ponto em S2\Fmais pr�oximo de pi entre aqueles que estiverem dentro de um quadrado(
om lados paralelos aos eixos 
oordenados) de altura e largura 2Æ,
entrado em pi. Se o n�umero de tais pontos fosse ainda O(n) em nadaadiantaria esse aprimoramento, mas felizmente �e f�a
il ver que n~ao podehaver mais de seis tais 
andidatos pois do 
ontr�ario haveria um par depontos em S2 
uja distân
ia seria menor que Æ o que n~ao pode o
orrer.O problema que resta �e: 
omo en
ontrar os pontos de S2 dentro dafaixa F? E ainda mais, 
omo realizar esse pro
essamento para todosos pontos de S1 \ F em tempo total linear em n?

Figura 3.4: Cada pi 2 S1 tem no m�aximo seis vizinhos em F \ S2.
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lassi�
a�
~ao dos pontos de S em seq�uên
ia 
res
entepor ordenadas permite que se fa�
a isso de maneira e�
iente.Algoritmo 3.3 PMP3(S)Dada uma 
ole�
~ao S = (p1; p2; : : : ; pn) de n pontos devolve a distân
iam��nima entre pontos de S.1. Ordene os pontos de S por abs
issa e armazene num vetor Vx.2. Ordene os pontos de S por ordenada e armazene num vetor Vy.3. Devolva o par obtido pelo algoritmo PMP3-Aux(S) abaixo.Algoritmo 3.4 PMP3-Aux(S)1. Se jSj = 2 ent~ao devolva (p1; p2).2. Sen~ao, 
al
ule a mediana mx das abs
issas de S. Seja r a retaverti
al 
om abs
issa mx.3. Divida S em duas 
ole�
~oes S1 e S2 
om bn=2
 e dn=2e pontos,respe
tivamente, sendo que todos os pontos de S1 est~ao �a es-querda de (ou sobre) a reta r e os pontos de S2 est~ao �a direitade (ou sobre) a reta r.4. Obtenha re
ursivamente o par mais pr�oximo de S1:(pi1 ; pj1) = PMP3-Aux(S1)e o par mais pr�oximo de S2:(pi2 ; pj2) = PMP3-Aux(S2):5. Seja Æ = minfd(pi1; pj1); d(pi2; pj2)g6. Seja F a faixa de largura 2Æ 
entrada na reta r. Pro
ure porvarredura verti
al, 
onforme detalhado abaixo, o par de pontospk 2 S1 \ F e p` 2 S2 \ F mais pr�oximos.7. Dentre os três pares de pontos, (pi1 ; pj1), (pi2 ; pj2), (pk; p`), de-volva aquele que realiza a menor distân
ia.
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Figura 3.5: O passo de 
onquista.Detalhamento do passo 6Para se realizar o passo 6, basta fazer:6.1 Utilizando o vetor ordenado Vy 
riado no passo 2 do algorit-mo 3.3, per
orra os pontos de S1 \ F em ordem as
endente deordenadas.Para 
ada ponto p visitado, tomamos em Vy os três pontos deS2 \ F a
ima e os três pontos abaixo de p. Como observamosanteriormente, o vizinho mais pr�oximo de p em S2 dentro dafaixa F tem que ser um destes seis pontos, devido �a es
olha dalargura Æ da faixa F .6.2 Devolva o par (pk; p`) que minimiza as distân
ias en
ontradas.ComplexidadeOs passos 1, 2, 5 e 7 tomam tempo 
onstante, enquanto o passo 3 podeser feito em tempo linear.Como no passo 6 para 
ada um dos bn=2
 pontos de S1 fazemos 6
ompara�
~oes de distân
ias 
omputadas 
om a menor distân
ia obtidaat�e o momento, o tempo total despendido no passo 6 �e da ordem deO(n).Como o passo 4 �e uma 
hamada re
ursiva 
om duas instân
ias detamanho (essen
ialmente) n=2, a rela�
~ao de re
orrên
ia que expressa a
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omplexidade do algoritmo 3.4 �e:( TAux(n) � 2 TAux(dn=2e) + an para n > 2TAux(2) 2 O(1); (3.1)onde a �e uma 
onstante. A solu�
~ao da equa�
~ao 3.1 �e da ordem deO(n logn).Assim, a 
omplexidade T (n) do algoritmo 3.3 �e a soma das 
om-plexidades dos seus dois passos de ordena�
~ao e de TAux(n). Portanto,T (n) 2 O(n logn).3.2.3 Cota inferiorNesta se�
~ao vamos mostrar que 
(n logn) �e uma 
ota inferior para oproblema do par mais pr�oximo.Pre
isaremos 
onhe
er o problema da Uni
idade de Elementos que
onsiste de:Dada uma 
ole�
~ao de n valores reais, determinar se eles s~aotodos distintos.Este problema tem uma 
ota inferior de 
(n logn) no modelo de�arvore de
is~oes alg�ebri
as. A demonstra�
~ao deste fato �e demasiado en-volvida para apresenta�
~ao neste texto, mas 
omo 
onsiste de um exem-plo primal de apli
a�
~ao da t�e
ni
a desenvolvida por Ben-Or, re
omen-damos ao leitor interessado a leitura do artigo original [BO83℄.Faremos, ent~ao, uma redu�
~ao do problema da uni
idade de elemen-tos para o problema do Par Mais Pr�oximo, o que estabele
er�a a 
otainferior para este �ultimo, 
onforme se�
~ao 1.7.Considere o diagrama:
APMP?� -/n

�S
�I

S0PMPSUE
IPMPIUEUE PMP
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os Elementaresque ilustra que basta 
onstruirmos os mapeamentos �I e �S . Para tan-to, dada uma instân
ia IUE = (x1; x2; : : : ; xn) 2 IUE, 
onstruiremos ainstân
ia IPMP = �I(IUE) 2 IPMP 
riando, para 
ada xi em IUE umponto no plano. Note que, 
omo a entrada para o problema do parmais pr�oximo, 
onforme enun
iado, �e uma 
ole�
~ao (e n~ao um 
onjun-to) de pontos, se mapeamos (xi) no ponto (xi; 0), n~ao estaremos des-truindo quaisquer repeti�
~oes de pontos que estivessem presentes na 
o-le�
~ao entrada do problema da uni
idade de elementos. Assim, faremos�I(xi) = (xi; 0).A segunda parte 
onsiste apenas em fazer �S determinar se haviauni
idade dos elementos de IUE baseado na solu�
~ao de IPMP . Ora,mas os elementos de IUE eram todos distintos se e somente se a menordistân
ia que o
orre entre pares de elementos de IPMP �e n~ao nula.Portanto, �S(0) = n~ao, e �S(d) = sim para todo d 6= 0.Como ambas as transforma�
~oes �I e �S s~ao realiz�aveis em tempoO(n), isso 
ompleta a redu�
~ao e prova a 
ota inferior 
(n logn) para oproblema do par mais pr�oximo. Conseq�uentemente, o algoritmo 3.3 �e�otimo no modelo de �arvore de de
is~oes alg�ebri
as.Ex. 3.2: Considere o seguinte problema:Dados n 
��r
ulos no plano, todos de mesmo raio r � 0,determinar se existem dois deles que se inter
eptam.(a) Apresente um algoritmo de 
omplexidade O(n logn) que resolveeste problema.(b) Mostre que 
(n log n) �e 
ota inferior para o problema, estabele-
endo assim a otimalidade assint�oti
a de seu algoritmo.3.3 Lo
aliza�
~ao de pontos em rela�
~ao aum pol��gonoO leitor deve se re
ordar que nossa op�
~ao pelo plano projetivo orien-tado visa evitar desvantagens inerentes �a geometria eu
lidiana assim
omo outras que surgiriam se tiv�essemos es
olhido trabalhar 
om a ge-ometria projetiva 
l�assi
a. Uma das desvantagens desta �ultima �e que a



3.3. Lo
aliza�
~ao de pontos em rela�
~ao a um pol��gono 89remo�
~ao de uma reta deixa uma �uni
a 
omponente 
onexa equivalente(topologi
amente) a um dis
o. Portanto, nun
a se pode dizer que doispontos dados est~ao em lados opostos de uma reta. Da mesma forma,n~ao podemos ali de
idir se dois pontos est~ao do mesmo lado ou de ladosopostos de um pol��gono.No plano projetivo orientado este problema tem sentido, isto �e, oTeorema da Curva de Jordan garante que uma 
urva fe
hada sem auto-interse
�
~ao (e, em parti
ular, um pol��gono simples) divide o espa�
o emduas regi~oes disjuntas, que s~ao os seus lados (positivo e negativo).3.3.1 Con
eitos b�asi
osIni
ialmente, vamos formalizar alguns 
on
eitos elementares ne
ess�ariospara o entendimento dos enun
iados dos problemas.

Figura 3.6: Três pol��gonos.
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os ElementaresDe�ni�
~ao 3.1 Dados n pontos distintos e n~ao antipodais p0; p1; : : : ;Pol��gono pn�1, eles de�nem uma seq�uên
ia de segmentos de reta em ordem 
��
li
aei = pipi+1 para i = 0; 1; : : : ; n� 1, onde as somas de ��ndi
es s~ao toma-das m�odulo n. Os pontos pi's juntamente 
om os segmentos ei's formamum pol��gono. Os pontos s~ao 
hamados os v�erti
es e os segmentos s~aoas arestas do pol��gono. (Fig. 3.6 (a), (b) e (
).)Dizemos que um pol��gono P = (p0; p1; : : : ; pn�1) �e um pol��gonoPol��gono simples simples se ele satisfaz �a seguinte propriedade:todas as arestas de P s~ao disjuntas ex
eto pelos v�erti
es que asarestas 
onse
utivas 
ompartilham, isto �e, ei \ ei+1 = fpi+1g para0 � i � n � 1 e ei \ ej = ; para i < j � 1 e j < i + n � 1.(Fig. 3.6 (b) e (
).)Os lados de um pol��gono simplesGostar��amos de ser 
apazes de distinguir os dois lados de pol��gonossimples em T2 da mesma forma que o fazemos para pol��gonos simples
ontidos no plano eu
lidiano.Pelo Teorema da Curva de Jordan, o 
omplemento de um pol��gonosimples �e formado por duas regi~oes disjuntas. No plano eu
lidiano,uma delas tem �area limitada e a outra tem �area ilimitada. Em T2n~ao podemos garantir isso, j�a que h�a pol��gonos simples que dividem oespa�
o em regi~oes de �area in�nita.O que podemos fazer tanto em R2 quanto em T2 de modo 
onsis-tente �e distinguir os lados de pol��gonos simples baseado na ordem dadados seus v�erti
es.De�ni�
~ao 3.2 De�nimos o lado positivo de um pol��gono simples P =(p0; p1; : : : ; pn�1) em T2, 
omo sendo a regi~ao que �
a do lado esquerdodo per��metro, quando este �e per
orrido na ordem dada.Mais pre
isamente, observe que toda vizinhan�
a V su�
ientementepequena de um ponto p n~ao extremo da aresta p0p1 pode ser divididaem três partes:
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aliza�
~ao de pontos em rela�
~ao a um pol��gono 91V0: a interse
~ao de V 
om o segmento p0p1,V+: a parte de V inteiramente 
ontida no lado positivo dareta r0 = p0 _ p1, eV�: a parte de V inteiramente 
ontida no lado negativo der0.O lado positivo do pol��gono P �e aquele lado que in
lui V+ (e, por-tanto, ex
lui V�).O outro lado de P �e 
hamado lado negativo.

Figura 3.7: O lado positivo de um pol��gono 
ontido em T2.No modelo esf�eri
o, o lado positivo de uma reta m, unido 
om apr�opria reta forma um hemisf�erio fe
hado. Referiremos a ele tamb�em
omo o lado n~ao negativo de m. Dado um pol��gono simples P se existeuma reta m em 
ujo lado n~ao negativo o pol��gono est�a 
ontido, diremosque m �e uma reta limitante de P .Os pol��gonos simples para os quais existem retas limitantes têmpropriedades interessantes. Eles gozam de prati
amente todas as 
a-ra
ter��sti
as de pol��gonos simples 
ontidos no plano eu
lidiano. Poroutro lado, os pol��gonos simples que s~ao inter
eptados por todas asretas de T2 s~ao menos intuitivos.



92 Cap��tulo 3. Problemas Geom�etri
os ElementaresEx. 3.3: Mostre que os dois lados do seguinte pol��gono s~ao 
ongruentes(e portanto, essen
ialmente, indistingu��veis). Con
lua que toda reta deT2 o inter
epta. P = (p1; p2; p3; p4) ondep1 = [+1;+1;+1℄; p2 = [�1;+1;�1℄p3 = [+1;�1;�1℄; p4 = [�1;�1;+1℄Uma das 
ompli
adas idiosin
rasias de pol��gonos 
omo este �e o fato deque pelo menos um de seus lados 
ont�em pontos antipodais.No pr�oximo exer
��
io, o leitor mostrar�a que sempre h�a um dos ladosde um pol��gono que n~ao pode 
onter reta alguma.Ex. 3.4: Seja P um pol��gono simples em T2 e suponha que existe umareta limitante m para P e digamos que m est�a 
ontida no lado negativode P . Mostre que o lado positivo de P n~ao pode 
onter nenhumareta. [Sugest~ao: se houvesse tal reta, onde estariam os pontos onde elainter
eptaria m?℄Ex. 3.5: Determine se 
ada um dos seguintes pol��gonos �e simples e, 
a-so a�rmativo, desenhe-o ha
huriando seu lado positivo. De
ida tamb�emse existem retas limitantes para 
ada um deles.(a) [1; 0; 0℄; [1; 1; 0℄; [1; 1; 1℄; [1; 1; 0℄(b) [1; 0; 0℄; [1; 0;�1℄; [1;�1;�1℄; [1;�1; 0℄(
) [1; 1;�1℄; [1; 1; 1℄; [�1;�1; 0℄(d) [0; 1; 0℄; [0; 0; 1℄; [0;�1; 0℄; [0; 0;�1℄3.3.2 De que lado de um pol��gono simples um pon-to est�a?A aparente simpli
idade de algumas solu�
~oes intuitivas para 
ertos pro-blemas geom�etri
os se deve ao fato de que em geral tratamos apenasinstân
ias pequenas. Entretanto, quando projetamos algoritmos pa-ra solu�
~oes autom�ati
as de problemas, pretendemos que estes operem
orretamente em instân
ias de tamanhos arbitr�arios.O problema de determinar a que lado de um pol��gono simples umponto perten
e s�o nos apresenta desa�o visual quando tratamos depol��gonos 
om pelo menos v�arias dezenas de v�erti
es. Ainda assim, a



3.3. Lo
aliza�
~ao de pontos em rela�
~ao a um pol��gono 93grande quantidade de informa�
~oes obtidas pelo olho humano n~ao �e fa
il-mente extra��vel para pro
essamento autom�ati
o a partir ex
lusivamentedas 
oordenadas dos v�erti
es. Por isso, �e essen
ial a determina�
~ao depropriedades 
ara
ter��sti
as que sejam 
omputa
ionalmente e�
ientes.Vamos tratar de obter uma tal propriedade para o problema dalo
aliza�
~ao de um ponto 
om respeito ao lado positivo de um pol��gonosimples.Seja P = (p0; p1; : : : ; pn�1) um pol��gono simples e q um ponto emT2. Se 
ontarmos o n�umero de interse�
~oes do segmento p0q 
om asarestas de P , teremos o n�umero de vezes que um ponto viajando sobrep0q muda de um lado ao outro do pol��gono P . Se soubermos o primeirolado en
ontrado pelo ponto viajante assim que ele deixa o ponto p0,saberemos pela paridade do n�umero de interse�
~oes se q est�a destemesmo lado ou do lado oposto.
Figura 3.8: Lo
aliza�
~ao de ponto em pol��gono simples.Isso resulta no seguinte algoritmo:Algoritmo 3.5 Lo
Pol1(q; P )Dado um pol��gono simples P e um ponto q, devolve o lado de P emque q se en
ontra.1. Se o segmento p0q, ao sair de p0, entra no lado positivo de P ,ent~ao fa�
a s +1, sen~ao, fa�
a s �1.2. Para 
ada i em f1 : : n� 2g, fa�
a2.1. Se a aresta pipi+1 
ruza qp0 ent~ao inverta o sinal de s.3. Devolva o sinal de s.
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os ElementaresDetalhamento do passo 1Para se realizar o passo 1, basta fazer:1.1 a �(q; p0; p1)1.2 b �(pn�1; p0; q)1.3 t �(pn�1; p0; p1)1.4 Se a = b = t ent~ao s t sen~ao s �t.Detalhamento do passo 2.1Uma das maneiras de se exe
utar o passo 2.1 �e:2.1.1 Cal
ule a reta m = p0 _ q.2.1.2 Veri�que a posi�
~ao de pi em rela�
~ao m.2.1.3 Se pi est�a do lado positivo de m ou sobre m, e pi+1 est�a nolado negativo de m, ent~ao:2.1.3.1 Se �(pi; pi+1; p0) = �1 e �(pi; pi+1; q) = +1, ent~aodevolva \verdadeiro" (pi; pi+1 
ruza qp0), sen~ao de-volva \falso" (pi; pi+1 n~ao 
ruza qp0).ComplexidadeOs passos 1 e 3 tomam tempo 
onstante. A bus
a por interse�
~oes feitano passo 2.1 toma tempo linear. Portanto, este algoritmo toma tempototal T (n) 2 O(n).3.4 Convexidade fa
ilita lo
aliza�
~ao depontosA
abamos de ver 
omo lo
alizar um ponto em rela�
~ao aos lados posi-tivo e negativo de um pol��gono simples. Observe que o �uni
o uso que�zemos da geometria do pol��gono foi do fato de ele dividir o plano emduas partes disjuntas. A simpli
idade do pol��gono n~ao sugere nenhu-ma possibilidade de melhoria na e�
iên
ia do algoritmo de lo
aliza�
~ao.Se, por�em, tiv�essemos mais estrutura geom�etri
a num pol��gono (por
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ilita lo
aliza�
~ao de pontos 95exemplo, 
onvexidade), talvez isso nos ajudasse a desenvolver algorit-mos mais e�
ientes para o problema de lo
aliza�
~ao de pontos. Antesde vermos o que se pode ganhar quando os pol��gonos s~ao 
onvexos,pre
isamos formalizar a no�
~ao de 
onvexidade na geometria projetivaorientada.Pretendemos estender de forma 
onsistente a de�ni�
~ao de 
onve-xidade do plano eu
lidiano para o plano projetivo orientado. Paraisso, pre
isamos poder nos referir ao segmento que liga dois pontos.Re
orde-se que o segmento de reta entre dois pontos em T2 s�o est�ade�nido quando estes pontos s~ao n~ao antipodais.De�ni�
~ao 3.3 Seja C um sub
onjunto de T2. Dizemos que C �e 
on-vexo se para todo par de pontos em C o segmento de reta que elesdeterminam est�a inteiramente 
ontido em C.Portanto, a de�ni�
~ao de 
onjunto 
onvexo ex
lui 
onjuntos que 
on-tenham pares de pontos antipodais. Em parti
ular, n~ao 
onsideramosT2 
omo um 
onjunto 
onvexo. Isso pode pare
er estranho, mas note,entretanto, que isso n~ao torna esta de�ni�
~ao in
ompat��vel 
om a de 
on-vexidade no plano eu
lidiano pois 
ada uma de suas 
�opias (o aqu�eme o al�em) 
ontidas em T2 s~ao 
onvexas. Da mesma forma, qualquerhemisf�erio aberto �e 
onvexo.Ex. 3.6:(a) Mostre que o pol��gono formado pelos seguintes v�erti
es n~ao �e um
onjunto 
onvexo:[1; 0; 0℄; [�1; 0; 2℄; [1; 1; 2℄; [�1; 2; 0℄:(b) Este pol��gono �e simples?Os maiores 
onjuntos 
onvexos em T2 s~ao 
onstitu��dos, no modeloesf�eri
o, pre
isamente de um hemisf�erio, uma metade de sua fronteira| uma metade aberta de um 
��r
ulo m�aximo| e apenas um dos pontosextremos deste meio-
��r
ulo m�aximo.
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os ElementaresDe�ni�
~ao 3.4 Um pol��gono simples P = (p0; p1; : : : ; pn�1) em T2 �ePol��gono 
onvexo 
hamado pol��gono 
onvexo se�(pi; pi+ 1; pi+2 = +1para todo i entre 0 e n� 1.H�a v�arias formas equivalentes de se de�nir pol��gono 
onvexo. Como
ada uma delas �e se presta a alguma situa�
~ao de modo mais 
onvenienteque as outras, vejamos três destas. Ao resolver 
ada um dos exer
��
iosa seguir, n~ao deixe de extrair o signi�
ado geom�etri
o de 
ada um.Ex. 3.7: Mostre que um pol��gono simples P = (p0; p1; : : : ; pn�1) �e
onvexo se e somente se �(pi; pi+ 1; pj = +1para todo i; j 
om i < j < i+ n.Ex. 3.8: Mostre que um pol��gono simples P = (p0; p1; : : : ; pn�1) �e
onvexo se e somente se �(pi; pj; pk) = +1para todo i; j; k 
om i < j < k < i+ n.Ex. 3.9: Mostre que um pol��gono simples P = (p0; p1; : : : ; pn�1) �e
onvexo se e somente se nenhum de seus v�erti
es �e 
ombina�
~ao 
onvexados outros.Ex. 3.10:(a) Mostre que a seguinte impli
a�
~ao �e tamb�em verdadeira:Se P �e um pol��gono 
onvexo, ent~ao seu lado positivo forma um
onjunto 
onvexo.(b) Por que a re
��pro
a n~ao �e verdadeira?De�ni�
~ao 3.5 Chamamos o lado positivo de um pol��gono 
onvexo deInterior de pol��gono
onvexo interior do pol��gono e o lado negativo de exterior.
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ilita lo
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~ao de pontos 97Vejamos agora 
omo podemos determinar em tempo sublinear seum ponto dado est�a no interior ou exterior de um pol��gono 
onvexo.Considere um pol��gono 
onvexo P = (p0; p1; : : : ; pn�1). A 
onvexi-dade de P garante que existe uma reta m tal que todos os v�erti
es deP est~ao do lado n~ao negativo de m.

Figura 3.9: Pol��gono 
onvexo 
ontido do lado positivo de m.Ex. 3.11: Dado um pol��gono 
onvexo, mostre que �e poss��vel determi-nar em tempo 
onstante uma reta em 
ujo lado n~ao negativo est~ao todosos v�erti
es do pol��gono. (Sugest~ao: se m �e uma reta no lado exteriordo pol��gono, ent~ao m ou :m satisfaz a propriedade.)Considere, em 
onseq�uên
ia do exer
��
io 3.11 que temos, al�em dopol��gono 
onvexo P , uma reta m 
ujo lado positivo 
ont�em P . Comoo lado de m 
ontendo P unido 
om m forma um hemisf�erio (topo-logi
amente) fe
hado, temos uma situa�
~ao 
ompletamente an�aloga �asitua�
~ao em que P est�a 
ontido no aqu�em. A menos, portanto, de umhomeomor�smo1 que mapeia o hemisf�erio fe
hado determinado por m
ontendo P , no aqu�em estendido, podemos assumir que P est�a 
ontidono aqu�em.Em outras palavras, podemos assumir, para 
lareza de exposi�
~ao,que nenhum dos v�erti
es de P est�a no al�em. Deste modo, dado umponto (de 
onsulta) q que se deseja determinar se est�a no interior deP , 
aso q esteja no al�em, sabemos que q est�a no exterior de P .1Um homeomor�smo �e uma bije�
~ao 
ont��nua 
uja inversa �e tamb�em 
ont��nua.
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os ElementaresResta, ent~ao, des
rever um algoritmo que de
ide se um ponto q depeso positivo est�a no interior ou exterior de P .Seja p um ponto no interior de P . Para 
ada v�erti
e pi de P ,
onsidere o segmento passando por pi ligando p a um ponto no in�nito| na dire�
~ao do vetor (pi�p). Per
eba que o aqu�em �
a assim divididoem n triângulos todos tendo p 
omo v�erti
e 
omum. Chamemos de Tio triângulo limitado pelos segmentos determinados por p e pi e por p epi+1. Como estes triângulos est~ao ordenados 
ir
ularmente em torno dep pela pr�opria seq�uên
ia dos v�erti
es de P dada, podemos determinarpor bus
a bin�aria qual o triângulo dentro do qual o ponto de 
onsulta qest�a. Se q est�a dentro de um triângulo Tj ent~ao q estar�a no interior deP se e somente se q estiver do lado positivo da reta determinada pelosegmento pjpj+1. Veja �gura 3.10.Temos assim, o seguinte algoritmo que determina se um ponto q depeso positivo est�a do lado positivo (interior) ou negativo (exterior) deum pol��gono 
onvexo P 
ontido no aqu�em:Algoritmo 3.6 Lo
PolConv(q; P )Dado um pol��gono 
onvexo P e um ponto q, devolve o lado de P emque q se en
ontra.1. Seja p o bari
entro de algum triângulo formado por v�erti
es deP .2. Como a ordem dos v�erti
es (p0; p1; : : : ; pn�1) de P estabele
emuma ordem 
��
li
a para as retas p _ pi, determine por bus
abin�aria o ��ndi
e j (0 � j � n � 1) tal que (p _ pj+1) � q > 0 e(p _ pj) � q � 0.3. Devolva o sinal de (pj _ pj+1) � q.ComplexidadeOs passos 1 e 3 tomam tempo 
onstante. A bus
a feita no passo 2toma tempo logar��tmi
o. Portanto, este algoritmo toma tempo totalT (n) 2 O(logn).
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Figura 3.10: Lo
aliza�
~ao de ponto em pol��gono 
onvexo.Obtivemos assim, um algoritmo que resolve o problema da lo
ali-za�
~ao de pontos 
om respeito ao interior de pol��gonos 
onvexos de modomuito mais e�
iente do que pudemos fazer para pol��gonos simples.3.5 Pontos em estrelasUma 
lasse de pol��gonos simples n~ao 
onvexos muito �util em geometria
omputa
ional �e a dos pol��gonos estrelados que de�niremos a seguir.Antes, por�em, pre
isamos da no�
~ao de pontos mutuamente vis��veis.Ao longo desta se�
~ao, 
onsidere P um pol��gono simples.De�ni�
~ao 3.6 Dados dois pontos p; q no interior de P , dizemos que p Pontos que seenxergamenxerga q (e vi
e-versa) se o segmento pq n~ao inter
epta o exterior deP . Neste 
aso, dizemos tamb�em que p e q s~ao mutuamente vis��veis.
Figura 3.11: Pontos que se enxergam.
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os ElementaresDe�ni�
~ao 3.7 De�nimos o n�u
leo do pol��gono P 
omo sendo o 
on- N�u
leo de umpol��gonojunto dos pontos do seu interior que enxergam todos os pontos de P .

Figura 3.12: O n�u
leo de um pol��gono.De�ni�
~ao 3.8 Dizemos que P �e um pol��gono estrelado (ou em formaPol��gono estrelado de estrela) se seu n�u
leo �e n~ao vazio.Ex. 3.12: Mostre que se existe um ponto no interior de um pol��gonoque enxerga todos os seus v�erti
es, ent~ao o pol��gono �e estrelado.Obviamente, todo pol��gono 
onvexo �e estrelado pois seu n�u
leo
oin
ide 
om seu interior.Ex. 3.13: Mostre que o n�u
leo de qualquer pol��gono estrelado �e sempreum 
onjunto 
onvexo.Pol��gonos estrelados s~ao dotados de estrutura su�
iente para que sepossa determinar se um ponto dado perten
e a seu interior ou exteriort~ao e�
ientemente quanto foi poss��vel fazer para os pol��gonos 
onvexos.Nos exer
��
ios a seguir o leitor mostrar�a isso.Ex. 3.14: Mostre que a ordem dada dos v�erti
es (p0; p1; : : : ; pn�1) deum pol��gono estrelado estabele
em uma ordem 
��
li
a para as retasp _ pi, em torno de um ponto p qualquer em seu n�u
leo.Ex. 3.15: Generalize o algoritmo 3.6 para pol��gonos estrelados quandose 
onhe
e algum ponto de seu n�u
leo.
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Figura 3.13: Generaliza�
~ao para pol��gonos estrelados.
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Cap��tulo 4Convexidade
A no�
~ao de 
onvexidade �e 
entral a muitos problemas n~ao apenas emgeometria 
omputa
ional mas tamb�em programa�
~ao linear, pro
essa-mento de imagens, re
onhe
imento de padr~oes, et
. Neste 
ap��tuloestudaremos prin
ipalmente o problema da 
onstru�
~ao de pol��gonos
onvexos que envolvam 
onjuntos de pontos minimizando a �area en-volvida. Embora aparentemente simples, este problema j�a re
ebeu naliteratura aten�
~ao quase t~ao grande quanto o problema de ordena�
~aono to
ante ao projeto de solu�
~oes e�
ientes. Veremos aqui algumas dasmais elu
idativas.
4.1 Introdu�
~aoO singelo problema de determinar se um pol��gono dado �e 
onvexo �e t~aosimples quanto o problema de determinar se uma seq�uên
ia �nita devalores reais est�a ordenada. Da mesma forma, veremos que dados npontos no plano, determinar o menor pol��gono 
onvexo que os 
ont�em�e da mesma ordem de di�
uldade de ordenar n n�umeros reais. Defato, existem v�arios algoritmos de ordena�
~ao que têm 
orrespondentesalgoritmos para 
onstru�
~ao de pol��gonos 
onvexos.103



104 Cap��tulo 4. Convexidade4.2 Determina�
~ao de 
onvexidadeConsidere ini
ialmente o problema de determinar se um pol��gono dado�e 
onvexo ou n~ao.N~ao �e dif��
il ver que basta veri�
ar se todas as diagonais do pol��gonoest~ao inteiramente 
ontidas no seu lado positivo. (As diagonais de umpol��gono s~ao os segmentos que unem pares de v�erti
es n~ao ligados porarestas.) Por mais que se 
onsiga fazer uma tal veri�
a�
~ao de modoe�
iente, esta abordagem nos requer fazer �n2� 2 �(n2) tais veri�
a�
~oeso que torna um tal algoritmo seriamente ine�
iente. Uma melhoriadesta abordagem �e proposta no exer
��
io 4.1.Ex. 4.1:(a) Prove que se um pol��gono �e n~ao 
onvexo, ent~ao existe algumadiagonal entre v�erti
es separados por exatamente duas arestas 
ujoponto m�edio �e externo ao pol��gono.

Figura 4.1: Pontos m�edios de diagonais(b) Use esta propriedade para desenvolver um algoritmo para deter-minar se um pol��gono dado �e 
onvexo. A 
omplexidade de seualgoritmo deve ser O(n logn) onde n �e o n�umero de v�erti
es.Computa
ionalmente �e mais interessante explorar a propriedade deque todo pol��gono n~ao 
onvexo 
ont�em um ângulo re
exo no seu ladopositivo (i.�e., maior que 180Æ). Esta veri�
a�
~ao deve por�em ser levada a
abo sem a expl��
ita 
omputa�
~ao de ângulos pois isto envolve re
orrer a
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~oes trans
endentais (e.g., ar
tan) que n~ao fazem parte dos modelos
omputa
ionais 
om que lidamos.
Figura 4.2: Um pol��gono n~ao 
onvexo e um de seus ângulos re
exos.Uma maneira de atingir o mesmo objetivo �e fazer uso do teste dedetermina�
~ao de orienta�
~ao de triângulos.Ex. 4.2:(a) Es
reva um algoritmo que determina se um pol��gono simples dado�e 
onvexo, utilizando a pr�opria de�ni�
~ao 3.4.(b) Mostre que a 
omplexidade de seu algoritmo �e O(n) onde n �e on�umero de v�erti
es.Note que este algoritmo �e �otimo pois a 
ota inferior 
(n) segue dofato de que se algum algoritmo n~ao olhar ambas as arestas in
i-dentes a 
ada um dos v�erti
es, ele n~ao pode de
idir 
orretamentea 
onvexidade do pol��gono.

Figura 4.3: Um v�erti
e n~ao veri�
ado basta para destruir a
onvexidade.
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o 
onvexo de 
onjuntos �nitos depontosDado um 
onjunto de pontos, de�nimos seu 
as
o 
onvexo (ou suaenvolt�oria 
onvexa ), 
omo sendo o menor 
onjunto 
onvexo que o
ont�em, ou mais formalmente:De�ni�
~ao 4.1 Seja P um 
onjunto. O 
as
o 
onvexo (ou a envolt�oriaCas
o 
onvexo 
onvexa) de P , �e o 
onjunto:Conv(P ) = \X2CP X;onde CP = fX � P j X�e um 
onjunto 
onvexog.Em parti
ular, estaremos interessados no 
as
o 
onvexo de 
onjuntos�nitos de pontos, n~ao todos 
olineares.Observa�
~ao 4.1 O 
as
o 
onvexo de um 
onjunto �nito de pontos,
oin
ide 
om a uni~ao de um pol��gono 
onvexo e seu interior.Ao longo deste 
ap��tulo, S denotar�a um 
onjunto de n pontos emT2, S = fp0; p1; : : : ; pn�1g.Como o 
as
o 
onvexo de S, Conv(S), pode ser determinado apartir do pol��gono que 
oin
ide 
om sua fronteira, nos algoritmos quedeterminam envolt�orias 
onvexas, basta produzirmos o 
onjunto dev�erti
es deste pol��gono assumindo que a ordem apropriada dos v�erti
esseja estabele
ida. Por isso, nos referiremos �as vezes ao 
as
o 
onvexode S 
omo o pol��gono 
onvexo que 
oin
ide 
om sua fronteira.Existem diversos algoritmos para a 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexode 
onjuntos �nitos de pontos, in
lusive aqueles que exploram algumaeventual estrutura de que este 
onjunto seja dotado.Como os v�erti
es do 
as
o 
onvexo de S formam um sub
onjunto deS, h�a duas poss��veis abordagens para a identi�
a�
~ao destes: determinaros pontos de S que s~ao v�erti
es de Conv(S), ou identi�
ar os pontos deS que n~ao s~ao v�erti
es de Conv(S) de modo a elimin�a-los.Embora esta pare�
a uma observa�
~ao trivial, veremos que tantouma quanto a outra abordagem permitem identi�
ar propriedades ge-om�etri
as que produzem algoritmos para a 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexo.
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onjuntos �nitos de pontos 1074.3.1 Algoritmos simples para 
onjuntos de pontosComo a de�ni�
~ao de 
as
o 
onvexo de um 
onjunto de pontos (
omo omenor 
onjunto 
onvexo que o 
ont�em) n~ao sugere uma forma 
onstruti-va de obtê-lo, faz-se ne
ess�ario determinar uma propriedade geom�etri
aque induza a uma 
onstru�
~ao e�
iente.Note que, a prin
��pio, n~ao temos 
omo de
idir se o 
as
o 
onvexode um 
onjunto de pontos de T2 �e bem de�nido, isto �e, pode a
onte
erque o 
onjunto n~ao 
ontenha nenhum par de pontos antipodais massuas 
ombina�
~oes 
onvexas gerem um tal par.No �nal deste 
ap��tulo (se�
~ao 4.3.6), veremos 
omo resolver estassitua�
~oes. Por enquanto, assuma que o 
onjunto de pontos dado estejatodo 
ontido no aqu�em. Deste modo, o 
as
o 
onvexo do 
onjunto es-tar�a bem de�nido, isto �e, seu interior ser�a sempre um 
onjunto 
onvexo.Um algoritmo ingênuoObjetivando eliminar os pontos de S que sejam interiores ao 
as
o
onvexo de S, observamos que:Propriedade 4.1 Um ponto �e interno �a envolt�oria 
onvexa de um
onjunto se e somente se �e interior a algum triângulo formado poralguma tripla de pontos do 
onjunto.Esta propriedade sugere um algoritmo trivial mas de alto 
usto:Algoritmo 4.1 EnvConv1(S)Dado um 
onjunto �nito de pontos S, devolve os v�erti
es do 
as
o
onvexo de S, Conv(S).
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ada tripla de pontos distintos q1; q2; q3 de S fa�
a2.1. Para 
ada ponto p de C, fa�
a2.1.1. Se p �e interno ao triângulo formado por q1; q2; q3 ent~aoremova p de C.3. Devolva Conv(S) = C.ComplexidadeComo existem �n3� 2 �(n3) triângulos, em 
ada um dos quais se veri�
a,Complexidade:O(n4) no pior 
aso, a pertinên
ia de 
ada um dos outros n � 3 pontos, a
omplexidade total deste algoritmo �e da ordem de n4.Devemos 
ertamente 
onseguir fazer melhor que isso.Outro algoritmo (n~ao t~ao) ingênuoDe�ni�
~ao 4.2 Seja R uma regi~ao qualquer de T2 e seja m uma retaReta de suporte que passa por algum ponto de R. Se um dos lados fe
hados determina-dos por m 
ont�em toda a regi~ao R, ent~ao dizemos que m �e uma reta desuporte de R.

Figura 4.4: Retas de suporte.
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onjuntos �nitos de pontos 109Observe que as retas determinadas pelas arestas de um pol��gono
onvexo s~ao todas retas de suporte do pol��gono. Re
ipro
amente:Propriedade 4.2 Se S �e um 
onjunto de pontos em posi�
~ao geral1ent~ao 
ada par de pontos de S pelos quais passa uma reta de suportedetermina uma aresta de seu 
as
o 
onvexo.

Figura 4.5: Um 
as
o 
onvexo e as linhas de suporte que determinamsuas arestas.Com base nesta propriedade, podemos desenvolver um algoritmomais e�
iente que o anterior. Este �e o objetivo do exer
��
io 4.3.Ex. 4.3:(a) Des
reva um algoritmo que 
onstr�oi a envolt�oria 
onvexa de um
onjunto de n pontos no aqu�em em posi�
~ao geral, identi�
ando asarestas atrav�es da propriedade 4.2.(b) Fa�
a a an�alise da 
omplexidade de seu algoritmo e mostre que ele Complexidade:O(n3)�e mais e�
iente que o algoritmo 4.1 por um fator linear.1Um 
onjunto de pontos em R2 est�a em posi�
~ao geral se ele n~ao 
ont�em doispontos 
oin
identes ou três pontos 
olineares.
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rementalConforme vimos na se�
~ao 1.6.1, uma das t�e
ni
as importantes de pro-jeto de algoritmos, espe
ialmente quando os dados n~ao s~ao todos 
o-nhe
idos a priori, �e a in
remental. Vejamos 
omo apli
�a-la ao problemada 
onstru�
~ao de 
as
os 
onvexos.A 
orre�
~ao do algoritmo abaixo �e de
orrên
ia de uma prova porindu�
~ao de que uma solu�
~ao existe, a qual o leitor atento per
eber�atransparente no pr�oprio algoritmo.Algoritmo 4.2 EnvConv2(S)Dado um 
onjunto �nito S de pelo menos três pontos, devolve o 
as
oConstru�
~aoin
remental 
onvexo de S, Conv(S).1. Se jSj = 3 ent~ao1.1. Se �(p0; p1; p2) > 0 ent~ao devolva (p0; p1; p2) sen~ao devolva(p2; p1; p0).2. Es
olha um ponto q 2 S. Fa�
a S 0  S � fqg.3. Construa re
ursivamente Conv(S 0) = EnvConv2(S 0).4. Se q perten
e ao interior de Conv(S 0)4.1. Ent~ao devolva Conv(S) = Conv(S 0)4.2. Sen~ao4.2.1. Forme Conv(S) estendendo Conv(S 0) de modo que qseja um de seus v�erti
es.4.2.2. Devolva Conv(S).No passo 2 o fato de que q �e um ponto arbitr�ario permite que estealgoritmo seja apli
ado ao 
aso em que os pontos s~ao dados um a umnuma ordem arbitr�aria.Para 
ada ponto, a determina�
~ao de qual dos dois 
asos poss��veis nopasso 4 �e o que o
orre pode ser feita usando-se os algoritmos dis
utidosna se�
~ao 3.3.2.
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~ao em que q deve ser in
luido na solu�
~ao�nal (passo 4.2.1). Neste 
aso, duas novas arestas devem ser a
res
en-tadas �a envolt�oria 
onvexa Conv(S 0) adja
entes a q, enquanto que uma
adeia de arestas (
om pelo menos uma aresta) e possivelmente v�erti
esdeve ser eliminada.

Figura 4.6: Algoritmo in
remental.Denotaremos esta 
adeia por p`; p`+1; : : : ; ph, onde todos os v�erti
esp`+1; p`+2; : : : ; ph�1 e as arestas neles in
identes devem ser eliminados.Portanto, basta determinarmos os pontos p` e ph. Note que p`q deter-mina uma reta de suporte para S, assim 
omo qph.A partir do v�erti
e pj de Conv(S 0) mais pr�oximo de q, um 
aminha-mento no sentido anti-hor�ario sobre os v�erti
es de Conv(S 0) nos permitedeterminar ph da seguinte maneira. Enquanto pj+1 est�a �a direita do raiode origem em q passando por pj, isto �e, enquanto �(pj; q; pj+1) > 0,avan�
a-se pj. Quando pj n~ao puder mais ser avan�
ado sem deixar desatisfazer esta propriedade, teremos en
ontrado ph. Observe que, defato, ph assim obtido determina a reta suporte de Conv(S 0) passandopor q. De maneira similar se determina p`. O passo restante 
onsisteem substituir a 
adeia p`; p`+1; : : : ; ph de Conv(S 0) por p`; q; ph obtendoConv(S).
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Figura 4.7: Determina�
~ao da reta de suporte superior de Conv(S 0)passando por q.ComplexidadeOs passos 1 e 2 tomam tempo 
onstante. Pelo detalhamento do pas-Complexidade:O(n2) so 4.2.1, vemos que ele pode ser realizado em tempo linear na 
ar-dinalidade jSj = n. Logo, a rela�
~ao de re
orrên
ia que des
reve a
omplexidade do algoritmo �e:( T (n) � T (n� 1) + an para n > 3T (3) = b (4.1)onde a e b s~ao 
onstantes. Portanto, o tempo gasto pelo algoritmo 4.2�e da ordem de O(n2), superando, assim, a e�
iên
ia dos anteriores.Per
eba que se no passo 2 tomamos q 
omo o ponto mais �a direita deVarredura Planar S, o algoritmo resultante �e um algoritmo de varredura planar. Para quese possa fazer a es
olha de q de maneira e�
iente neste 
aso, deve-se pr�e-ordenar o 
onjunto S pelas ab
issas de seus pontos, 
omo dis
utimosna se�
~ao 1.6.1.
Figura 4.8: Constru�
~ao in
remental em ordem 
res
ente de ab
issas
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omplexidade resultante depende 
ru
ialmente do pro
esso dedetermina�
~ao da 
adeia de v�erti
es e arestas a ser eliminada do 
as
o
onvexo intermedi�ario (e da elimina�
~ao propriamente dita). Adiaremosa an�alise detalhada de uma maneira e�
iente de realizar estas a�
~oesat�e mais adiante, mas o leitor ansioso �e 
onvidado a projetar e analisara 
omplexidade de um algoritmo por varredura planar baseado nestasobserva�
~oes.4.3.2 Cota inferiorConv�em analisarmos o problema em estudo de modo a determinar uma Ser�a que se podefazer melhor?
ota inferior que des
reva sua 
omplexidade intr��nse
a.Como dis
utimos na se�
~ao 1.5, todo algoritmo que utiliza o testede orienta�
~ao de triângulo pressup~oe que o modelo 
omputa
ional ad-mita produtos entre valores da entrada. Logo, tais algoritmos n~ao s~aorepresent�aveis nos modelos de de
is~oes bin�arias ou de de
is~oes lineares.Portanto, qualquer prova de 
ota inferior para o problema da 
ons-tru�
~ao da envolt�oria 
onvexa deve ser feita dentro de um modelo pelomenos t~ao forte quanto o de �arvore de de
is~oes quadr�ati
as. Consi-deraremos o modelo de de
is~oes alg�ebri
as, j�a que este in
lui todas asopera�
~oes ne
ess�arias.O leitor familiar 
om a demonstra�
~ao de que o problema da orde-na�
~ao requer pelo menos 
(n logn) 
ompara�
~oes no modelo de �arvorede de
is~oes bin�arias n~ao ter�a di�
uldade de ver que a mesma prova valetamb�em para o modelo de �arvore de de
is~oes alg�ebri
as.Logo, para estabele
ermos 
(n logn) 
omo 
ota inferior para oproblema da 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexo, basta reduzirmos a este,o problema da ordena�
~ao, 
onforme se�
~ao 1.7. Isso se pode fazer
onstruindo-se (em tempo linear) uma instân
ia do problema do 
as
o
onvexo a partir de uma instân
ia arbitr�aria do problema da ordena�
~aode modo que se possa obter (em tempo linear) a solu�
~ao desta a partirda solu�
~ao daquela.Dada uma seq�uên
ia S de n n�umeros reais (ou mesmo inteiros) Cota inferior:
(n logn)x0; x1; : : : ; xn�1, 
onsidere o 
onjunto S = f(x0; x20); (x1; x21); : : : ;(xn�1; x2n�1)g de pontos sobre a par�abola y = x2. Em primeiro lugar,note que todos os pontos de S s~ao v�erti
es de sua envolt�oria 
onve-



114 Cap��tulo 4. Convexidadexa Conv(S). Ademais, per
orrendo-se (duas vezes) a seq�uên
ia dosv�erti
es de Conv(S) podemos produzir a seq�uên
ia S ordenada.

Figura 4.9: Redu�
~ao de ordena�
~ao para 
as
o 
onvexoIsso mostra que qualquer algoritmo que 
onstr�oi envolt�orias 
onve-xas pode ser usado para ordenar e, portanto, �
a estabele
ida a 
otainferior 
(n logn) para o problema da 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexode um 
onjunto de n pontos em T2, no modelo de �arvore de de
is~oesalg�ebri
as.Portanto, o melhor que podemos esperar obter �e um algoritmo de
omplexidade O(n logn). Isto �e pre
isamente o que realizaremos nasse�
~oes seguintes.4.3.3 Envolvendo estrelasUm pol��gono em forma de estrela reune su�
iente estrutura para per-mitir a 
onstru�
~ao da envolt�oria 
onvexa de seus v�erti
es de maneiramuito mais e�
iente do que se estes fossem 
onsiderados apenas 
omoum 
onjunto desestruturado de pontos.Envolt�oria 
onvexa de um pol��gono em forma de estrelaO trabalho de transformar um pol��gono em forma de estrela na en-Elimina�
~ao deângulos re
exos volt�oria 
onvexa de seus v�erti
es 
onsiste essen
ialmente em eliminaros v�erti
es nos quais os ângulos internos s~ao re
exos.
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onjuntos �nitos de pontos 115Pela de�ni�
~ao de pol��gono 
onvexo, um pol��gono simples P =(p0; p1; : : : ; pn�1) �e 
onvexo se e somente se �(pi�1; pi; pi+1) = +1 para0 � i � n� 1.O algoritmo que vamos des
rever baseado nesta de�ni�
~ao apare
ena literatura j�a no artigo pioneiro de R. Graham [Gra72℄, e por essaraz~ao ele �e 
onhe
ido por varredura de Graham.Observa�
~ao 4.2 Se um pol��gono estrelado n~ao est�a 
ontido num he-misf�erio, seu 
as
o 
onvexo n~ao est�a de�nido pois n~ao existe nenhum
onjunto 
onvexo que o 
ontenha. A dete
�
~ao desta situa�
~ao �e um as-pe
to importante do problema e pode ser tratada dentro de 
ada algorit-mo que 
onstr�oi a envolt�oria 
onvexa. No entanto, nosso objetivo nestase�
~ao �e o de 
onstruir 
as
os 
onvexos apenas de pol��gonos estrelados
ujos v�erti
es est~ao todos 
ontidos num hemisf�erio, por isso, 
onsidera-remos que os pol��gonos em forma de estrela tratados aqui est~ao 
ontidosno aqu�em.Considere um pol��gono em forma de estrela P = (p0; p1; : : : ; pn�1).Se p �e um dos v�erti
es de P , denotaremos por su
(p) o su
essor de p epor pred(p) o seu prede
essor na ordem em que os v�erti
es s~ao dados.A id�eia �e per
orrer os v�erti
es de P , 
ome�
ando nalgum v�erti
eque se saiba que perten
er�a �a envolt�oria 
onvexa, de forma 
ir
ular,veri�
ando se 
ada seq�uên
ia de três v�erti
es 
onse
utivos forma uma
urva para a esquerda ou para a direita. No primeiro 
aso, se prosseguee no segundo, elimina-se pelo menos um v�erti
e.

Figura 4.10: Ângulos re
exos devem ser eliminados
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urso, mant�em-se uma pilha S dos v�erti
es que for-mam o 
as
o 
onvexo dos pontos pro
essados at�e o momento. V�erti
esque venham a ser en
ontrados mais tarde neste pro
esso podem for�
ara elimina�
~ao de alguns dos que se en
ontram na pilha devido �a dete
�
~aode ângulos re
exos. Ao �nal, a pilha 
ont�em os v�erti
es (na ordem in-versa da que queremos!) do 
as
o 
onvexo de P . Denotemos por Stopoo ponto no topo da pilha S e por Stopo�1 o ponto imediatamente abaixode Stopo em S.Algoritmo 4.3 Varr-Graham(P )Dado um pol��gono estrelado P 
om n v�erti
es, devolve o 
as
o 
onvexode P .1. Dentre os v�erti
es de maior ab
issa, en
ontre o de menor orde-nada; 
hame-o p.2. Empilhe (S; p); empilhe (S; su
(p)).3. q  su
(su
(p)).4. Enquanto q 6= su
(p) repita4.1. Se �(Stopo�1;Stopo; q) > 0 ent~ao4.1.1. Empilhe (S; q);4.1.2. q  su
(q)4.2. Sen~ao desempilhe (S).5. Devolva 
omo Conv(P ) os v�erti
es de S na ordem inversa daque se en
ontram na pilha.ComplexidadeObserve que tanto a determina�
~ao do v�erti
e ini
ial p (passo 1) quantoComplexidade:O(n) o per
urso (passo 4) s~ao pro
edimentos realiz�aveis em tempo linear non�umero de v�erti
es de P , j�a que 
ada v�erti
e �e empilhado exatamenteuma vez.�E importante observar que a simpli
idade do pol��gono resultante �ede
orrente do fato de que o pol��gono original P era estrelado. Se P fosseapenas um pol��gono simples n~ao estrelado, o pro
edimento falharia,
omo mostra o exer
��
io seguinte:
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onjuntos �nitos de pontos 117Ex. 4.4:(a) En
ontre um pol��gono simples n~ao estrelado para o qual o pro
e-dimento a
ima produz a envolt�oria 
onvexa.(b) En
ontre um pol��gono simples n~ao estrelado para o qual o pro
e-dimento a
ima n~ao produz a envolt�oria 
onvexa.(
) Mostre que o menor pol��gono que serve de solu�
~ao para o item (b)tem seis v�erti
es.4.3.4 Fazendo estrelasEm vista do que apresentamos no in��
io desta se�
~ao, para que possamosobter um algoritmo subquadr�ati
o para 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexo deum 
onjunto S de n pontos do aqu�em, basta apenas que obtenhamosum algoritmo de 
omplexidade o(n2) para 
onstru�
~ao de um pol��gonoem forma de estrela 
ujos v�erti
es sejam os pontos de S. O seguintealgoritmo atinge esse objetivo.

Figura 4.11: Constru�
~ao de pol��gono em forma de estrelaAlgoritmo 4.4 Estr(S)Dado um 
onjunto S de n pontos, devolve um pol��gono estrelado 
ujo
onjunto de v�erti
es �e S.
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olha dois pontos distintos p0 e p1 quaisquer em S.2. Ordene os demais pontos angularmente em rela�
~ao a p0 e p0_p1.3. Devolva o pol��gono 
ujos v�erti
es s~ao todos os pontos de S, naordem obtida no passo anterior, 
ome�
ando e terminando emp0.A demonstra�
~ao de que o v�erti
e p0 es
olhido no primeiro passoOrdena�
~ao induzestrutura deste algoritmo pode ser arbitr�ario �e motivo do exer
��
io 4.5.Ex. 4.5: O prop�osito do algoritmo 4.4 �e a 
onstru�
~ao de um pol��gonoem forma de estrela 
ujos v�erti
es s~ao os pontos de um dado 
onjunto�nito S.(a) Mostre que, no primeiro passo do algoritmo, a es
olha do ponto p0do 
onjunto S em torno do qual a ordena�
~ao 
ir
ular dos outrospontos �e realizada pode ser arbitr�aria. Isto �e, qualquer que seja oponto 
entral da ordena�
~ao o resultado do algoritmo �e sempre umpol��gono em forma de estrela.(b) Mostre que podemos tamb�em es
olher 
omo ponto 
entral qual-quer ponto em T2 que seja uma 
ombina�
~ao 
onvexa de pelo menos2 pontos de S.(
) O que a
onte
e se es
olhermos 
omo ponto 
entral da ordena�
~ao
ir
ular um ponto que seja uma 
ombina�
~ao linear n~ao 
onvexade pontos de S?Como o leitor j�a deve suspeitar, a ordena�
~ao angular pode serrealizada sem a ne
essidade de 
�al
ulo expl��
ito de ângulos. Vejaexer
��
io 4.6.Ex. 4.6: Des
reva um pro
edimento para realizar a ordena�
~ao angulardo passo 2 do algoritmo 4.4 usando apenas o teste de orienta�
~ao detriângulos.ComplexidadeA 
omplexidade do algoritmo 4.4 �e essen
ialmente devida ao passo 2 deComplexidade:O(n logn) ordena�
~ao que pode ser realizado em tempo O(n logn), o que �e �otimo.
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onjuntos �nitos de pontos 119Otimalidade do algoritmoNas duas se�
~oes anteriores vimos que, dado um 
onjunto S de n pontos Cas
o 
onvexo emtempo �otimo:�(n logn)no aqu�em:� podemos 
onstruir em tempo O(n logn) um pol��gono estrelado Ptendo todos os pontos de S 
omo v�erti
es;� a partir de um pol��gono estrelado �e poss��vel obter em tempo linearo seu 
as
o 
onvexo;� 
(n logn) �e uma 
ota inferior para a 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexode um 
onjunto de n pontos em T2, no modelo de �arvore dede
is~oes alg�ebri
as.Isso estabele
e um algoritmo assintoti
amente �otimo para a deter-mina�
~ao da envolt�oria 
onvexa de 
onjuntos �nitos de pontos no planoprojetivo orientado.Varredura: uma quest~ao de �oti
aVejamos agora 
omo podemos transformar os pro
edimentos que leva-ram �a 
onstru�
~ao de 
as
o 
onvexo em tempo �otimo em um algoritmoque utiliza o paradigma de varredura planar.Seja, ainda, S um 
onjunto de n pontos no aqu�em. Chamemos depmin e pmax os pontos de S de menor e de maior ab
issa, respe
tivamen-te. Considere o sub
onjunto S+ de S formado pelos pontos que est~aodo lado n~ao-negativo da reta pmin_pmax. Similarmente, denote por S�o 
onjunto dos pontos de S do lado n~ao-positivo de pmin_pmax. Obser-ve que o 
as
o 
onvexo de S pode ser obtido da uni~ao de Conv(S+) eConv(S�) 
uja �uni
a interse
�
~ao s~ao os pontos pmin e pmax. Portanto,podemos 
onstruir Conv(S+) e Conv(S�) independentemente.Imagine um ponto p1 de ab
issa p1:x = (pmin:x + pmax:x)=2 eordenada p1:y = �1, em torno do qual ordenamos angularmente ospontos de S+. Esta ordena�
~ao 
orresponde exatamente �a ordena�
~aodos pontos de S+ por suas ab
issas.
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Figura 4.12: Constru�
~ao da envolt�oria 
onvexa por varredura.Se 
onstru��mos, 
onforme o passo 2 do algoritmo 4.4, o pol��gono es-trelado P 
ujo 
onjunto de v�erti
es �e S+, a apli
a�
~ao do algoritmo 4.3(de varredura de Graham) produz o 
as
o 
onvexo de S+. Similarmen-te, podemos obter Conv(S�).Per
eba que este pro
edimento �e pre
isamente um de varreduraplanar no sentido des
rito na se�
~ao 1.6.1, se desprezamos o artif��
io doponto p1 e 
onsideramos apenas que, uma vez ordenados os pontos deS+, o algoritmo da varredura de Graham 
onsiste de visitar os pontos deS+ em seq�uên
ia pro
essando-os de modo a eliminar ângulos re
exos.A 
omplexidade do algoritmo ainda �e a mesma des
rita anterior-mente, isto �e, O(n logn), e temos assim, um algoritmo �otimo baseadona t�e
ni
a de varredura planar, s�o que apresentado 
omo uma varia�
~aode um outro algoritmo de varredura angular.4.3.5 Constru�
~ao por divis~ao e 
onquistaVamos agora utilizar outro importante paradigma de projeto de algorit-mos, para apresentarmos mais um pro
edimento (tamb�em �otimo) para
onstru�
~ao de 
as
o 
onvexo.Por divis~ao e 
onquistaO algoritmo pelo m�etodo in
remental que vimos na se�
~ao 4.3.1 para
onstru�
~ao da envolt�oria 
onvexa de um 
onjunto de pontos 
onsiste
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ialmente de reunir um ponto de 
ada vez a um 
as
o 
onvexopreviamente 
onstru��do.Uma id�eia semelhante �e a de reunir dois 
as
os 
onvexos par
iais(disjuntos) de modo a formar o 
as
o 
onvexo da uni~ao de seus v�erti
es.Isso nos leva �a apli
a�
~ao da t�e
ni
a de divis~ao e 
onquista para projetode um novo algoritmo.Ao inv�es de fazermos uma divis~ao do 
onjunto de pontos em dois Cas
o 
onvexo pordivis~ao e 
onquistasub
onjuntos arbitr�arios, usaremos uma divis~ao que produza dois sub-
onjuntos separados por uma reta verti
al mediana nas ab
issas dospontos. (Chamaremos E o do lado n~ao negativo e D o do lado n~aopositivo.)

Figura 4.13: Cas
o 
onvexo por divis~ao e 
onquistaDeste modo, garantimos que no passo de 
onquista teremos doispol��gonos 
onvexos disjuntos a serem pro
essados. Este pro
essamento
onsiste da 
onstru�
~ao de duas arestas de suporte (semelhante a 
omo�zemos no 
aso do algoritmo in
remental) e da elimina�
~ao dos v�erti
esinternos ao novo pol��gono. O algoritmo 4.5 atinge este prop�osito.Algoritmo 4.5 ConvD&C(S)Dado um 
onjunto S de pontos, devolve o 
as
o 
onvexo de S.1. Ordene os n pontos do 
onjunto S por ab
issa.2. Devolva o 
as
o 
onvexo 
onstru��do pelo algoritmoConvD&C-Aux(S) abaixo.



122 Cap��tulo 4. ConvexidadeAlgoritmo 4.6 ConvD&C-Aux(S)1. Se jSj = 3 ent~ao1.1. se �(p0; p1; p2) > 0 ent~ao devolva (p0; p1; p2) sen~ao devolva(p2; p1; p0).2. Divida os pontos em dois 
onjuntos E e D 
ontendo os bn=2
pontos do lado n~ao negativo e os dn=2e pontos do lado n~aopositivo, respe
tivamente.3. Construa os 
as
os 
onvexos Conv(E)=ConvD&C-Aux(E) eConv(D)=ConvD&C-Aux(D), re
ursivamente.4. Inter
ale Conv(E) 
om Conv(D) formando Conv(S).5. Devolva Conv(S).Obviamente, o passo de inter
ala�
~ao requer detalhamento pois �e alique se d�a a efetiva 
onstru�
~ao de novas arestas a 
ada passo de 
onquis-ta. O algoritmo 4.7 a seguir determina o par de v�erti
es dos 
onjun-tos Conv(E) e Conv(D) que de�nem uma reta de suporte 
omum aosdois pol��gonos Conv(E) e Conv(D). Similarmente, deve-se determinara aresta de suporte inferior e eliminar de 
ada um dos 
as
os 
onve-xos par
iais anteriores os v�erti
es interiores ao pol��gono Conv(E [D)resultante, assim 
omo as arestas neles in
identes.Re
orde-se que dado um v�erti
e p de um pol��gono denotamos porsu
(p) o v�erti
e seguinte a p e por pred(p) o seu anterior na ordem emque os v�erti
es s~ao dados.

Figura 4.14: Constru�
~ao da reta de suporte superior.
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onjuntos �nitos de pontos 123Algoritmo 4.7 Sup-Suporte(Conv(E),Conv(D))Dados os 
as
os 
onvexos Conv(E) e Conv(D) de dois 
onjuntos E eD, linearmente separ�aveis por uma reta `, 
om E do lado n~ao negativode ` e D do lado n~ao positivo de `, devolve a aresta de suporte superiorde Conv(E) e Conv(D).1. Seja e um v�erti
e de Conv(E) mais pr�oximo de ` e d um v�erti
ede Conv(D) mais pr�oximo de `.2. Enquanto (e; d) n~ao �e reta de suporte superior tanto de Conv(E)quanto de Conv(D) repita2.1. Enquanto (e; d) n~ao �e reta de suporte superior de Conv(E)repita2.1.1. e su
(e).2.2. Enquanto (e; d) n~ao �e reta de suporte superior de Conv(D)repita2.2.1. d pred(d).3. Devolva o par (e; d).Para determinar se (e; d), e 2 E, d 2 D, �e reta de suporte superior Determina�
~ao dereta de suporte dedois pol��gonosde Conv(E) basta veri�
ar se �(d; pred(e); e) < 0 e �(d; e; su
(e)) > 0,(isto �e, o prede
essor e o su
essor de e em Conv(E) devem estar ambosdo lado positivo de d _ e).ComplexidadePara se determinar a 
omplexidade do algoritmo 4.7, note que 
ada Complexidade:�(n logn)v�erti
e de uma sub-
adeia de Conv(E) �e visitado exatamente umavez. (Esta sub-
adeia �e pre
isamente aquela que deve ser eliminadadurante a inter
ala�
~ao de Conv(E) e Conv(D).) Portanto, o n�umerode opera�
~oes realizadas n~ao ultrapassa O(n).Estabele
ida a e�
iên
ia do pro
edimento que 
orresponde ao passode 
onquista do algoritmo 4.6, podemos expressar a 
omplexidade deste
omo a solu�
~ao da rela�
~ao de re
orrên
ia:( T (n) � 2T (n=2) + an para n > 3T (3) = b (4.2)onde a e b s~ao 
onstantes. Logo o tempo gasto pelo algoritmo 4.5 �e daordem de O(n logn), sendo, portanto, tamb�em �otimo.



124 Cap��tulo 4. Convexidade4.3.6 E quando o 
as
o 
onvexo n~ao existe?Prometemos anteriormente es
lare
er 
omo determinar se o 
as
o 
on-vexo de um 
onjunto �nito de pontos �e de�nido. A di�
uldade daquest~ao �e que mesmo um 
onjunto sem pontos antipodais pode produ-zir um pol��gono (simples) 
ontendo pares de pontos antipodais tantoem seu lado positivo quanto em seu lado negativo.Qual �e ent~ao uma 
ara
teriza�
~ao dos 
onjuntos para os quais issoo
orre? Obviamente, pontos antipodais perten
em a hemisf�erios 
om-plementares e, ainda mais, exatamente um ponto dentre um par qual-quer de ant��podas perten
e ao aqu�em e o outro ao al�em. Portanto, seuma regi~ao R de T2 
ont�em pontos antipodais, o 
onjunto antipodal daparte de R 
ontida no al�em tem que inter
eptar a por�
~ao de R 
ontidano aqu�em.Esta propriedade permite de
idirmos se a envolt�oria 
onvexa de um
onjunto S de n pontos em T2 �e de�nida ou n~ao. O seguinte algoritmode
ide esta quest~ao:Algoritmo 4.8 Existe-Conv(S)Dado um 
onjunto S de pontos em T2, devolve "verdadeiro"se o 
as
o
onvexo de S �e de�nido e "falso"no 
aso 
ontr�ario.1. Seja S+ (S�) o 
onjunto de todos os pontos de S de peso positivo(negativo).2. Seja :S� o 
onjunto antipodal de S�.3. Construa Conv(S+) e Conv(:S�).4. Se Conv(S+) \ Conv(:S�) 6= ; ent~ao devolva falso, sen~aodevolva verdadeiro.O algoritmo usado no passo 3 pode ser qualquer um que 
onstrua
as
o 
onvexo pois ambos os 
onjuntos S+ e :S� têm envolt�orias de�-nidas.A determina�
~ao da existên
ia de interse
�
~ao entre Conv(S+) eConv(:S�) no passo 4 pode ser feita em tempo linear em jSj e dei-xamos 
omo um exer
��
io para o leitor o projeto deste algoritmo.Portanto, a apli
a�
~ao de todos os algoritmos vistos neste 
ap��tulopara 
onstru�
~ao do 
as
o 
onvexo de um 
onjunto �nito S de pontos



4.4. Extens~oes 125pode ser feita assumindo que se de
idiu antes que este 
as
o �e de�nido,j�a que esta de
is~ao pode ser feita atrav�es da exe
u�
~ao do algoritmoExiste-Conv(S) a
ima. A inde�ni�
~ao da envolt�oria 
onvexa �e indi
adapor uma mensagem de erro, quando apropriado.Al�em disso, a menos de uma transla�
~ao (realiz�avel em tempo linear),podemos assumir que o 
onjunto de pontos 
ujo 
as
o 
onvexo se deseja
onstruir est�a 
ontido no aqu�em.4.4 Extens~oesIlustramos alguns paradigmas de projetos de algoritmos na �area degeometria 
omputa
ional atrav�es da abordagem de alguns problemasrela
ionados 
om pol��gonos e, em parti
ular, 
om a 
onstru�
~ao de en-volt�orias 
onvexas. Dentre estes paradigmas, vimos:� 
onstru�
~ao in
remental,� varredura planar,� divis~ao e 
onquista.Al�em disso, estabele
emos uma 
ota inferior n~ao trivial para o pro-blema da 
onstru�
~ao de 
as
os 
onvexos e mostramos que ela pode seratingida por algoritmos 
omo aqueles baseados em varredura e divis~aoe 
onquista. Isso, no entanto, n~ao en
erra o estudo de algoritmos paraeste problema, pois h�a ainda muitas quest~oes relevantes. Dentre elas,temos: an�alise 
omparativa de algoritmos para instân
ias de tamanhosde interesse pr�ati
o, manuten�
~ao de envolt�oria 
onvexa na situa�
~ao de
onjuntos de pontos submetidos a altera�
~oes em tempo real (inser�
~ao,remo�
~ao), projeto de algoritmos aproximados 
om 
omplexidade linear,et
.4.4.1 Cas
o 
onvexo de pol��gono simplesVimos anteriormente (se�
~ao 4.3.3) que a estrutura de um pol��gono es-trelado �e su�
iente para que se possa realizar a 
onstru�
~ao da envolt�oria
onvexa de seus v�erti
es 
om uma quantidade linear de opera�
~oes.



126 Cap��tulo 4. ConvexidadeO 
as
o 
onvexo de um pol��gono simples (n~ao ne
essariamente emCas
o 
onvexo depol��gono simples emtempo linear. forma de estrela), 
ontido num hemisf�erio, tamb�em pode ser determi-nado em tempo linear por um m�etodo n~ao muito mais 
omplexo queo algoritmo de Graham des
rito na se�
~ao 4.3.3. Um dos algoritmospara isso foi des
oberto por D.T.Lee [Lee83℄. Para uma des
ri�
~ao destealgoritmo assim 
omo uma hist�oria de simpli�
a�
~oes apresentadas poroutros autores, veja [PS85℄.



Cap��tulo 5Mapas
5.1 Introdu�
~aoO tema deste 
ap��tulo �e a representa�
~ao e manuseio de mapas no
omputador. Dada sua extens~ao, 
onv�em 
ome�
ar por uma brevesinopse de seu 
onte�udo.5.1.1 Con
eitos fundamentaisInformalmente, um mapa �e uma divis~ao de 
ole�
~ao uma superf��
ie |por exemplo, o plano ou a esfera | num n�umero �nito de regi~oes.Alguns exemplos t��pi
os s~ao um mapa do Brasil mostrando os estados,um globo terrestre mostrando os 
ontinentes e o
eanos, o arranjo defa
es e arestas na superf��
ie de um poliedro, um logotipo multi
olor,et
. Veja a �gura 5.1.

Figura 5.1: Exemplos de mapas.127



128 Cap��tulo 5. MapasNeste livro trataremos quase que ex
lusivamente de mapas planares,
uja superf��
ie �e o plano projetivo orientado T2. Dentro desta 
lasse,estudaremos 
om mais detalhes a sub
lasse dos mapas poligonais, 
ujasarestas s~ao segmentos de reta.5.1.2 Apli
a�
~oesMapas podem ser vistos 
omo uma generaliza�
~ao dos 
on
eitos dePol��gonosgeneralizados triângulo, pol��gono 
onvexo, e pol��gono simples que estudamos nos
ap��tulos anteriores. A justi�
ativa para introduzir esse novo 
on
eitogeral �e que muitas �guras geom�etri
as que surgem na pr�ati
a n~ao seenquadram em nenhuma destas 
lasses mais restritas. Por exemplo, omapa de um pa��s nem sempre pode ser representado por um pol��gonosimples, pois ele pode ter ilhas, ou mesmo bura
os (territ�orios internosperten
entes a outros pa��ses). Uma rede de estradas pode ter mais deduas linhas 
hegando na mesma 
idade; uma parede de pr�edio podeter janelas e portas; uma pe�
a met�ali
a estampada pode ter furos;o 
ontorno de uma letra pode ter ar
os de 
��r
ulo ou 
urvas mais
omplexas; e assim por diante.Mapas s~ao usados tamb�em para a modelagem de objetos tridimen-Apli
a�
~oes pr�ati
as sionais em 
omputa�
~ao gr�a�
a, rob�oti
a, e projeto industrial; para amodelagem de terrenos em geologia e topogra�a; no projeto e fabri-
a�
~ao de 
ir
uitos integrados; na resolu�
~ao num�eri
a das equa�
~oes di-feren
iais par
iais da meteorologia, me
âni
a dos 
uidos, e engenharia
ivil (m�etodo de elementos �nitos); e muitas outras apli
a�
~oes.Ex. 5.1: Cite um pa��s que tem pelo menos dois bura
os no seu ter-rit�orio.5.1.3 Estruturas de dadosEm muitas apli
a�
~oes, as propriedades topol�ogi
as de um mapa (quaisEstruturas de dadostopol�ogi
as regi~oes s~ao vizinhas entre si) podem ser mais importantes do que suaspropriedades geom�etri
as (a forma e o tamanho das regi~oes). Nesses 
a-sos, 
onv�em em geral representar um mapa por uma estrutura de dadosligada, onde as rela�
~oes de vizinhan�
a entre as regi~oes s~ao expli
itamen-te representadas por apontadores entre os registros 
orrespondentes.



5.2. Con
eitos fundamentais 129Tais apontadores tamb�em permitem melhorar a e�
iên
ia de 
er-tos algoritmos geom�etri
os, 
omo por exemplo lo
alizar o estado que
ont�em um ponto de latitude e longitude 
onhe
idas. Al�em disso, o usode apontadores geralmente permite e
onomizar espa�
o, pois a fronteira
omum ente duas regi~oes pode ser representada uma �uni
a vez.5.1.4 AlgoritmosQuanto a algoritmos, este 
ap��tulo introduz dois paradigmas importan-tes para a manipula�
~ao de mapas planares: superposi�
~ao de mapas e avarredura do plano.Muitos problemas geom�etri
os envolvendo dois mapas planares po- Superposi�
~aodem ser resolvidos 
onstruindo-se primeiro um ter
eiro mapa que �e me-ramente a superposi�
~ao dos dois, e eliminando-se em seguida algumaslinhas e regi~oes deste �ultimo, segundo 
ertas regras simples. Com estem�etodo podemos fa
ilmente 
al
ular, por exemplo, a uni~ao, interse
�
~ao,e diferen�
a de dois pol��gonos arbitr�arios.Num n��vel mais b�asi
o, o paradigma da varredura do plano �e a Varredurabase de algoritmos �otimos para v�arias opera�
~oes 
om mapas planares,in
luindo o 
�al
ulo da superposi�
~ao de dois mapas, a de
omposi�
~ao depol��gonos em triângulos ou quadril�ateros, a lo
aliza�
~ao de pontos nummapa, e muitos outros.5.2 Con
eitos fundamentaisO 
on
eito informal de de mapa | uma superf��
ie dividida em regi~oes| �e vago e gen�eri
o demais para servir de base a algoritmos. Portanto,antes de mais nada pre
isamos formalizar um pou
o mais esta de�ni�
~ao.Para este �m, e para outras de�ni�
~oes que se seguem, vamos supor
onhe
idos 
ertos 
on
eitos elementares de topologia de 
onjuntos. Emparti
ular, vamos usar os 
on
eitos de espa�
o topol�ogi
o, 
onjunto aber-to e fe
hado, sub-espa�
o, vizinhan�
a de um ponto, ponto de a
umula�
~aoe limite, fe
ho, interior, e fronteira de um 
onjunto, e 
ontinuidade deuma fun�
~ao. Vamos tamb�em utilizar bastante o 
on
eito de homeomor-�smo (ou equivalên
ia) entre dois espa�
os topol�ogi
os.



130 Cap��tulo 5. MapasLeitores que tiveram algum 
ontato 
om estes 
on
eitos em 
ursosde an�alise real ou 
�al
ulo n~ao devem ter di�
uldade em a
ompanhara dis
uss~ao abaixo. Em todo 
aso, in
lu��mos de�ni�
~oes su
intas dosmesmos no �m deste 
ap��tulo (se�
~ao 5.9).5.2.1 Ar
os e dis
osEm topologia, de�ne-se um ar
o aberto de um espa�
o topol�ogi
o 
omoAr
o aberto sendo um 
onjunto de pontos equivalente ao intervalo aberto (�1;+1).Informalmente, um ar
o aberto �e um peda�
o �uni
o de reta ou de
urva, que n~ao se 
ruza e que n~ao 
ont�em seus pontos extremos. Estade�ni�
~ao ex
lui portanto 
urvas sem pontas (por exemplo, um 
��r
ulo),ou que se bifur
am.De�ne-se tamb�em um dis
o aberto 
omo sendo um 
onjunto deDis
o aberto pontos equivalente ao interior do 
��r
ulo unit�ario de R2 . Informalmente,um dis
o aberto �e um peda�
o de superf��
ie 
om uma �uni
a borda, quepode ser esti
ado e desdobrado, sem rasgar, at�e �
ar inteiramente plano.Ex. 5.2: Mostre que todo ar
o aberto �e equivalente �a reta R, e quetodo dis
o aberto �e equivalente ao plano R2 .Ex. 5.3: Quais dos sub
onjuntos abaixo s~ao ar
os de R2? (Justi�queinformalmente as respostas.)(a) � (t; t2) : 0 < t < 1 	(b) � (t; t2) : 0 < t � 1 	(
) f (
os �; sin �) : 0 < � < 2� g(d) f (t; sin(1=t)) : 0 < t < 1 g(e) f (t; 0) : 0 < t � 1 g [ f (0; t) : 0 < t < 1 g(f) f (t; 0) : 0 < t � 1 g [ f (
os �; sin �) : 0 < � < 2� gEx. 5.4: Mostre que todo dis
o aberto �e equivalente ao quadrado aber-to (�1;+1)� (�1;+1).5.2.2 Superf��
iePor superf��
ie entendemos o que �e te
ni
amente 
hamado de variedadeSuperf��
ie topol�ogi
a bidimensional: isto �e, um espa�
o topol�ogi
o, 
ada ponto doqual tem uma vizinhan�
a que �e um dis
o aberto.



5.2. Con
eitos fundamentais 131Informalmente, uma superf��
ie �e um 
onjunto de pontos que �e bi-dimensional ao redor de qualquer de seus pontos. O plano 
artesianoR2 , a esfera S2, e a superf��
ie de um toro s~ao exemplos t��pi
os. Outrosexemplos s~ao: um hemisf�erio de S2 (ex
luindo o `equador'), a superf��
iede um 
ilindro de 
omprimento in�nito, uma �ta de M�obius (ex
luindoos pontos na borda). Veja a �gura 5.2.

Figura 5.2: Exemplos de superf��
iesPor outro lado, um hemisf�erio de S2, in
luindo o equador, n~ao �e umasuperf��
ie; pois os pontos do equador n~ao tem nenhuma vizinhan�
a queseja equivalente a um dis
o aberto. Outros exemplos de 
onjuntos quen~ao s~ao superf��
ies, no nosso sentido, s~ao: dois 
ones unidos pelo v�erti
e,três semi-planos limitados pela mesma reta, ou uma esfera menos umar
o aberto do equador.5.2.3 Conjunto 
onexoEm topologia, diz-se que um espa�
o X �e 
onexo se n~ao existe nenhum Conjunto 
onexosub
onjunto pr�oprio e n~ao vazio Y de X que �e ao mesmo tempo abertoe fe
hado.No 
aso de X ser um sub
onjunto de uma superf��
ie, isto equivalea dizer que �e poss��vel ir de qualquer ponto de X para qualquer outroponto, por uma trajet�oria 
ont��nua, sem sair deX. (Mais pre
isamente,para quaisquer dois pontos u e v de X, existe uma fun�
~ao 
ont��nua fdo intervalo fe
hado [0; 1℄ para X, tal que f(0) = u e f(1) = v.)



132 Cap��tulo 5. MapasAs 
omponentes 
onexas de um 
onjunto X s~ao os seus sub
onjun-tos 
onexos maximais. Ou seja, dois pontos de X est~ao na mesma
omponente se e somente se �e poss��vel ir de um par o outro segundouma trajet�oria 
ont��nua em X.5.2.4 De�ni�
~ao formal de mapaEstamos �nalmente em 
ondi�
~oes de de�nir o assunto deste 
ap��tulo:De�ni�
~ao 5.1 Um mapa sobre uma superf��
ie S �e uma parti�
~ao de SMapa e elemento numa 
ole�
~ao de sub
onjuntos 
onexos e n~ao vazios | os elementos domapa.Note a palavra parti�
~ao: ela signi�
a que os elementos do mapa s~aodisjuntos dois a dois, e 
obrem 
ompletamente a superf��
ie S. Ou seja,todo ponto da superf��
ie perten
e a exatamente um elemento do mapa.Se M �e um mapa sobre uma superf��
ie S, e p �e um ponto de S,Elemento que
ont�em um ponto denotaremos por M(p) o �uni
o elemento de M que possui p. Maisgeralmente, se X �e um sub
onjunto de S que est�a 
ontido num �uni
oelemento de M , denotaremos esse elemento por M(X).Ex. 5.5: Considere o mapa M sobre a esfera S2, onde dois pontos[w; x; y℄ e w0; x0; y0℄ perten
em ao mesmo elemento deM se e somente sesgnw = sgnw0, sgnx = sgnx0 e sgn y = sgn y0. Des
reva expli
itamenteos elementos de M .5.2.5 Mapas equivalentesDizemos que dois mapas M e N s~ao equivalentes (topologi
amente) seMapas equivalentes existir um homeomor�smo entre as duas superf��
ies dos mesmos, talque a imagem de 
ada elemento de M �e um elemento de N .Uma propriedade topol�ogi
a de superf��
ies, mapas, pontos, ou 
on-Topologia de ummapa juntos de pontos �e uma a�rma�
~ao que pode ser de�nida usando apenas�algebra de 
onjuntos e os 
on
eitos de 
onjunto aberto e fe
hado. Ouseja, �e uma propriedade que n~ao �e afetada se substituirmos 
ada su-perf��
ie S por uma superf��
ie homeomorfa S 0, e 
ada ponto ou 
onjuntode pontos de S pelo seu 
orrespondente em S 0.



5.3. Mapas espe
iais 133A topologia de um mapa M sobre uma superf��
ie S �e o 
onjunto detodas as propriedades topol�ogi
as de S e M . Podemos portanto dizerque dois mapas equivalentes se eles têm a mesma topologia.5.2.6 In
idên
iaUm exemplo de propriedade topol�ogi
a s~ao as rela�
~oes de in
idên
ia In
idên
ia entreelementosentre elementos de um mapa. Diremos que um elemento a de um mapaM in
ide em outro elemento b, denotado por a! b, se a fronteira de a
ont�em algum ponto de b.Ou seja, a! b se b 
ont�em um ponto de a
umula�
~ao de a. No planoR2 , por exemplo, o segmento aberto de entre (0; 0) e (1; 1) in
ide nessesdois pontos; e o semiplano y > 0 in
ide nos dois pontos e no segmento.5.3 Mapas espe
iaisA de�ni�
~ao de mapa que demos na se�
~ao 5.2.4 �e geral demais paranossos prop�ositos. Por exemplo, ela permite um n�umero in�nito deelementos arbitrariamente 
ompli
ados, em superf��
ies arbitrariamente
ompli
adas.Portanto, se quisermos representar e manipular mapas no 
omputa-dor, temos que limitar nossa aten�
~ao a alguma sub
lasse de mapas ondeo tipo de superf��
ie, a forma dos elementos, e as rela�
~oes de in
idên
iaentre eles s~ao su�
ientemente restritas.Com esta motiva�
~ao, de�niremos a seguir algumas sub
lasses demapas que s~ao importantes na pr�ati
a: os mapas simples, alg�ebri
os,planares, e poligonais.5.3.1 Superf��
ie 
ompa
taEm primeiro lugar, 
onv�em trabalhar apenas 
om mapas sobre su- Superf��
ie 
ompa
taperf��
ies 
ompa
tas. Formalmente, diz-se que um espa�
o topol�ogi
oS �e 
ompa
to se e somente se todo sub
onjunto in�nito de S tem pe-lo menos um ponto de a
umula�
~ao em S. Informalmente, um espa�
o�e 
ompa
to se ele tem extens~ao �nita e n~ao tem beiradas \abertas',



134 Cap��tulo 5. Mapasde modo que �e imposs��vel andar para sempre sem passar in�nitamenteperto de algum ponto do espa�
o.Exemplos de superf��
ies 
ompa
tas s~ao a esfera S2 (e, portanto, oplano projetivo orientado T2) e o toro. Por outro lado, o plano 
artesi-ano R2 n~ao �e 
ompa
to, pois o 
onjunto dos pontos da forma (i; 0), 
omi inteiro, �e in�nito mas n~ao tem nenhum ponto de a
umula�
~ao em R2 .Outros exemplos de superf��
ies n~ao 
ompa
tas s~ao um hemisf�erio de S2ex
luindo o equador (que, ali�as, �e homeomorfo a R2), ou um 
ilindroin�nito.Entre outras qualidades, uma superf��
ie 
ompa
ta tem automati
a-mente um n�umero �nito de 
omponentes, e um n�umero �nito de \al�
as"(te
ni
amente, têm gênus �nito.)5.3.2 Mapas simplesPodemos ent~ao de�nir a 
lasse que nos interessa:De�ni�
~ao 5.2 Um mapa simples �e um mapa sobre uma superf��
ie SMapa simples tal que(1) o n�umero de elementos �e �nito;(2) 
ada elemento �eum v�erti
e: um �uni
o ponto de S, ouV�erti
e, aresta, fa
e uma aresta: um ar
o aberto de S, ouuma fa
e: um dis
o aberto de S.(3) a superf��
ie S �e 
ompa
ta;(4) a fronteira de toda aresta �e um 
onjunto de v�erti
es;(5) todo v�erti
e est�a na fronteira de alguma aresta.A 
ondi�
~ao (1) nos permite representar 
ada elemento individual-mente, por um registro de uma estrutura de dados. A 
ondi�
~ao (2)diz que h�a três tipos de elementos, 
om topologias bem de�nidas. A
ondi�
~ao (3) garante que os dois extremos de 
ada aresta existem e s~aopontos de S, e que o mesmo o
orre 
om o per��metro 
ompleto de 
adafa
e. A 
ondi�
~ao (4) impede que a ponta de uma aresta termine nomeio de outra; e a 
ondi�
~ao (5) ex
lui v�erti
es isolados.



5.3. Mapas espe
iais 135Como veremos, estas 
ondi�
~oes todas impli
am que a topologia domapa �e inteiramente determinada pelas rela�
~oes de in
idên
ia e ordementre os elementos.A �gura 5.3 mostra três mapas simples. As superf��
ies s~ao (a) aesfera, (b) o toro, e (
) a garrafa de Klein. Esta �ultima n~ao pode ser
onstru��da no espa�
o R3 ; o gargalo da garrafa pre
isa passar do lado defora para o lado de dentro da garrafa sem 
ruzar a superf��
ie da mesma,o que s�o pode ser 
onseguido passando-se por uma 4a� dimens~ao.

Figura 5.3: Três mapas simples.A �gura 5.4 �e outra representa�
~ao dos mapas da 5.3. Neste modelo,
ada fa
e do mapa �e representada por um pol��gono, 
ujos lados devemser \
olados" dois a dois para formar as arestas e fe
har superf��
ie.Ao 
olar dois lados, eles devem ser justapostos de forma que as setas
oin
idam | 
abe�
a 
om 
abe�
a, 
auda 
om 
auda.
Ex. 5.6: Quais s~ao os n�umeros m��nimos de arestas, v�erti
es, fa
es, eelementos de um mapa simples em T2? Dê exemplos de mapas queatingem esses m��nimos.Ex. 5.7: Des
reva um mapa simples sobre o bitoro (uma esfera 
omduas al�
as).
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Figura 5.4: Os mapas da �gura 5.3, no modelo de 
olagem de fa
es.5.3.3 Mapas alg�ebri
osA de�ni�
~ao de mapa simples restringe apenas a topologia dos elementos.Vamos agora 
onsiderar restri�
~oes sobre a forma dos mesmos.Dizemos que um sub
onjunto X de Rk �e alg�ebri
o se ele pode serConjunto alg�ebri
o obtido por meio de uni~oes, interse
�
~oes, e 
omplementos de 
onjuntosda forma f (x1; : : xk) : f(x1; : : xk) = 0 g (5.1)ou f (x1; : : xk) : f(x1; : : xk) < 0 g (5.2)onde as fun�
~oes fi s~ao polinômios 
om 
oe�
ientes inteiros1.1Esta nomen
latura �e ex
lusivamente nossa; o nome \o�
ial" para este 
on
eito�e variedade semi-alg�ebri
a.



5.3. Mapas espe
iais 137Ex. 5.8: Prove que o lado positivo de um pol��gono 
onvexo �e umsub
onjunto alg�ebri
o de R2 . Idem para um pol��gono simples.Ex. 5.9: Prove que um sub
onjunto X de T2 �e alg�ebri
o se e somentese ele 
onsiste de pontos [w; x; y℄ tais que f(w; x; y) = true, sendo quef �e uma f�ormula envolvendo apenas as opera�
~oes de soma, subtra�
~ao,e multipli
a�
~ao, as 
ompara�
~oes = e <, e as opera�
~oes l�ogi
as e, ou,n~ao.Em parti
ular, uma superf��
ie alg�ebri
a �e um sub
onjunto alg�ebri
o Superf��
ie alg�ebri
aS � Rk (para algum k) que �e uma superf��
ie, no sentido topol�ogi
o. Aesfera unit�aria S2 de R3 �e um exemplo t��pi
o de superf��
ie alg�ebri
a.Outro exemplo �e a fronteira de qualquer poliedro limitado de R3 , porexemplo um 
ubo.Ex. 5.10: Seja r um numero positivo menor que 1, e 
onsidere o sub-
onjunto T � R3 de�nido porT = f ((1 + r 
os �) 
os�; (1 + r 
os �) sin�; r sin �) : 0 � � < 2� gDes
reva a forma deste 
onjunto, e prove que ele �e uma superf��
iealg�ebri
a. (Di
a: observe que se (x; y; z) 2 T , ent~ao x2 + y2 + z2 =1 + r2 + 2r 
os �.)Ex. 5.11: Considere o sub
onjunto S � R4 de�nido porS = n (u; v; x; y) : (u2 + v2 � 1)2 + (x2 + y2 � 1)2 = 0oMostre que ele �e topologi
amente equivalente ao toro T do exer
��
io 5.10.(Di
a: 
onsidere a 
orrespondên
ia u = 
os �, v = sin �, x = 
os�,y = sin�.)Por extens~ao, diremos que o plano projetivo orientado T2 tamb�em Sub
onjuntoalg�ebri
o de T2�e uma superf��
ie alg�ebri
a; e que um sub
onjunto X de T2 �e alg�ebri
ose, no modelo esf�eri
o, ele 
orresponder a um sub
onjunto alg�ebri
o daesfera S2.Com esses 
on
eitos, podemos ent~ao de�nir ummapa alg�ebri
o 
omo Mapa alg�ebri
osendo um mapa sobre uma superf��
ie alg�ebri
a 
ujos elementos s~ao
onjuntos alg�ebri
os.



138 Cap��tulo 5. Mapas5.3.4 Mapas planares e poligonaisMuitos mapas que apare
em na pr�ati
a s~ao mapas sobre o plano R2 .Como R2 n~ao �e 
ompa
to, se quisermos utilizar estruturas de dados
omo a des
rita a
ima pre
isamos \
ompletar" R2 de alguma forma; ouseja, usar uma superf��
ie 
ompa
ta que 
ont�em R2 
omo sub-espa�
o.Neste livro, usaremos para esse �m o plano projetivo de dois ladosMapa planar T2. De�nimos portanto um mapa planar 
omo sendo um mapa sobreT2. Uma vantagem a
idental dessa es
olha �e que muitos algoritmospara mapas planares podem ser apli
ados tamb�em a mapas sobre aesfera S2.Uma sub
lasse importante dos mapas planares �e a dos mapas poli-Mapa poligonal gonais, em que as arestas s~ao segmentos de retas.5.4 Apli
a�
~oes5.4.1 Mapas tem�ati
osUm mapa que apare
e num problema pr�ati
o geralmente 
ont�em maisinforma�
~ao do que apenas a topologia e geometria dos elementos. Emmuitos 
asos, essa informa�
~ao adi
ional pode ser representada por uma
ole�
~ao de \valores" ou \atributos" asso
iados aos elementos. Empres-tando a nomen
latura de 
artogra�a, 
hamaremos esse mapa \de
ora-Mapa tem�ati
o do" de mapa tem�ati
o.Mais formalmente, de�nimos um mapa tem�ati
o 
omo sendo umpar (A; v), onde A �e um mapa, e v �e uma fun�
~ao que a 
ada elementoe de A asso
ia um valor v(e), perten
ente a um 
onjunto arbitr�ario Y .Um exemplo de mapa tem�ati
o �e um mapa pol��ti
o dos estados doBrasil, onde o valor v(f) de uma fa
e f �e a sigla do estado: SP, MG,et
.. Neste exemplo, os valores das arestas e v�erti
es s~ao irrelevantes,e podem ser qualquer valor \nulo" | por exemplo, a 
adeia ??.Outro exemplo de mapa tem�ati
o �e um mapa rodovi�ario, onde asarestas s~ao tre
hos de estrada e os v�erti
es s~ao 
ruzamentos. O valor deuma aresta pode ent~ao ser o 
�odigo da estrada 
orrespondente, e valorde um v�erti
e pode ser o nome da 
idade vizinha. Neste exemplo, asfa
es do mapa (regi~oes limitadas por estradas) n~ao s~ao importantes, eseu valor vA pode ser um valor nulo qualquer ??.



5.4. Apli
a�
~oes 139Outro exemplo ainda �e a des
ri�
~ao de um desenho poli
rom�ati
o(logotipo, 
artaz, r�otulo, 
apa de livro, et
.), onde o valor de 
ada fa
e�e a 
or da mesma, e os valores de v�erti
es e arestas s~ao irrelevantes.5.4.2 Campos de valoresUm mapa tem�ati
o (A; v) pode tamb�em ser visto 
omo um 
ampo de Campo de valoresvalores, uma fun�
~ao f que asso
ia a 
ada ponto p do plano o valorf(p) = v(A(p)), onde A(p) �e o elemento de A que 
ont�em p. Naverdade, um mapa tem�ati
o �e a representa�
~ao natural para qualquerfun�
~ao f deste tipo; desde que o 
onjunto de valores poss��veis de fseja �nito, e desde que a imagem inversa de qualquer valor seja umaregi~ao su�
ientemente simples, 
uja fronteira pode ser representada demaneira 
ompa
ta.Em parti
ular, todo sub
onjunto S de pontos do plano de�ne um Fun�
~ao
ara
ter��sti
a
ampo de valores �S, a fun�
~ao 
ara
ter��sti
a de S, que vale true numponto p se p 2 S, e false 
aso 
ontr�ario.Um mapa tem�ati
o pode tamb�em ser usado para representar um
ampo de valores f 
om 
ontra-dom��nio in�nito, desde que f sejaalg�ebri
o por partes. Com isto queremos dizer que o plano T2 po- Campo alg�ebri
opor partesde ser dividido num n�umero �nito de regi~oes, delimitadas por 
urvasalg�ebri
as, tais que dentro de 
ada regi~ao o valor de f(p) �e dado poruma �uni
a f�ormula alg�ebri
a envolvendo as 
oordenadas de p.Por exemplo, as regi~oes podem ser triângulos, sendo que o valor do
ampo num ponto (X; Y ) �e uma fun�
~ao de primeiro grau aX + bY + 
,onde os 
oe�
ientes a, b, e 
 dependem da regi~ao. Veja a �gura 5.5.

Figura 5.5: Um 
ampo de valores linear por partes.



140 Cap��tulo 5. MapasPara representar um 
ampo de valores alg�ebri
o por partes, basta
onsiderar o 
ampo de valores F que, a 
ada ponto p, asso
ia a f�ormula(n~ao o valor) de f(p) v�alida na regi~ao que 
ont�em p. Obviamente, Ftem 
ontra-dom��nio �nito (um 
onjunto �nito de f�ormulas), e portantopode ser representado na forma de mapa tem�ati
o.Esta representa�
~ao de 
ampos de valores �e regularmente usada emApli
a�
~oes pr�ati
as geologia e topogra�a para representar o relevo de uma regi~ao; emengenharia 
ivil, para representar as press~oes e tens~oes dentro de umaestrutura; em me
âni
a dos 
uidos, para representar o 
uxo de l��quidose gases; em desenho industrial, para des
rever o formato de 
hapasestampadas; e em muitas outras apli
a�
~oes pr�ati
as.Ex. 5.12: Seja f o 
ampo de valores que a 
ada ponto p = [w; x; y℄ deT2 asso
ia o valor f(p) = sgn(x(x2 + y2 � w2)). Note que o 
ontra-dom��nio de f �e o 
onjunto f�1; 0;+1g. Des
reva os v�erti
es, arestas, efa
es de um mapa tem�ati
o que representa f .



5.5. Representa�
~ao de mapas 1415.5 Representa�
~ao de mapasVejamos agora 
omo des
rever a topologia de um mapa no 
omputador.Vamos nos limitar aqui a mapas simples, 
uja topologia, 
omo veremos,�e determinada pelas rela�
~oes de in
idên
ia e ordem de suas arestas.5.5.1 DardosPara 
ada aresta a de um mapa simples podemos de�nir duas orien- Orienta�
~aolongitudinal etransversalta�
~oes longitudinais, que s~ao os dois sentidos de per
urso ao longo de a;e duas orienta�
~oes transversais, que s~ao as duas maneiras poss��veis dede�nir o \lado esquerdo" e o \lado direito" da aresta, numa vizinhan�
asu�
ientemente pequena da mesma.Um dardo de um mapa simples 
onsiste de uma aresta 
om dire�
~oes Dardolongitudinal e transversal espe
i�
adas. Podemos visualizar estas di-re�
~oes por um par de setas pequenas 
olo
adas sobre um ponto qualquerda aresta: uma tangente �a aresta, no sentido 
res
ente da ordem dospontos; e a outra perpendi
ular �a primeira, no sentido do lado direitopara o esquerdo. Outra maneira de visualizar estas dire�
~oes �e imagi-nar um observador min�us
ulo andando sobre a superf��
ie, ao longo daaresta: a dire�
~ao longitudinal diz em que sentido ele est�a 
aminhando,e a transversal diz em que lado da aresta est�a seu p�e esquerdo (ou seja,sobre que lado da superf��
ie ele est�a andando). Veja a �gura 5.6.
Figura 5.6: Dardos.



142 Cap��tulo 5. Mapas5.5.2 Fun�
~oes ambulat�oriasPara 
ada aresta de um mapa simples existem exatamente quatro dar-dos distintos. Note que isto �e verdade mesmo que os dois extremosda aresta in
idam no mesmo v�erti
e, ou que os dois lados da arestaperten�
am �a mesma fa
e.Se d �e um dardo, denotaremos por d Sim o dardo que 
onsiste daDardos opostos:Sim e Rev mesma aresta que d, mas 
om as duas orienta�
~oes invertidas. Deno-taremos tamb�em por dRev o resultado de inverter apenas a dire�
~aotransversal do dardo d, mantendo a dire�
~ao longitudinal. Veja a �gu-ra 5.7.

Figura 5.7: As fun�
~oes Rev e Sim.Usando a dire�
~ao longitudinal, podemos de�nir sem ambig�uidadeV�erti
es e fa
es deun dardo o v�erti
e de origem e o v�erti
e de destino de um dardo d, denotadosrespe
tivamente por dOrg e dDst. Analogamente, usando a dire�
~aotransversal, podemos de�nir a fa
e esquerda e a fa
e direita da aresta,denotadas por dEsq e dDir . Note que podemos ter dOrg = dDst , oudEsq = dDir .Ex. 5.13: Simpli�que estas express~oes:(a) dSim Org (b) dRev Org(
) dSim Esq (d) dSim Rev Esq(e) dSim Rev Dst (f) dRev Sim Dir



5.5. Representa�
~ao de mapas 143Seja v a origem de um dardo d. A orienta�
~ao transversal de d,
onsiderada em pontos arbitrariamente pr�oximos a v, de�ne um sentidode rota�
~ao em torno de v. Considere todos os dardos 
om origem v Pr�oximo dardo 
ommesma origem:OProxque de�nem o mesmo sentido de rota�
~ao. Existe uma ordem 
��
li
anatural para esses dardos, 
orrespondente a esse sentido de rota�
~ao.Nesta ordem 
��
li
a, podemos distinguir o pr�oximo dardo 
om mesmaorigem que d, denotado por dOProx .
Figura 5.8: Fun�
~oes ambulat�orias.A partir de qualquer dardo ini
ial d, podemos atingir todos osdardos na 
omponente 
onexa do mapa que 
ont�em d, usando 
om-bina�
~oes apropriadas de Rev , Sim, d OProx . Por exemplo, podemos Pr�oximo dardo nafa
e: EProxobter o pr�oximo dardo 
om mesma fa
e esquerda dEProx , no sentidoanti-hor�ario em torno da mesma, pela f�ormuladEProx = d Sim OProx�1Veja a �gura 5.9.

Figura 5.9: Per
orrendo os dardos de uma fa
e.



144 Cap��tulo 5. MapasA �gura 5.10 �e um exemplo de um mapa simples sobre a esfera, 
omExemplo 4 v�erti
es, 5 arestas, e 3 fa
es. Nesta �gura, os quatro dardos de umaaresta d s~ao denotados por dlt, onde l e t indi
am respe
tivamente aorienta�
~ao longitudinal e transversal; sendo que a orienta�
~ao de d00 �ees
olhida arbitrariamente. A tabela lista os valores de OProx de todosesses dardos. x a00 a01 a10 a11xOProx 
01 b11 a10 a11x b00 b01 b10 b11xOProx d00 e11 
00 a00x 
00 
01 
10 
11xOProx a01 b11 d11 d10x d00 d01 d10 d11xOProx e01 b01 
11 
10x e00 e01 e10 e11xOProx d01 e10 b00 e00Figura 5.10: Um mapa simples sobre a esfera.Ex. 5.14: Enumere todos os dardos dos mapas simples ilustrados na�gura 5.3, e 
onstrua a tabela da fun�
~ao OProx para os mesmos



5.5. Representa�
~ao de mapas 1455.5.3 Identidades ambulat�oriasNote que, para todo dardo d, vale Identidadesfundamentais(MS1) dRev 6= d(MS2) dRev Rev = d(MS3) d Sim 6= d(MS4) d Sim 6= dRev(MS5) d Sim Sim = d(MS6) d Sim Rev Sim Rev = d(MS7) dOProx 6= dRev(MS8) dOProx Rev OProx Rev = dAs propriedades (MS2), (MS5), e (MS8) a�rmam que as fun�
~oesSim, Rev , e OProx s~ao permuta�
~oes do 
onjunto de dardos; isto �e,fun�
~oes bijetoras de dardos para dardos (veja exer
��
io 5.15). Maisexatamente, essas identidades a�rmam que Sim e Rev s~ao suas pr�opriasinversas; e a inversa de OProx �e Rev OProx Rev . Note que esta �ultimadevolve o dardo anterior 
om mesma origem que o argumento, na ordem
��
li
a dos dardos 
om mesma origem.Ex. 5.15: Usando as propriedades (MS1{MS8), prove que Identidadesauxiliares(MS9) dOProx k 6= dRev para todo inteiro k(MS10) dRev Sim = dSim Rev(MS11) dSim Rev 6= d(MS12) dRev OProx Rev OProx = dEx. 5.16: Prove a seguintes propriedade:(MS14) dRev EProx Rev = dEProx�1Ex. 5.17: Usando as fun�
~oes Sim, Rev , e OProx apenas, diga 
omoobter(a) o pr�oximo dardo 
om mesma fa
e direita que d,(b) o pr�oximo dardo 
om mesmo v�erti
e de destino que d



146 Cap��tulo 5. MapasDiga tamb�em 
omo obter as inversas destas fun�
~oes (isto �e, o dardoanterior a d 
om mesma fa
e direita ou v�erti
e de destino).Ex. 5.18: Seja M o mapa simples que 
onsiste dos v�erti
es, arestas, efa
es de um dode
aedro regular. Note que podemos dividir a superf��
iedo dode
aedro em dois \hemisf�erios" iguais, 
ada um 
om 6 fa
es,
ortando o mesmo ao longo de um 
ir
uito \equatorial" 
om 10 arestas.Usando as fun�
~oes ambulat�orias, es
reva um algoritmo que enumera asarestas de tal 
ir
uito, a partir de um dardo 
onhe
ido do mesmo.5.5.4 �Algebra de dardosPode-se provar que as fun�
~oes Sim, OProx , e Rev de�nem 
ompleta-mente a topologia de um mapa simples. Isto �e, se existe uma bije�
~ao �entre os dardos de dois mapas M e N , tal que d�OProx = dOProx �,d� Sim = d Sim �, e d�Rev = dRev �, para todo dardo d, ent~ao M eN s~ao topologi
amente equivalentes.Uma �algebra de dardos �e uma estrutura matem�ati
a que 
onsiste�Algebra de dardos de um 
onjunto arbitr�ario D, 
om três fun�
~oes arbitr�arias Sim, Rev ,e OProx de D para D que satisfazem as 
ondi�
~oes (MS1{MS8) a
ima.Pois bem, pode-se provar que, para toda �algebra de arestas, existe ummapa simples M 
ujos dardos e fun�
~oes ambulat�orias se 
omportam
omo os elementos e fun�
~oes dessa �algebra.5.5.5 Estrutura para mapas simplesPortanto, para representar �elmente a topologia de um mapa simplesno 
omputador, podemos usar uma estrutura de dados ligada, em que
ada registro representa um dardo d, 
om três apontadores para osregistros 
orrespondentes aos dardos dOProx , d Sim, e dRev .Na verdade, podemos e
onomizar muitos desses apontadores, seRegistro de aresta representarmos os quatro dardos origin�arios da mesma aresta por um�uni
o registro dividido em quatro partes na forma de uma matriz 2 �2. Veja a �gura 5.11. As linhas desta matriz 
orrespondem �as duasorienta�
~oes longitudinais da aresta, rotuladas arbitrariamente 
om 0e 1; e as 
olunas 
orrespondem �as orienta�
~oes transversais. Destaforma, um dardo d da aresta, 
om orienta�
~ao longitudinal l e orienta�
~aotransversal t, est�a representado pelo elemento [g; v℄ desta matriz.
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Figura 5.11: Representa�
~ao 
ompa
ta dos dardos de uma aresta.Neste elemento armazenamos um apontador para o dardo dOProx ,e possivelmente outras informa�
~oes sobre dardo d, espe
���
as da aapli
a�
~ao. Note que n~ao pre
isamos armazenar apontadores para osdardos d Sim d dRev , pois, 
omo veremos na se�
~ao 5.5.6, eles podemser 
al
ulados a partir do endere�
o de d.Os v�erti
es e fa
es da estrutura geralmente s~ao representados por Registros dev�erti
es e fa
esregistros separados. Nesse 
aso, em 
ada registro de aresta 
onv�emarmazenar apontadores para os dois v�erti
es em que a aresta in
ide(indexados pelas orienta�
~oes longitudinais da aresta), e para as duasfa
es que in
idem nela (indexadas pelas orienta�
~oes transversais).Conforme observamos anteriormente, as rela�
~oes Sim, Rev , e OProxentre os dardos determinam 
ompletamente a topologia do mapa; por-tanto, os registros de v�erti
es e fa
es n~ao pre
isam 
arregar informa�
~oestopol�ogi
as. Tipi
amente, estes registros 
ont�em dados geom�etri
os(
oordenadas do v�erti
e, equa�
~ao da fa
e) ou dados espe
���
os da apli-
a�
~ao.5.5.6 De�ni�
~ao em Pas
alEm linguagens de programa�
~ao que permitem apontadores para lugares Representa�
~ao deum dardoarbitr�arios da mem�oria (
omo C, por exemplo), �e poss��vel representarum dardo pelo endere�
o do sub-registro 
orrespondente. O endere�
o dosdemais dardos da mesma aresta pode ent~ao ser obtido por aritm�eti
ade endere�
os.Em linguagens 
omo Pas
al e Modula-2, que n~ao permitem tais ope-ra�
~oes, os bits de orienta�
~ao pre
isam ser espe
i�
ados separadamentedo o endere�
o do registro. Ou seja, para identi�
ar um dardo pre
isa-mos forne
er uma tripla (p; l; t), onde p �e um apontador para o registroda aresta, e l; t s~ao os bits de orienta�
~ao.
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al, por exemplo, a estrutura de dados poderiaser de
larada da seguinte maneira:typeBit = 0..1;Dardo = re
ordp: ^Aresta;l: Bit; { Orienta
ao longitudinal }t: Bit; { Orienta
ao transversal }end;Aresta = re
ordoprox: array [Bit, Bit℄ of Dardo; { Indi
es [l,t℄ }org: array Bit of ^Verti
e; { Indi
e [l℄ }esq: array Bit of ^Fa
e; { Indi
e [l℄ }end;Verti
e = re
ord ... end;Fa
e = re
ord ... end;Para obter os outros dardos da mesma aresta, basta manipular os bitsde orienta�
~ao l e t:fun
tion Rev(d: Dardo): Dardo;beginRev.p := d.p;Rev.l := d.l;Rev.t := 1 - d.t;end;fun
tion Sim(d: Dardo): Dardo;beginSim.p := d.p;Sim.l := 1 - d.l;Sim.t := 1 - d.t;end;



5.5. Representa�
~ao de mapas 149Por outro lado, o dardo dOProx est�a armazenado expli
itamente nosub-registro do dardo d:fun
tion Oprox(d: Dardo): Dardo;beginOprox := d.p^.oprox[d.l, d.t℄end;Os v�erti
es e fa
es vizinhos a d s~ao tamb�em extra��dos do registro daaresta:fun
tion Org(d: Dardo): ^Verti
e;beginOrg := d.p^.org[d.l℄end;fun
tion Dst(d: Dardo): ^Verti
e;beginDst := d.p^.org[1 - d.ll℄end;fun
tion Esq(d: Dardo): ^Fa
e;beginEsq := d.p^.esq[d.t℄end;fun
tion Dir(d: Dardo): ^Fa
e;beginDir := d.p^.esq[1 - d.t℄end;Como vimos, as demais fun�
~oes ambulat�orias podem ser de�nidas apartir de Sim, Rev , e OProx :fun
tion Oprev(d: Dardo): Dardo; { Inversa de Oprox }beginOprev := Rev(Oprox(Rev(d)))end;



150 Cap��tulo 5. Mapasfun
tion Eprox(d: Dardo): Dardo;beginEprox := Oprev(Sim(d))end;fun
tion Eprev(d: Dardo): Dardo; { Inversa de Eprox }beginEprev := Sim(Onext(d))end;E assim por diante.Ex. 5.19: Es
reva um pro
edimento InsereDiagonal (r; s), que a
res-
enta ao mapa uma nova aresta t, ligando os v�erti
es rOrg e sOrgatrav�es da fa
e rEsq . Espe
i�que detalhadamente o efeito desse pro
e-dimento.Ex. 5.20: Es
reva um algoritmo que 
onstr�oi um mapa 
om 6 fa
es, 12arestas, e 8 v�erti
es, in
identes entre si 
omo as fa
es, arestas e v�erti
esde um 
ubo.Ex. 5.21: Seja d um dardo de um mapa M , e � �e uma seq�uên
iaqualquer de opera�
~oes OProx , Sim, Rev . Mostre que o efeito de Revequivale a re
etir o mapa M no espelho: isto �e, se d� = e, ent~aodRev �0 = eRev , onde �0 �e a seq�uên
ia obtida de � tro
ando-se todao
orrên
ia de OProx por OProx�1. Mais ainda, se d�Esq = f , ent~aodRev �0Dir = fEx. 5.22: Es
reva um pro
edimento Per
orre(r;VP;AP;FP), que per-
orre todos os elementos do mapa que 
ont�em a aresta r, 
hamando ospro
edimentos VP(v) para 
ada v�erti
e v, AP(d) para 
ada dardo d,FP(f) para 
ada fa
e f, sem 
hamar duas vezes o mesmo pro
edimen-to 
om o mesmo argumento. (Para fa
ilitar sua tarefa, suponha umavers~ao da linguagem Pas
al na qual �e permitido de
larar vari�aveis dotipo set of T para qualquer tipo T, in
lusive apontadores.)Ex. 5.23: Es
reva um algoritmo que, dado um mapa tem�ati
o (A; vA),devolve o mapa tem�ati
o (B; vB) mais grosseiro que representa o mesmo
ampo de valores.



5.5. Representa�
~ao de mapas 1515.5.7 Superf��
ies orient�aveisNeste livro vamos 
onsiderar apenas mapas em superf��
ies orient�aveis. Superf��
ieorient�avelInformalmente, uma superf��
ie �e orient�avel se �e poss��vel de�nir em tornode 
ada ponto um sentido positivo de rota�
~ao, de maneira 
ont��nua,sobre toda a superf��
ie.A de�ni�
~ao formal deste 
on
eito �e demasiado t�e
ni
a para estelivro. Entretanto, pode-se provar que uma superf��
ie 
ompa
ta S �eorient�avel se e somente se ela �e equivalente a alguma superf��
ie S 0 � R3 .Nesse 
aso, S 0 �e a fronteira de algum s�olido de extens~ao limitada 
ontidoem R3 .Portanto, a esfera S2 e o toro s~ao orient�aveis. Para 
omprovar estaa�rma�
~ao, podemos de�nir o sentido positivo de rota�
~ao em torno deum ponto qualquer p 
omo sendo o sentido anti-hor�ario, visto por umobservador no lado de fora da superf��
ie e pr�oximo ao ponto p.Na maioria das apli
a�
~oes pr�ati
as, a restri�
~ao a superf��
ies ori-ent�aveis �e perfeitamente in�o
ua. Em desenho industrial, por exemplo,mapas simples s~ao usados prin
ipalmente para representar a superf��
iede pe�
as me
âni
as e outros objetos s�olidos | que, 
omo observamosa
ima, �e sempre orient�avel. Em geopro
essamento, rob�oti
a, tipogra-�a, e muitas outras apli
a�
~oes, a �uni
a superf��
ie de interesse �e a esferaS2, ou, o que d�a na mesma, o plano de dois lados T2. (Ali�as, esta �emais uma vantagem de se trabalhar 
om T2, em vez do plano projetivo
l�assi
o P2.)5.5.8 Representa�
~ao de mapas orient�aveisA superf��
ie de um mapa simples �e orient�avel se e somente se o 
on- Mapa orient�aveljunto dos dardos do mesmo pode ser dividido em duas 
lasses de igualtamanho, tais que 
ada 
lasse �e fe
hada sob Sim e OProx ; sendo queRev leva sempre de uma 
lasse para a outra. Cada uma dessas 
lassesde dardos 
orresponde a uma orienta�
~ao da superf��
ie, e pode ser in-terpretada 
omo um lado da mesma. Numa superf��
ie n~ao-orient�avel,pelo 
ontr�ario, �e poss��vel ir de algum dardo d para o dardo dRev pormeio de uma seq�uên
ia de opera�
~oes Sim e OProx .Se a superf��
ie �e orient�avel, a fun�
~ao Rev �e em prin
��pio sup�er
ua; a Estrutura paramapas orient�aveistopologia do mapa �e inteiramente des
rita pelas fun�
~oes Sim e OProx ,



152 Cap��tulo 5. Mapasrestritas a uma das duas 
lasses de dardos. Portanto, numa apli
a�
~aoem que todos os mapas s~ao orient�aveis, poder��amos simpli�
ar um pou-
o a estrutura de dados da se�
~ao 5.5.6, omitindo o bit de orienta�
~aotransversal na representa�
~ao de dardos. Nesse 
aso, ter��amos que subs-tituir os quatro apontadores oprox por dois apontadores oprox e doisoprev. Ou seja, ter��amos que de
larar:typeDardo = re
ordp: ^Aresta;l: Bit; { Orienta
ao longitudinal }endAresta = re
ordoprox: array Bit of Dardo; { Indexado por [l℄ }oprev: array Bit of Dardo; { Indexado por [l℄ }org: array Bit of ^Verti
e; { Indexado por [l℄ }esq: array Bit of ^Fa
e; { Indexado por [l℄ }end;Entretanto, esta simpli�
a�
~ao e
onomiza muito pou
o espa�
o (4 bitspor aresta), e tem algumas desvantagens. Veja os exer
��
ios 5.24 e 5.25.Ex. 5.24: Re-
odi�que as fun�
~oes ambulat�orias | Sim, OProx ,OProx�1, EProx , EProx�1, Org , Dst , Esq , e Dir | para mapas ori-ent�aveis, supondo a estrutura de dados simpli�
ada 
omo a
ima.Ex. 5.25: Suponha que queremos 
onstruir a imagem espe
ular M 0 deum mapa M dado. Com a estrutura de dados des
rita na se�
~ao 5.5.6,basta usar a fun�
~ao Rev (veja o exer
��
io 5.21). Com a estrutura oti-mizada para superf��
ies orient�aveis, des
rita a
ima, �e pre
iso 
onstruiruma nova estrutura para M 0.Es
reva um algoritmo que 
onstr�oi tal estrutura. Para fa
ilitar suatarefa, suponha que 
ada registro Aresta r de M 
ont�em um 
ampor.num : integer, entre 1 e o n�umero de arestas de M , que identi�
auni
amente a aresta.



5.6. Superposi�
~ao de mapas 1535.6 Superposi�
~ao de mapasDizemos que um mapa A �e um re�namento de um mapa B se todo Re�namentoelemento de A est�a inteiramente 
ontido em algum elemento de B. Ouseja, se todo elemento de B �e a uni~ao de um ou mais elementos de A.De�nimos tamb�em a superposi�
~ao AuB de dois mapas A e B 
omo Superposi�
~ao demapassendo o mapa menos re�nado que �e um re�namento de A e de B.Informalmente, AuB �e o resultado de repartir a superf��
ie segundoos dois mapas ao mesmo tempo. Veja a �gura 5.12.
Figura 5.12: A superposi�
~ao de dois mapas.�E f�a
il ver que para 
ada elemento 
 de A u B existe um �uni
o Elementos dasuperposi�
~aoelemento de A e um �uni
o elemento de B que 
ont�em 
. Na verdade,pode-se provar fa
ilmente que todo elemento de A u B �e uma 
ompo-nente 
onexa de a \ b, onde a �e um elemento de A, e b �e um elementode B; e vi
e-versa.5.6.1 Interse
�
~ao de pol��gonosJ�a men
ionamos que a superposi�
~ao de mapas ofere
e um 
aminho Interse
�
~ao depol��gonossimples e e�
iente para muitas opera�
~oes geom�etri
as. Um exemplot��pi
o �e o 
�al
ulo da interse
�
~ao de dois pol��gonos A e B, vistos 
omo
onjuntos de pontos de T2. Este problema �e bastante 
ompli
ado,mesmo quando A e B s~ao pol��gonos simples 
om arestas retil��neas.Para 
ome�
o de 
onversa, a interse
�
~ao pode 
onsistir de mais de umpol��gono. Al�em disso, no 
aso de pol��gonos em S2 ou T2, a interse
�
~aopode ter bura
os. E, naturalmente, muitos pol��gonos que apare
em napr�ati
a n~ao s~ao simples.



154 Cap��tulo 5. MapasPor�em, o problema �
a quase que trivial se tivermos �a m~ao umalgoritmo que 
onstr�oi a superposi�
~ao de dois mapas dados. Nesse
aso, podemos 
onsiderar 
ada um dos pol��gonos 
omo sendo um mapatem�ati
o, onde 
ada fa
e f tem valor true para o interior do pol��gono,e false para o exterior. Veja a �gura 5.13.

Figura 5.13: Interse
�
~ao de pol��gonos: preto �e interior (true), bran
o�e exterior (false).Para obter a interse
�
~ao dos pol��gonos, 
onstru��mos primeiro a su-perposi�
~ao C = A u B dos mapas. Note que 
ada fa
e 
 de C �e ainterse
�
~ao de uma fa
e a de A, e uma fa
e b de B. Portanto, podemosatribuir a 
 um valor bem de�nido: true se tanto a quanto b foremtrues nos respe
tivos mapas; e de false 
aso 
ontr�ario. Ou seja, pinta-mos de preto as fa
es de C que eram pretas em ambos os mapas. Uma
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~ao de mapas 155vez pintadas todas as fa
es do mapa C, basta eliminar do mesmo todasas arestas a que separam duas fa
es de mesma 
or, e todos os v�erti
esque n~ao s~ao ponta de nenhuma aresta.Ex. 5.26: No algoritmo a
ima, os pol��gonos dados s~ao 
onsiderados
onjuntos abertos | isto �e, as arestas e v�erti
es de A n~ao fazem partedo 
onjunto de pontos de A. Modi�que o algoritmo de forma a (a)tratar arestas e v�erti
es 
omo parte dos pol��gonos; (b) permitir queo 
liente espe
i�que, para 
ada aresta ou v�erti
e de entrada, se esseelemento perten
e ou n~ao ao 
onjunto.A mesma t�e
ni
a pode ser usada para 
al
ular a uni~ao ou subtra�
~aode dois pol��gonos: a parte dif��
il do pro
esso | 
al
ular o mapa C =A u B | �e exatamente a mesma, muda apenas o 
rit�erio para 
oloriras fa
es de C.5.6.2 Opera�
~oes pontuaisPodemos generalizar este exemplo, da seguinte forma. Sejam f e g dois Opera�
~ao pontual
ampos de valores 
om 
ontra-dom��nios X e Y . Seja � uma fun�
~aoque a 
ada par x 2 X, y 2 Y asso
ia um valor x � y de um ter
eiro
onjunto de valores Z. Estes dados de�nem um ter
eiro 
ampo devalores h = f � g, 
om 
ontra-dom��nio Z, que a 
ada ponto p de T2asso
ia o valor h(p) = f(p) � g(p).Note que o valor do 
ampo h em 
ada ponto depende apenas dosvalores de f e g nesse mesmo ponto, independentemente do que a
onte
eno resto do plano. Dizemos portanto que h �e o resultado da opera�
~aopontual � apli
ada aos dois 
ampos f e g. Este 
on
eito pode sergeneralizado para fun�
~oes � 
om qualquer n�umero de argumentos, demaneira �obvia.Suponha agora que os 
ampos f e g est~ao representados por mapastem�ati
os (A; u) e (B; v), e queremos 
onstruir um mapa tem�ati
o(C;w) que representa h, Obviamente, basta tomarC = AuB, e asso
iara 
ada 
 2 C o valor w(
) = u(A(
)) � v(B(
)).A uni~ao, interse
�
~ao, e subtra�
~ao de pol��gonos, dis
utidas a
ima,s~ao exemplos �obvios de opera�
~oes pontuais. Mais geralmente, todaopera�
~ao booleana apli
ada a 
onjuntos de pontos R, S equivale a umaopera�
~ao pontual sobre suas fun�
~oes 
ara
ter��sti
as �R, �S.



156 Cap��tulo 5. MapasEx. 5.27: Seja B = ftrue; falseg. Dê as fun�
~oes x � y, de B � B paraB , que de�nem opera�
~oes pontuais sobre 
ampos 
ara
ter��sti
os equiva-lentes �a uni~ao, interse
�
~ao, e subtra�
~ao dos 
onjuntos 
orrespondentes.5.6.3 Algoritmo trivialA de�ni�
~ao de A uB sugere um algoritmo trivial para sua 
onstru�
~ao:Algoritmo trivial desuperposi�
~ao para 
ada elemento a 2 A, e 
ada elemento b 2 B, 
al
ule a interse
�
~aoa \ b, e enumere as 
omponentes 
onexas da mesma. O 
onjunto detodas essas 
omponentes �e o mapa A uB.Um poss��vel problema 
om este algoritmo �e que a interse
�
~ao de dois
onjuntos 
onexos pode ter um n�umero arbitr�ario | talvez in�nito| de 
omponentes 
onexas. Portanto, a topologia de A u B podeser arbitrariamente mais 
ompli
ada que A ou B. Por exemplo, ainterse
�
~ao dos ar
osa = f [1; t; t sin(1=t)℄ : 0 < t < 1 gb = f [1; t; 0℄ : 0 < t < 1 g�e um 
onjunto in�nito de pontos.5.6.4 Superposi�
~ao de mapas alg�ebri
osEntretanto, se os mapas A e B s~ao mapas alg�ebri
os, �e f�a
il ver queSuperposi�
~ao demapas alg�ebri
os a interse
�
~ao de elementos a 2 A e b 2 B �e um 
onjunto alg�ebri
o.Pode-se demonstrar que todo 
onjunto alg�ebri
o tem um n�umero �nitode 
omponentes 
onexas, e que 
ada uma dessas 
omponentes por si s�o�e um 
onjunto alg�ebri
o. Portanto, 
on
lu��mos que a superposi�
~ao dedois mapas simples alg�ebri
os �e um mapa alg�ebri
o. (A demonstra�
~aodestes fatos est�a longe de ser trivial.)Se 
onsiderarmos mapas alg�ebri
os formados por elementos \
anô-ni
os" | v�erti
es, ar
os, e dis
os | podemos dizer algo mais:� A interse
�
~ao de um ponto isolado 
om qualquer 
onjunto �e (ob-viamente) um ponto isolado;� A interse
�
~ao de dois ar
os alg�ebri
os um n�umero �nito de ar
osalg�ebri
os, ou um n�umero �nito de pontos isolados;
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~ao de mapas 157� A interse
�
~ao de um ar
o alg�ebri
o e um dis
o alg�ebri
o �e umn�umero �nito de ar
os alg�ebri
os;� A interse�
~ao de dois dis
os alg�ebri
os, 
uja uni~ao n~ao �e a superf��
ietoda, �e um n�umero �nito de dis
os alg�ebri
os.Ex. 5.28: Dê um exemplo de dois dis
os alg�ebri
os na esfera S2 
ujainterse�
~ao n~ao �e um dis
o.Destes resultados, podemos 
on
luir que, para dois mapas simplesalg�ebri
os A e B, todo v�erti
e de A u B �e um v�erti
e de A ou de B,ou um ponto isolado da interse
�
~ao de duas arestas. Podemos 
on
luirtamb�em que toda aresta de AuB �e um peda�
o de uma aresta de A oude B.5.6.5 Algoritmo menos trivialAs observa�
~oes da se�
~ao anterior sugerem o seguinte algoritmo, umpou
o menos trivial:Algoritmo 5.1 (SupTriv) Dados dois mapas simples alg�ebri
os A eB, na mesma superf��
ie, devolve o mapa C = A u B.1. Fa�
a V  V A [ V B.2. Para 
ada par de arestas a 2 EA, b 2 EB, tal que a\ b 
onsistede pontos dis
retos, fa�
a V  V [ (a \ b).3. Fa�
a E  fg.4. Para 
ada aresta a de EA [ EB, determine todos os pontos deV que est~ao em A. Para 
ada tre
ho 
 de a entre dois essespontos, 
rie um novo registro de aresta e a
res
ente-o a E.N~ao �e dif��
il 
ompletar este algoritmo de modo a registrar, para todo Construindo aestrutura de A uBv�erti
e e aresta 
 de C, os elementos A(
) e B(
) dos mapas originaisque 
ont�em 
. Com um pou
o mais de trabalho. �e poss��vel tamb�emdeterminar o su
essor 
OProx para todo dardo 
 de C. Com estainforma�
~ao, �e poss��vel determinar as fa
es de C; e registrar, para 
adafa
e f , as fa
es originais A(f) e B(f) que 
ontêm f .



158 Cap��tulo 5. MapasEm suma, se A e B s~ao representados por estruturas de arestas
omo a des
rita na se�
~ao 5.5.6; o algoritmo a
ima permite 
onstruiruma representa�
~ao an�aloga para o mapa C. Isto pressup~oe que C �e ummapa simples, e em parti
ular que toda fa
e de C seja um dis
o. No
aso de uma superf��
ie esf�eri
a, isto �e verdade se A e B forem mapassimples, e toda fa
e dos mesmos estiver 
ontida num hemisf�erio.Qual �e o 
usto deste algoritmo? Se A e B tem n arestas, no total,Custo dasuperposi�
~ao ent~ao no pior 
aso temos que examinar �(n2) pares de arestas. Se o
usto de 
ada par �e O(1) (isto �e, independente de n), ent~ao o 
ustototal do algoritmo tamb�em ser�a �(n2).�E f�a
il dar exemplos de dois mapas poligonais simples 
om n ele-Cota inferior mentos 
uja superposi�
~ao tem �(n2) elementos. Portanto, n~ao existenenhum algoritmo que seja assintoti
amente mais r�apido que o algorit-mo 5.1 para todos os 
asos.Entretanto, na pr�ati
a a 
omplexidade do mapa A u B raramenteatinge o limite te�ori
o. Numa grande per
entagem dos 
asos, o n�umerode elementos de A u B n~ao �e muito maior que n�umero de elementosde A e B | ou seja, 
ada aresta de A 
ruza em m�edia umas pou
asarestas de B.Portanto, para �ns pr�ati
os �e desej�avel um algoritmo de superpo-si�
~ao 
ujo 
usto seja mais ou menos propor
ional �a 
omplexidade domapa �nal. Nas pr�oximas se�
~oes desenvolveremos tal algoritmo.5.7 O paradigma da varreduraComo vimos na se�
~ao anterior, o passo mais 
r��ti
o no 
�al
ulo de AuB�e determinar todos 
ruzamentos entre arestas de A e de B.A t�e
ni
a de varredura do plano permite 
al
ular essas interse
�
~oes aDetermina�
~aoe�
iente dos
ruzamentos um 
usto geralmente menor que o do algoritmo 5.1. Mais pre
isamente,se n �e o n�umero de arestas de A e B, e m o n�umero de interse
�
~oes,a t�e
ni
a de varredura permite determinar todos os 
ruzamentos emtempo O((m+n) log(m+n)) | ou seja, a um 
usto m�edio de O(log(m+n)) por arestas.Uma vez 
onhe
idos todos esses 
ruzamentos, n~ao �e dif��
il determi-nar as demais propriedades do mapa A uB, e 
onstruir a estrutura dedados para o mesmo, a um 
usto adi
ional de apenas O(log(m+ n)).



5.7. O paradigma da varredura 1595.7.1 O algoritmo de Bentley e OttmannPara expli
ar o paradigma de varredura, vamos 
ome�
ar por um proble- Problemasimpli�
adoma bem simples: dado um 
onjunto S de segmentos de R2 , determinartodos os pares de segmentos que se 
ruzam. A solu�
~ao 
l�assi
a para esteproblema �e o algoritmo Bentley e Ottmann [BO79℄, que des
revemos aseguir.Imagine uma reta verti
al varrendo o plano R2 da esquerda para Reta de varreduraa direita. Em 
ada posi�
~ao, a reta r en
ontra um 
erto sub
onjuntode segmentos, que 
hamaremos de segmentos ativos. Seja A(r) a listadesses segmentos, ordenados pela posi�
~ao y em que elas 
ruzam r.Vamos supor n~ao h�a dois v�erti
es ou 
ruzamentos 
om mesma abs-
issa, ou dois segmentos 
olineares. Nesse 
aso, a ordem dos segmentosem A(r) s�o muda em dois tipos de eventos: quanto a reta passa pelo Eventosextremo de um segmento, ou pelo 
ruzamento de dois segmentos. Noprimeiro 
aso, um segmento sai da lista, ou entra nela. No segundo
aso, os dois segmentos tro
am de lugar na lista. Al�em disso, apenasum destes eventos pode a
onte
er de 
ada vez.Uma vez que os n�umero de eventos �e �nito, �e poss��vel simular estavarredura num 
omputador. No in��
io de 
ada itera�
~ao, o 
onte�udoe ordem da lista A 
orresponde �a reta r posi
ionada entre dois even-tos su
essivos. O algoritmo determina o pr�oximo evento, e simula apassagem da reta por sobre o mesmo. Esta simula�
~ao impli
a em reti-rar, a
res
entar, e permutar segmentos da lista A de modo a re
etir asitua�
~ao 
om a reta posi
ionada logo ap�os o evento.5.7.2 A agenda de eventos futurosA di�
uldade toda est�a em determinar o pr�oximo evento, de maneira Agenda de eventose�
iente. Para isso, usaremos uma lista E | a agenda | que 
ont�emtodos os eventos futuros 
onhe
idos, ordenados por abs
issa 
res
ente.Assim, o pr�oximo evento ser�a sempre o primeiro item da agenda.No in��
io do algoritmo, a agenda 
ont�em apenas os eventos do pri-meiro tipo| os extremos de todos os segmentos. Os eventos de segundotipo | 
ruzamentos | ser~ao des
obertos no de
orrer da varredura, einseridos na agenda, na posi�
~ao adequada.Obviamente, para que esta id�eia fun
ione, pre
isamos des
obrir 
ada Previs~ao de eventos
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ruzamento antes da reta r passar pelo mesmo. A esse respeito, observeque, logo antes da reta r passar por um 
ruzamento, os dois segmentosestar~ao obrigatoriamente em posi�
~oes adja
entes na lista. Portanto,para des
obrir todos os 
ruzamentos, basta examinar todos os pares desegmentos 
onse
utivos da lista A.Mais ainda, uma vez que o pro
essamento de um evento s�o afetapou
os elementos da lista, basta examinar apenas os novos pares deelementos 
onse
utivos que resultaram desse pro
essamento.Por exemplo, no 
aso da �gura 5.14(a), quando a reta passa peloPro
essamento deum evento ponto v, o segmento s sai da lista, e os segmentos a e 
 passam a ser vi-zinhos. Portanto, nessa hora devemos veri�
ar se h�a algum 
ruzamentoentre as arestas a e 
 
om abs
issa maior que a de v.No 
aso da �gura 5.14(b), quando a reta passa pelo extremo v, osegmento s �e a
res
entado �a lista, entre os segmentos a e 
. Nessemomento, devemos veri�
ar se s 
ruza a ou 
.Finalmente, na �gura 5.14(
), quando a reta passa pelo 
ruzamentov de r 
om s, estes dois segmentos tro
am de lugar na lista. Devemosent~ao veri�
ar se h�a 
ruzamentos entre s e a, e/ou entre r e b, 
omabs
issa maior que a de v; sendo que a e b s~ao os segmentos ativosimediatamente a
ima e abaixo do 
ruzamento v.

Figura 5.14: Os três tipos de eventos: (a) extremo esquerdo, (b)extremo direito, (
) 
ruzamento de segmentos.Na des
ri�
~ao formal do algoritmo, abaixo, 
ada evento da agenda EVari�aveis doalgoritmo �e uma ênupla da forma (esq; s), (dir; s), ou e = (
rz; r; s), onde r e ss~ao segmentos. A abs
issa do evento �e, nos dois primeiros 
asos, a doAbs
issa de umevento
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orrespondente de s; e, no ter
eiro, a do ponto onde r e s se
ruzam.Algoritmo 5.2 (Bentley-Ottmann) Dado um 
onjunto S de seg-mentos 
om extremos em R2 , devolve uma lista C de pares de segmentosque se 
ruzam, em ordem de abs
issa 
res
ente.1. Ini
ialize E  fg, A  (), e C  ().2. Para todo segmento s 2 S, a
res
ente (esq; s) �a agenda E .3. enquanto E 6= fg fa�
a3.1. Retire de E o evento e de menor abs
issa.3.2. Se e tem a forma (esq; s), ent~ao:3.2.1. Seja v o extremo esquerdo de s. Lo
alize os segmentosa e b de A imediatamente a
ima e abaixo do ponto v.3.2.2. Insira s em A entre a e b.3.2.3. A
res
ente o evento (dir; s) �a agenda E .3.2.4. Se s 
ruza a �a direita de v, a
res
ente o evento (
rz; s; a)�a agenda E . Idem para b e s.3.3. Sen~ao, se e tem a forma (dir; s), ent~ao:3.3.1. O segmento s deve estar emA. Sejam a e b os segmentosde A imediatamente a
ima e abaixo de s.3.3.2. Remova s de A.3.3.3. Se a 
ruza b �a direita de v, a
res
ente o evento (
rz; a; b)�a agenda E e �a lista C.3.4. Sen~ao, se e tem a forma (
rz; r; s), ent~ao:3.4.1. Os segmentos r e s devem estar em posi�
~oes 
onse
uti-vas de A, 
om r abaixo de s. Sejam a e b os segmentosde A imediatamente a
ima de s e abaixo de r. Seja v oponto de 
ruzamento.3.4.2. A
res
ente o par (r; s) ao �m da lista C.3.4.3. Troque as posi�
~oes de r e s em A.3.4.4. Se r 
ruza a �a direita de v, a
res
ente o evento (
rz; r; a)�a agenda E . Idem para b e s.4. devolva a lista C



162 Cap��tulo 5. MapasEx. 5.29: No algoritmo 5.2, mostre que o mesmo 
ruzamento (
rz; a; b)pode ser inserido mais de uma vez na agenda E . (Dê um 
onjunto desegmentos S para o qual isto a
onte
e).5.7.3 Custo do algoritmoO tempo gasto pelo algoritmo de Bentley e Ottmann �e menor ou igualao n�umero de eventos pro
essados, vezes o tempo m�aximo gasto parapro
essar 
ada evento.Se o 
onjunto de entrada S tem n segmentos, e k pares desses seCusto do algoritmo 
ruzam, o n�umero de eventos pro
essados pelo algoritmo �e exatamente2n + k. Como j�a observamos, o n�umero de 
ruzamentos k pode variarentre 0 e �n2� = n(n� 1)=2.O tempo ne
ess�ario para pro
essar um evento depende da maneira
omo as listasA e E s~ao armazenadas. Se us�assemos uma representa�
~aotrivial para a agenda | um vetor, ou uma lista ligada | o 
usto parainserir um novo evento ou para extrair o evento de menor abs
issa seriapropor
ional ao n�umero de eventos na mesma. Nessas 
ondi�
~ao, n~ao�e dif��
il de mostrar que, no pior 
aso, o 
usto total do algoritmo seria
(n3) | maior que o do algoritmo ingênuo, que testa todos os paresde segmentos. Veja o exer
��
io 5.33Felizmente, se armazenarmos a agenda E a forma de uma estruturaRepresenta�
~aoe�
iente da agenda um pou
o mais so�sti
ada | uma �la de prioridade | �e poss��velefetuar 
ada uma dessas duas opera�
~oes em tempo O(logm), ondem �e o n�umero de eventos na agenda. Uma vez que m = O(n2),e log(n2) = O(logn), 
on
lu��mos que o 
usto de 
ada uma destasopera�
~oes �e no m�aximo O(logn).Analogamente, se us�assemos uma representa�
~ao trivial para a listaRepresenta�
~aoe�
iente da listaativa A, ter��amos no pior 
aso que gastar tempo 
(n) para inserir um novosegmento na mesma, ou para lo
alizar os segmentos adja
entes aomesmo (passo 3.2.1). Podemos resolver este problema usando umaestrutura de dados mais so�sti
ada, 
omo por exemplo as �arvores auto-balan
eadas de Sleator e Tarjan [ST83℄.Com estas modi�
a�
~oes, o tempo gasto pelo algoritmo de Bentley eOttmann �e no m�aximo O((n+ k) logn).Note que este limite ainda �e assintoti
amente maior que o do al-Pior 
aso goritmo 5.1 quando h�a muitas interse
�
~oes. Entretanto, em muitas
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a�
~oes pr�ati
as, o n�umero esperado de 
ruzamentos k �e O(n) oumenos. Nessas 
ondi�
~oes, o algoritmo de Bentley-Ottmann roda emtempo O(n logn), enquanto que o algoritmo trivial ainda exige tempoO(n2).Existem algoritmos mais re
entes que resolvem este mesmo proble-ma em tempo O(n logn + k) | isto �e, O(logn) por segmento, maisO(1) por 
ruzamento. Entretanto, estes algoritmos s~ao relativamente
ompli
ados, e n~ao se sabe se eles s~ao realmente mais e�
ientes que ode Bentley-Ottmann em problemas pr�ati
os.Ex. 5.30: (a) Se o 
onjunto S tem n segmentos, qual o 
omprimentom�aximo da lista A, no de
orrer do algoritmo? (b) Mostre que paratodo n existe um 
onjunto de n segmentos para o qual este m�aximo �eatingido.Ex. 5.31: (a) Prove que o n�umero de eventos na agenda E , em qualquermomento, �e sempre menor ou igual a n+ k. (b) Ser�a que para todo ne todo k � n(n� 1)=2 existe um 
onjunto s de segmentos para o qualesse m�aximo �e atingido?Ex. 5.32: Seja �i o n�umero de itens na lista A, no momento em queo i-�esimo item �e inserido na mesma. Mostre que, para todo n, existeum 
onjunto S de n segmentos tal que �i = 
(n) para 
(n) valoresdiferentes de i.Ex. 5.33: Seja "j o tamanho da agenda E , no momento em que o j-�esimo evento �e inserido na mesma. Mostre que, para todo n, existe um
onjunto S de n segmentos tal que "j = 
(n) para pelo menos 
(n2)valores diferentes de j.5.8 Varredura da esferaA id�eia 
entral do algoritmo de Bentley-Ottmann �e transformar um pro-blema bidimensional est�ati
o num problema unidimensional dinâmi
o,em que a 
ada momento nos preo
upamos apenas 
om o que a
onte
eao longo de uma linha que varre o plano todo.Podemos usar essa mesma t�e
ni
a para 
al
ular e�
ientemente asinterse
�
~oes entre as arestas de mapas em geral. Para isso, entretanto,pre
isamos modi�
ar v�arios detalhes do algoritmo.



164 Cap��tulo 5. MapasEm primeiro lugar, muitos mapas de interesse pr�ati
o s~ao mapasPorquê na esfera? sobre a esfera S2 (ou no plano projetivo orientado T2). Mesmo mapasrestritos ao plano 
artesiano R2 freq�uentemente tem arestas in�nitasou semi-in�nitas; a maneira mais simples de tratar essas arestas �e suporque seus extremos s~ao pontos no in�nito.Varrer a esfera S2 �e mais 
ompli
ado do que varrer o plano R2 .Meridianos e p�olosde varredura Em primeiro lugar, em vez de uma reta de varredura, temos que usarum meridiano: um ar
o de 
��r
ulo m�aximo 
om extremos antipodais,girando em torno do eixo que passa pelos mesmos. Veja a �gura 5.15.Vamos 
hamar os extremos do meridiano de p�olo norte (N ) e p�olo sul(S = :N ); sendo que o meridiano gira em sentido positivo em tornode N , e negativo em torno de S.

Figura 5.15: Varrendo a esfera 
om um meridiano.Cada meridiano m pode ser identi�
ado 
om sua reta suporte N _Reta suporte domeridiano p = p _ S, onde p �e qualquer ponto do meridiano. Note que, segundoesta de�ni�
~ao, o trajeto de N para S ao longo do meridiano gira nosentido positivo em torno do lado positivo de sua reta suporte.Outra di�
uldade a enfrentar na varredura da esfera �e que a ordemMeridiano ini
ial elongitude em que os eventos s~ao en
ontrados pelo meridiano de varredura n~ao �esimplesmente a ordem de abs
issa 
res
ente. Na verdade, os meridia-nos 
om mesmo p�olo s~ao ordenados 
ir
ularmente, e n~ao linearmente.Portanto, para ordenar os eventos, pre
isamos es
olher um meridianoini
ial m�, onde a varredura 
ome�
a. Podemos ent~ao 
lassi�
ar 
adaevento pela longitude do meridiano que passa por ele, medida a partirde m� no sentido de rota�
~ao positivo em torno do p�olo norte.Para �ns de ilustra�
~ao, vamos supor que N �e o ponto [0; 0; 1℄; e quem� �e o meridiano que 
ont�em o ponto [0;�1; 0℄, 
uja reta suporte �e
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 = h0; 0; 1i. Entretanto, vale a pena frisar que N pode ser qualquerponto da esfera, e m� pode ser qualquer ar
o 
om extremos N e :N .Ex. 5.34: (a) Des
reva a aparên
ia de ummeridiano gen�eri
o no mode-lo plano de T2, supondo que N = [0; 0; 1℄. (b) Idem, para N = [0; 1; 0℄.(
) Idem, para N = [1; 0; 0℄.Se a longitude de um ponto p for menor que a de outro ponto q, Leste, oeste, norte,suldiremos que p est�a a oeste de q, e q est�a a leste de q. Se p e q tiverema mesma longitude, e um per
urso de N para S ao longo do meridianoen
ontrar p antes de q, diremos que p est�a ao norte de q, e q est�a aosul de p. (N~ao pre
isaremos de�nir a ordem norte-sul para pontos 
omlongitudes diferentes.) Note que estes 
on
eitos n~ao est~ao de�nidosquando p ou q 
oin
idem 
om os p�olos da varredura.Ex. 5.35: Dê um algoritmo para de
idir se um ponto p est�a a oeste deum ponto q. (Di
a: 
ompare a ordena�
~ao por longitude 
om a angularusada na se�
~ao 4.3.4.)Ex. 5.36: Dê um algoritmo para de
idir se p est�a ao norte de q,sabendo-se que ambos est~ao no mesmo meridiano.Uma ter
eira di�
uldade da varredura esf�eri
a �e que, existem mapas Come�
ando pelomeiotais que qualquer meridiano, 
om qualquer p�olo, 
ruza uma ou maisarestas. Ou seja, n~ao existe em geral uma posi�
~ao \limpa" para omeridiano de varredura. Portanto, qualquer algoritmo de varredurapre
isa 
ome�
ar \pelo meio", 
om uma lista de segmentos ativos n~ao-vazia. Em geral, o algoritmo pre
isa deixar em aberto alguns detalhesdo resultado, que dependem das partes n~ao varridas desses segmentos;e, ao �m da varredura, pre
isa voltar atr�as e 
ompletar esses detalhes.Uma maneira relativamente 
lara de des
rever (e implementar) es- Corte e 
osturatas modi�
a�
~oes �e imaginar a esfera 
ortada ao longo do meridianoini
ial m�. Topologi
amente, esse 
orte transforma a esfera S2 no pla-no 
artesiano R2 , e a varredura de S2 por um meridiano na varredurade R2 por uma reta | tal 
omo no algoritmo de Bentley e Ottmann. Oproblema de \
ome�
ar no meio" passa a ser ent~ao que 
ada aresta que
ruza m� �
a dividida em pelo menos duas arestas; e o mesmo a
onte
e
om as fa
es. Para 
orrigir esse problema, quando a varredura termina
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isamos \
osturar" de volta as duas margens do mapa, juntando ospeda�
os de 
ada aresta ou fa
e que 
ruza o meridiano de referên
ia. A�gura 5.16 ilustra este pro
esso.
Figura 5.16: Corte e 
ostura de mapas na esfera.5.8.1 Arestas 
urvasAl�em disso, pre
isamos levar em 
onta que muitos mapas de interesseArestas 
urvas pr�ati
o tem arestas 
urvas. Na varredura de tais mapas, pre
isamoslidar 
om o fato que um meridiano de varredura pode en
ontrar a mes-ma arestas v�arias vezes, e que a lista de arestas ativas pode mudar n~aoapenas em v�erti
es e 
ruzamentos, mas tamb�em quando o meridiano�
a tangente a uma aresta. Veja a �gura 5.17.

Figura 5.17: Varrendo um mapa 
om arestas 
urvas.Este problema n~ao o
orre se toda aresta for monotôni
a em lon-Arestasmonotôni
as gitude: isto �e, se 
ada meridiano 
ruzar 
ada aresta em no m�aximo



5.8. Varredura da esfera 167um ponto. Em geral, podemos resolver este problema 
om um pr�e-pro
essamento que divide toda aresta em tre
hos monotôni
os, intro-duzindo novos v�erti
es nos pontos da mesma em que a longitude �elo
almente m��nima ou m�axima.Para que esta solu�
~ao seja vi�avel, �e pre
iso que haja apenas umn�umero �nito de pontos esta
ion�arios, e que eles sejam determin�aveisalgoritmi
amente. Estas duas 
ondi�
~oes s~ao satisfeitas no 
aso de 
ur-vas alg�ebri
as impl��
itas ou param�etri
as, e em parti
ular no 
aso de
��r
ulos, se�
~oes 
ôni
as em geral, e 
urvas de B�ezier.Outro detalhe a ser levado em 
onta �e que duas arestas 
urvas podem Cruzamentosm�ultiplosse 
ruzar mais de uma vez. Felizmente, pode-se provar que a interse
�
~aode dois ar
os de 
urvas alg�ebri
as 
onsiste um n�umero �nito de ar
os epontos isolados, que podem ser determinados algoritmi
amente.Ex. 5.37: Dê um algoritmo para de
ompor um 
��r
ulo de 
entro (�ni-to) p = [w; x; y℄ e raio r em um ou mais ar
os monotôni
os em longitude,em rela�
~ao a um p�olo N dado, separados por v�erti
es isolados. Suponhaque 
��r
ulo n~ao passa por N .5.8.2 Casos degeneradosAl�em das di�
uldades 
ausadas pela topologia esf�eri
a e pelas arestas Casos degenerados
urvas, temos que nos preo
upar tamb�em 
om 
ertas \situa�
~oes de-generadas", que foram ex
lu��das por hip�otese na nossa des
ri�
~ao doalgoritmo de Bentley e Ottmann, mas que n~ao podem ser ignoradas nasuperposi�
~ao de mapas.Por exemplo, quase todo mapa tem duas ou mais arestas in
idindo M�ultiplas arestaspor v�erti
eno mesmo v�erti
e. Essa �e uma 
ara
ter��sti
a essen
ial do mapa, quedetermina sua topologia; portanto, n~ao �e vi�avel exigir que a 
adaextremo de 
ada aresta tenha uma latitude diferente. Isso signi�
aque, quando o meridiano de varredura passa sobre um v�erti
e, temosque pro
essar num �uni
o evento todas as arestas que in
idem nessev�erti
e.Pode tamb�em a
onte
er que, na sobreposi�
~ao de mapas A e B, V�erti
es sobrearestasum v�erti
e do mapa A esteja no meio de uma aresta de B, ou vi
e-versa. Para n~ao 
ompli
ar o algoritmo prin
ipal, vamos supor que osmapas foram previamente re�nados de modo a eliminar estas situa�
~oes.
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isamente, vamos supor que toda aresta de A que 
ontinha umv�erti
e v de B foi dividida em duas arestas, separadas por um novov�erti
e v0 
om mesmas 
oordenadas que v; e analogamente para o mapaB. Com este re�namento ini
ial, todo v�erti
e da superposi�
~ao �e a in-terse
�
~ao de um v�erti
e e uma fa
e, ou de dois v�erti
es, ou de duasarestas.Pode tamb�em a
onte
er que a interse
�
~ao de duas arestas (uma de AArestas sobrepostas e outra de B) 
ontenha n~ao apenas pontos dis
retos, mas tamb�em ar
osinteiros. Se as 
urvas s~ao alg�ebri
as, e os mapas foram re�nados 
omodes
rito a
ima, prova-se que neste 
aso as duas arestas s~ao idênti
as,e portanto iguais �a sua interse
�
~ao. Este fato simpli�
a bastante otratamento destes 
asos.5.8.3 Es
olha dos p�olosNote que as situa�
~oes degeneradas des
ritas at�e aqui s~ao intr��nse
as aoEs
olha dos p�olos problema: elas dizem respeito apenas aos dados e ao resultado desejado.Al�em dessas, h�a v�arias outras situa�
~oes degeneradas que envolvem osp�olos de varredura e o meridiano ini
ial, e portanto s~ao internas aoalgoritmo. Por exemplo, podemos ter eventos (v�erti
es ou 
ruzamentos)no meridiano ini
ial, ou m�ultiplos eventos 
om a mesma longitude, ouarestas passando pelos p�olos, et
.Felizmente, estas situa�
~oes podem ser evitadas por meio de \per-perturba�
~ao virtual turba�
~oes virtuais" na posi�
~ao do p�olo e do meridiano ini
ial. A id�eia�e supor que o p�olo norte n~ao est�a exatamente em [0; 0; 1℄, mas simnum ponto ["2; "; 1℄, onde " �e um in�nit�esimo: um \n�umero" que, porde�ni�
~ao, �e maior que zero, mas menor que qualquer real positivo.Uma 
onseq�uên
ia imediata desta perturba�
~ao in�nit�esima �e queos p�olos N e S n~ao 
oin
idem 
om nenhum v�erti
e do mapa | naverdade, n~ao 
oin
idem 
om nenhum ponto \ordin�ario" de T2!Mais ainda, a perturba�
~ao garante que 
ada ponto de T2 est�a numLongitudeperturbada meridiano distinto. Para veri�
ar esta a�rma�
~ao, vamos tomar doispontos quaisquer p1 = [w1; x1; y1℄ e p2 = [w2; x2; y2℄ de T2, e 
al
ular aorienta�
~ao do triângulo p1p2N :



5.8. Varredura da esfera 169�(N ; p1; p2) (5.3)= sgn ������� "2 " 1w1 x1 y1w2 x2 y2 �������= sgn0B�������� 0 0 1w1 x1 y1w2 x2 y2 �������+ "������� 0 1 0w1 x1 y1w2 x2 y2 �������+ "2������� 1 0 0w1 x1 y1w2 x2 y2 �������1CA(5.4)= sgn ����� w1 x1w2 x2 ������ "����� w1 y1w2 y2 �����+ "2����� x1 y1x2 y2 �����! (5.5)Observe que o argumento de sgn na f�ormula (5.5) �e um polinômioa0 + a1" + a2"2 sobre o in�nit�esimo ", 
ujos 
oe�
ientes s~ao n�umerosreais ordin�arios. Se o primeiro 
oe�
iente a0 for diferente se zero, seuvalor absoluto �e por de�ni�
~ao maior que qualquer m�ultiplo de " ou "2; eportanto o sinal da f�ormula toda �e o sinal de a0. Pelo mesmo argumento,se a0 for zero, mas a1 for diferente de zero, o sinal da f�ormula ser�a osinal de a1. Se ambos forem zero, vale o sinal de a2. Temos portanto oseguinte algoritmo:Algoritmo 5.3 (�N (p1; p2)) Dados dois pontos p1 = [w1; x1; y1℄ ep2 = [w2; x2; y2℄, devolve �(N ; p1; p2), onde N = ["2; "; 1℄.1. s ����� w1 x1w2 x2 �����; se s 6= 0 ent~ao devolva sgn s;2. s ����� w1 y1w2 y2 �����; se s 6= 0 ent~ao devolva � sgn s;3. s ����� x1 y1x2 y2 �����; devolva sgn s.Note que �N (p1; p2) s�o �e zero se os três determinantes 2� 2 a
imaforem nulos. Nesse 
aso, pode-se 
on
luir que os dois vetores (w1; x1; y1)e (w2; x2; y2) s~ao m�ultiplos um do outro; ou seja, os pontos p1 e p2 s~ao
oin
identes (iguais ou antipodais). Como pontos antipodais sempreest~ao em meridianos opostos, 
on
lu��mos que p1 e p2 est~ao no mesmomeridiano se e somente se p1 = p2.
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ni
a de perturba�
~ao in�nit�esima tamb�em pode ser usada paraPerturba�
~ao domeridiano ini
ial garantir que o meridiano de referên
iam� n~ao passa por nenhum v�erti
eou 
ruzamento dos dois mapas. Para tanto, basta tomar m� na retah1+"2; "3;�"2i. Pode-se veri�
ar que esta \reta perturbada" passa porN e S, mas n~ao passa por nenhum ponto \ordin�ario" de T2.Os exer
��
ios a seguir sup~oem estas perturba�
~oes in�nit�esimas; isto�e, N = ["2; "; 1℄ e m� = h1 + "2; "3;�"2i.Ex. 5.38: Dê um algoritmo que, dados dois pontos p e q de T2, devolve+1 se p est�a a leste de q, �1 se p est�a a oeste de q, e 0 se p = q.Ex. 5.39: Dê um algoritmo que, dados dois pontos p e q de T2, distin-tos e n~ao antipodais, de
ide se p �e o extremo oeste ou o extremo lestedo segmento pq.Ex. 5.40: Dê um algoritmo que, dados um ponto p de T2, e um seg-mento qr que 
ruza o meridiano de p, determina se p est�a ao sul ou aonorte de qr.Ex. 5.41: Dê um algoritmo, que, dados dois segmentos pq e pr, dosquais p �e o extremo oeste, devolve +1 se pq est�a mais ao norte que pr,�1 se est�a mais ao sul, e 0 se os dois segmentos s~ao 
olineares.Ex. 5.42: Dê um algoritmo para de
idir se um segmento pq 
ruza omeridiano ini
ial m�.Ex. 5.43: Dê um algoritmo, que, dados dois segmentos disjuntos pqe rs que 
ruzam o meridiano ini
ial m�, determina qual deles 
ruza osegmento mais ao norte.



5.9. Apêndi
e: Con
eitos b�asi
os de topologia 1715.9 Apêndi
e: Con
eitos b�asi
os de topo-logiaEsta se�
~ao �e uma re
apitula�
~ao su
inta das de�ni�
~oes mais de topologiade 
onjuntos usadas neste 
ap��tulo. Para maiores detalhes, re
omenda-mos 
onsultar um livros texto da �area, 
omo por exemplo [Lim76℄.5.9.1 Espa�
o topol�ogi
o; abertos e fe
hadosUm espa�
o topol�ogi
o �e uma tripla (X;A), onde X �e um 
onjunto Espa�
o e 
onjuntoabertoqualquer (os pontos), e A �e uma 
ole�
~ao de sub
onjuntos de X (osabertos), satisfazendo os seguintes axiomas:1. o 
onjunto X e o 
onjunto vazio s~ao abertos;2. a uni~ao de qualquer 
ole�
~ao de sub
onjuntos abertos �e um aberto;3. a interse
�
~ao de uma 
ole�
~ao �nita de sub
onjuntos abertos �e umaberto.Nessas 
ondi�
~oes, dizemos que a 
ole�
~ao A determina uma estrutura Topologiatopol�ogi
a sobre o 
onjunto X, ou que �e uma topologia para X.No resto deste apêndi
e, vamos supor que (X;A) �e um espa�
otopol�ogi
o.5.9.2 Sub
onjuntos fe
hadosPor de�ni�
~ao, um sub
onjunto Z de X �e fe
hado se seu 
omplemento Conjunto fe
hadoXnZ �e aberto. Portanto, X e fg s~ao fe
hados; a interse
�
~ao de qual-quer fam��lia de sub
onjuntos fe
hados �e fe
hada; e a uni~ao �nita desub
onjuntos fe
hados �e fe
hada.Em geral, num espa�
o (X;A) existem sub
onjuntos de pontos quen~ao s~ao nem abertos nem fe
hados.5.9.3 Sub-espa�
osDizemos que um espa�
o (Z;B) �e um sub-espa�
o de (X;A) se e somente Sub-espa�
o



172 Cap��tulo 5. Mapasse Z � X, e B = fA \ Z : A 2 AgNeste 
aso, dizemos que B �e a topologia de Z induzida por A.5.9.4 Produto 
artesianoO produto 
artesiano de dois espa�
os topol�ogi
os (X;A) e (Y;B) �e oProduto 
artesiano espa�
o 
ujos pontos s~ao os pares X � Y , e 
ujos abertos s~ao todas asuni~oes (�nitas e in�nitas) de produtos A� B 
om a 2 A e B 2 B.5.9.5 Topologia natural de RnUm intervalo aberto de n�umeros reais �e um 
onjunto da formaIntervalo aberto fx : a < x < b gonde a e b s~ao reais 
om a < b.Por de�ni�
~ao, na topologia natural da reta R um sub
onjunto �eTopologia naturalde R2 aberto se e somente se ele �e a uni~ao (possivelmente in�nita) de intervalosabertos.Para o espa�
o Rn , 
om n > 1, a topologia natural �e a de�nida pelaregra do produto 
artesiano a
ima. Ou seja, um sub
onjunto de Rn �eaberto se e somente se ele �e a uni~ao (possivelmente in�nita) de produtosde n intervalos abertos de R.Ex. 5.44: Se 
 �e um ponto do espa�
o 
artesiano Rn , e r um realpositivo, a bola (aberta) 
om 
entro 
 e raio r �e o 
onjunto de pontos� p 2 Rn : jp� j < r 	onde jxj �e o 
omprimento (eu
lidiano) do vetor x. Prove que, doponto de vista topol�ogi
o, bolas redondas s~ao t~ao boas quanto bolasquadradas; ou seja,(a) toda bola aberta �e um sub
onjunto aberto de Rn .(b) na topologia natural de Rn , um sub
onjunto �e aberto se e somentese ele �e a uni~ao (possivelmente in�nita) de bolas abertas.



5.9. Apêndi
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eitos b�asi
os de topologia 173Se Z �e um sub
onjunto de Rn , a topologia natural de Z �e a induzidasobre Z pela topologia natural de Rn .Em parti
ular, a topologia natural da esfera S2 �e a induzida na mes- Topologia naturalda esferama pela topologia natural de R3 . Identi�
ando-se os pontos de S2 
omos do plano projetivo orientado T2, 
onforme des
rito na se�
~ao 2.3.2,esta mesma regra de�ne topologia natural para T2.Sempre que men
ionarmos um sub
onjunto de pontos de Rn , Sn,ou Tn 
omo um espa�
o topol�ogi
o, sem espe
i�
ar uma topologia,estaremos supondo a topologia natural.5.9.6 Vizinhan�
aUma vizinhan�
a de um ponto x 2 X �e qualquer sub
onjunto aberto de Vizinhan�
aX que in
lui x. Por extens~ao, uma vizinhan�
a de um 
onjunto Z � X�e qualquer sub
onjunto aberto de X que 
ont�em Z.Na topologia natural de Rn , toda bola 
om 
entro x �e uma vizi-nhan�
a de x.5.9.7 Ponto de a
umula�
~aoDiremos que um elemento p 2 X �e um ponto de a
umula�
~ao de um Ponto dea
umula�
~ao
onjunto Z � X se e somente se qualquer vizinhan�
a de p 
ont�em umn�umero in�nito de pontos de Z.Diremos que uma seq�uên
ia in�nita de pontos p1; p2; : : : de um Convergên
ia elimiteespa�
o X 
onverge para um 
onjunto de pontos Z � X se qualquervizinhan�
a de Z 
ont�em todos os pontos da seq�uên
ia, ex
eto por umsub
onjunto �nito. Se uma seq�uên
ia 
onverge para um 
onjunto 
omum �uni
o ponto, dizemos que esse ponto �e o limite da seq�uên
ia.Ex. 5.45: Prove que p 2 X �e um ponto de a
umula�
~ao de Z � X, noespa�
o (X;A), se e somente se p for um ponto de a
umula�
~ao de Z emalgum sub-espa�
o (Y;B) de (X;A) tal que p 2 Y e Z 2 B.Ex. 5.46: Prove que p 2 X �e um ponto de a
umula�
~ao de Z se esomente se ele �e o limite de uma seq�uên
ia in�nita de pontos de Z.
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ho, interior, e fronteiraSe Z � X, de�nimos o interior de Z (em X) 
omo sendo a uni~ao detodos os sub
onjuntos abertos de X 
ontidos em Z.Ex. 5.47: Prove que o interior de Z em X �e um sub
onjunto abertode X.Ex. 5.48: Prove que o interior de Z em X 
ont�em qualquer sub
on-junto aberto de X 
ontido em Z.Ex. 5.49: Prove que um ponto x 2 X perten
e ao interior de Z emX se e somente se existe alguma vizinhan�
a de x em X que est�ainteiramente 
ontida em Z.De�nimos tamb�em o fe
ho de Z (em X) 
omo sendo a interse
�
~aode todos os sub
onjuntos fe
hados de X que 
ont�em Z.Ex. 5.50: Prove que o fe
ho de Z em X est�a 
ontido em qualquersub
onjunto fe
hado de X que 
ont�em Z.Ex. 5.51: Prove que o fe
ho de Z em X 
onsiste de todos os elementosde X que s~ao pontos de a
umula�
~ao de Z.A fronteira de Z (em X) �e a diferen�
a entre o fe
ho de Z e o interiorde Z.Ex. 5.52: Prove que x 2 X perten
e �a fronteira de Z em X se esomente se toda vizinhan�
a de x em X 
ont�em algum ponto de Z ealgum ponto de XnZ.5.9.9 Espa�
o quo
ienteSe � �e uma rela�
~ao de equivalên
ia sobre os pontos de um espa�
oEspa�
o quo
iente (X;A), de�nimos o espa�
o quo
iente (X;A)=� 
omo sendo (Y;B), ondeY �e o 
onjunto X=� das 
lasses de equivalên
ia de X por �; e B �e afam��lia de todos os 
onjuntos A=�, para todo A 2 A que �e uni~ao de
lasses de X=�.
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e: Con
eitos b�asi
os de topologia 175Espa�
os quo
ientes apare
em naturalmente quando uma superf��
ie Colagem depol��gonos�e des
rita por meio da 
olagem de fa
es. Nesse 
aso, o espa�
o (X;A)original �e a uni~ao de pol��gonos regulares isolados, um para 
ada fa
e. Arela�
~ao de equivalên
ia de�ne a maneira 
omo as beiradas dessas fa
esdevem ser 
oladas. Isto �e, se o ponto x numa aresta de um pol��gonodeve ser 
olado 
om o ponto y em outra aresta (de outro pol��gono, oudo mesmo), ent~ao por de�ni�
~ao x � y; ex
eto por este 
aso, x � y se esomente se x = y.Outro exemplo 
l�assi
o de espa�
o quo
iente �e o plano projetivo n~ao Plano projetivoorientado, que pode ser de�nido 
omo o quo
iente da esfera S2 (
oma topologia natural) pela rela�
~ao de equivalên
ia que identi�
a 
adaponto da mesma 
om seu ant��poda.5.9.10 SeparabilidadeDois pontos de um espa�
o topol�ogi
o s~ao separ�aveis se existe um 
on- Pontos separ�aveisjunto aberto que 
ont�em um mas n~ao o outro; 
aso 
ontr�ario eles s~aoinsepar�aveis.Ex. 5.53: Mostre que inseparabilidade �e uma rela�
~ao de equivalên
ia.Do ponto de vista topol�ogi
o, dois pontos insepar�aveis s~ao essen
i-almente indistingu��veisUm espa�
o �e separ�avel se todos os pares de pontos s~ao separ�aveis. Espa�
o separ�avelN~ao estaremos perdendo muita 
oisa interessante se restringirmos nossaaten�
~ao a espa�
os separ�aveis; pois o quo
iente de qualquer espa�
o porsua rela�
~ao de inseparabilidade �e um espa�
o separ�avel, 
ujos abertos
orrespondem aos abertos do espa�
o original de maneira biun��vo
a e
ompat��vel 
om �.5.9.11 ContinuidadeDe�nimos uma fun�
~ao 
ont��nua de um espa�
o topol�ogi
o (X;A) para Fun�
~ao 
ont��nuaoutro espa�
o topol�ogi
o (Y;B) 
omo sendo uma fun�
~ao de X para Ytal que a imagem inversa de todo sub
onjunto fe
hado de Y �e umsub
onjunto fe
hado de X.



176 Cap��tulo 5. MapasEx. 5.54: Seja f uma fun�
~ao 
ont��nua de (X;A) para (Y;B). Mostreque(a) se x 2 X �e ponto de a
umula�
~ao de Z � X segundo A, ent~ao f(x)�e um ponto de a
umula�
~ao de f(Z) segundo B.(b) se x 2 X �e limite da seq�uên
ia x1; x2; : : : de pontos de X, segundoA, ent~ao f(x) �e o limite da seq�uên
ia f(x1); f(x2); : : : segundo B.5.9.12 Equivalên
ia topol�ogi
aUm dos 
on
eitos fundamentais da topologia �e o de homeomor�smo:Homeomor�smo uma bije�
~ao entre dois espa�
os �e um homeomor�smo se e somente seela leva 
onjuntos abertos para 
onjuntos abertos. Dizemos que doisespa�
os topol�ogi
os s~ao homeomorfos, ou equivalentes, se e somente seEquivalên
iatopol�ogi
a existe um homeomor�smo entre eles.De
orre da de�ni�
~ao que uma bije�
~ao entre dois espa�
os �e um ho-meomor�smo se e somente se ela �e 
ont��nua, e sua inversa tamb�em �e
ont��nua.Ex. 5.55: Mostre que a reta R �e equivalente ao segmento aberto (0; 1).Ex. 5.56: Mostre que o plano R2 �e equivalente ao quadrado aberto(0; 1) � (0; 1).Ex. 5.57: Mostre que o plano R2 �e equivalente ao 
onjunton (x; y) 2 R2 : x2 +y2 < 1oUma propriedade topol�ogi
a �e uma propriedade de pontos e sub
on-Propriedadetopol�ogi
a juntos de um espa�
o X que pode ser ser de�nida apenas em termos de
onjuntos abertos de X (e das opera�
~oes da teoria de 
onjuntos). Umexemplo �e o fato de um 
onjunto de pontos ser fe
hado: que signi�
a,por de�ni�
~ao, que o 
omplemento dele �e aberto. Outro exemplo �e ofato de um espa�
o X ser 
onexo, que signi�
a que n~ao existe nenhumConjunto 
onexo sub
onjunto pr�oprio e n~ao-vazio de X que �e ao mesmo tempo fe
hado eaberto. Ainda outro exemplo �e fato de um 
onjunto de pontos Z numespa�
o X separar dois pontos u; v 2 XnZ, signi�
ando que n~ao existenenhum sub-espa�
o de XnZ que seja 
onexo e 
ontenha u e v.



5.9. Apêndi
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eitos b�asi
os de topologia 177Portanto, um homeomor�smo f preserva todas as propriedades to-pol�ogi
as de pontos e sub
onjuntos de pontos. Em parti
ular, se umespa�
o �e 
onexo, qualquer espa�
o homeomorfo a ele tamb�em ser�a 
o-nexo; se Z separa u e v, ent~ao f(Z) separa f(u) de f(v). E assim pordiante.Ex. 5.58: Considere os sub-espa�
os do R3 de�nidos abaixo. Des
reva
ada um em palavras. Quais deles s~ao superf��
ies? Quais s~ao superf��
ies
ompa
tas? (Justi�que as respostas.)(a) � (x; y; z) : x2 + y2 + z2 2 f1; 2g 	.(b) � (x; y; z) : x2 + y2 + z2 2 Nnf0g 	.(
) f (x; y; z) : max fjxj; jyj; jzjg = 1 g.(d) � (x; y; z) : x2 + y2 � 1 ^ z = 0 	.(e) � (x; y; z) : x2 + y2 < 1 ^ z = 0 	.
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Cap��tulo 6Problemas de proximidade
6.1 O problema do 
orreioConsidere o seguinte problema do 
orreio. Seja S um 
onjunto �xo de problema do 
orreion pontos do plano R2 , que 
hamaremos de s��tios. Dado um ponto pgen�eri
o, qual a maneira mais e�
iente de determinar o s��tio de S maispr�oximo a p? (Veja a �gura 6.1.)

Figura 6.1: O problema do 
orreio.Este problema apare
e em muitos 
ontextos pr�ati
os, onde os oss��tios podem ser f�abri
as, dep�ositos, lojas, postos do 
orreio, 
idades,esta�
~oes meteorol�ogi
as, et
.. Em 
omputa�
~ao gr�a�
a, em parti
ular,179



180 Cap��tulo 6. Problemas de proximidadeos s��tios podem ser posi�
~oes de objetos na tela, e p a posi�
~ao do 
ursorgr�a�
o que est�a sendo usado para sele
ionar um desses objetos. Ou,ent~ao, os s��tios s~ao pontos onde uma fun�
~ao f(x; y) foi amostrada, e pum ponto onde a mesma pre
isa ser interpolada.A solu�
~ao trivial para este problema �e 
al
ular as n distân
iasdist(s; p) para todo s 2 S, en
ontrar o m��nimo desses n�umeros, edevolver o s��tio s 
orrespondente. Este algoritmo obviamente requer�(n) opera�
~oes.�E poss��vel melhorar este tempo? Para uma �uni
a 
onsulta, a res-posta �e n~ao: qualquer algoritmo 
orreto pre
isa levar em 
onta todosos s��tios, e portanto exige tempo pelo menos propor
ional a n | isto�e, 
(n).Entretanto, suponha que queremos resolver este problema para umgrande n�umero de pontos p, mantendo o 
onjunto S de s��tios �xo.�Indi
e geom�etri
o Neste 
aso, vale a pena investir algum tempo ini
ialmente, 
onstruindoa partir do 
onjunto S algum tipo de ��ndi
e geom�etri
o (por analogia
om o ��ndi
e alfab�eti
o de um livro). Com um ��ndi
e adequado, �eposs��vel responder a 
ada 
onsulta muito mais rapidamente do que 
omo algoritmo trivial. Supondo-se um n�umero su�
iente de 
onsultas, otempo e
onomizado nas mesmas a
aba 
ompensando o tempo gasto na
onstru�
~ao do ��ndi
e.6.2 O diagrama de VoronoiPara tornar a id�eia de ��ndi
e geom�etri
o mais palp�avel, 
onsidere oproblema an�alogo em uma dimens~ao. Neste 
aso, os s��tios | elementosde S | s~ao pontos na reta R, isto �e, n�umeros reais. Uma 
onsulta
onsiste em determinar qual o elemento de S que est�a mais pr�oximo deum n�umero real p dado.6.2.1 Voronoi na retaPara 
ada s��tio s 2 S, 
onsidere o 
onjunto Rs dos pontos p da reta Rtais que o s��tio mais pr�oximo a p �e s. Obviamente, determinar o s��tiomais pr�oximo a p equivale a determinar qual das regi~oes Rs 
ont�em p.



6.2. O diagrama de Voronoi 181Para entender as regi~oes Rs, suponha que os s��tios de S est~aoordenados em ordem 
res
ente: s1 < s2 < � � � < sn. Nestas 
ondi�
~oes,n~ao �e dif��
il ver que 
ada regi~ao Rsi �e um intervalo limitado pelos pontosvi e vi+1, onde vi �e o ponto eq�uidistante entre os s��tios 
onse
utivos si�1e si, isto �e, vi = 12(si�1 + si).Para enquadrar as regi~oes extremas Rs1 e Rsn nesta des
ri�
~ao, �ene
ess�ario supor que v1 = �1 e vn+1 = +1. Veja a �gura 6.2.
Figura 6.2: Voronoi na reta.A 
ole�
~ao das regi~oes Rs �e por de�ni�
~ao o diagrama de Voronoi(dvor) do 
onjunto S, assim 
hamado em homenagem ao matem�ati
o Voronoi na retarusso G. Voronoi.1.Se tivermos que responder a muitas 
onsultas para um mesmo 
on-junto S, �e vantajoso 
al
ular primeiro o diagrama de Voronoi de S.Para tanto, basta ordenar os s��tios em ordem 
res
ente, e 
al
ular ospontos separadores v1; v2; : : : ; vn+1, 
hamados de v�erti
es de Voronoi,
onforme des
rito a
ima. Feito isso, para 
ada ponto de 
onsulta p, bas-ta determinar os v�erti
es 
onse
utivos vi e vi+1 tais que vi < p < vi+1,e devolver o s��tio si.A vantagem desta estrat�egia �e que o intervalo (vi; vi+1) que 
ont�emo ponto p pode ser determinado rapidamente | em tempo O(logn) |por bus
a bin�aria.Por outro lado, a ordena�
~ao dos s��tios requer apenas O(n logn) ope- Custo do ��ndi
ee da 
onsultara�
~oes, e o 
�al
ulo dos v�erti
es 
om apenas O(n) opera�
~oes. Portanto, otempo gasto na 
onstru�
~ao do diagrama de Voronoi �e apenas O(n logn).Note-se que este trabalho pre
isa ser feito uma �uni
a vez; portanto, o
usto total para pr�e-pro
essar os n s��tios, e responder a m 
onsultassobre os mesmos, �eO(n logn) +mO(logn) = O((n+m) logn)1Os nomes diagrama de Thiessen e tessela�
~ao de Diri
hlet tamb�em s~ao �as vezesusados para este 
on
eito.
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ontraste, o algoritmo trivial | 
omparar 
ada ponto p 
om
ada s��tio| levaria tempoO(mn) para atender essas mesmas 
onsultas.Para tornar estas an�alises mais 
on
retas, suponha por exemplon = m = 1000. O algoritmo trivial tem que 
al
ular e 
omparar1:000:000 distân
ias entre pontos e s��tios. Em 
ontraste, o algoritmobaseado no diagrama de Voronoi, des
rito a
ima, exe
utaria apenas
 � 2000 � log 1000 � 
 � 20:000 opera�
~oes, onde 
 �e uma 
onstantepequena.6.2.2 Voronoi no planoO 
on
eito de diagrama de Voronoi, de�nido a
ima para a reta, podeVoronoi no plano ser tamb�em apli
ado ao plano (ou a qualquer espa�
o m�etri
o).Espe
i�
amente, dado um 
onjunto S de s��tios em R2 , o diagramade Voronoi de S �e uma 
ole�
~ao de regi~oes Rs do plano, uma para 
adas��tio s, tais que um ponto p est�a na regi~ao Rs se e somente o s��tio maispr�oximo a p �e s. Veja a �gura 6.3

Figura 6.3: O diagrama de Voronoi no plano.Qual �e a forma da regi~ao Rs? Considere um outro s��tio qualquerRegi~oes s~ao
onvexas t distinto de s. Um ponto p do plano est�a mais pr�oximo de s do quede t se e somente se p est�a no semi-plano Hst, que 
ont�em s, e que �elimitado pela reta mediatriz mst do segmento st. Veja a �gura 6.4.
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Figura 6.4: A regi~ao pontilhada est�a mais pr�oxima de s do que de t.Portanto, a regi~ao Rs �e a interse
�
~ao de todos esses semiplanos, ouseja Rs = \t2SnsHstCon
lui-se imediatamente desta de�ni�
~ao que Rs �e um pol��gono 
onvexoque 
ont�em o s��tio 
orrespondente s.�E f�a
il de ver que um ponto p perten
e �a fronteira entre duas regi~oesRs e Rt se e somente se p �e eq�uidistante de s e de t, e estes s~ao os doiss��tios de S mais pr�oximos a p. O mesmo vale para os pontos na fronteirade três ou mais regi~oes, que s~ao os v�erti
es dos pol��gonos.6.2.3 Complexidade do VoronoiComo vimos a
ima, o Voronoi de n s��tios na reta pode ser des
rito demaneira 
ompa
ta pela lista de seus n� 1 v�erti
es.Qual a 
omplexidade do diagrama de Voronoi no plano? �A primeira Complexidade doVoronoivista, pare
e ser muito grande. Enquanto que na reta R 
ada regi~ao deVoronoi tem no m�aximo dois vizinhos, no plano R2 uma �uni
a regi~aopode ter at�e n � 1 lados. Se isso pudesse a
onte
er 
om todas as nregi~oes, ter��amos �(n2) arestas, o que impediria o uso do diagrama deVoronoi em apli
a�
~oes pr�ati
as.Felizmente, esta hip�otese pessimista n~ao �e poss��vel. Uma vez que odiagrama de Voronoi �e um grafo planar, ele satisfaz a rela�
~ao de Eulerhv�erti
esi � harestasi+ hfa
esi = 2
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o de �algebra, pode-se provar que odiagrama de Voronoi de n � 3 s��tios tem no m�aximo 3n � 6 arestase 2n � 4 v�erti
es. Ou seja, a 
omplexidade do diagrama �e apenaspropor
ional ao n�umero de s��tios; e n~ao quadr�ati
a, 
omo tem��amos.6.2.4 Usando o diagramaSuponha que 
onstru��mos o diagrama de Voronoi fRs : s 2 S g dosUsando o diagramade Voronoi s��tios dados. Portanto, para en
ontrar o s��tio mais pr�oximo a um pontodado p basta determinar a regi~ao Rs do diagrama que 
ont�em p.Esta estrat�egia n~ao 
ompensa se tivermos que testar todas as regi~oesRs, uma por uma. (Isso 
ertamente levaria mais tempo do que 
ompararas distân
ias entre p e os s��tios!) No 
aso unidimensional, uma simplesbus
a bin�aria permitia resolver este problema em tempo O(logn). Ser�aque existe ago equivalente �a bus
a bin�aria em duas dimens~oes?Felizmente, a resposta �e sim. Os detalhes s~ao 
ompli
ados demaispara dis
utir neste 
urso, mas a 
on
lus~ao �e que, mesmo em duasdimens~oes, a regi~ao Rs que 
ont�em o ponto p pode ser en
ontrada emtempo O(logn).Mais adiante veremos que o diagrama de Voronoi de n s��tios pode ser
al
ulado em tempo O(n logn). Portanto, o 
usto total para responderam 
onsultas sobre n s��tios no plano �e o mesmo do 
aso unidimensional,ou seja O((m+ n) logn).



6.3. O diagrama de Delaunay 1856.3 O diagrama de DelaunaySeja S um 
onjunto de s��tios no plano. Diremos que dois s��tios s, t de S Arestas do Voronois~ao vizinhos de Voronoi se as respe
tivas regi~oes Rs, Rt do diagrama deVoronoi tem um lado em 
omum. Lidando 
ada par de s��tios vizinhos
om um segmento de reta, obtemos o diagrama de Delaunay (ddel) de Diagrama deDelaunayS. Veja a �gura 6.5.

Figura 6.5: O diagrama de Delaunay.6.3.1 Propriedades fundamentaisSejam s e t os dois extremos de uma aresta do diagrama de Delaunayde S. Pela de�ni�
~ao do ddel, as regi~oes de Voronoi Rs e Rt devemter um lado e em 
omum. Seja 
 um ponto qualquer no interior de e(ex
luindo seus extremos). Pela de�ni�
~ao do dvor, 
 est�a situado �amesma distân
ia r dos dois s��tios s e t; e a distân
ia de 
 a qualqueroutro s��tio u �e estritamente maior que r.Se 
onsiderarmos o 
��r
ulo de 
entro 
 e raio r, podemos 
on
luir oseguinte fato:
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ulo Vazio) Dois s��tios s~ao adja
entes no di-Arestas doDelaunay: 
��r
ulovazio agrama de Delaunay se e somente se existe algum 
��r
ulo que passa poreles, e n~ao 
ont�em ou passa por nenhum outro s��tio do diagrama.

Figura 6.6: A propriedade do C��r
ulo Vazio.A partir desta propriedade fundamental, podemos derivar fa
ilmen-te muitas outras propriedades importantes do ddel.Por exemplo, podemos provar que as arestas do ddel n~ao se 
ruzamou to
am, a n~ao ser nos seus extremos. Isto signi�
a que os diagramasde Voronoi e de Delaunay s~ao duais, n~ao apenas 
omo grafos, mas
omo diagramas. Ou seja, todo v�erti
e, aresta, ou fa
e de um deles
orresponde respe
tivamente a uma fa
e, aresta, ou v�erti
e do outro,preservando as rela�
~oes de in
idên
ia entre esses elementos.Em parti
ular, se v �e um v�erti
e do diagrama de Voronoi, eV�erti
es do Voronoi Rs1 ; Rs2; : : : ; Rsk s~ao as regi~oes in
identes a v, en ordem anti-hor�aria,ent~ao v deve ser eq�uidistante dos s��tios s1; s2; : : : ; sk, e qualquer outros��tio est�a mais afastado de v do que eles. Se 
onsiderarmos o 
��r
ulo
om 
entro v que passa por esses k s��tios, 
on
lu��mos que



6.3. O diagrama de Delaunay 187Propriedade 6.2 (C��r
ulo Cir
uns
rito) Três ou mais s��tios de�- Fa
es do Delaunay:
��r
ulo 
ir
uns
ritonem uma fa
e do diagrama de Delaunay se e somente se existe algum
��r
ulo que passa por eles, e n~ao 
ont�em ou passa por nenhum outros��tio do diagrama. O 
entro desse 
��r
ulo �e o v�erti
e do diagrama deVoronoi que 
orresponde a essa fa
e.

Figura 6.7: Fa
es do diagrama de Delaunay.Portanto, toda fa
e do ddel �e um pol��gono simples ins
rito emalgum 
��r
ulo, e portanto um pol��gono 
onvexo.6.3.2 Triangula�
~ao de DelaunaySe os s��tios s~ao gerados aleatoriamente, ou s~ao sujeitos a erros de me- Triangula�
~ao deDelaunaydida aleat�orios, a probabilidade de quatro ou mais s��tios perten
erema um mesmo 
��r
ulo �e nula. Nessas 
ondi�
~oes, as fa
es do ddel s~ao in-variavelmente triângulos, e o ddel �e tamb�em 
hamado de triangula�
~aode Delaunay (tdel).Mesmo nos 
asos em que o ddel tem fa
es 
om mais de três v�erti
es,ele pode ser fa
ilmente transformado numa triangula�
~ao; basta a
res-
entar k � 3 diagonais (n~ao 
ruzadas) a 
ada fa
e 
om k > 3 lados.



188 Cap��tulo 6. Problemas de proximidade6.3.3 Eq�uiangularidadeAs triangula�
~oes de Delaunay, obtidas 
omo des
rito a
ima, s~ao bas-tante usadas interpola�
~ao de dados, modelagem de s�olidos, 
�al
ulo deelementos �nitos, e outras �areas da an�alise num�eri
a.A raz~ao para essa popularidade �e que os erros de aproxima�
~aoÂngulos uniformes 
ometidos nessas �areas dependem da forma dos triângulos usados, sendoem geral tanto maiores quanto menos eq�uil�ateros forem os triângulos.A
onte
e que, dentre todas as triangula�
~oes do plano 
om um 
onjunto�xo S de v�erti
es, a tdel �e a que produz os triângulos mais eq�uil�aterosposs��veis.Em parti
ular, 
onsidere duas fa
es adja
entes quaisquer stu e tsvde uma triangula�
~ao de Delaunay T, tais que o quadril�atero usvt seja
onvexo. A propriedade 6.2 diz que o s��tio u tem que estar fora do
��r
ulo tsv, e v tem que estar fora do 
��r
ulo stu. Pode-se deduzir da��que a soma dos ângulos tûs e sv̂t �e menor do que 180Æ. Por outro lado,sabemos que a soma dos quatro ângulos internos de um quadril�atero �e360Æ; portanto, a soma dos ângulos uŝv e vt̂u �e maior do que 180Æ.Compare agora a triangula�
~ao de Delaunay T 
om a triangula�
~aoalternativa T 0 dos mesmos s��tios, obtida de T eliminando-se a aresta ste a
res
entando-se a aresta uv. Ou seja, T e T 0 diferem apenas na ma-neira de 
ortar o quadril�atero usvt em dois triângulos. Com um pou
ode �algebra e geometria, �e poss��vel mostrar que os dois triângulos usadospor T s~ao mais eq�uil�ateros que os dois usados por T 0, se medirmos a\eq�uilateralidade" de um triângulo pelo tamanho do seu menor ângulointerno.Ali�as, esta propriedade lo
al �e su�
iente para 
ara
terizar as trian-gula�
~oes de Delaunay, dentre todas as triangula�
~oes do mesmo 
onjuntode s��tios:Propriedade 6.3 (Eq�uiangularidade) Seja T uma triangula�
~ao deÂngulos doquadril�atero um 
onjunto de s��tios S, 
ujo 
ontorno �e a envolt�oria 
onvexa de S.Nesse 
aso, T �e uma triangula�
~ao de Delaunay se e somente se o v�erti
eu est�a fora do 
��r
ulo tsv, para todos os pares de triângulos adja
entesstu e tsv tais que o quadril�atero usvt �e 
onvexo.Note que que o 
usto de testar um quadril�atero usvt �e 
onstante, en�umero de quadril�ateros a testar �e limitado pelo n�umero de arestas st



6.4. Constru�
~ao do Delaunay 189da triangula�
~ao. Portanto, esta propriedade nos permite testar se umatriangula�
~ao de n s��tios �e Delaunay em tempo O(n); enquanto que umteste ingênuo, baseado na propriedade 6.1, levaria tempo 
(n2).6.3.4 Tro
a de arestasEsta 
ara
teriza�
~ao tamb�em forne
e um algoritmo extremamente sim- Delaunay por tro
ade arestasples para 
onstruir uma tdel de um 
onjunto de s��tios S. Basta obteruma triangula�
~ao qualquer de S, e veri�
ar se todas suas arestas stsatisfazem a propriedade 6.3. Caso a propriedade falhe para algumquadril�atero usvt, removemos a aresta st e a
res
entamos a aresta uv;e 
ontinuamos repetindo os testes e tro
as at�e que todas as arestasestejam 
onsistente.Note que a tro
a de st por uv invalida quaisquer testes anterioresdas arestas us, sv, vt, e tu; portanto, ap�os a tro
a, essas arestas devemser testadas de novo.Pode-se mostrar que este pro
esso termina depois de no m�aximo�(n2) tro
as, no pior 
aso. Como veremos, se o problema �e 
onstruiro ddel 
ompleto, h�a algoritmos muito mais r�apidos. Mas este algorit-mo �e uma maneira ex
elente de re
al
ular o diagrama depois de umamudan�
a lo
al no 
onjunto de s��tios, em parti
ular depois da adi�
~ao deum s��tio. Neste 
aso, o algoritmo a
ima leva tempo m��nimo, propor
i-onal ao n�umero de arestas da triangula�
~ao que realmente pre
isam seralteradas.6.4 Constru�
~ao do DelaunayOs diagramas de Delaunay e de Voronoi s~ao basi
amente equivalentes:Se soubermos 
omo 
onstruir um, podemos obter outro 
om apenasO(n) de esfor�
o.Isto posto, �e em geral a
onselh�avel trabalhar 
om o diagrama deDelaunay, enquanto for poss��vel. A raz~ao prin
ipal �e que os v�erti
es doddel s~ao os pr�oprios s��tios de entrada, e portanto �nitos. Em 
ontraste,os v�erti
es do dvor podem estar no in�nito, e tem que ser 
al
uladospor m�etodos num�eri
os (resolu�
~ao de um sistema linear de dimens~ao2� 2), sendo portanto sujeitos a erros de arredondamento e over
ow.



190 Cap��tulo 6. Problemas de proximidade6.4.1 Poliedro de DelaunayA 
onstru�
~ao do diagrama de Delaunay (ou de Voronoi) a partir da de-Delaunay:lineariza�
~ao dos
�al
ulos �ni�
~ao pare
e exigir o 
�al
ulo de express~oes n~ao-lineares 
ompli
adas,
omo a 
onstru�
~ao do 
��r
ulo passando por três pontos dados. Entre-tanto, por uma transforma�
~ao adequada dos dados, podemos substituirtodas essas opera�
~oes por simples 
�al
ulos de determinantes 3�3 e 4�4.A transforma�
~ao 
onsiste em substituir todo s��tio s 
om 
oordenadas(x; y) pelo ponto s� do R3 
om 
oordenadas (x; y; x2+y2). Geometri
a-mente, isso 
orresponde a projetar s��tio verti
almente, de baixo para 
i-Proje�
~ao noparabol�oide ma, at�e a superf��
ie � do parabol�oide de�nido pela equa�
~ao z = x2+y2.Portanto, esta transforma�
~ao substitui o 
onjunto de s��tios originais Spor um 
onjunto S� de pontos no parabol�oide �. Veja a �gura 6.8

Figura 6.8: Transforma�
~ao do parabol�oide.Constata-se que esta transforma�
~ao tamb�em asso
ia a todo 
��r
uloC de R2 um plano C� de R3 , tal que C passa por um s��tio s se e somentese o plano C� passa pelo ponto s�. Portanto, o 
�al
ulo do 
��r
ulo quapassa por três pontos de R2 
orresponde ao 
�al
ulo do plano que passapor três pontos de R3 .Mais ainda, prova-se que um s��tio s est�a dentro do 
��r
ulo C se esomente se o ponto s� est�a abaixo do plano C�. Combinando este fato
om a propriedade do 
��r
ulo vazio, 
on
lu��mos que dois s��tios s; t de Ss~ao ligados por uma aresta do ddel se e somente se existe um planono R3 que passa por suas imagens s� e t�, e que que passa por baixode todos os demais pontos de S�.Por sua vez, esta �e a 
ondi�
~ao para que o segmento s�t� seja umaaresta da envolt�oria 
onvexa H� de S�, o menor poliedro 
onvexo que
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ont�em S�. Mais exatamente, �e a 
ondi�
~ao para que s�t� seja um arestada parte inferior de H�; isto �e, da parte que estaria na sombra se o solestivesse em (0; 0;+1).A 
orrespondên
ia a
ima des
rita forne
e um algoritmo para a 
ons-tru�
~ao do diagrama de Delaunay. Basta 
al
ular as imagens S� doss��tios dados, 
al
ular a envolt�oria 
onvexa de S�, e projetar de voltasua parte inferior sobre o plano (x; y).Portanto, vamos deixar de lado os diagrama de Delaunay por al-gum tempo, e 
onsiderar o problema da envolt�oria 
onvexa em trêsdimens~oes.6.4.2 Envolt�oria 
onvexaSeja ent~ao S um 
onjunto de pontos (s��tios) no espa�
o R3 . A envolt�oria Envolt�oria 
onvexano espa�
o
onvexa de S pode ser e�
ientemente 
al
ulada pelo m�etodo de divis~aoe 
onquista. Primeiro, dividimos o 
onjunto S em duas partes U e V ,
om aproximadamente o mesmo n�umero de pontos, por algum planode R3 . (Por exemplo, podemos ordenar os pontos pela sua 
oordenadax, e a dividir a lista resultante ao meio.) Em seguida, 
al
ulamos asenvolt�orias 
onvexas HU e HV desses dois 
onjuntos, re
ursivamente.Finalmente, determinamos o menor poliedro 
onvexo H que 
ontem osdois poliedros HU e HV . Veja a �gura 6.9.A re
urs~ao a
ima termina quando o 
onjunto de pontos S temapenas um elemento; nesse 
aso, a envolt�oria 
onvexa se reduz a esseponto.6.4.3 Juntando envolt�oriasIntuitivamente, a �ultima etapa do algoritmo a
ima | 
al
ular a en- Juntandoenvolt�orias
onvexasvolt�oria 
onvexa �uni
a H de HU e HV | equivale a envolver os doispoliedros por um bal~ao el�asti
o. O poliedro H 
onsiste das duas meta-des \externas" de HU e HV , ligadas uma \manga" 
onstitu��da de fa
esnovas (geralmente triângulos).Toda fa
e da \manga" (geralmente, um triângulo) tem pelo menosum v�erti
e em 
ada um dos dois poliedrosHU e HV . Cada fa
e �e 
oladana fa
e seguinte por exatamente uma aresta, de modo a formar um anelde fa
es.
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Figura 6.9: Envolt�oria 
onvexa no R3 .O algoritmo para determinar essas fa
es simula o pro
esso de em-Cal
ulando a\manga" brulhar os dois poliedros 
om uma folha de papel. Mais pre
isamente,ele simula o movimento de um plano P que \rola" em torno de HUe HV , sempre to
ando em pelo menos um v�erti
e de 
ada poliedro, esempre mantendo os dois poliedros no mesmo semi-espa�
o de P .Portanto, o primeiro passo �e en
ontrar um plano P nessas 
ondi�
~oes.Plano tangente
omum Isto �e, P to
a em exatamente dois pontos u0; v0 de S, um em 
adapoliedro, e deixa todos os outros pontos de S no mesmo semi-espa�
o deP . Feito isso, o pr�oximo passo �e rodar o plano P em torno da reta u0v0,Rolando o plano at�e que este en
oste em algum outro ponto de S. Pode-se provar queo primeiro ponto w0 atingido pelo plano �e vizinho de u0 em HU , ou dev0 em HV ; o que permite determin�a-lo sem muito esfor�
o.Uma vez en
ontrado o v�erti
e w0, temos a primeira fa
e da \man-ga", ou seja, o triângulo u0v0w0. Para prosseguir a bus
a, devemossubstituir um dos u0 ou v0 por w0, de forma a obter outro par dev�erti
es u1, v1, um em 
ada poliedro.Com isto, estamos novamente em 
ondi�
~oes de repetir o passo an-terior. Ou seja, podemos agora rodar o plano P em torno da reta u1v1,ainda no mesmo sentido, at�e atingir outro ponto w1 de S. A segundafa
e da \manga" ser�a ent~ao u1v1w1.Substituindo um dos dois v�erti
es u1, v1 pelo v�erti
e w1, obtemosa reta-pivô seguinte, u2v2; e assim por diante. Este pro
esso terminaquando o plano rolante P volta �a posi�
~ao de partida, isto �e, quando onovo par de pivôs uk, vk �e igual ao par ini
ial u0, v0.Nesse ponto, tudo o que resta a fazer �e re
ortar os dois poliedros aoCorte e 
ostura longo dos 
aminhos u0u1 : : : uk e v1v2 : : : vk, des
artar as metades que
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es da\manga."N~ao �e dif��
il provar que o pro
esso de 
�al
ulo da \manga" e jun�
~ao An�alise de 
ustodos dois poliedros, 
omo des
rito a
ima, termina em tempo O(n), onden �e o n�umero total de v�erti
es dos dois poliedros. Portanto, o 
ustototal t(n) para 
onstruir a envolt�oria 
onvexa de n pontos de R3 , peloalgoritmo re
ursivo da se�
~ao 6.4.2, �e dado pela re
orrên
iat(n) = 2t(n=2) +O(n)
uja solu�
~ao �e t(n) = O(n logn).6.4.4 A bolha ambulanteRe
apitulando, nas se�
~oes anteriores vimos um algoritmo de 
ustoO(n logn) para o 
�al
ulo do diagrama de Delaunay de n s��tios no planoR2 . O algoritmo 
onsiste em transformar os s��tios dados em pontos doespa�
o R3 , 
al
ular a envolt�oria 
onvexa destes pontos por divis~ao-e-
onquista, e projetar a parte inferior do poliedro resultante no R2 .Em vez de levantar os s��tios para o espa�
o R3 , podemos \projetar"o algoritmo de envolt�oria 
onvexa sobre o plano R2 . O resultado �e Trabalhando emduas dimens~oesum algoritmo de divis~ao-e-
onquista que 
onstr�oi o ddel trabalhandodiretamente 
om os s��tios dados.Primeiro, dividimos o 
onjunto S em duas partes U e V , 
omaproximadamente o mesmo n�umero de pontos, por alguma reta m deR2 . (Por exemplo, podemos ordenar os pontos pela sua 
oordenadax, e a dividir a lista resultante ao meio.) Em seguida, 
onstru��moso diagrama de Delaunay DU e DV para 
ada parte, re
ursivamente.Finalmente, juntamos esses dois diagramas num �uni
o diagramaD parao 
onjunto S todo.Vimos na se�
~ao 6.4.3 que a envolt�oria 
omum de dois poliedros
onvexos pode ser determinada 
om o aux��lio de um \plano rolante",que gira em torno dos dois poliedros, mantendo sempre 
ontato 
ompelo menos um v�erti
e de 
ada um. As arestas novas da envolt�oria
omum s~ao os pares de v�erti
es usados 
omo pivôs no de
orrer dessarolagem.Traduzindo esses 
on
eitos para diagramas de Delaunay no R2 , A bolha ambulante
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on
lu��mos que a jun�
~ao dos dois diagramas par
iais DU e DV pode serfeita 
om o aux��lio de uma bolha ambulante: um 
��r
ulo que per
orreo espa�
o entre os dois diagramas, mantendo sempre 
ontato 
om pelomenos um s��tio de 
ada um, e sem nun
a in
luir s��tios em seu interior.Veja a �gura 6.10.Os pares de s��tios to
ados pela bolha de�nem as arestas que pre
i-sam ser a
res
entadas entre DU e DV para para formar o diagrama deS. Nesse pro
esso, �e ne
ess�ario remover as arestas de DU e DV que s~ao
ortadas pelas novas arestas.

Figura 6.10: O algoritmo da bolha ambulante.
6.5 Apli
a�
~oes do ddelO diagrama de Delaunay, e triangula�
~oes do mesmo, tem in�umerosApli
a�
~oes dodiagrama deDelaunay usos pr�ati
os, al�em de serem um 
aminho natural para o 
�al
ulo dodiagrama de Voronoi. J�a men
ionamos seu uso em an�alise num�eri
a emodelagem. Nesta se�
~ao, estudaremos o uso do ddel 
omo base paraoutros algoritmos geom�etri
os



6.5. Apli
a�
~oes do ddel 1956.5.1 Diagrama de GabrielEm vis~ao por 
omputador e re
onhe
imento de padr~oes, um problema Problema dare
onstru�
~ao de
ontornos
omum �e re
onstruir o 
ontorno de uma �gura plana a partir de uma
ole�
~ao S de pontos isolados (s��tios) na fronteira da mesma.Em geral, a parte mais deli
ada deste problema �e determinar aordem dos pontos dados ao longo do 
ontorno; ou seja, quando �e queum par de s��tios deve ser ligado por uma aresta.Este problema n~ao tem solu�
~ao bem de�nida, pois em geral existeum n�umero enorme de maneiras de ligar os pontos de S de modo aformar um 
ontorno sem 
ruzamentos; e n~ao existe um 
rit�erio �obvio euniversal para preferir uma delas �as outras.H�a muitas heur��sti
as que podem ser usadas para restringir on�umero de 
ontornos em 
onsidera�
~ao. Uma 
lasse popular deheur��sti
as 
ome�
am 
onstruindo algum grafo planar G, 
ujos v�erti
ess~ao os pontos dados, e 
ujas arestas s~ao segmentos de reta que n~aose 
ruzam. Da�� em diante, s~ao 
onsiderados apenas 
ontornos que s~aosubgrafos de G; isso garante automati
amente que as arestas desses
ontornos n~ao se 
ruzam.Um grafo que pode ser usado para esse �m �e o diagrama!de Gabriel, Diagrama deGabrielno qual dois s��tios s, t s~ao ligados por uma aresta se e somente se oângulo sut �e agudo, para qualquer outro s��tio v de S.�E f�a
il ver que esta 
ondi�
~ao equivale a dizer que o 
��r
ulo 
ujodiâmetro �e o segmento st n~ao 
ont�em nenhum outro s��tio de S. Veja a�gura 6.11.A partir desta de�ni�
~ao, 
on
lu��mos imediatamente que toda aresta Rela�
~ao entre dgabe ddeldo diagrama de Gabriel �e tamb�em uma aresta do diagrama de Delaunay.Por sua vez, isso impli
a que o diagrama de Gabriel �e um grafo planar;e, portanto, tem apenas O(n) arestas.Na verdade, pode-se veri�
ar que uma aresta (s; t) do ddel est�ano grafo de Gabriel se e somente se o segmento st 
ruza a aresta dodiagrama de Voronoi que separa as regi~oes de s e t. Esta observa�
~ao nosd�a um algoritmo para 
al
ular o grafo de Gabriel a partir do diagramade Delaunay, em tempo O(n).
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Figura 6.11: O diagrama de Gabriel.6.5.2 Grafo de vizinhan�
a relativaOutro grafo bastante usado em re
onhe
imento de padr~oes (mais aindado que o diagrama de Gabriel) �e o grafo de vizinhan�
a relativa (gvrel).Grafo de vizinhan�
arelativa Por de�ni�
~ao, dois s��tios s, t s~ao ligados por uma aresta do gvrelquando nenhum outro s��tio est�a mais pr�oximo de ambos do que elesest~ao pr�oximos entre si. Formalmente, se dist(s; t) = d, ent~ao s e ts~ao vizinhos se e somente se, para qualquer outro s��tio u, tivermosdist(u; s) > d ou dist(u; t) > d.Uma de�ni�
~ao equivalente, talvez mais f�a
il de visualizar, �e a se-guinte. Considere a regi~ao Lst do plano que �e a interse
�
~ao dos dis
os
om 
entros nos dois s��tios e raio igual �a distân
ia d entre eles. Os doiss��tios s, t est~ao ligados por uma aresta no gvrel se e somente se alente Lst n~ao 
ont�em nenhum outro s��tio de S. Veja a �gura 6.12.Note que a lente Lst 
ont�em o dis
o Dst 
ujo diâmetro �e o segmentost. Portanto, toda aresta do gvrel �e tamb�em perten
e aos diagramasRela�
~ao entre dgabe gvrel de Gabriel e de Delaunay. Ou seja, o grafo de vizinhan�
a relativa �e umsubgrafo (pr�oprio) desses dois. Segue-se da�� que of gvrel tamb�em �eplanar e tem apenas O(n) arestas.



6.5. Apli
a�
~oes do ddel 197Na verdade, uma vez 
onstru��do o diagrama de Delaunay, �e poss��vel
al
ular o gvrel a partir dele, em tempo O(n).

Figura 6.12: O grafo de vizinhan�
a relativa.Apesar de ter relativamente pou
as arestas, o grafo de vizinhan�
arelativa �e sempre 
onexo. Para mostrar este fato, basta mostrar que,para qualquer sub
onjunto U de S, pr�oprio e n~ao vazio, existe pelomenos uma aresta que liga algum s��tio de U a algum s��tio de V = SnU .Dentre todos os pares de s��tios em U � V , seja (u; v) um par tal quedist(u; v) = d �e m��nima. Com esta es
olha, para qualquer outro s��tio wem S, temos que dist(w; v) > d se w est�a em U , e dist(u; w) > d se west�a em V . Mas isto signi�
a que u e v est~ao ligados por uma aresta,pela de�ni�
~ao de gvrel. Con
lu��mos portanto que o gvrel �e 
onexo.6.5.3 �Arvore 
one
tora m��nimaSuponha que queremos ligar um 
erto n�umero de 
entrais telefôni
as Cone
tor de
omprimentom��nimopor por 
abos, de modo que seja poss��vel telefonar de qualquer esta�
~aopara qualquer outra. Qual �e a maneira de fazer isso, gastando a menorquantidade poss��vel de 
abo?Uma formula�
~ao mais abstrata desse problema �e a seguinte: dadoum 
onjunto S de s��tios no plano, determinar um grafo 
ujos v�erti
es
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ujas arestas s~ao 
urvas no plano, tal que a soma dos
omprimentos das arestas seja m��nima.�E f�a
il provar que o grafo que satisfaz estas 
ondi�
~oes deve ser�Arvore 
one
toram��nima 
onexo e sem 
i
los | ou seja, uma �arvore; e que suas arestas s~aosegmentos de retas que n~ao se 
ruzam. Essa �arvore �e a �arvore 
one
toram��nima (a
min) do 
onjunto S. Veja a �gura 6.13.

Figura 6.13: A �arvore 
one
tora m��nima.Note que a de�ni�
~ao n~ao nos permite usar, 
omo v�erti
e da a
min,nenhum outro ponto do plano al�em dos s��tios dados. Por exemplo,
onsidere três s��tios formando um triângulo eq�uil�atero de lado 1, 
omona �gura 6.14. Neste 
aso, a �arvore �a esquerda, 
om 
omprimento totalp3, n~ao �e 
onsiderada v�alida. As �uni
as respostas v�alidas s~ao as três�arvores �a direita, de 
omprimento 2.
Figura 6.14: Arvores 
one
toras m��nimas.



6.5. Apli
a�
~oes do ddel 199A ex
lus~ao do uso de v�erti
es adi
ionais (v�erti
es de Steiner) pode V�erti
es de Steineraumentar em at�e 50% o 
omprimento total do grafo. Entretanto, essaregra �e justi�
�avel em muitas apli
a�
~oes. Al�em do que, se sem essaregra o problema �
a muito mais dif��
il.Supondo que v�erti
es de Steiner sejam proibidos, podemos reduzira 
onstru�
~ao da a
min ao seguinte problema da teoria de grafos. SejaG o grafo 
ujos v�erti
es s~ao os s��tios, e 
ujas arestas s~ao todos os paresde s��tios distintos (isto �e, seja G o grafo 
ompleto 
om v�erti
es S.)Suponha que 
ada aresta (u; v) de G tem um v\
usto" propor
ional adist(u; v). Determine um subgrafo de G que use todos os v�erti
es, sejauma �arvore, e tenha 
usto total m��nimo.Este �e um problema 
l�assi
o da teoria de grafos, que pode serresolvido em tempo O(m logm), onde m �e o n�umero de arestas dografo. O problema �e que m neste 
aso �e �n2� = �(n2). �E poss��velmelhorar este tempo?Felizmente, pode-se provar que a �arvore 
one
tora m��nima �e um Rela�
~ao entrea
min e gvrelsubgrafo do grafo de vizinhan�
a relativa, e portanto do diagrama deDelaunay. Portanto, em vez do grafo 
ompleto G a
ima, podemos usaro diagrama de Delaunay. Como o ddel tem apenas O(n) arestas,o 
usto de 
al
ular a a
min por este 
aminho �e apenas O(n logn),in
luindo a 
onstru�
~ao do ddel.6.5.4 Vizinho mais pr�oximoConsidere o seguinte problema: dado um 
onjunto S de pontos em R2 , Problema dovizinho maispr�oximoen
ontrar para 
ada s 2 S o ponto t 2 S mais pr�oximo a s. (Em outraspalavras, 
onsidere o problema do s��tio mais pr�oximo, onde os pontosde 
onsulta p s~ao os pr�oprios s��tios de S.)O algoritmo trivial | para 
ada s��tio s, 
ompare todos os s��tios t| tem 
usto �(n2). Entretanto, �e f�a
il mostrar que, se t �e o s��tio maispr�oximo ao s��tio s, ent~ao s e t devem ser adja
entes na �arvore 
one
torade 
usto m��nimo, e portanto no diagrama de Delaunay.Portanto, basta 
onstruir ddel(S) e, para 
ada s��tio s, examinarapenas os s��tios t que s~ao adja
entes a s no mesmo. Como h�a ape-nas O(n) arestas, o 
usto total deste m�etodo �e O(n logn) + O(n) =O(n logn).
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