Representação e manipulação exatas de mapas esféricos Marcus Vinícius Alvim Andrade Tese de Doutorado

FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP

Andrade, Marcus Vinícius Alvim An24r Representação e manipulação exatas de mapas esféricos / Marcus Vinícius Alvim Andrade – Campinas, [S.P. :s.n.] 1999.

Orientador: Jorge Stolfi Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Computação.

1. Algoritmos. 2. Mapas. 3. Geometria projetiva. 4. Geometria - Processamento de dados. I. Stolfi, Jorge. II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Computação. III. Título.

Representação e manipulação exatas de mapas esféricos

Este exemplar corresponde à redação final da Tese devidamente corrigida e defendida por Marcus Vinícius Alvim Andrade e aprovada pela Banca Examinadora.

Campinas, 5 de Abril de 1999.

Jorge Stolfi (Orientador)

Tese apresentada ao Instituto de Computação, unicamp, como requisito parcial para a obtenção do título de Doutor em Ciência da Computação.

Instituto de Computação Universidade Estadual de Campinas

Representação e manipulação exatas de mapas esféricos

Marcus Vinícius Alvim Andrade^1

Fevereiro de 1999

Banca Examinadora:

• Jorge Stolfi (Orientador)

• Marcelo Gattass

Departamento de Ciência da Computação - PUC-Rio

• Paulo Feofiloff

Instituto de Matemática e Estatística - USP

• Pedro Jussieu de Rezende

Instituto de Computação - UNICAMP

• Cid Carvalho de Souza

Instituto de Computação - UNICAMP

• Carlos Eduardo Ferreira (Suplente) Instituto de Matemática e Estatística - USP

• Ricardo Dahab (Suplente)

Instituto de Computação - UNICAMP

1Financiado em parte pelo programa PICDT/CAPES

© Marcus Vinícius Alvim Andrade, 1999.

Todos os direitos reservados.

Abstract

In this dissertation we develop a tool kit for the exact representation and manipulation of spherical maps (maps on the sphere composed by arcs of circles, not necessarily geodesic ones), suitable for the implementation of geographical information systems (GIS).

Firstly, we describe the data structure SMC (spherical maps by corners) which we developed to represent the topology of spherical maps. It allows the representation of fairly general maps, including maps that have oval edges (not incident to any vertex), isolated vertices (not incident to any edge), and faces with multiple borders. We also define a set of topological operators to build, traverse and modify this structure.

Secondly, we define the rational circles, a dense subset of circles on the sphere S^2 which can be exactly represented. Based on this concept, we develop an exact representation of points, circles and circular arcs on the sphere, such that the set of exactly representable points (sub-rational points) includes all points of intersection of two rational circles. We also develop exact algorithms for basic geometric operations with rational circles, including intersection, relative position, circular ordering of points on rational circles, and circular ordering of circles around a point.

Thirdly, we use these tools to develop exact algorithms for point location on spherical maps, and to compute the overlay of two spherical maps. We note that most geometric operations used in GIS (region intersection, point location, feature extraction, clipping etc) can be reduced to map overlay.

Finally, we show that the proposed tool kit is economical and efficient enough to be used as the basis for the implementation of a GIS.

All algorithms described in this text were implemented (in Modula-3) as a generalpurpose library for the exact representation and manipulation of spherical maps.

Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um conjunto de ferramentas para a representação e manipulação exatas de mapas esféricos (mapas sobre a esfera formados por arcos de círculos, não necessariamente máximos) adequados para a implementação de sistemas de informações geográficas (SIGs).

Na primeira parte deste trabalho, descrevemos a estrutura de dados SMC (Spherical Maps by Corners) para representar a topologia de mapas esféricos. Esta estrutura permite a representação de mapas bastante gerais, incluindo arestas ovais (não incidentes a nenhum vértice), vértices isolados (não incidentes a nenhuma aresta), e faces com múltiplas bordas. Definimos também um conjunto de operadores topológicos para construir, percorrer e modificar esta estrutura.

Na segunda parte, definimos os circulos racionais, um subconjunto denso dos círculos sobre a esfera S^2 que podem ser representados de maneira exata. Baseados neste conceito, definimos representações exatas para pontos e arcos de círculos na esfera, sendo que o conjunto dos pontos representáveis exatamente (os pontos sub-racionais) inclui todos os pontos de interseção entre círculos racionais. Desenvolvemos também algoritmos exatos para as operações geométricas básicas sobre círculos racionais, incluindo interseção, posição relativa, ordenação de pontos sobre um círculo e ordenação de círculos em torno de um ponto.

Na terceira parte, baseados nos resultados descritos nas duas partes anteriores, desenvolvemos algoritmos exatos para localização de pontos num mapa esférico, e para sobreposição de dois mapas esféricos. Observamos também que boa parte das operações geométricas usadas em SIGs (por exemplo, interseção de regiões, localização de pontos, extração de detalhes, recortes) podem ser reduzidas a problemas de sobreposição.

Finalmente, mostramos que este conjunto de ferramentas é econômico e eficiente o bastante para servir de base para a implementação de SIGs.

Todos os algoritmos apresentados neste trabalho foram implementados (em Modula-3) na forma de uma biblioteca genérica para a representação e manipulação exatas de mapas esféricos.

Agradecimentos

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer imensamente ao meu orientador Jorge Stolfi pelo constante estímulo, e principalmente pela dedicação a este trabalho (especialmente na forma de inúmeras leituras e correções), sem os quais seria impossível a sua conclusão.

A toda a minha família (meu saudoso pai, minha mãe, irmãos, avós, sogros, · · ·), um agradecimento muito especial pela interminável paciência e compreensão pelas minhas freqüentes ausências a vários eventos familiares importantes.

A todos os meus colegas de curso, em especial, aos meus amigos Mário, Fábio, Juliano e Nalvo, um muito obrigado pelos diversos momentos agradáveis desfrutados ao longo de todos estes anos. Agradeço também às amigas Anamaria e Helena, que além de colegas de curso são também orientandas do Prof. Stolfi, pelas freqüentes palavras de incentivo e pelas trocas de experiências que foram tão importantes para nos manter incentivados pelo trabalho.

Aos grandes amigos Pedro Henrique, Paulo, Sérgio e Erik, agradeço pela amizade e pela imensa hospitalidade nas minhas diversas vindas a Campinas. Aos amigos viçosenses, um eterno muito obrigado por terem sido por inúmeras vezes a inestimável “válvula de escape”.

Aos colegas (professores e funcionários) do Departamento de Informática da UFV, o meu muito obrigado pela constante ajuda em diversos sentidos, e também por que não, por sempre tentarem me manter envolvido com o trabalho através da pergunta: “quando voce vai terminar a sua tese?”.

A todos os professores e funcionários do Instituto de Computação da UNICAMP, agradeço pelo convívio amistoso e saudável, o que tornou ainda mais proveitoso estes anos de estudo e trabalho.

Por último, mas mais importante, gostaria de agradecer à minha amada esposa Flávia pela sua dedicação, paciência e abdicação, pois sem sombra de dúvidas ela é a principal responsável pela conclusão deste trabalho; por isso, a ela o meu sincero muito obrigado.

Dedicada à minha esposa Flávia

Índice

Abstract v

Resumo vi

Agradecimentos vii

1 Introdução 1 1.1 Sobreposição de mapas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 Erros de arredondamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2.1 Consequências dos erros de arredondamento . . . . . . . . . . . . . 4 1.2.2 Soluções propostas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2.3 Computação exata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3 Objetivos do trabalho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4 Estrutura da dissertação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Topologia dos mapas bidimensionais 10 2.1 Definição de mapa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.2 Vizinhanças canônicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.3 Incidência entre os elementos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.4 Orientação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.4.1 Orientação dos elementos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.5 Característica de Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.6 Mapas esféricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 As esquinas de um mapa esférico 20 3.1 Definição de esquinas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.2 Função Sym . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.3 Propriedades das esquinas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.4 Funções de percurso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.4.1 A função Onext . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.4.2 A função Lnext . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4 Representação da topologia de mapas esféricos 27 4.1 A estrutura de dados SMC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 4.2 Informações não topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.3 Operadores de criação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.4 Operador de transferência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 4.5 Operadores de conexão e desconexão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.5.1 Junção e divisão de vértices e bordas . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.5.2 O operador JoinVerticesJoinBorders . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.5.3 O operador SplitVertexSplitBorder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.5.4 O operador JoinVerticesSplitBorder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.5.5 O operador SplitVertexJoinBorders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.5.6 Complexidade dos operadores de conexão e desconexão . . . . . . . 42 4.5.7 Invertibilidade dos operadores de conexão e desconexão . . . . . . . 42 4.6 Suficiência dos operadores topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.7 Operadores auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.7.1 O operador BreakEdge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 4.7.2 O operador Connect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5 Geometria projetiva orientada 47 5.1 Pontos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 5.2 Planos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 5.3 Retas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.4 Operações junção e encontro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.5 Fórmulas algébricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 5.6 Coeficientes de Plücker de uma reta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 5.7 Orientações relativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 5.7.1 Posição relativa de dois pontos em relação a uma reta . . . . . . . . 54 5.7.2 Posição relativa de dois planos em relação a uma reta . . . . . . . . 55 5.7.3 Posição relativa de três pontos num plano . . . . . . . . . . . . . . 55 5.7.4 Posição relativa de duas retas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 5.8 Ordenação cíclica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 5.8.1 Ordenação cíclica de três pontos em relação a uma reta . . . . . . . 56 5.8.2 Ordenação cíclica de três planos em torno de uma reta . . . . . . . 57 5.9 A esfera S^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 5.10 Polaridade na esfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

6 Geometria na esfera 63 6.1 Mapas esféricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 6.2 Círculos sobre S^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 6.3 Elementos de um S-círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 6.4 Arcos de S-círculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 6.5 Operações envolvendo S-círculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 6.5.1 Posição de um ponto de S^2 em relação a um S-círculo . . . . . . . . 67 6.5.2 Interseção canônica entre dois S-círculos . . . . . . . . . . . . . . . 67 6.5.3 Ponto diametralmente oposto num S-círculo . . . . . . . . . . . . . 69 6.5.4 Posição relativa de dois pontos sobre um S-círculo . . . . . . . . . . 69 6.5.5 Ordenação cíclica de três pontos sobre um S-círculo . . . . . . . . . 70 6.6 Ordenação cíclica de três S-círculos em torno de um ponto . . . . . . . . . 73 6.7 P-círculos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 6.8 Projeção estereográfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

7 Geometria exata na esfera 77 7.1 Pontos racionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 7.2 Pontos de S^2 representáveis exatamente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 7.2.1 Aproximação de pontos genéricos por pontos de B . . . . . . . . . . 78 7.2.2 Aproximação de pontos genéricos por pontos de A . . . . . . . . . . 80 7.3 Planos e S-círculos racionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 7.3.1 Construção de um S-círculo racional com centro em B . . . . . . . 81 7.4 Aproximação racional de S-círculos genéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 7.5 P-círculos racionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

8 Interseção exata de S-círculos 86 8.1 Interseção entre S-círculos pela reta em comum aos planos de suporte . . . 86 8.2 Pontos sub-racionais de S^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 8.3 Representação computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 8.3.1 Representação canônica dos pontos de C . . . . . . . . . . . . . . . 92 8.3.2 Algoritmos para obtenção da representação canônica . . . . . . . . 93 8.3.3 Representação da geometria na estrutura SMC . . . . . . . . . . . 95

9 Operações exatas com pontos de C 96 9.1 Posição de um ponto de C em relação a um plano racional . . . . . . . . . 96 9.2 Ponto diametralmente oposto num S-círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 9.3 Posição relativa de dois pontos sobre um S-círculo . . . . . . . . . . . . . . 99 9.4 Ordenação cíclica de três pontos de C sobre um S-círculo . . . . . . . . . . 101 9.5 Ordenação cíclica de três S-círculos em torno de um ponto . . . . . . . . . 101

9.6 Algoritmo para verificar se um ponto pertence a uma S-curva . . . . . . . . 102

10 Localização de um ponto num mapa 104 10.1 O conceito de endereço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 10.2 Localização absoluta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 10.2.1 Obtenção de um ponto de referência . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 10.2.2 Obtenção de um caminho de referência . . . . . . . . . . . . . . . . 105 10.2.3 Percorrendo o caminho de referência . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 10.3 Localização relativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 10.3.1 Endereço de um S-vetor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 10.3.2 Algoritmo LocateRel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 10.3.3 O procedimento WhereTo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 10.3.4 O procedimento TestEdgeCorner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 10.3.5 O procedimento TestVertexCorner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 10.3.6 O procedimento ClosestEdgeExit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 10.3.7 O procedimento ClosestFaceExit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 10.4 Complexidade do algoritmo Locate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 10.5 O algoritmo FarthestFaceExit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

11 Sobreposição de mapas 118 11.1 Mapas algébricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 11.2 Um algoritmo incremental de sobreposição . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 11.3 Inclusão de um ponto no mapa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 11.4 Inclusão de uma S-curva num mapa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 11.4.1 O procedimento OverlayArc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 11.4.2 O procedimento OverlayOval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 11.4.3 O procedimento LocalOverlayArc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 11.4.4 O procedimento InsertArc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 11.4.5 O procedimento InsertOval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 11.4.6 O procedimento DistributeBorders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 11.5 Complexidade do algoritmo de sobreposição . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 11.6 Uma versão mais eficiente de LocalOverlayArc . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

12 Conclusões e trabalhos futuros 131 12.1 Precisão versus números de bits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 12.2 Eficiência dos algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 12.3 Trabalhos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

A Conceitos básicos de topologia 134 A.1 Espaço topológico; abertos e fechados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 A.2 Subconjuntos fechados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 A.3 Sub-espaços . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 A.4 Produto cartesiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 A.5 Topologia natural de R^n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 A.6 Vizinhança . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 A.7 Ponto de acumulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 A.8 Fecho, interior, e fronteira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 A.9 Espaço quociente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 A.10 Separabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 A.11 Continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 A.12 Equivalência topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

B Implementação 138 B.1 Módulo SMTop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 B.2 Módulo SMGeo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 B.3 Módulo SMap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Bibliografia 140

Lista de Figuras

1.1 Exemplos de mapas esféricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 A sobreposição de dois mapas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.3 Interseção de polígonos: hachurado (“interior”); branco (“exterior”). . . . . 3

2.1 Exemplo de multi-disco e suas margens. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2 Exemplos de mapas bidimensionais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.3 Exemplos de subdivisões que não são mapas bidimensionais. . . . . . . . . 14 2.4 Incidência entre margens e componentes da fronteira de uma face. . . . . . 15 2.5 Orientações internas (ou longitudinais) e externas (ou transversais) de uma aresta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.6 As quatro orientações de uma aresta: (a) e (d) orientações totais positivas;

(b) e (c) orientações totais negativas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.1 Apenas as relações de incidência não são suficientes para descrever a topologia de um mapa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.2 Esquinas de um mapa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.3 Exemplos da função Onext. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 3.4 Exemplo da função Lnext. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 3.5 Exemplo das funções Onext, Lnext e Bord. . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.1 Estrutura de dados SMC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.2 Ilustração da estrutura SMC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.3 Operador MakeFace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 4.4 Operador MakeVertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 4.5 Operador MakeArcEdge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.6 Operador MakeOvalEdge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 4.7 Operador topológico de transferência: Transfer(b, g) . . . . . . . . . . . . . 34 4.8 Resultado de Transfer(b, g) quando b e g são elementos de um mesmo mapa e a face g está na parte da esfera à direita da borda b. . . . . . . . . . . . . 35 4.9 Junção e divisão de vértices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.10 Junção e divisão de bordas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.11 Operador JoinVerticesJoinBorders(c_1, c_2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.12 Operadores SplitVertexSplitBorder(c_1, c_2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.13 Operador JoinVerticesSplitBorder(c_1, c_2, f_1, f_2). . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.14 Operador SplitVertexJoinBorders(c_1, c_2, f). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.15 OperadorBreakEdge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 4.16 Operador Connect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.1 Orientações (externa e interna) de um plano. . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 5.2 Orientações (externa e interna) de uma reta. . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.3 Operações junção e encontro (parte no aquém): (a) p ∨ q; (b) p ∨ l; (c) α ∧ β; (d) l ∧ α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 5.4 Retas positivamente orientadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 5.5 Ordem cíclica de três pontos ao longo de uma reta: (a) ⊖×_l(p, q, r) = +1;

(b) ⊖×_l(p, q, r) = −1; (c) ⊖×_l(p, q, r) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 5.6 Ordem cíclica de três planos em torno de uma reta: (a) ⊖×_l(α, β, γ) = +1;

(b) ⊖×_l(α, β, γ) = −1; (c) ⊖×_l(α, β, γ) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 5.7 Polaridade esférica: (a) Ponto-Plano; (b) Reta-reta. . . . . . . . . . . . . . 61

6.1 Um S-círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 6.2 Elementos de um S-círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 6.3 O S-arco (p, yc , q). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 6.4 Interseção canônica entre dois S-círculos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 6.5 Ponto diametralmente oposto a p no S-círculo c. . . . . . . . . . . . . . . . 69 6.6 Definição de ⊗_c(p, q): (a) ⊗_c(p, q) = +1; (b) ⊗_c(p, q) = −1. . . . . . . . . . 70 6.7 Ordenação cíclica de três pontos sobre um S-círculo: (a) ⊖×_c(p, q, r) = +1;

(b) ⊖×_c(p, q, r) = −1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 6.8 Assinatura de um ponto relativa ao triângulo pqr e ao plano α. . . . . . . . 71 6.9 Ordem cíclica de três S-círculos em torno de um ponto em comum: (a) ⊖×_p(a, b, c) = +1; (b) ⊖×_p(a, b, c) = −1; (c) ⊖×_p(a, b, c) = 0. . . . . . . . . . . 73 6.10 Projeção estereográfica canônica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

7.1 Distância d entre o ponto η⃗u e a reta Oq. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

8.1 Interseção entre dois S-círculos e entre os seus planos de suporte. . . . . . . 87 8.2 Os pontos ent(l), mid(l) e ext(l). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 8.3 Definição em Modula-3 da representação geométrica. . . . . . . . . . . . . 94

9.1 Posição de um ponto de C em relação a um plano racional. . . . . . . . . . 97 9.2 Um corte de S^2 paralelo ao plano spln(c). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 9.3 Cálculo do predicado ⊗_c(p, q). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

10.1 Endereços (h, c) do S-vetor (p, s): (1) h é uma face; (2) h é uma aresta; (3) h é um vértice. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 10.2 Casos a serem tratados pelo procedimento TestEdgeCorner. . . . . . . . . . 110 10.3 Alguns casos a serem tratados pelo procedimento ClosestEdgeExit: (i) B é um S-círculo completo; (ii) A é um S-círculo menos um ponto; (iii) e (iv) A e B são arcos ordinários. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112 10.4 Resultado do procedimento ClosestFaceExit. . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 10.5 Exemplos do pior caso do procedimento ClosestFaceExit. . . . . . . . . . . . 116

11.1 Sobreposição de dois mapas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 11.2 Decomposição de um mapa em mapas elementares. . . . . . . . . . . . . . 120 11.3 Resultado do procedimento InsertArc. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 11.4 Na distribuição das bordas não basta localizar o ponto p em relação ao S-círculo de suporte da nova aresta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 11.5 Pior caso do algoritmo de sobreposição. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

B.1 Arquitetura do sistema para representação e manipulação exatas de mapas esféricos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

Capítulo 1

Introdução

Nos últimos anos, o desenvolvimento de Sistemas de Informações Geográficas (SIGs) tem atraído a atenção de pesquisadores de diversas áreas tais como geometria computacional, computação gráfica, banco de dados, engenharia de software, dentre outras. De um modo geral, um SIG é um sistema automatizado utilizado para armazenar, analisar e manipular dados geográficos, ou seja, dados que representam objetos e fenômenos em que a localização geográfica é uma característica inerente à informação e indispensável para analisá-la. Tais sistemas comportam diferentes tipos de dados e aplicações, como por exemplo, otimização de tráfego, controle cadastral, gerenciamento de serviços de utilidade pública, demografia, cartografia, administração de recursos naturais, monitoramento costeiro, etc [6, 5, 25]. Nosso objetivo neste trabalho é abordar os aspectos de geometria computacional envolvidos na representação e manipulação de mapas em SIGs.

Uma importante característica dos SIGs é que eles possibilitam a integração, numa única base de dados, de informações geográficas provenientes de fontes diversas tais como dados cartográficos, dados de censo e cadastro urbano e rural, imagens de satélites e modelos numéricos de terreno. Em outras palavras, os SIGs são utilizados para representar tanto informações globais (referentes ao planeta) como informações locais (referentes a uma região limitada, como um estado, uma cidade, etc). Em geral, devido à complexidade de se trabalhar com a forma real da Terra, mapas globais são modelados sobre uma esfera, e mapas locais sobre um plano. Entretanto, visto que é necessário integrar estes dois tipos de dados, é fundamental que eles estejam representados de maneira consistente. Portanto, é conveniente representar internamente todos os dados geográficos, mesmo que em escalas pequenas, como mapas na superfície de uma esfera; não só por esta ser a representação mais natural, mas também porque assim evita-se a necessidade da realização de transformações na integração de diferentes mapas locais, casos estes fossem expressos em relação a diferentes planos de projeção.

Desta forma, vamos considerar neste trabalho apenas mapas sobre a esfera S^2. Além disso, vamos também nos limitar a mapas cujas linhas e fronteiras são compostas por arcos de círculos (não necessariamente máximos), os quais denominamos mapas esféricos. Por exemplo, veja a figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplos de mapas esféricos

Vale notar que os mapas genéricos utilizados em SIGs usam uma grande variedade de modelos (não necessariamente esféricos) para a representar a superfície da Terra; mas, desde que tais mapas definam uma latitude e uma longitude nominais para cada ponto, eles podem ser internamente interpretados de maneira automática como mapas esféricos, sendo que esta representação interna não precisa ser visível para o usário.

Os mapas esféricos surgem naturalmente quando representamos grades de latitudelongitude, imagens de satélites, áreas de alcance e influência, etc (vide [25]). Em particular, a projeção estereográfica de mapas planares com arestas retilíneas ou circulares resulta sempre num mapa esférico e vice-versa.

Obviamente, existem mapas cujas linhas não são arcos de círculo; por exemplo, curvas de nível, isotermas, isobáricas, rios e fronteiras políticas. Outro exemplo são as curvas loxodrômicas, que descrevem a trajetória de um navegador que navega sempre numa mesma direção fixa da bússula. No entanto, curvas arbitrárias podem ser adequadamente aproximadas por uma sequência de arcos de círculos, com erro de aproximação de segunda ordem.

1.1 Sobreposição de mapas

Uma operação particularmente importante neste contexto é a operação de sobreposição de dois mapas esféricos A e B, denotada por A ⊕ B. Informalmente, o mapa A ⊕ B é a partição da esfera de acordo com os dois mapas combinados. Vale notar que cada elemento (vértice, aresta ou face) e de A ⊕ B está contido num único elemento α(e) de A e num único elemento β(e) de B. Por exemplo, veja a figura 1.2.

A importância deste conceito decorre do fato que muitas das operações envolvendo mapas podem ser reduzidas a operações de sobreposição [10]. Por exemplo, um polígono pode ser representado por um mapa onde cada elemento é rotulado como “interior” ou

Figura 1.2: A sobreposição de dois mapas

“exterior”. Neste caso, a interseção de dois polígonos A e B pode ser facilmente determinada da seguinte forma: primeiro construímos a sobreposição C = A ⊕ B, sendo que todo o elemento e de C é rotulado de “interior” se e somente se α(e) e β(e) são também rotulados “interior” nos seus respectivos mapas. Os demais elementos de C são rotulados “exterior”. Feito isso, basta eliminar do mapa C todas as arestas que separam duas faces com o mesmo rótulo, e todos os vértices que não são pontas de nenhuma aresta. Veja a figura 1.3.

Figura 1.3: Interseção de polígonos: hachurado (“interior”); branco (“exterior”).

Note que esta mesma estratégia pode ser usada para obter a união ou a subtração de dois polígonos: a etapa mais complicada — calcular o mapa C = A ⊕ B — é exatamente a mesma, muda apenas o critério de rotulação dos elementos de C.

Um outro exemplo que ilustra a versatilidade da operação de sobreposição é o seguinte: suponha que temos um mapa geográfico A no qual as cidades são representadas por vértices, e queremos determinar todas as cidades cuja distância de um ponto p é menor do que r. Para isto, construímos primeiro um mapa B que consiste de um disco D de centro em p e raio r (medido sobre a esfera), e computamos a sobreposição C = A ⊕ B. Daí, as cidades desejadas são os vértices v do mapa C tais que β(v) é o disco D.

1.2 Erros de arredondamento

Tradicionalmente, os cálculos geométricos em SIGs (assim como em diversas outras aplicações numéricas) são efetuados com uma precisão fixa — em geral, com números em ponto flutuante. Portanto, estes cálculos estão sujeitos a imprecisões numéricas provenientes de várias fontes.

Em primeiro lugar, os dados brutos são freqüentemente representados na base decimal, enquanto que nas máquinas eles são codificados em binário. Geralmente, a conversão de decimal para binário (e vice-versa) implica em erros. Por exemplo, o número decimal 0.6 equivale, em binário, à dízima periódica 0.10011001 · · ·; por outro lado, o número 2^{−50} tem 35 algarismos decimais significativos.

Além disso, o resultado exato de uma operação aritmética envolvendo dois números a e b em geral requer mais bits do que a e b (às vezes um número infinito). Por isso a representação do resultado da operação é freqüentemente arredondada. Por exemplo, com uma mantissa de 5 dígitos, o produto 0.24665 · 0.63994 = 0.1578412010 não pode ser representado exatamente e tem que ser arredondado para 0.15784, o que implica num erro de aproximadamente 1.2 . 10^{−6}.

Finalmente, por razões de eficiência, diversas funções, como por exemplo, log, sin, cos, · · ·, em geral, são determinadas de maneira aproximada utilizando-se séries finitas ou aproximações racionais.

1.2.1 Consequências dos erros de arredondamento

Infelizmente, uma das áreas mais sensíveis aos problemas de erros de arredondamento é a área de geometria computacional [39, 38, 1, 21, 5]. A experiência mostra que se os erros de arredondamento não são levados em consideração e tratados de maneira adequada, a implementação de algoritmos geométricos fica freqüentemente sujeita a falhas, em geral catastróficas. Isto porque na maioria das vezes, os problemas nesta área envolvem tanto um conjunto de dados numéricos, que descrevem a forma (a geometria) dos objetos, quanto um conjunto de dados simbólicos que descrevem o relacionamento entre os elementos que compõem o objeto (isto é, sua topologia). Nestes casos, os erros de arredondamento freqüentemente tornam inconsistentes estas duas representações de um mesmo objeto. Por exemplo, a representação topológica de uma figura pode requerer que três retas se interceptem num mesmo ponto. No entanto, se os coeficientes destas três retas são representados por números em ponto flutuante, então a computação da interseção entre cada par de retas pode resultar em três pontos distintos, ao invés de um único ponto.

Estas inconsistências têm efeitos bastante drásticos em algoritmos geométricos porque a maioria destes algoritmos se baseiam em testes de predicados topológicos e, dependendo do resultado, executam uma ou outra seqüência de operações. Portanto, em algoritmos envolvendo longas seqüências de testes desse tipo, os erros de arredondamento podem levar a um resultado final totalmente inconsistente e imprevisível; e a probabilidade de que isto ocorra pode ser inaceitavelmente alta, mesmo que a probabilidade de falha em cada teste seja pequena.

Vale notar que a causa essencial desta dificuldade é que geralmente os algoritmos são elaborados considerando-se um modelo numérico contínuo. Quando, estes algoritmos (corretos do ponto de vista teórico) são implementados utilizando números em precisão fixa, muitas das propriedades essenciais para sua corretude deixam de ser válidas.

1.2.2 Soluções propostas

Uma das propostas mais simples para tentar amenizar estes problemas é a adocão de uma tolerância ϵ, de tal forma que dois valores cuja diferença é menor do que ϵ são considerados iguais. Por exemplo, se a distância entre um ponto p e uma reta r é menor do que ϵ, então considera-se que p é incidente em r. Como descrito por Hoffmann [20, sec. 4.2], existem diversas situações (freqüentes na prática) onde esta abordagem ainda nos leva a inconsistências. Na verdade, o que este método consegue é, no máximo, adiar o problema, diminuindo a probabilidade de sua ocorrência.

Uma outra proposta é tentar ajustar a geometria para que ela fique consistente com a topologia. Por exemplo, dadas três retas r_1, r_2 e r_3 que devem passar por um mesmo ponto, podemos calcular (em geral, de maneira aproximada) o ponto de interseção p entre r_1 e r_2, e depois ajustar r_3 de modo que ela efetivamente passe por p. Desta forma, a geometria fica consistente com a topologia (as retas passam por um mesmo ponto). O problema com este método é que pode ser bastante complicado determinar o ajuste adequado; ou, até mesmo, pode ser que não exista um ajuste adequado. Por exemplo, sejam os pontos p = r_1 ∩ r_2 e q = r_1 ∩ r_3; os erros de arredondamento podem fazer com que p seja incidente a r_3, mas q não seja incidente a r_2. Desta forma, se ajustarmos a reta r_2 de modo que ela passe pelo ponto q, então pode ser que o “novo” ponto r_1 ∩ r_2 não seja mais incidente a r_3.

Uma proposta alternativa é tentar ajustar a topologia para que ela fique consistente com a geometria. Ou seja, a idéia neste caso é assumir os erros de arredondamento e alterar a representação topológica para que ela reflita tais erros. Por exemplo, dados três pontos colineares p_1, p_2 e p_3, seja r a reta passando por p_1 e p_2; se (por causa dos erros de arredondamento) esta reta não contém o ponto p_3, então, ajustamos a topologia de modo a dizer que p_3 não é colinear com p_1 e p_2. O problema com esta abordagem é que podem ocorrer situações em que não há nenhuma topologia consistente com a geometria. Por exemplo, no caso das três retas r_1, r_2 e r_3 visto acima, não há como ajustar a topologia para satisfazer a “geometria” resultante dos erros de arredondamento (pois r_1 ∩ r_2 está em r_3, mas r_2 ∩ r_3 não está em r_1).

Uma proposta que objetiva contornar o problema descrito no parágrafo anterior consiste em tentar reestruturar o algoritmo de modo a eliminar predicados redundantes. Desta forma, os testes geométricos efetuados sempre seriam consistentes com algum modelo topológico. Por exemplo, considerando o caso das três retas descrito acima, se um teste geométrico indica que o ponto r_1 ∩ r_2 é incidente à reta r_3, então o algoritmo deve supor, por definição, que a interseção entre r_1 e r_3 está em r_2 (sem que este fato nunca seja explicitamente verificado). No entanto, a grande dificuldade desta abordagem é a determinação de todas as relações de dependência entre os predicados, pois em geral, esta tarefa é extremamente complexa, senão insolúvel.

Adicionalmente, há trabalhos que propõem modificar a topologia e a geometria simultaneamente, de modo a torná-las consistentes (incorporando os erros de arredondamento). Por exemplo, suponha novamente o caso de três retas r_1, r_2 e r_3 que deveriam ser concorrentes. Se, devido a erros de arredondamento, o ponto p = r_1 ∩ r_2 não é incidente na reta r_3, então esta reta é “quebrada” e substituída por duas semi-retas r^′_3 e r^{′′}_3 , ambas com origem no ponto p. Na literatura este método é conhecido com o nome de arredondamento geométrico, e tem sido aplicado com relativo sucesso no caso de arranjos de segmentos de retas no plano [15, 27]. Entretanto, sua extensão a objetos mais complexos ainda é um problema em aberto. Além disso, resta o problema de que muitas aplicações não toleram quaisquer pertubações topológicas, o que invabiliza a aplicação deste método.

Finalmente, há também o método de análise de erros que consiste em mostrar (utilizando métodos de análise numérica e álgebra linear) que a solução obtida através de uma determinada implementação de um algoritmo é “adequadamente” próxima da solução teoricamente correta. Uma dificuldade imediata desta abordagem é que os resultados (topológicos) de um algoritmo geométrico dependem de maneira descontínua dos dados de entrada. Para contornar esta dificuldade Guibas, Salesin e Stolfi [17] desenvolveram a geometria epsilon, que utilizando o conceito de análise inversa de erros [37] determina a pertubação máxima que deve ser aplicada aos dados de entrada para que resultado obtido seja a solução exata para aquela entrada pertubada. O principal problema desta abordagem é que a análise necessária fica intratável, mesmo para problemas relativamente simples, e leva a algoritmos muito ineficientes.

Concluindo, apesar de todos os esforços investidos nos últimos 20 anos, na prática, todos os métodos descritos acima, que visam tornar robustos os algoritmos geométricos implementados com aritmética de precisão fixa, ainda estão restritos a algumas poucas aplicações específicas.

1.2.3 Computação exata

Diante destes fatos, atualmente o sentimento de grande parte da comunidade que tem trabalhado nesta área [5, 21, 39] é de que, exceto em situações muito específicas, é impraticável desenvolver algoritmos geométricos robustos dentro do paradigma de precisão fixa. Para alcançar a robustez de forma consistente, é fundamental trabalhar no paradigma da computação exata, que consiste em representar de maneira exata todos os valores numéricos e determinar, também de maneira exata, todos os predicados geométricos.

Vale notar que, em geral, este paradigma exige a utilização de uma representação numérica com precisão arbitrária, ou pelo menos, com uma precisão maior do que a fornecida pelas instruções da máquina. Certamente, esta é a principal desvantagem do paradigma de computação exata, pois este fato aumenta consideravelmente o tempo de processamento dos algoritmos em relação à implementação com precisão fixa. No entanto, é importante observar que não faz muito sentido comparar estes dois custos, pois no caso da precisão fixa, troca-se correção por velocidade; ou seja, para se ganhar tempo não se computa a resposta correta do problema e sim uma resposta aproximada. Em muitas aplicações, o custo de uma solução incorreta, mesmo que ocasional, é muitas vezes maior do que o custo adicional da aritmética exata.

Além disso, nos últimos anos, a velocidade das máquinas tem aumentado de tal forma que o tempo de processamento (eficiência do código) é cada vez menos importante do que o tempo de desenvolvimento dos programas. Portanto, visto que há uma certa sobreoferta de ciclos de máquina, é em geral razoável investir parte destes ciclos para se ter a certeza de que a solução obtida para o problema é sempre uma solução correta.

Concluindo, existe hoje em dia um crescente interesse por ferramentas e algoritmos baseados no paradigma de computação exata. Este interesse se justifica principalmente porque à medida que novas ferramentas (exatas) forem colocadas à disposição dos usuários, estes poderão escolher a solução que melhor os satisfazem, optando entre rapidez e confiabilidade.

1.3. Objetivos do trabalho 8

1.3 Objetivos do trabalho

Diante destas observações, vamos estabelecer como nosso objetivo principal o desenvolvimento de uma representação para mapas esféricos, e um conjunto de operadores básicos suficientes para computar a sobreposição destes mapas. Além disso, considerando todos os inconvenientes do modelo de precisão fixa, optamos por desenvolver esta representação e operações dentro do paradigma de computação exata. Resumindo, nosso objetivo é desenvolver uma representação exata de mapas esféricos, e um algoritmo também exato para a sobreposição destes mapas.

É importante frisar que, do ponto de vista de SIGs, há erros que são intrínsecos do processo de coleta de dados devido a imprecisões dos instrumentos, aproximação da superfície terrestre por uma esfera perfeita, aproximação de curvas gerais por arcos de círculos, projeções cartográficas, etc. Portanto, numa primeira etapa, vamos supor a realização de um processo de arredondamento para adequar os dados de entrada transformando-os em mapas esféricos representados exatamente de acordo com o nosso modelo. Uma vez efetuada esta transformação, os algoritmos descritos neste trabalho permitem manipular estes mapas de maneira exata.

Vale ressaltar que vamos abordar estes problemas tanto do ponto de vista teórico quanto do ponto de vista prático; ou seja, além de descrever matematicamente a representação e os algoritmos exatos, nosso objetivo inclui também a implementação destes algoritmos, na forma de uma biblioteca de rotinas genéricas e robustas para a representação e manipulação de mapas na esfera.

1.4 Estrutura da dissertação

Esta dissertação pode ser dividida em três partes: na primeira (capítulos 2 a 4), tratamos das questões envolvendo a topologia dos mapas esféricos; na segunda (capitulos 5 a 9), abordarmos os problemas relacionados à geometria destes mapas; e finalmente, na terceira (capítulos 10 e 11), tratamos dos problemas envolvendo um mapa como um todo (topologia e geometria).

Mais especificamente, no capítulo 2, definimos o conceito topológico de mapas bidimensionais, dos quais os mapas esféricos são um caso particular; no capítulo 3, definimos uma formulação combinatória para a topologia dos mapas esféricos; e no capítulo 4, definimos uma estrutura de dados para representar estes mapas e um conjunto de operadores topológicos que nos permitem manipular esta estrutura.

No que diz respeito à geometria dos mapas esféricos, apresentamos inicialmente, no capítulo 5, um breve resumo de alguns conceitos de geometria projetiva orientada (no espaço tridimensional). No capítulo 6, descrevemos uma representação analítica da geo-

1.4. Estrutura da dissertação 9

metria dos mapas esféricos e as operações básicas necessárias para a manipulação da mesma. Nos capítulos 7 e 8 descrevemos uma representação exata para esta geometria, e no capítulo 9, descrevemos os algoritmos exatos para as operações geométricas definidas no capítulo 6.

Baseados nas ferramentas topológicas e geométricas definidas nos capítulos anteriores, apresentamos, no capítulo 10, um algoritmo exato para localizar um ponto num mapa, e no capítulo 11, um algoritmo também exato de sobreposição de dois mapas.

Finalmente, no capítulo 12, apresentamos algumas observações sobre aplicações práticas destas técnicas e também algumas linhas de trabalhos (futuros) que merecem uma investigação mais detalhada. Além disso, no apêndice A, apresentamos um breve resumo de alguns conceitos topológicos utilizados neste trabalho e no apêndice B, descrevemos alguns detalhes da implementação da representação e dos algoritmos que foram descritos neste trabalho.

Para manter a compatibilidade entre este texto e os artigos (escritos em inglês) e os programas dele derivados, as funções e os procedimentos descritos neste texto serão denominados utilizando palavras da língua inglesa.

Capítulo 2

Topologia dos mapas bidimensionais

Conforme vimos no capítulo anterior, nosso objetivo neste trabalho é estabelecer uma representação de mapas que permita que a geometria destes mapas seja representada exatamente (sem erros de arredondamento) e que seja fechada para a operação de sobreposição.

Para alcançarmos tal objetivo, nosso primeiro passo será definir o conceito de mapas que pretendemos considerar, e descrever um método (uma estrutura de dados) que permita a representação destes mapas. Mais especificamente, neste capítulo vamos tratar das questões relacionadas à representação da topologia dos mapas, isto é, das relações de incidência entre os seus componentes (vértices, arestas e regiões).

Vale ressaltar que as questões relacionadas à representação da geometria serão abordadas nos próximos capítulos.

No que se segue, vamos supor conhecidos certos conceitos elementares de topologia de conjuntos. Em particular, vamos usar os conceitos de espaço topológico, conjunto aberto e fechado, variedade topológica, conjunto conexo, vizinhança de um ponto, fecho, interior e fronteira de um conjunto. Vamos utilizar também os conceitos de homeomorfismo (ou equivalência) entre dois espaços topológicos e orientação de uma variedade. De modo geral, tais conceitos serão utilizados de forma bastante elementar, e os leitores que já tiveram algum contato com os mesmos não devem ter dificuldades de acompanhar as discussões a seguir. Em todo caso, no apêndice A incluímos definições sucintas desses conceitos.

2.1 Definição de mapa

Informalmente, um mapa é uma subdivisão de uma superfície num número finito de elementos: pontos (vértices), curvas (arestas) e regiões bidimensionais (faces), tal que a fronteira exterior de um elemento de dimensão d é a união de elementos de dimensão menor do que d. Isto é, a fronteira exterior de uma aresta é um conjunto finito de vértices; a fronteira exterior de uma face é a união de vértices e arestas.

Geralmente, para simplificar os algoritmos de manipulação de mapas, são impostas certas restrições sobre a topologia dos elementos de um mapa. Por exemplo, algumas restrições frequentes são: não permitir vértices isolados (que não sejam incidentes a nenhuma aresta), não permitir arestas que sejam curvas fechadas e não permitir faces com buracos. Normalmente, para contornar tais restrições adota-se o conceito de elementos fictícios que são introduzidos artificialmente no mapa para impedir que tais restrições sejam violadas.

No entanto, este tipo de solução apresenta alguns inconvenientes, pois os algoritmos de manipulação de mapas se tornam muito mais complexos, uma vez que os elementos fictícios devem ser ignorados, o que implica que o algoritmo deve tratar diversos casos especiais; e pior ainda, não há um método determinístico de inclusão de elementos fictícios no mapa, o que torna a categorização de mapas (por exemplo, a verificação de que dois mapas são isomorfos) um processo extremamente complexo.

Para contornar estes inconvenientes, vamos a seguir apresentar uma definição de mapas bidimensionais que não impõe os tipos de restrições citadas acima, tornando desnecessária a inclusão de elementos fictícios.

Para n > 0, seja S^n a superfície da esfera n-dimensional de raio 1 centrada na origem

de R^n . Vamos considerar a esfera S^n como um espaço topológico, com a topologia usual

(induzida pela topologia padrão do R^n ). Vamos também supor definida uma orientação canônica para S^n. Em particular, definimos a orientação canônica do círculo S^1 como sendo o sentido de percurso anti-horário; e a orientação canônica da esfera S^2 como sendo o sentido anti-horário visto do lado de fora da esfera. Em ambos os casos, supomos que os eixos estão dispostos da maneira usual. Desta forma,

Definição 1 Uma oval é um espaço topológico homeomorfo a S^1.

Em outras palavras, uma oval é uma curva simples fechada (também conhecida como curva de Jordan); por exemplo, um círculo no plano.

Definição 2 Um arco é um espaço topológico homeomorfo à reta real R. Um ponto qualquer de um arco e divide esse arco em dois outros arcos disjuntos denominados pontas de e.

Definição 3 Um curva é uma oval ou um arco.

Definição 4 Um disco aberto é um espaço topológico homeomorfo ao interior do círculo unitário (círculo centrado na origem com raio 1) de R^2 . Um disco fechado é um espaço topológico homeomorfo ao círculo unitário mais o seu interior.

Note que um disco aberto é homeomorfo ao plano R^2 .

Definição 5 Um raio de um disco D é um arco contido em D com um extremo na fronteira de D e outro no interior de D. Um diâmetro de um disco D é um arco contido em D com ambos os extremos na fronteira de D.

Definição 6 Um multi-disco é um espaço topológico D, homeomorfo a S^2 menos um número finito k de discos fechados B_1, B_2, · · · , B_k, disjuntos dois a dois. O número k é dito o genus de D. Sejam U_1, U_2, · · · , U_k discos abertos de S^2, disjuntos dois a dois, tais que U_i contém B_i, para todo i = 1, · · · , k. A imagem homeomórfica inversa de cada conjunto U_i \ B_i é denominado uma margem do multi-disco D.

Para ilustrar o conceito de multi-disco, veja a figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplo de multi-disco e suas margens.

Definição 7 Um mapa bidimensional é um par M = (T_M, L_M), onde T_M é uma variedade bidimensional e L_M é uma partição de T_M em três coleções finitas e disjuntas de elementos: os vértices V_M, as arestas E_M e as faces F_M, sendo que:

. um vértice é um subconjunto de T_M consistindo de um único ponto;

. uma aresta é uma curva de T_M cuja fronteira externa relativa a T_M é uma união de vértices;

. uma face é um multi-disco de T_M cuja fronteira externa relativa a T_M é uma união de vértices e arestas.

A união de todos os vértices e arestas de um mapa é denominada a rede do mapa. A definição de arco é bastante liberal, e permite por exemplo arcos cuja fronteira externa é um conjunto de dimensão 1. No entanto, a definição de mapa restringe as arestas de tal forma que a fronteira externa de uma aresta pode ser composta por 0, 1 ou 2 vértices. Caso esta fronteira seja vazia (isto é, possua 0 vértices), dizemos que a aresta é uma aresta oval; caso contrário, isto é, se a fronteira possui 1 ou 2 vértices, dizemos que a aresta é uma aresta-arco; além disso, se a fronteira contém apenas um vértice, dizemos que a aresta-arco é uma aresta-laço.

É importante ressaltar que a definição 7 generaliza o conceito de mapa normalmente utilizado na literatura. Em particular, ela permite mapas cuja rede é vazia; neste caso, o mapa é denominado mapa trivial, sendo composto por uma única face correspondente a toda a superfície de T_M. Note que, pela definição de face, esta superfície T_M deve ser homeomorfa a S^2. Dizemos que um mapa trivial é composto por uma única face sem fronteira.

Além disso, a definição também permite redes com mais de uma componente conexa; ou mapas com vértices isolados (vértices não incidentes a nenhuma aresta), com arestaslaço (arestas cujas extremidades coincidem num mesmo vértice), com arestas ovais (arestas que não possuem extremidades), etc. Veja figura 2.2.

Figura 2.2: Exemplos de mapas bidimensionais.

Por outro lado, na figura 2.3, mostramos algumas subdivisões de variedades bidimensionais que não satisfazem as condições da definição 7. No caso (a) a segunda condição daquela definição é violada, pois a fronteira de e inclui pontos que não são vértices; em (b) a terceira condição é violada, pois f não é homeomorfa a um multi-disco.

2.2. Vizinhanças canônicas 14

Figura 2.3: Exemplos de subdivisões que não são mapas bidimensionais.

2.2 Vizinhanças canônicas

Lema 1 Todo vértice v de um mapa bidimensional M = (T_M, L_M) está contido num disco aberto D_v de T_M tal que:

(i) D_v não contém nenhum outro vértice do mapa;

(ii) a intersecção de D_v com cada aresta do mapa consiste de 0, 1, ou 2 arcos que são raios de D_v e pontas da aresta.

Lema 2 Toda aresta-arco s de um mapa bidimensional M = (T_M, L_M) está contida num disco aberto D_s de T_M tal que:

(i) s é um diâmetro de D_s;

(ii) D_s não intercepta nenhum vértice ou aresta do mapa exceto s.

Definição 8 Uma faixa de um espaço topológico T é um subespaço de T que é um cilindro ou uma fita de Möbius.

Lema 3 Toda aresta oval c de um mapa bidimensional M = (T_M, L_M) está contida numa faixa H_c de T_M tal que:

(i) c dá exatamente uma volta em torno de H_c;

(ii) H_c não intercepta nenhum vértice ou aresta do mapa exceto c.

Definição 9 Os discos abertos D_v e D_s e a faixa H_c definidos acima são denominados vizinhanças canônicas dos respectivos elementos: vértice v, aresta-arco s e aresta oval c.

2.3. Incidência entre os elementos 15

2.3 Incidência entre os elementos

De acordo com as definições acima, a fronteira externa de uma aresta-arco de um mapa consiste de um par de pontos (não necessariamente distintos), que são denominados os extremos da aresta-arco.

Analogamente, a fronteira externa de uma face consiste de um número finito de componentes, cada uma das quais é uma união de vértices e arestas. Vale notar que cada uma destas componentes pode ser incidente a duas margens de duas faces distintas – figura 2.4(a) – ou a duas margens de uma mesma face – figura 2.4(b) – ou a uma margem de uma única face – veja a figura 2.4(c).

Figura 2.4: Incidência entre margens e componentes da fronteira de uma face.

2.4 Orientação

Dizemos que um mapa M = (T_M, L) é orientável quando a superfície T_M é orientável. Além disso, se já temos definida alguma orientação sobre tal superfície então o mapa é dito orientado.

2.4. Orientação 16

2.4.1 Orientação dos elementos

Para cada aresta de um mapa podemos definir duas orientações internas (ou longitudinais), que são os dois sentidos de percurso ao longo da aresta; ou as duas maneiras de distinguir a ponta inicial e a ponta final da aresta. Podemos definir também duas orientações externas (ou transversais), que são as duas maneiras possíveis de definir o lado esquerdo e o lado direito da aresta, numa vizinhança canônica da mesma. Estas duas orientações juntas constituem a orientação total da aresta.

Para indicar estas orientações, vamos utilizar um par de pequenas setas colocadas sobre um ponto qualquer da aresta: uma seta tangente à aresta, indicando a ordem de percurso da mesma, e a outra perpendicular à primeira, cruzando do lado direito para o lado esquerdo da aresta.

Uma maneira de visualizar estas orientações é imaginar um observador minúsculo andando sobre a superfície do mapa, ao longo da aresta: a orientação interna diz em que sentido ele está caminhando, e a externa diz em que lado da aresta está o seu pé esquerdo (ou seja, sobre que lado da superfície ele está andando). Veja a figura 2.5.

Figura 2.5: Orientações internas (ou longitudinais) e externas (ou transversais) de uma aresta.

Cada aresta pode ter portanto 4 orientações totais distintas. Veja figura 2.6. A orientação da superfície nos permite distinguir duas dessas orientações totais como positivas (aquelas nas quais o sentido de rotação da orientação interna para a externa pelo menor ângulo concorda com a orientação da superfície). As outras duas orientações são ditas negativas.

Note que a orientação externa de uma aresta nos permite distinguir a face à esquerda e a face à direita da aresta (que podem ser a mesma face). Adicionalmente, no caso de uma aresta-arco, a orientação interna desta aresta nos permite distinguir de maneira única o vértice de origem e o vértice de destino desta aresta (que também podem ser o mesmo vértice).

No caso de um vértice, podemos ter duas orientações externas que correspondem aos dois sentidos de rotação em torno do mesmo.

Figura 2.6: As quatro orientações de uma aresta: (a) e (d) orientações totais positivas; (b) e (c) orientações totais negativas.

No caso de uma face, podemos ter duas orientações internas que correspondem aos sentidos de rotação dentro da mesma.

Tanto no caso do vértice como da face, a orientação da superfície permite distinguir as orientações positiva e negativa do elemento.

De agora em diante, a menos quando dito o contrário, vamos supor que vértice, aresta e face se referem a elementos orientados, isto é, a palavra “aresta” será utilizada para indicar uma “aresta orientada”; o mesmo vale para vértice e face.

2.5 Característica de Euler

Como sabemos, os elementos de um mapa tradicional, onde não existem vértices isolados nem arestas ovais e onde as faces possuem genus 0, satisfazem a equação de Euler- Poincaré [18]:

n_v − n_e + n_f = χ(T )

onde n_v, n_e e n_f são respectivamente os números de vértices, arestas e faces do mapa e χ(T ), um número inteiro que depende apenas da topologia de T , é a característica de Euler da superfície T .

Para estender esta equação aos nossos mapas bidimensionais vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 4 Um multi-disco D de genus k > 1 pode ser particionado num único disco e k − 1 arestas-arco, disjuntas duas a duas, com extremos na fronteira de D.

Com isto podemos provar que

Teorema 5 Se M = (T , L) é mapa bidimensional conexo e orientável então a caracterítica de Euler da superfície T é dada por

χ(T ) = n_v − n_a + n_f + (n_f − n_m) (2.1)

onde n_v, n_a, n_f e n_m são respectivamente o número de vértices, arestas-arco (excluindo arestas ovais), faces e margens no mapa.

Demonstração: Se o mapa é trivial (isto é, possui apenas uma face sem fronteira), então é fácil ver que a equação (2.1) é satisfeita, pois, por definição, a superfície T é homeomorfa

a S^2, e n_v − n_a + n_f + (n_f − n_m) = 0 − 0 + 1 + (1 − 0) = 2, que é a característica de Euler

da esfera S^2. Analogamente, se o mapa possui apenas um vértice isolado e zero arestas, então n_v − n_a + n_f + (n_f − n_m) = 1 − 0 + 1 + (1 − 1) = 2, e por outro lado, a única face do mapa é um disco; daí segue-se que a superfície T é homeomorfa a S^2 cuja característica de Euler é 2.

Agora, suponha que o mapa possua n_o arestas ovais. Então, o número total de arestas é n_e = n_a + n_o. Note que se inserirmos n_o vértices no mapa, um sobre cada aresta oval, transformando-as em arestas-laço, passamos a ter um mapa com n_v + n_o vértices, zero arestas ovais e n_a + n_o arestas-arco. Por outro lado, o número de margens e faces permanece inalterado. Deste modo, após essa transformação, o valor do lado direito da equação (2.1) mantém-se inalterado. Logo, podemos supor que o mapa não tem arestas ovais.

Pelo lema 4, sabemos que uma face f com k > 1 margens pode ser decomposta em uma face com uma única margem e mais k − 1 arestas-arco. Neste processo de decomposição, pode ser necessária a inclusão de novos vértices nas fronteiras das margens envolvidas; porém, se inserirmos um novo vértice sobre uma aresta quebrando-a em duas novas arestas, o lado direito da equação (2.1) é preservado, pois tanto o número de vértices n_v como o número de arestas-arco n_a são acrescidos de 1. Portanto, aplicando-se este processo a todas as faces do mapa com mais de uma margem, obtemos ao final um mapa M^′ = (T , L^′) com n_f faces que são discos, n^′_e arestas que são arcos (e não são ovais) e n^′_v vértices que não são isolados. Logo, neste mapa, vale a equação Euler-Poincaré [18]; isto é,

χ(T ) = n^′_v − n^′_e + n^′_f

2.6. Mapas esféricos 19

Visto que, nesse mapa n^′_e = n^′_a (pois, n^′_o = 0) e n^′_m = n^′_f (cada face possui apenas uma margem) então χ(T ) = n^′_v − n^′_a + n^′_f + (n^′_f − n^′_m)

Isto implica que a equação (2.1) é válida no mapa M^′. Uma vez que a obtenção do mapa M^′ a partir do mapa M foi efetuada de modo a sempre preservar a equação (2.1) então, aplicando um processo inverso, podemos concluir que esta equação também é válida no mapa original M.

2.6 Mapas esféricos

Definição 10 Um mapa sobre a superfície S^2, isto é, o mapa M = (S^2, L_M), é denominado um mapa esférico.

Corolário 6 Um mapa bidimensional conexo e orientável é homeomorfo a um mapa esférico se e somente se n_v − n_a + n_f + (n_f − n_m) = 2

onde n_v, n_a, n_f e n_m são respectivamente o número de vértices, arestas-arco (excluindo arestas ovais), faces e margens do mapa.

Capítulo 3

As esquinas de um mapa esférico

De agora em diante, vamos nos restringir ao estudo dos mapas esféricos, sendo que o nosso objetivo neste capítulo é definir um método que nos permita a representação da topologia desses mapas.

Para que um mapa possa ser manipulado no computador, é importante definirmos uma codificação puramente combinatória — isto é, uma estrutura de dados — para representar a sua topologia. Na literatura há um número considerável de estruturas para esse fim. Dentre elas podemos destacar: half-edge [26], quad-edge [16], winged-edge [2], vertex-edge [36], radial edge [4], grafos de incidência [11], 3-gemas [24], elementos de incidência [31], cell-tuple structure [3] e n-G-maps [22]. No entanto, devido a algumas particularidades dos mapas esféricos que nos interessam, por exemplo, a presença de vértices isolados e principalmente de ovais, não podemos utilizar diretamente nenhuma dessas estruturas. Por isso, neste capítulo vamos desenvolver uma adaptação da estrutura half-edge de modo a permitir a representação de tais elementos.

É fácil ver que a topologia de um mapa (em particular, de um mapa esférico) não pode ser completamente descrita considerando-se apenas as relações de incidência entre seus elementos. Por exemplo, as figuras 3.1(a) e (b) mostram dois mapas topologicamente distintos com conjuntos de elementos isomorfos e com as mesmas relações de incidência.

Por este motivo, todas as representações combinatórias de mapas devem incluir, além das relações de incidência, algumas informações adicionais. Conforme demonstrado por Edmonds [12], é suficiente incluir a descrição da ordem das arestas em torno de cada vértice e em torno de cada face.

3.1 Definição de esquinas

Visto que um mapa esférico é um mapa orientável, vamos então considerar apenas elementos com orientação (total) positiva. Portanto, arestas podem ter apenas duas orientações

3.1. Definição de esquinas 21

Figura 3.1: Apenas as relações de incidência não são suficientes para descrever a topologia de um mapa.

distintas, enquanto que vértices e faces podem ter apenas uma. Para indicar a aresta que consiste da mesma curva que a aresta e mas com orientação (total) invertida, vamos utilizar a notação ¬e.

O objetivo da estrutura half-edge é representar as relações de incidência e ordem entre os elementos (vértices, arestas e faces) de um mapa. Para isto, cada aresta é conceitualmente dividida em duas pontas (correspondentes às duas orientações), e para cada uma delas indicam-se o vértice de origem e a face esquerda. Além disso, para completar a representação, indica-se também a ordem das arestas em torno de cada vértice, e a ordem das arestas em torno de cada face. Para mais detalhes, o leitor pode consultar o livro de Mäntylä [26] ou a tese de doutorado de Weiler [36].

A definição abaixo é uma formalização da estrutura half-edge que inclui as extensões necessárias para representar vértices isolados, ovais e faces com múltiplas bordas.

Definição 11 Dado um mapa M, seja ? um símbolo distinto de todos os elementos deste mapa. A tripla c = ⌊v, e, f⌋ é denominada uma esquina do mapa se uma das seguintes condições é verificada:

(i) e é uma aresta-arco positivamente orientada de M, v é a origem de e, e f é a face à esquerda de e;

(ii) e é uma aresta oval positivamente orientada de M, f é a face à esquerda de e e

v = ?, indicando o “vértice indefinido”;

(iii) v é um vértice isolado positivamente orientado de M, incidente na face f, e e = ?, indicando a “aresta indefinida”.

Denotaremos por Q_M o conjunto de esquinas do mapa M. Dada uma esquina c = ⌊v, e, f⌋ em Q_M, escreveremos Org(c) = v, Edge(c) = e e Left(c) = f. Note que Org é

3.2. Função Sym 22

uma função de Q_M para V_M ∪ {?}; Edge é uma função de Q_M para E_M ∪ {?} e Left é uma função total de Q_M para F_M.

Observe que se M é o mapa esférico trivial (isto é, o mapa esférico com uma única face f = S^2, zero vértices e zero arestas), o conjunto Q_M é vazio.

Nas ilustrações, indicaremos uma esquina ⌊v, e, f⌋ pelo símbolo ⇀ colocado do lado esquerdo da aresta e, saindo do vértice de origem v (se houver). Veja as figuras 3.2(a) e (c). Ou seja, a seta indica a orientação interna da aresta e a meia-aspa indica a orientação externa. No caso particular de um vértice isolado a direção da haste é irrelevante e a meia-aspa indica a orientação do vértice. Por exemplo, veja a figura 3.2(b).

c_1 = ⌊v_1, e_1, f_1⌋ c_2 = ⌊v_2, ¬e_1, f_2⌋ c_3 = ⌊v_3, e_2, f_3⌋ c_4 = ⌊v_4, ¬e_2, f_3⌋ c_5 = ⌊?, e_3, f_3⌋ c_6 = ⌊?, ¬e_3, f_4⌋ c_7 = ⌊v_5, ?, f_3⌋

Figura 3.2: Esquinas de um mapa.

3.2 Função Sym

Observe que sobre uma aresta (arco ou oval) sempre existem duas esquinas distintas, correspondentes às duas orientações da aresta.

Definição 12 Para toda esquina c = ⌊v, e, f⌋ tal que e é uma aresta-arco, Sym(c) é a esquina simétrica a c, definida sobre a aresta e tomada com orientação oposta; isto é, Sym(c) = ⌊u, ¬e, g⌋, onde u é o vértice de destino de e e g é a face à direita de e. Além disso, para toda esquina c = ⌊?, e, f⌋ sobre uma aresta oval, Sym(c) = ⌊?, ¬e, g⌋, onde g é a face à direita de e. Finalmente, para toda esquina c = ⌊v, ?, f⌋ sobre um vértice isolado v, Sym(c) = c.

Por exemplo, na figura 3.2, Sym(c_1) = c_2, Sym(c_5) = c_6 e Sym(c_7) = c_7.

3.3. Propriedades das esquinas 23

3.3 Propriedades das esquinas

A partir das definições 11 e 12 podemos verificar facilmente que, para toda esquina c:

P1. Org(c) é um vértice isolado se e somente se Edge(c) = ?;

P2. Edge(c) é uma aresta oval se e somente se Org(c) = ?;

P3. Edge(Sym(c)) = ¬ Edge(c), (convencionando-se que ¬ ? = ?); P4. Sym(Sym(c)) = c; P5. Sym(c) ≠ c se e somente se Edge(c) ≠ ?

Observe que o conjunto de esquinas e as funções Org, Edge e Left descrevem completamente as relações de incidência entre os elementos que compõem um mapa.

3.4 Funções de percurso

Como vimos anteriormente, a descrição completa da topologia de um mapa exige, além das relações de incidência entre os elementos, também as relações de ordem entre os mesmos. Para estabelecer estas relações, vamos definir duas funções adicionais, denominadas funções de percurso.

3.4.1 A função Onext

Pelo lema 1, as arestas-arco orientadas com origem num vértice v podem ser ordenadas ciclicamente em torno de v, com base na orientação da superfície. Esta relação de ordem será representada através da função Onext(c). Ou seja, dada uma esquina c = ⌊v, e, f⌋ definida sobre uma aresta-arco (isto é, com v ≠ ? e e ≠ ?), então Onext(c) é a próxima esquina com origem em v, no sentido positivo de rotação em torno de v. Veja a figura 3.3(a).

No caso especial da aresta Edge(c) ser uma aresta oval, isto é, se c = ⌊?, e, f⌋, definimos Onext(c) como sendo a esquina ⌊?, ¬e, g⌋, onde g é a face à direita de e; ou seja, Onext(c) = Sym(c). Por exemplo, na figura 3.3(b), Onext(c_6) = c_7 e Onext(c_7) = c_6.

Finalmente, se Org(c) é um vértice isolado, isto é, se Edge(c) = ?, então Onext(c) = c, por definição. Por exemplo, na figura 3.3(c), Onext(c_8) = c_8.

Pode-se verificar que Onext é uma função total e bijetora de Q_M em Q_M. Denotaremos a sua inversa por Oprev(c). Ou seja, se Edge(c) é uma aresta-arco, então Oprev(c) retorna a esquina com origem em v = Org(c) que é anterior a c no sentido positivo de rotação em torno de v. Se Edge(c) é uma aresta oval, então Oprev(c) = Onext(c) = Sym(c); e, se Edge(c) = ?, então Oprev(c) = c.

Esquina Onext c_1 c_2 c_2 c_3 c_3 c_4 c_4 c_5 c_5 c_1 c_6 c_7 c_7 c_6 c_8 c_8

Figura 3.3: Exemplos da função Onext.

3.4.2 A função Lnext

Observe que a fronteira de uma face f consiste de uma ou mais componentes conexas, sendo que estas componentes conexas são compostas pelos vértices Org(c) e pelas arestas Edge(c) de todas as esquinas c tais que Left(c) = f. Em particular, a fronteira de uma face pode ser vazia.

Como se pode verificar, a ordem em que as arestas ocorrem em cada componente conexa na fronteira de uma face é dada pela função Lnext definida, para toda esquina c, por Lnext(c) = Oprev(Sym(c)) (3.1) Em particular, se Org(c) = ? ou Edge(c) = ? (isto é, se Edge(c) é uma aresta oval ou se Org(c) é um vértice isolado) então, pelas definições de Sym e de Oprev, temos que Lnext(c) = c. Veja a figura 3.4.

É fácil ver que Lnext, assim como Onext, é uma função total e bijetora de Q_M em Q_M. Denotaremos a sua inversa por Lprev.

Intuitivamente, Lnext(c) é a esquina seguinte a c na mesma componente conexa da face Left(c), quando esta componente é percorrida no sentido positivo (visto de um ponto no interior da face Left(c)). Portanto, partindo-se de uma esquina c, a função Lnext determina uma ordenação circular das esquinas definidas sobre os elementos de uma componente conexa da face Left(c). Por exemplo, na figura 3.4, partindo-se da esquina c_1 obtemos as esquinas ⟨c_1, c_2, c_3, c_4⟩, onde ⟨· · ·⟩ denota uma ordenação circular.

Mais especificamente, suponha que a sequência circular de esquinas alcançadas pela função Lnext a partir da esquina c_1 é ⟨c_1, c_2, · · · , c_k⟩ e que Org(c_1) ≠ ? e Edge(c_1) ≠ ?; então, a sequência circular de arestas alcançadas neste percurso é ⟨Edge(c_1), Edge(c_2), · · · , Edge(c_k)⟩, sendo que o vértice de destino da aresta Edge(c_i) coincide com o vértice de origem da aresta Edge(c_{i+1}); isto é, Org(Sym(c_i)) = Org(c_{i+1}).

Esquina c Lnext(c) c_1 c_2 c_2 c_3 c_3 c_4 c_4 c_1 c_5 c_6 c_6 c_7 c_7 c_5 c_8 c_9 c_9 c_{10} c_{10} c_8 c_{11} c_{11} c_{12} c_{12} c_{13} c_{13}

Figura 3.4: Exemplo da função Lnext.

Veja a figura 3.4. Note que esta observação também vale trivialmente se Org(c) = ? ou Edge(c) = ?. Assim sendo, podemos concluir que cada componente conexa da fronteira de uma face corresponde a uma órbita da função Lnext. Vamos denominar cada uma dessas órbitas de uma borda da face, e vamos denotar por Bord(c) a órbita que contém a esquina c. Por exemplo, na figura 3.4, as bordas da face f_1 são Bord(c_1) = ⟨c_1, c_2, c_3, c_4⟩, Bord(c_{11}) = ⟨c_{11}⟩ e Bord(c_{12}) = ⟨c_{12}⟩.

Observe que a toda borda fica associada uma orientação (um sentido de percurso) determinada pelas esquinas que compõem aquela borda.

Para melhor ilustrar a relação entre as funções de percurso Onext, Lnext e Bord, veja a figura 3.5.

(a)

Esquina Onext(c) Lnext(c) Bord(c) c_1 = ⌊v_1, e_1, f_1⌋ c_4 c_2 c_2 = ⌊v_2, e_2, f_1⌋ c_6 c_3 ⟨c_1, c_2, c_3⟩ c_3 = ⌊v_3, e_3, f_1⌋ c_5 c_1 c_4 = ⌊v_1, ¬e_3, f_2⌋ c_1 c_5 c_5 = ⌊v_3, ¬e_2, f_2⌋ c_3 c_6 ⟨c_4, c_5, c_6⟩ c_6 = ⌊v_2, ¬e_1, f_2⌋ c_2 c_4 c_7 = ⌊?, e_4, f_2⌋ c_8 c_7 ⟨c_7⟩ c_8 = ⌊?, ¬e_4, f_3⌋ c_7 c_8 ⟨c_8⟩ c_9 = ⌊v_4, ?, f_1⌋ c_9 c_9 ⟨c_9⟩ c_{10} = ⌊v_5, e_5, f_1⌋ c_{10} c_{11} c_{11} = ⌊v_6, e_6, f_1⌋ c_{13} c_{12} ⟨c_{10}, c_{11}, c_{12}, c_{13}⟩ c_{12} = ⌊v_7, ¬e_6, f_1⌋ c_{12} c_{13} c_{13} = ⌊v_6, ¬e_5, f_1⌋ c_{11} c_{10} (b) Figura 3.5: Exemplo das funções Onext, Lnext e Bord.

Capítulo 4

Representação da topologia de mapas esféricos

Baseado na descrição apresentada no capítulo anterior, vamos agora definir uma estrutura de dados denominada SMC (Spherical Maps by Corners) que nos permite representar a topologia dos mapas esféricos. Esta estrutura consiste basicamente da estrutura halfedge [26] com extensões motivadas pela definição 11.

Além disso, vamos também definir um conjunto de operadores topológicos que nos permitem manipular esta estrutura, sendo que vamos considerar três categorias de operadores: de criação de mapas e elementos (seção 4.3), de transferência de elementos entre mapas (seção 4.4), e de conexão e desconexão de elementos num mapa (seção 4.5).

4.1 A estrutura de dados SMC

Conforme vimos anteriormente, a topologia de um mapa esférico pode ser completamente descrita utilizando-se as funções Org, Edge, Left, Sym, Onext e Lnext. Na verdade, basta especificar quaisquer duas dentre as três funções Onext, Sym e Lnext, pois o valor da terceira função pode ser obtido utilizando-se uma das seguintes relações: Lnext(c) = Onext^{−1}(Sym(c)) Sym(c) = Onext(Lnext(c)) Onext(c) = Sym(Lnext^{−1}(c)) Note que se escolhermos representar as funções Onext e Sym, então para determinarmos o valor de Lnext(c) precisamos computar o valor de Onext^{−1}(c^′), onde c^′ = Sym(c), e para isto é necessário percorrer todo o ciclo de esquinas em torno do vértice Org(c^′), o que não pode ser realizado a um custo constante. Uma situação análoga ocorre se escolhermos representar as funções Sym e Lnext. Por outro lado, se representarmos as funções Onext e Lnext, então o valor de Sym pode ser determinado diretamente a partir delas a um custo constante.

Por este motivo, na estrutura SMC, cada esquina c será representada por um objeto, de tipo Corner, contendo apontadores para os objetos que representam as esquinas Onext(c) e Lnext(c). Além desses apontadores — que ligam os nós do tipo Corner entre si — cada Corner c contém três outros apontadores, denominados c.org, c.edge, c.bord, que apontam para objetos que representam o vértice Org(c), a aresta Edge(c) e a borda Bord(c), de tipos Vertex, Edge e Border, respectivamente. Os casos especiais Org(c) = ? e Edge(c) = ? são representados por c.org = Nil e c.edge = Nil, respectivamente. Vale notar que para cada aresta não orientada do mapa existem 2 registros do tipo Edge, um para cada orientação da aresta, com S-círculos opostos.

A razão para armazenarmos um apontador para a borda Bord(c) que contém a esquina c, e não para a face Left(c), é que a fronteira de uma face pode ser composta por um conjunto com várias bordas que, em geral, precisam ser diferenciadas nos algoritmos de manipulação de mapas.

Num objeto b do tipo Border, armazenamos um apontador b.face para a face cuja fronteira contém aquela borda; e, além disso, em b.desc armazenamos uma esquina qualquer da borda, a qual denominamos a descritora da borda. Note que as outras esquinas que compõem a borda podem ser obtidas a partir de b.desc utilizando-se a função Lnext.

Para representar uma face f, utilizamos um objeto do tipo Face com um campo f.frontier, onde armazenamos o conjunto de bordas que constituem a fronteira da face.

Desta forma, para nos referirmos a um mapa, basta especificarmos uma esquina ou uma face deste mapa. Lembramos que o mapa trivial não tem esquinas.

A figura 4.1 mostra a definição em Modula-3 [28] da estrutura SMC, e a figura 4.2, ilustra o encadeamento entre os elementos desta estrutura. É importante notar que, no caso dos objetos Vertex e Edge não há apontadores de retorno para as esquinas definidas sobre estes elementos.

O desenvolvimento de um algoritmo para verificar a consistência/validade da estrutura SMC está fora do escopo deste trabalho. No entanto, uma maneira simples de se efetuar esta validação é converter a estrutura SMC para uma quad-edge [16] (para superfícies orientadas) e validar a quad-edge obtida desta conversão.

4.2 Informações não topológicas

Os nós e apontadores descritos acima representam apenas as informações topológicas do mapa. No entanto, existem outras informações dependentes da aplicação, associadas aos

Corner = object org : Vertex; edge : Edge; bord : Border; onext : Corner; lnext : Corner;

end;

Vertex = object props : VertProp; {geometria do ponto e outras propriedades} end;

Edge = object props : EdgeProp; {geometria da aresta e outras propriedades} end;

Border = object face : Face; desc : Corner; end Face = object props : FaceProp; {propriedades dependentes da aplicação} frontier : set of Border; {conjunto (lista) das bordas na fronteira da face} end;

Figura 4.1: Estrutura de dados SMC.

Figura 4.2: Ilustração da estrutura SMC.

elementos que compõem o mapa, como por exemplo: a geometria, a cor, a textura, etc, que também devem ser armazenadas na estrutura. Por isso, vamos supor a existência de objetos dos tipos VertProp, EdgeProp e FaceProp onde são armazenadas tais informações, sendo que estes objetos são apontados pelos campos props nos nós Vertex, Edge e Face, respectivamente.

As aplicações que fazem uso da estrutura SMC devem definir estes objetos conforme necessário. Em particular, nos objetos VertProp e EdgeProp deve ser incluída a representação da geometria do vértice e da aresta.

É importante ressaltar que, nos operadores topológicos que descreveremos a seguir, quando são criados objetos do tipo Vertex, Edge e Face, os respectivos campos props são deixados indefinidos, isto é, com valores nulos. Fica a cargo do cliente da estrutura SMC a devida atualização destes valores.

4.3 Operadores de criação

Conforme veremos posteriormente, os operadores de conexão, desconexão e transferência nos permitem criar qualquer mapa esférico a partir dos seguintes mapas elementares: o mapa trivial (com uma face, sem arestas e sem vértices); o mapa com um único vértice isolado numa face; o mapa com uma aresta-arco com dois vértices distintos numa face; e o mapa com uma aresta oval delimitando duas faces. É fácil perceber que a criação de cada um destes mapas exige a criação de elementos diferentes, isto é, objetos de tipos diferentes na estrutura SMC. Por este motivo, é conveniente definir um operador topológico distinto para criar cada um destes mapas elementares: MakeFace, MakeVertex, MakeArcEdge e MakeOvalEdge.

O operador MakeFace cria um mapa trivial, isto é, um mapa esférico com uma única face com zero bordas. Veja figura 4.3. Do ponto de vista da estrutura SMC, este operador consiste em criar um objeto f do tipo Face cujo campo f.frontier é o conjunto vazio; este operador retorna o objeto f.

procedure MakeFace() : Face;

f ← new(Face); f.frontier ← {}; return f;

Figura 4.3: Operador MakeFace

O operador MakeVertex cria um novo mapa com um único vértice v, zero arestas, e uma única face f com uma única borda b consistindo do vértice v. Portanto, este operador cria um mapa com uma única esquina c = ⌊v, ?, f⌋, que é o valor retornado pelo operador. Veja figura 4.4.

procedure MakeVertex() : Corner;

f ← new(Face); b ← new(Border); v ← new(Vertex); c ← new(Corner); f.frontier ← {b}; b.face ← f; b.desc ← c; c.org ← v; c.edge ← ?; c.bord ← b; c.onext ← c; c.lnext ← c; return c;

Figura 4.4: Operador MakeVertex

O operador MakeArcEdge cria um mapa com dois vértices v_1 e v_2, uma aresta-arco e, e uma face f. A fronteira de f é composta por uma única borda b que contém as duas esquinas c_1 = ⌊v_1, e, f⌋ e c_2 = ⌊v_2, ¬e, f⌋. Por definição, este operador retorna uma das esquinas. Veja figura 4.5.

Para criar uma aresta-laço basta utilizar este operador seguido pelo operador JoinVerticesSplitBorder descrito na seção 4.5.4.

procedure MakeArcEdge() : Corner;

f ← new(Face); b ← new(Border); e ← new(Edge);

v_1 ← new(Vertex); v_2 ← new(Vertex); c_1 ← new(Corner); c_2 ← new(Corner); f.frontier ← {b}; b.face ← f; b.desc ← c_1;

c_1.org ← v_1; c_2.org ← v_2; c_1.edge ← e; c_2.edge ← ¬e; c_1.bord ← b; c_2.bord ← b; c_1.onext ← c_1; c_2.onext ← c_2; c_1.lnext ← c_2; c_2.lnext ← c_1; return c_1;

Figura 4.5: Operador MakeArcEdge

O operador MakeOvalEdge cria um mapa com zero vértices, uma única aresta oval e, e com duas faces f_1 e f_2. A fronteira de cada uma dessas faces contém apenas uma borda, cada uma com uma única esquina. Por definição, o resultado retornado por este operador é uma das esquinas sobre a aresta oval. Veja figura 4.6.

procedure MakeOvalEdge() : Corner;

f_1 ← new(Face); f_2 ← new(Face); b_1 ← new(Border); b_2 ← new(Border); e ← new(Edge);

c_1 ← new(Corner); c_2 ← new(Corner); f_1.frontier ← {b_1}; f_2.frontier ← {b_2}; b_1.face ← f_1; b_2.face ← f_2; b_1.desc ← c_1; b_2.desc ← c_2; c_1.org ← ?; c_2.org ← ?; c_1.edge ← e; c_2.edge ← ¬e; c_1.bord ← b_1; c_2.bord ← b_2; c_1.onext ← c_2; c_2.onext ← c_1; c_1.lnext ← c_1; c_2.lnext ← c_2; return c_1;

Figura 4.6: Operador MakeOvalEdge

Como é fácil perceber, todos esses operadores têm custo constante.

4.4 Operador de transferência

Visto que os operadores de criação apresentados na seção anterior sempre criam um novo mapa para conter o novo elemento criado, é necessário definir operadores que nos permitam transferir elementos de um mapa para outro. Isto é, vamos definir o operador

Transfer(b, g) que transfere uma borda b da fronteira da sua atual face para a fronteira de uma face qualquer g.

Mais precisamente, seja f a face situada à esquerda da borda b. Intuitivamente, o operador Transfer(b, g) corresponde a recortar a borda b da fronteira da face f, retirandoa daquela face. O buraco resultante na face f é implicitamente preenchido com um disco que é incorporado à mesma. Veja as figuras 4.7(a), (b) e (c). Adicionalmente, o operador recorta um disco da face g e cola, sobre o buraco resultante, a borda b. Veja as figura 4.7(d), (e) e (f). Note que todos os elementos situados na região à direita da borda b são transferidos junto com a mesma.

Figura 4.7: Operador topológico de transferência: Transfer(b, g)

Em particular, se a borda b é um vértice isolado ou uma aresta solta, a operação Transfer(b, g) corresponde a simplesmente remover este elemento da face f e inserí-lo na face g.

Na estrutura de dados SMC, a implementação da operação Transfer(b, g) consiste apenas em remover a borda b do conjunto f.frontier e incluí-la no conjunto g.frontier; e, além disso, alterar o apontador b.face para indicar a face g. Mais precisamente,

procedure Transfer(b : Border; g : Face);

f ← b.face;

f.frontier ← f.frontier \ {b}; g.frontier ← g.frontier ∪ {b}; b.face ← g; É importante notar que a borda b (a ser transferida) e a face g (que vai receber a borda b) podem ou não pertencer a um mesmo mapa. No caso em que a borda b e a face g pertencem a mapas distintos, a operação de transferência procede exatamente como mostrado na figura 4.7, e neste caso, podemos garantir que os mapas resultantes continuam sendo mapas esféricos. Por outro lado, se a borda b e a face g pertencem a um mesmo mapa esférico, a execução de Transfer(b, g) pode resultar num mapa cuja superfície não é homeomorfa à esfera. Isto ocorre quando a face g está na parte da esfera à direita da borda b. Por exemplo, veja a figura 4.8: após a operação Transfer(b, g), o mapa original fica dividido em dois mapas, sendo que um deles tem a topologia de um toro.

Figura 4.8: Resultado de Transfer(b, g) quando b e g são elementos de um mesmo mapa e a face g está na parte da esfera à direita da borda b.

Neste trabalho, a operação Transfer(b, g) sempre será aplicada a elementos (uma borda b e uma face g) pertencentes a mapas esféricos distintos, o que garante que os mapas resultantes são mapas esféricos.

Além disso, é importante ressaltar que Transfer é uma operação puramente topológica (combinatória) que não leva em consideração quaisquer propriedades geométricas dos elementos envolvidos. Portanto, cabe ao cliente desta operação garantir que a geometria da borda b é consistente com a sua nova posição na face g.

É fácil ver que esta operação pode ser realizada em tempo constante, desde que o conjunto de bordas de uma face seja representado através de uma estrutura de dados adequada à realização de operações de remoção, por exemplo, uma lista duplamente encadeada.

4.5 Operadores de conexão e desconexão

Vamos agora definir os operadores que nos permitem conectar e desconectar esquinas de um mapa M, alterando os valores das funções Onext e Lnext. Isto é, dadas duas esquinas c_1 e c_2, os operadores de conexão e desconexão alteram as órbitas destas esquinas sob a função Onext — isto é, alteram os vértices Org(c_1) e Org(c_2) — e sob a função Lnext — isto é, alteram as bordas Bord(c_1) e Bord(c_2). Em cada caso, se as órbitas são distintas, elas são agrupadas dando origem a uma única (nova) órbita; caso contrário, se as esquinas estão numa mesma órbita, esta órbita é dividida em duas novas órbitas.

Considerando todas as possíveis combinações, temos quatro casos que serão tratados por operadores distintos:

(i) Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) ≠ Bord(c_2): JoinVerticesJoinBorders — (seção 4.5.2);

(ii) Org(c_1) = Org(c_2) e Bord(c_1) = Bord(c_2): SplitVertexSplitBorder — (seção 4.5.3);

(iii) Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) = Bord(c_2): JoinVerticesSplitBorder — (seção 4.5.4);

(iv) Org(c_1) = Org(c_2) e Bord(c_1) ≠ Bord(c_2): SplitVertexJoinBorders — (seção 4.5.5).

4.5.1 Junção e divisão de vértices e bordas

Antes de apresentarmos os operadores propriamente ditos, vamos inicialmente especificar a maneira como os ciclos de esquinas em torno dos vértices e em torno das bordas são agrupados ou quebrados.

Por definição, ao agrupar dois vértices distintos v_1 e v_2, dados respectivamente pelas esquinas c_1 e c_2 (isto é, v_1 = Org(c_1) e v_2 = Org(c_2)), a órbita da esquina c_2 sob Onext é inserida imediatamente após a esquina c_1, e, por sua vez, a órbita da esquina c_1 sob Onext é inserida imediatamente após a esquina c_2. Veja por exemplo a figura 4.9. Reciprocamente, se Org(c_1) = Org(c_2), a órbita de Onext em torno deste vértice é quebrada imediatamente após a esquina c_1 e imediatamente após a esquina c_2.

Analogamente, ao agrupar duas bordas distintas b_1 e b_2, dadas respectivamente pelas esquinas c_1 e c_2 (isto é, b_1 = Bord(c_1) e b_2 = Bord(c_2)), as esquinas de Bord(c_1) são inseridas imediatamente antes da esquina c_2, e as esquinas de Bord(c_2) são inseridas imediatamente antes da esquina c_1. Isto é, a esquina que precedia c_1 (antes da operação) passa

Figura 4.9: Junção e divisão de vértices

a preceder a esquina c_2 (depois da operação), e a esquina que precedia c_2 passa a preceder a esquina c_1. Veja por exemplo a figura 4.10. Reciprocamente, se Bord(c_1) = Bord(c_2), esta borda é quebrada imediatamente antes das esquinas c_1 e c_2; mais precisamente, a esquina que precedia c_1 passa a preceder a esquina c_2 e vice-versa.

Figura 4.10: Junção e divisão de bordas

É fácil perceber que tanto a operação de junção como a operação de quebra das órbitas de Onext correspondem à uma mesma seqüência de atualizações nos campos onext dos objetos Corner envolvidos na operação. O mesmo vale para a junção e quebra das órbitas de Lnext. Mais precisamente, dadas duas esquinas c_1 e c_2, tanto no caso da junção como no caso da quebra dos ciclos de esquinas, os campos onext e lnext são atualizados conforme o seguinte procedimento:

procedure JoinOrSplitOrbits(c_1, c_2 : Corner) c^′_1 ← c_1.onext; c^′_2 ← c_2.onext; d_1 ← c^′_1.lnext.onext; d_2 ← c^′_2.lnext.onext; c_1.onext ← c^′_2; c_2.onext ← c^′_1; d_1.lnext ← c_2; d_2.lnext ← c_1;

4.5.2 O operador JoinVerticesJoinBorders

O operador JoinVerticesJoinBorders é utilizado quando Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) ≠ Bord(c_2). Neste caso, por simplicidade, vamos nos restringir a esquinas tais que Left(c_1) = Left(c_2). Este operador junta os dois vértices e as duas bordas (isto é, junta as órbitas de Onext e de Lnext) dando origem a um novo vértice e a uma nova borda na fronteira da face Left(c_1). Veja a figura 4.11. Com a restrição adotada, o operador JoinVerticesJoinBorders(c_1, c_2) não cria novas faces no mapa.

Figura 4.11: Operador JoinVerticesJoinBorders(c_1, c_2).

procedure JoinVerticesJoinBorders(c_1, c_2 : Corner);

f ← Left(c_1); b_1 ← c_1.bord; b_2 ← c_2.bord; JoinOrSplitOrbits(c_1, c_2);

f.frontier ← f.frontier \ {b_1, b_2}; v ← new(Vertex); b ← new(Border);

b.face ← f; b.desc ← c_1; f.frontier ← f.frontier ∪ {b};

d ← c_1; repeat d.org ← v; d ← d.onext until d = c_1; d ← c_1; repeat d.bord ← b; d ← d.lnext until d = c_1;

4.5.3 O operador SplitVertexSplitBorder

O operador SplitVertexSplitBorder é utilizado quando Org(c_1) = Org(c_2) e Bord(c_1) = Bord(c_2) (o que implica que Left(c_1) = Left(c_2)). Este operador divide o vértice e a borda, dando origem a dois novos vértices e a duas novas bordas. Veja figura 4.12. Assim como no caso anterior, este operador também não cria novas faces no mapa.

Figura 4.12: Operadores SplitVertexSplitBorder(c_1, c_2).

procedure SplitVertexSplitBorder(c_1, c_2 : Corner) f ← Left(c_1); b ← c_1.bord; JoinOrSplitOrbits(c_1, c_2); f.frontier ← f.frontier \ {b};

b_1 ← new(Border); b_2 ← new(Border); b_1.face ← f; b_1.desc ← c_1; b_2.face ← f; b_2.desc ← c_2; f.frontier ← f.frontier ∪ {b_1, b_2}; v_1 ← new(Vertex); v_2 ← new(Vertex);

d ← c_1; repeat d.org ← v_1; d ← d.onext until d = c_1; d ← c_2; repeat d.org ← v_2; d ← d.onext until d = c_2; d ← c_1; repeat d.bord ← b_1; d ← d.lnext until d = c_1; d ← c_2; repeat d.bord ← b_2; d ← d.lnext until d = c_2;

4.5.4 O operador JoinVerticesSplitBorder

O operador JoinVerticesSplitBorder é usado quando Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) = Bord(c_2) (o que implica que Left(c_1) = Left(c_2)). Este operador junta os dois vértices v_1 = Org(c_1) e v_2 = Org(c_2) e divide a borda b = Bord(c_1) = Bord(c_2), dando origem a um novo vértice v e a duas novas bordas b_1 e b_2. Por definição, as bordas b_1 e b_2 são inseridas nas fronteiras de duas faces f_1 e f_2 fornecidas como parâmetros. Além disso, a borda original b é retirada da face f = Left(c_1) = Left(c_2), e esta face, que agora faz parte de um novo mapa M^′ disjunto do mapa M, é retornada como um sub-produto da operação. Veja a figura 4.13.

Figura 4.13: Operador JoinVerticesSplitBorder(c_1, c_2, f_1, f_2).

procedure JoinVerticesSplitBorder(c_1, c_2 : Corner; f_1, f_2 : Face) : Face;

f ← Left(c_1); b ← c_1.bord; JoinOrSplitOrbits(c_1, c_2); f.frontier ← f.frontier \{b};

b_1 ← new(Border); b_2 ← new(Border);

b_1.face ← f_1; b_1.desc ← c_1; f_1.frontier ← f_1.frontier ∪ {b_1}; b_2.face ← f_2; b_2.desc ← c_2; f_2.frontier ← f_2.frontier ∪ {b_2}; v ← new(Vertex);

d ← c_1; repeat d.org ← v; d ← d.onext until d = c_1; d ← c_1; repeat d.bord ← b_1; d ← d.lnext until d = c_1; d ← c_2; repeat d.bord ← b_2; d ← d.lnext until d = c_2; return f;

É importante observar que quaisquer outras bordas originalmente presentes nas faces f, f_1 e f_2 permanecem nestas faces após a operação. Além disso, para que o mapa M, resultante desta operação, ainda seja um mapa esférico, as faces f_1 e f_2 (fornecidas como parâmetros) devem ser faces de mapas M_1 e M_2 disjuntos entre si, e ambos devem ser disjuntos do mapa M.

4.5.5 O operador SplitVertexJoinBorders

O operador SplitVertexJoinBorders é utilizado quando Org(c_1) = Org(c_2) e Bord(c_1) ≠ Bord(c_2). Em mapas esféricos, estas condições implicam que Left(c_1) ≠ Left(c_2). Este operador divide o vértice v = Org(c_1) = Org(c_2) em dois novos vértices v_1 e v_2 e junta as duas bordas b_1 = Bord(c_1) e b_2 = Bord(c_2), dando origem a uma nova borda b. Por definição, as bordas b_1 e b_2 são retiradas das suas respectivas faces f_1 = Left(c_1) e f_2 = Left(c_2), e a nova borda b é inserida na fronteira de uma face f fornecida como parâmetro. Além disso, as faces f_1 e f_2 são retornadas como sub-produtos da operação, sendo que estas duas faces passam a constituir dois novos mapas M_1 e M_2, disjuntos entre si e disjuntos do mapa original M. Veja figura 4.14.

Figura 4.14: Operador SplitVertexJoinBorders(c_1, c_2, f).

procedure SplitVertexJoinBorders(c_1, c_2 : Corner; f : Face) : (Face,Face);

f_1 ← Left(c_1); f_2 ← Left(c_2); b_1 ← c_1.bord; b_2 ← c_2.bord;

f_1.frontier ← f_1.frontier \ {b_1}; f_2.frontier ← f_2.frontier \ {b_2}; JoinOrSplitOrbits(c_1, c_2);

b ← new(Border); b.face ← f; b.desc ← c_1; f.frontier ← f.frontier ∪ {b};

v_1 ← new(Vertex); v_2 ← new(Vertex); d ← c_1; repeat d.org ← v_1; d ← d.onext until d = c_1; d ← c_2; repeat d.org ← v_2; d ← d.onext until d = c_2; d ← c_1; repeat d.bord ← b; d ← d.lnext until d = c_1; return (f_1, f_2);

De modo análogo ao operador JoinVerticesSplitBorder, quaisquer outras bordas originalmente presentes nas faces f, f_1 e f_2 permanecem nas suas respectivas faces após a operação. Além disso, para que o mapa M resultante desta operação, ainda seja um mapa esférico, a face f (fornecida como parâmetro) deve ser uma face de um mapa M^′ disjunto do mapa M.

4.5.6 Complexidade dos operadores de conexão e desconexão

Conforme vimos nas seções anteriores, todos os quatro operadores de conexão e desconexão envolvem a criação de novos vértices e/ou de novas bordas. Por isso, em cada operador devemos percorrer todas as esquinas d das órbitas afetadas, atualizando os apontadores d.org e d.bord. Portanto, o custo de cada operador é proporcional ao número total de esquinas nas órbitas Onext e Lnext das esquinas c_1 e c_2 envolvidas na operação.

4.5.7 Invertibilidade dos operadores de conexão e desconexão

Como podemos verificar facilmente, exceto pela criação de vértices e bordas, os quatro operadores de conexão e desconexão são todos inversíveis. Mais especificamente, os operadores JoinVerticesJoinBorders e SplitVertexSplitBorder são inversos entre si; e o mesmo ocorre com os operadores JoinVerticesSplitBorder e SplitVertexJoinBorders. Ou seja, dadas duas esquinas c_1 e c_2 num mapa M tais que Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) ≠ Bord(c_2), então a sequência de operações

JoinVerticesJoinBorders(c_1, c_2); SplitVertexSplitBorder(c_1, c_2);

não altera a topologia do mapa M.

Analogamente, dadas duas esquinas c_1 e c_2 num mapa M tais que Org(c_1) ≠ Org(c_2) e Bord(c_1) = Bord(c_2), então a sequência de operações

f_1 ← MakeFace(); f_2 ← MakeFace();

f ← JoinVerticesSplitBorder(c_1, c_2, f_1, f_2); (f_1, f_2) ← SplitVertexJoinBorders(c_1, c_2, f);

não altera a topologia do mapa M.

4.6. Suficiência dos operadores topológicos 43

4.6 Suficiência dos operadores topológicos

Observe que qualquer mapa esférico pode ser “desmontado” (isto é, reduzido a um conjunto de mapas elementares) por meio dos operadores de desconexão e transferência. Mais precisamente, o “desmonte” de um mapa pode ser realizado da seguinte forma: enquanto houver duas esquinas distintas com uma mesma origem sobre arestas-arco, isto é, enquanto houver esquinas c_1 e c_2 tais que c_1 ≠ c_2 e Org(c_1) = Org(c_2) ≠ ?, utilizamos um dos operadores SplitVertexSplitBorder ou SplitVertexJoinBorders para quebrar o vértice em comum destas duas esquinas, separando-as. Ao fim deste processo, teremos um ou mais mapas nos quais toda borda tem exatamente um elemento: um vértice isolado ou uma aresta (arco ou oval). Utilizando o operador Transfer, podemos transferir cada uma destas bordas para um mapa trivial criado com o operador MakeFace, obtendo assim um conjunto de mapas elementares.

Não é difícil perceber que este processo de “desmonte” de um mapa pode ser invertido. Para isto, basta utilizar os operadores de criação (MakeFace, MakeVertex, MakeArcEdge, MakeOvalEdge) para obter os mapas elementares resultantes do “desmonte”; e, para cada operação de desconexão e transferência realizada, aplicar a respectiva operação inversa, na ordem reversa.

Isto nos permite concluir que o conjunto de operadores topológicos definidos nas seções anteriores é suficiente para construir qualquer mapa esférico.

4.7 Operadores auxiliares

Embora o conjunto de operadores topológicos definido anteriormente seja suficiente para manipular a topologia dos mapas esféricos, por questões de eficiência e simplicidade vamos definir dois operadores auxiliares denominados BreakEdge e Connect.

4.7.1 O operador BreakEdge

Dada uma esquina c tal que Edge(c) ≠ ?, o objetivo deste operador é quebrar a aresta Edge(c), inserindo sobre ela um novo vértice. A figura 4.15 ilustra o resultado da aplicação deste operador.

É fácil ver que esta operação pode ser realizada utilizando-se os operadores de criação, transferência e conexão definidos anteriormente. Entretanto, isto exigiria a criação de diversos elementos (objetos na estrutura SMC) que seriam posteriormente descartados. Além disso, diversas operações de transferências teriam que ser realizadas para recolocar as demais bordas das faces adjacentes à aresta em questão de volta nas devidas faces. Portanto, para evitar estas operações desnecessárias, convém implementar o operador

Figura 4.15: OperadorBreakEdge

BreakEdge(c) diretamente.

Este operador cria um novo objeto Vertex e (em geral), dois novos objetos do tipo Corner, e atualiza os apontadores afetados pela operação.

Um caso particular ocorre quando a aresta Edge(c) é uma aresta oval; neste caso, não precisamos criar novos objetos do tipo Corner, basta atualizar o campo que armazena o vértice das esquinas c e Sym(c). Mais precisamente,

procedure BreakEdge(c : Corner) : Corner; d ← Sym(c); v ← new(Vertex);

if Org(c) = ? then {Edge(c) é uma aresta oval} c.org ← v; d.org ← v; else

c^′ ← new(Corner); d^′ ← new(Corner); c^′.org ← v; d^′.org ← v; c^′.edge ← new(Edge); d^′.edge ← new(Edge); c^′.edge.props ← c.edge.props; d^′.edge.props ← d.edge.props; c^′.bord ← c.bord; d^′.bord ← d.bord; c^′.onext ← d^′ d^′.onext ← c^′; c^′.lnext ← c.lnext; d^′.lnext ← d.lnext; c.lnext ← c^′; d.lnext ← d^′;

return c.lnext;

É fácil perceber que esta operação pode ser executada em tempo constante.

4.7.2 O operador Connect

O operador Connect acrescenta uma nova aresta-arco num mapa, ligando dois vértices de uma mesma face. Mais precisamente, dadas duas esquinas c_1 e c_2 tais que Left(c_1) = Left(c_2), Org(c_1) ≠ Org(c_2), Org(c_1) ≠ ? e Org(c_2) ≠ ?, a operação Connect(c_1, c_2) cria uma nova aresta ligando os vértices Org(c_1) e Org(c_2) através da face f = Left(c_1) = Left(c_2). Veja figura 4.16.

Figura 4.16: Operador Connect

As esquinas c_1 e c_2 podem pertencer a bordas distintas ou a uma mesma borda. No primeiro caso, este operador junta as bordas, que permanecem na fronteira da mesma face f original. No segundo caso, a face f é retirada do mapa (formando um novo mapa M^′) e é substituída por duas novas faces f_1 e f_2, separadas pela nova aresta. Na verdade, estas operações são efetuadas pelos operadores JoinVerticesJoinBorders e JoinVerticesSplitBorder conforme o caso.

procedure Connect(c_1, c_2 : Corner) c ← MakeArcEdge(); c^′ ← Sym(c); Transfer(Bord(c), f); JoinVerticesJoinBorders(c_1, c); if Bord(c^′) ≠ Bord(c_2) then JoinVerticesJoinBorders(c_2, c^′);

else

f_1 ← MakeFace(); f_2 ← MakeFace();

f ← JoinVerticesSplitBorder(c_2, c^′, f_1, f_2);

Capítulo 5

Geometria projetiva orientada

A partir de agora, vamos tratar das questões relacionadas à representação da geometria dos elementos de um mapa esférico. Para isso, vamos apresentar um breve resumo da geometria projetiva orientada, sendo que por questões de espaço, neste resumo vamos frequentemente recorrer a definições informais. As definições formais incluindo as demonstrações das propriedades aqui anunciadas podem ser encontradas no livro de Stolfi [33].

Como se sabe, a geometria de R^3 fica bastante simplificada se tratarmos R^3 como um subespaço de um espaço projetivo P^3 [7, 33] o qual é composto pelos pontos ordinários de

R^3 mais os pontos no infinito onde, por definição, as retas e planos paralelos se intercep-

tam. Esta extensão elimina muitos casos especiais que devem ser tratados isoladamente nos algoritmos geométricos e além disso, permite a unificação de muitos algoritmos que, no modelo cartesiano, parecem não ter a menor relação entre si.

Apesar destas vantagens, o modelo projetivo apresenta um inconveniente: muitos algoritmos da geometria cartesiana são baseados em operações que testam a posição relativa entre dois elementos, por exemplo, a posição de um ponto em relação a um plano, que consiste em verificar se um ponto pertence a um dos semi-espaços determinado por um plano. Entretanto, em geometria projetiva, este tipo teste não faz sentido, pois os dois semi-espaços determinados por um plano são conectados pelos pontos no infinito.

Para contornar este problema, a solução é considerar o espaço projetivo orientado T^3, que consiste de duas cópias separadas de R^3 mais os pontos no infinito. A geometria de T^3, assim como a de P^3, é definida exclusivamente pelas relações entre seus elementos: pontos, retas e planos. A vantagem deste modelo é que ele incorpora todas as conveniências de

P^3 sem perder as características de orientabilidade e separabilidade que são importantes

para a geometria cartesiana.

5.1. Pontos 48

5.1 Pontos

Um ponto p de T^3 é, por definição, uma quádrupla não-nula de números [p_0, p_1, p_2, p_3], as coordenadas homogêneas do ponto, sendo que [p_0, p_1, p_2, p_3] e [λp_0, λp_1, λp_2, λp_3], para todo λ > 0, representam o mesmo ponto. É importante ressaltar que p = [p_0, p_1, p_2, p_3] e q = [−p_0, −p_1, −p_2, −p_3] representam pontos distintos; dizemos que estes pontos são antípodas entre si, o que denotamos por p = ¬q.

Por definição, as coordenadas cartesianas de um ponto p = [p_0, p_1, p_2, p_3] de T^3, com p_0 ≠ 0, são (p_1/p_0, p_2/p_0, p_3/p_0). Neste caso, dizemos que p é um ponto finito; se p_0 > 0 dizemos que p é um ponto no aquém de T^3 e caso contrário, se p_0 < 0 dizemos que p é um ponto no além. Note que p e ¬p têm as mesmas coordenadas cartesianas, mas são pontos distintos de T^3. Reciprocamente, para cada ponto com coordenadas cartesianas (x, y, z), há dois pontos distintos de T^3, a saber [1, x, y, z] e [−1, −x, −y, −z]. Desta forma, o além e o aquém de T^3 podem ser vistos como duas cópias de R^3 contidas em T^3.

Note que a origem do aquém é O = [1, 0, 0, 0], e a origem do além é o ponto ¬O = [−1, 0, 0, 0]. Observe que em geral o ponto ¬p é diferente do ponto p = [p_0, −p_1, −p_2, −p_3], o ponto simétrico a p em relação à origem O. Na verdade, as únicas exceções são os pontos no infinito.

A topologia de T^3 é definida de tal forma que uma função f(t) = [p_0(t), p_1(t), p_2(t), p_3(t)] de R para T^3 é contínua se p_0(t), p_1(t), p_2(t) e p_3(t) são funções reais contínuas que não são simultaneamente nulas para nenhum valor de t.

Podemos com isso dizer que um ponto de T^3 da forma [0, x, y, z] é um ponto no infinito, na direção do vetor cartesiano (x, y, z) quando visto de qualquer outro ponto no aquém. Por outro lado, visto de um ponto no além, dizemos que o mesmo ponto está no infinito na direção (−x, −y, −z).

5.2 Planos

Um plano α em T^3 é, por definição, uma quádrupla não-nula de números ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩, os coeficientes homogêneos do plano, sendo que ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ e ⟨λα_0, λα_1, λα_2, λα_3⟩, para todo λ > 0, representam o mesmo plano. É importante ressaltar que ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ e α^′ = ⟨−α_0, −α_1, −α_2, −α_3⟩ são planos distintos; dizemos que estes planos são opostos entre si, o que denotamos por α = ¬α^′.

Por definição, o plano α é incidente a todo ponto [p_0, p_1, p_2, p_3] de T^3 tal que

α_0p_0 + α_1p_1 + α_2p_2 + α_3p_3 = 0

Dizemos que dois planos são coincidentes se eles incidem sobre o mesmo conjunto de pontos. Portanto, dois planos são coincidentes se eles são iguais ou opostos entre si.

5.2. Planos 49

Em geral, o conjunto de pontos que são incidentes a um plano consiste de duas cópias de um mesmo plano euclidiano: uma cópia no aquém e outra no além de T^3, mais um conjunto de pontos no infinito nas direções paralelas ao plano. As exceções são os planos Ω_2 = ⟨1, 0, 0, 0⟩ e o seu oposto ¬Ω_2, denominados planos no infinito, que são incidentes a todos os pontos no infinito e a apenas estes pontos.

Todo plano α divide T^3 em dois semi-espaços: o lado positivo e o lado negativo de α. Por definição, o lado positivo consiste de todos os pontos [p_0, p_1, p_2, p_3] de T^3 tais que α_0p_0 + α_1p_1 + α_2p_2 + α_3p_3 > 0. A posição de um ponto p em relação a α, denotada por p ⋄ α, é dada por p ⋄ α = sign(α_0p_0 + α_1p_1 + α_2p_2 + α_3p_3)

Note que p ⋄ α = +1 se e somente se (¬p) ⋄ α = −1. Portanto, o lado positivo de α consiste de um semi-espaço cartesiano no aquém e do semi-espaço complementar no além (mais um subconjunto dos pontos no infinito).

A orientação externa de um plano, definida por ‘⋄’, pode ser visualizada como uma seta direcionada do semi-espaço negativo para o positivo. Um plano α também tem uma orientação interna, a qual pode ser visualizada através de uma pequena seta circular desenhada sobre o plano. Veja figura figure 5.1. Deslocando esta seta ao longo do plano

Figura 5.1: Orientações (externa e interna) de um plano.

podemos determinar se o sentido de rotação em torno de um ponto do plano é positivo (concordando com o arco) ou negativo (em sentido contrário ao arco).

As orientações interna e externa de um plano em T^3 não são independentes. Por definição, o lado positivo do plano é aquele de onde, no aquém, “vemos” o arco circular orientado em sentido anti-horário, supondo os eixos cartesianos nas posições convencionais.

É importante observar que as orientações externas de um mesmo plano, em dois pontos antípodas, têm sentidos opostos; e o mesmo se aplica às orientações internas.

5.3. Retas 50

5.3 Retas

Informalmente, uma reta finita de T^3 consiste de duas cópias de uma mesma reta cartesiana de R^3 : uma cópia no aquém e outra no além, mais os dois pontos no infinito nas direções paralelas a estas retas. Uma reta no infinito consiste de todos os pontos no infinito nas direções paralelas a um mesmo plano.

Por definição, em T^3 uma reta tem uma orientação externa e uma interna. A orientação interna define o sentido positivo de percurso ao longo da reta, e a orientação externa define o sentido positivo de rotação em torno da reta. Estas orientações podem ser respectivamente visualizadas como uma seta colocada sobre a reta e como um arco circular contornando a reta. Veja figura 5.2.

Figura 5.2: Orientações (externa e interna) de uma reta.

Como no caso dos planos, as orientações interna e externa de uma reta em T^3 não são independentes. Por definição, elas satisfazem a regra da mão direita, supondo os eixos cartesianos nas posições convencionais.

Dizemos que duas retas l e m são opostas entre si, se elas são a mesma reta euclidiana com orientações interna e externa opostas; o que denotamos por l = ¬m. Além disso, dizemos que duas retas são coincidentes se elas incidem sobre o mesmo conjunto de pontos, isto é, se elas são iguais ou opostas entre si.

5.4 Operações junção e encontro

As operações básicas da geometria projetiva orientada são junção e encontro, denotadas respectivamente por ∨ e ∧. Em T^3, a operação junção devolve a reta p ∨ q conectando os dois pontos p e q, ou o plano p ∨ l que contém o ponto p e a reta l. Por outro lado, a operação encontro retorna a reta α ∧ β comum aos dois planos α e β, ou o ponto l ∧ α onde a reta l intercepta o plano α. Em todos estes casos, as orientações dos objetos resultantes destas operações ficam precisamente estabelececidas a partir das orientações dos operandos. Por exemplo, na figura 5.3 mostramos a parte no aquém dos elementos resultantes das operações: p ∨ q, p ∨ l, α ∧ β e l ∧ α.

5.4. Operações junção e encontro 51

Figura 5.3: Operações junção e encontro (parte no aquém): (a) p ∨ q; (b) p ∨ l; (c) α ∧ β; (d) l ∧ α.

A orientação da reta l = p ∨ q é definida como sendo a direção de p para q que segue pelo menor segmento que une estes dois pontos. Veja figura 5.3(a). No caso do plano p ∨ l, a orientação deste plano é definida de tal forma que l gira em torno de p no sentido positivo; mais precisamente, movendo um ponto q sobre l no sentido positivo, o sentido de rotação da reta p ∨ q em torno do ponto p define a orientação do plano p ∨ l. Veja figura 5.3(b).

Para visualizar a orientação da reta l = α ∧ β, podemos imaginar o plano α rodando em torno da reta euclidiana α ∩ β, em direção ao plano β, pelo menor ângulo que faz a posição e a orientação destes planos coincidirem. O sentido desta rotação define a orientação externa da reta l; e a orientação interna fica então determinada pela regra da mão direita. Veja figura 5.3(c). Note que α ∧ β = ¬(β ∧ α); isto é, em T^3 a interseção de dois planos é anti-comutativa.

5.5. Fórmulas algébricas 52

Finalmente, por definição, l ∧ α é o ponto onde l sai do lado positivo de α. Veja figura 5.3(d). Por consistência, é conveniente definir l ∧ α = α ∧ l; isto é, a interseção entre uma reta e um plano é comutativa.

Como podemos verificar, para quaisquer a e b em T^3 temos que (¬a) ∨ b = a ∨ (¬b) = ¬(a ∨ b) (¬a) ∧ b = a ∧ (¬b) = ¬(a ∧ b)

Com estas convenções, ∨ e ∧ são operações associativas. Portanto, o plano determinado por três pontos não colineares p, q e r é dado por p ∨ q ∨ r = (p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r) Analogamente, o ponto de interseção de três planos α, β e γ, que não têm uma reta em comum, é dado por α ∧ β ∧ γ = (α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ) 5.5 Fórmulas algébricas

Dados três pontos não colineares p = [p_0, p_1, p_2, p_3], q = [q_0, q_1, q_2, q_3] e r = [r_0, r_1, r_2, r_3], os coeficientes do plano determinado por estes três pontos são

p ∨ q ∨ r = ⟨ − | | | | | p_1 p_2 p_3 q_1 q_2 q_3 r_1 r_2 r_3

| | | | | , | | | | | p_0 p_2 p_3 q_0 q_2 q_3 r_0 r_2 r_3

| | | | | , − | | | | | p_0 p_1 p_3 q_0 q_1 q_3 r_0 r_1 r_3

| | | | | , | | | | | p_0 p_1 p_2 q_0 q_1 q_2 r_0 r_1 r_2

| | | | | ⟩ (5.1)

As coordenadas homogêneas do ponto de interseção entre três planos α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩, β = ⟨β_0, β_1, β_2, β_3⟩ e γ = ⟨γ_0, γ_1, γ_2, γ_3⟩, que não têm uma reta em comum, são

α ∧ β ∧ γ = | | | | | α_1 α_2 α_3 β_1 β_2 β_3 γ_1 γ_2 γ_3

| | | | | , − | | | | | α_0 α_2 α_3 β_0 β_2 β_3 γ_0 γ_2 γ_3

| | | | | , | | | | | α_0 α_1 α_3 β_0 β_1 β_3 γ_0 γ_1 γ_3

| | | | | , − | | | | | α_0 α_1 α_2 β_0 β_1 β_2 γ_0 γ_1 γ_2

| | | | | (5.2)

5.6 Coeficientes de Plücker de uma reta

Para estabelecer as fórmulas algébricas das operações ∨ e ∧ envolvendo retas, precisamos primeiro estabelecer como uma reta de T^3 pode ser algebricamente representada.

5.6. Coeficientes de Plücker de uma reta 53

Dados dois planos α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ e β = ⟨β_0, β_1, β_2, β_3⟩, a reta l = α ∧ β pode ser

precisamente representada pelos seis coeficientes ⟨l_{01}, l_{02}, l_{12}, l_{03}, l_{13}, l_{23}⟩ onde

l_{ij} = det | | | α^i α^j β_i β_j | | | = α_iβ_j − α_jβ_i Estes seis números são denominados os coeficientes de Plücker [33, 9] da reta l. Por

simplicidade, vamos escrever l = ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩, com os determinantes implicitamente

ordenados conforme definido acima.

Os coeficientes de Plücker de uma reta não são independentes: uma sêxtupla ⟨l_0, .. l_5⟩

representa uma reta de R^3 se e somente se

l_0l_5 − l_1l_4 + l_2l_3 = 0 (5.3)

Além disso, estes coeficientes são homogêneos, isto é, para todo λ > 0, ⟨l_0, .. l_5⟩ e

⟨λl_0, .. λl_5⟩ representam a mesma reta. Observe que ⟨−l_0, .. −l_5⟩ é a reta oposta a ⟨l_0, .. l_5⟩.

Dados dois pontos p = [p_0, .. p_3] e q = [q_0, .. q_3], dois planos α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ e

β = ⟨β_0, β_1, β_2, β_3⟩ e uma reta l = ⟨l_0, .. l_5⟩, pode-se demonstrar que α ∧ β = ⟨| | | α_0 α_1

β_0 β_1 | | | | , | | | | α_0 α_2

β_0 β_2 | | | | , | | | | α_1 α_2

β_1 β_2 | | | | , | | | | α_0 α_3

β_0 β_3 | | | | , | | | | α_1 α_3

β_1 β_3 | | | | , | | | | α_2 α_3

β_2 β_3 | | | | ⟩

= ⟨α_0β_1 − α_1β_0, α_0β_2 − α_2β_0, α_1β_2 − α_2β_1, α_0β_3 − α_3β_0, α_1β_3 − α_3β_1, α_2β_3 − α_3β_2⟩

l ∧ α = [−l_2α_3 + l_4α_2 − l_5α_1, l_1α_3 − l_3α_2 + l_5α_0, −l_0α_3 + l_3α_1 − l_4α_0, l_0α_2 − l_1α_1 + l_2α_0]

p ∨ l = ⟨l_0p_1 + l_1p_2 + l_3p_3, −l_0p_0 + l_2p_2 + l_4p_3, −l_1p_0 − l_2p_1 + l_5p_3, −l_3p_0 − l_4p_1 − l_5p_2⟩ p ∨ q = ⟨| | p^2 p^3

q_2 q_3 | | | , − | | | p^1 p^3

q_1 q_3 | | | , | | | p^0 p^3

q_0 q_3 | | | , | | | p^1 p^2

q_1 q_2 | | | , − | | | p^0 p^2

q_0 q_2 | | | , | | | p^0 p^1

q_0 q_1 | | | ⟩

= ⟨p_2q_3 − p_3q_2, p_3q_1 − p_1q_3, p_0q_3 − p_3q_0, p_1q_2 − p_2q_1, p_2q_0 − p_0q_2, p_0q_1 − p_1q_0⟩

(5.4)

É importante ressaltar que as fórmulas (5.1), (5.2) e (5.4) retornam a n-túpla nula

⟨0, .. 0⟩ = ⟨0⟩ quando a operação não está definida. Por exemplo, se α e β são coincidentes

então α ∧ β = ⟨0, 0, 0, 0, 0, 0⟩ = ⟨0⟩. Analogamente, se l é uma reta no plano α então

l ∧ α = [0, 0, 0, 0] = [0].

A partir destas fórmulas, é fácil mostrar que a distância euclidiana entre o plano α e

a origem O, denotada por dist(α, O), e a distância euclidiana entre a reta l e a origem,

denotada por dist(l, O), são dadas por dist(α, O) = √ α^2_0

α^2_1 + α^2 + α^2_3

dist(l, O) = √ l^2_0 + l^2_1 + l^2_3

l^2 + l^2_4 + l^2_5

(5.5)

Daí, podemos concluir que o plano α passa pela origem O se e somente se α_0 = 0, e a reta l passa por O se e somente se l_0 = l_1 = l_3 = 0.

A direção de uma reta finita l é o ponto no infinito onde a reta passa do aquém para o além, isto é, o ponto l ∧ Ω_2 que é dado por

dir(l) = [0, l_5, −l_4, l_2] (5.6)

O plano bissetor da reta l, denotado por bisect(l), é o plano perpendicular a l que passa pela origem e está orientado de tal forma que dir(l) fica do seu lado positivo; mais precisamente, bisect(l) = ⟨0, l_5, −l_4, l_2⟩ (5.7) Utilizando as fórmulas (5.4), podemos demonstrar que duas retas l = ⟨l_0, .. l_5⟩ e m = ⟨m_0, .. m_5⟩ se interceptam se e somente se

l_0m_5 − l_1m_4 + l_2m_3 + l_3m_2 − l_4m_1 + l_5m_0 = 0 (5.8)

Neste caso, se as retas não são paralelas — isto é, se l e m se interceptam num ponto finito — então as coordenadas deste ponto de interseção podem ser determinadas pela fórmula

l ∩ m = [ κ^2_4 + κ^2_5 + κ^2_{45}, (l_3m_2 − l_1m_4 + l_5m_0)κ_{24} − κ_{15}κ_{25} − κ_{35}κ_{45}, (l_0m_5 + l_3m_2 − l_4m_1)κ_{25} + κ_{04}κ_{24} + κ_{34}κ_{45}, (l_0m_5 − l_1m_4 + l_2m_3)κ_{45} − κ_{02}κ_{24} − κ_{12}κ_{25} ]

(5.9)

onde κ_{ij} = | | | l_i l_j m_i m_j | | | Visto que a interseção entre duas retas nem sempre é definida, não utilizaremos a notação l ∧ m para esta operação.

5.7 Orientações relativas

5.7.1 Posição relativa de dois pontos em relação a uma reta

Dados dois pontos p = [p_0, .. p_3] e q = [q_0, .. q_3] numa reta l = ⟨l_0, .. l_5⟩, dizemos que o par p, q está positivamente orientado em relação à reta l se p ∨ q = l; por outro lado, se p ∨ q = ¬l, dizemos que o par p, q está negativamente orientado em relação à reta l. Em particular, se p ∨ q = ⟨0⟩ (isto é, se p = q ou p = ¬q), a orientação deste par de pontos em relação a uma reta é indefinida.

Este conceito é formalizado pelo predicado

⊗_l(p, q) = +1 se p ∨ q = l 0 se p ∨ q = [0] −1 se p ∨ q = ¬l 5.7.2 Posição relativa de dois planos em relação a uma reta

A relação dual à posição relativa de dois pontos numa reta é a relação que descreve a posição relativa de dois planos α = ⟨α_0, .. α_3⟩ e β = ⟨β_0, .. β_3⟩ passando por uma mesma reta l = ⟨l_0, .. l_5⟩. Dizemos que o par α, β está positivamente orientado em relação à reta l se α ∧ β = l; por outro lado, se α ∧ β = ¬l, dizemos que o par α, β está negativamente orientado em relação à reta l. Em particular, se α ∧ β = ⟨0⟩ (isto é, se α e β são coincidentes), a orientação deste par de planos em relação a uma reta é indefinida.

Este conceito é formalizado pelo predicado

⊗_l(α, β) = +1 se α ∧ β = l 0 se α ∧ β = ⟨0⟩ −1 se α ∧ β = ¬l 5.7.3 Posição relativa de três pontos num plano

Dados três pontos não colineares p = [p_0, .. p_3], q = [q_0, .. q_3] e r = [r_0, .. r_3] sobre um plano α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩, dizemos que o triângulo pqr está positivamente orientado em relação ao plano α (denotado por Δ(p, q, r, α) = +1) se o plano p ∨ q ∨ r coincide com α; caso contrário, se p ∨ q ∨ r coincide com ¬α, dizemos que o triângulo está negativamente orientado em relação a α (denotado por Δ(p, q, r, α) = −1). Caso o triângulo seja degenerado (isto é, se p, q e r são colineares), escrevemos Δ(p, q, r, α) = 0.

Como podemos verificar,

Δ(p, q, r, α) = sign | | | | | | | | p_0 p_1 p_2 p_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3 α_0 α_1 α_2 α_3

| | | | | | | |

5.8. Ordenação cíclica 56

5.7.4 Posição relativa de duas retas

Dadas duas retas l e m, sejam p e q dois pontos sobre l e sejam r e s dois pontos sobre m tais que p ∨ q = l e r ∨ s = m. A orientação relativa das retas l e m é definida por

l ⋄ m = sign | | | | | | | p_0 p_1 p_2 p_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3 s_0 s_1 s_2 s_3

| | | | | | | (5.10)

sendo que, se l ⋄ m = +1 (resp. l ⋄ m = −1), dizemos que l e m são positivamente (resp. negativamente) orientadas.

Verifica-se que a fórmula (5.10) não depende da escolha dos pontos p, q, r e s, mas apenas das orientações das retas.

Intuitivamente, l ⋄ m = +1 se e somente se l “contorna” m (e m “contorna” l) de acordo com a regra da mão direita. Veja figura 5.4.

Figura 5.4: Retas positivamente orientadas.

5.8 Ordenação cíclica

Baseados nos predicados ⊗_l(p, q) e ⊗_l(α, β) que definem respectivamente a posição de dois pontos em relação a uma reta e a posição de dois planos em relação a uma reta, vamos agora definir dois predicados que definem a ordenação cíclica de três pontos sobre uma reta e de três planos em torno de uma reta.

5.8.1 Ordenação cíclica de três pontos em relação a uma reta

Dados três pontos p, q e r sobre uma mesma reta l, vamos definir o predicado ⊖×_l(p, q, r) que retorna +1 se, considerando a orientação interna da reta l, estes pontos ocorrem nesta ordem (cíclica) ao longo de l; retorna −1 se eles ocorrem em ordem oposta; e retorna 0 se pelo menos dois desses pontos são iguais. Veja figura 5.5.

5.9. A esfera S^2 57

Figura 5.5: Ordem cíclica de três pontos ao longo de uma reta: (a) ⊖×_l(p, q, r) = +1; (b) ⊖×_l(p, q, r) = −1; (c) ⊖×_l(p, q, r) = 0. Como podemos verificar, ⊖×_l(p, q, r) = sign(⊗_l(p, q) + ⊗_l(q, r) + ⊗_l(r, p)) ou seja, ⊖×_l(p, q, r) é determinado pela “maioria” dos sinais de ⊗_l(p, q), ⊗_l(q, r) e ⊗_l(r, p).

5.8.2 Ordenação cíclica de três planos em torno de uma reta

A operação dual à ordenação de três pontos ao longo de uma reta é a ordenação cíclica de três planos em torno de uma reta comum a estes três planos. Mais precisamente, dados três planos α, β e γ e uma reta l comum a estes planos, vamos definir o predicado ⊖×_l(α, β, γ) que retorna +1 se, considerando a orientação externa da reta l, estes planos ocorrem nesta ordem (cíclica) em torno de l; retorna −1 se eles ocorrem em ordem oposta; e retorna 0 se pelo menos dois desses planos são coincidentes. Veja figura 5.6.

De modo análogo ao predicado anterior, podemos verificar que ⊖×_l(α, β, γ) = sign(⊗_l(α, β) + ⊗_l(β, γ) + ⊗_l(γ, α)) 5.9 A esfera S^2 Em T^3, a esfera unitária S^2 é o conjunto de pontos do aquém à distância 1 da origem O,

isto é,

S^2 =^{[p_0, p_1, p_2, p_3] | p^2_1 + p^2 + p^2_3 − p^2_0 = 0 e p_0 > 0^}

A posição de um ponto p = [p_0, p_1, p_2, p_3] de T^3 em relação a S^2 é definida por

p ∘ S^2 = sign(p^2_1 + p^2 + p^2_3 − p^2_0)

Figura 5.6: Ordem cíclica de três planos em torno de uma reta: (a) ⊖×_l(α, β, γ) = +1; (b) ⊖×_l(α, β, γ) = −1; (c) ⊖×_l(α, β, γ) = 0. Note que o lado negativo de S^2, isto é, o conjunto de pontos p ∈ T^3 tais que p∘S^2 = −1, consiste de duas bolas unitárias separadas: uma no além e outra no aquém. Note também que p ∘ S^2 = 0 indica que o ponto p está sobre S^2 ou sobre ¬S^2, a cópia antípoda de S^2.

Dados dois pontos p e q em S^2, definimos a distância entre p e q sobre S^2, denotada por Sdist(p, q), como sendo o comprimento do menor arco de círculo máximo que passa por estes dois pontos. Mais precisamente, seja d a distância euclidiana entre p e q; então, Sdist(p, q) = 2 arccos √ 1 − d^2 4 5.10 Polaridade na esfera

Considere duas quádruplas de números a_0, a_1, a_2, a_3 e b_0, b_1, b_2, b_3 tais que a_0b_0 + a_1b_1 + a_2b_2 + a_3b_3 = 0. Pelo exposto nas seções anteriores, note que podemos interpretar esta equação de duas formas distintas: podemos dizer que o ponto com coordenadas [a_0, a_1, a_2, a_3] pertence ao plano com coeficientes ⟨b_0, b_1, b_2, b_3⟩ ou então, que o ponto com coordenadas [b_0, b_1, b_2, b_3] pertence ao plano com coeficientes ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩. Portanto, a partir desta equação podemos perceber que o papel entre pontos e planos é perfeitamente intercambiável. Na verdade, este conceito denominado dualidade, não é uma exclusividade desta equação; ele é um dos conceitos mais importantes da geometria projetiva (convencional ou orientada).

Na geometria projetiva orientada, o princípio de dualidade é baseado num duomorfismo, isto é, uma bijeção entre dois espaços projetivos que troca pontos com planos, preservando suas posições relativas. Em consequência, um duomorfismo também troca as operações ∨ e ∧. Portanto, um duomorfismo define para cada conceito e teorema da geometria projetiva orientada, um conceito ou teorema dual. Por exemplo, o dual da sentença “o encontro de dois planos é uma reta” é “a junção de dois pontos é uma reta”.

É importante ressaltar que há vários duomorfismos distintos que mapeiam planos em pontos e retas em retas. Cada um deles estabelece um tipo especial de dualidade que tem suas vantagens e desvantagens dependendo do contexto; veja [33, 29, 8]. Para os nossos propósitos, vamos considerar o seguinte mapeamento:

Definição 13 O complemento polar relativo à esfera S^2, denotado por ∗, é dado por:

[p_0, p_1, p_2, p_3]^∗ = ⟨−p_0, p_1, p_2, p_3⟩ ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩^∗ = [−a_0, a_1, a_2, a_3] ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩^∗ = ⟨−l_5, l_4, l_3, −l_2, −l_1, l_0⟩

Vamos agora mostrar que ∗ é um duomorfismo de T^3. Primeiramente, considere o mapa projetivo [33] definido pela matriz

M = −1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

Note que este mapa projetivo leva os pontos do aquém de T^3 em pontos do além e vice-versa. Além disso, ele mantém fixo os pontos no infinito, isto é, ele mapeia Ω_2 no próprio Ω_2. Este mapa projetivo é denominado reflexão através de Ω_2 e é fácil mostrar que T^3M = ¬T^3

Ω_2M = Ω_2 (a ∨ b)M = (aM) ∨ (bM) (a ∧ b)M = ¬((aM) ∧ (bM)) Além disso, dado um ponto p = [p_0, p_1, p_2, p_3], um plano α = ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩ e uma reta l = ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩ temos que

[p_0, p_1, p_2, p_3] M = [−p_0, p_1, p_2, p_3] ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩ M = ⟨a_0, −a_1, −a_2, −a_3⟩ ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩ M = ⟨l_0, l_1, −l_2, l_3, −l_4, −l_5⟩

Agora, seja ⊢ o complemento polar à direita [33, pág. 85] definido por [p_0, p_1, p_2, p_3]^⊢ = ⟨p_0, p_1, p_2, p_3⟩ ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩^⊢ = [−a_0, −a_1, −a_2, −a_3] ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩^⊢ = ⟨l_5, −l_4, l_3, l_2, −l_1, l_0⟩

Daí, temos que ([p_0, p_1, p_2, p_3] · M)^⊢ = [−p_0, p_1, p_2, p_3]^⊢ = ⟨−p_0, p_1, p_2, p_3⟩ = [p_0, p_1, p_2, p_3]^∗

(⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩ · M)^⊢ = ⟨a_0, −a_1, −a_2, −a_3⟩^⊢ = [−a_0, a_1, a_2, a_3] = ⟨a_0, a_1, a_2, a_3⟩^∗

(⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩ · M)^⊢ = ⟨l_0, l_1, −l_2, l_3, −l_4, −l_5⟩^⊢ = [−l_5, l_4, l_3, −l_2, −l_1, l_0] = ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩^∗ o que mostra que ∗ corresponde à composição M ⊢.

Visto que ⊢ é um duomorfismo, então, usando o teorema 7 de Stolfi [33, pág. 93], podemos concluir que ∗ = (M ⊢) também é um duomorfismo, denominado polaridade esférica. Para todo ponto, reta ou plano a, dizemos que a^∗ é o polar esférico de a.

Lema 7 Sejam a e b dois elementos de T^3. Então (a ∨ b)^∗ = a^∗ ∧ b^∗ (a ∧ b)^∗ = ¬(a^∗ ∨ b^∗)

Demonstração: Como M é um mapa projetivo de T^3 em ¬T^3, verifica-se, para todo a e b em T^3, que (a ∨ b)M = (aM) ∨ (bM) (a ∧ b)M = ¬((aM) ∧ (bM)) Portanto,

(a ∨ b)^∗ = (a ∨ b)(M ⊢) = ((aM) ∨ (bM))^⊢ = (aM)^⊢ ∧ (bM)^⊢ = a^∗ ∧ b^∗ e (a ∧ b)^∗ = (a ∧ b)(M ⊢) = (¬((aM) ∧ (bM)))^⊢ = ¬((aM)^⊢ ∨ (bM)^⊢)= ¬(a^∗ ∨ b^∗)

Lema 8 Seja a um elemento de T^3 e seja d a sua dimensão. Então

(a^∗)^∗ = ¬^da

Demonstração: Da definição de ⊢, segue que (a^⊢)^⊢ = ¬^{d+1} a. Por outro lado, pode-se provar que aMM = a aM ⊢ = ¬(a ⊢ M) Desta forma, (a^∗)^∗ = (aM ⊢)(M ⊢) = ¬(aM ⊢)(⊢ M) = ¬¬^{d+1}(aMM) = ¬^da

Do ponto de vista geométrico, a polaridade definida por ∗ pode ser descrita da seguinte forma: dado um ponto p = [p_0, p_1, p_2, p_3] do lado positivo (“externo”) da esfera S^2, seja c o círculo correspondente à interseção entre S^2 e o cone tangente a S^2 com vértice em p. Veja figura 5.7 (a). Como podemos provar, p^∗ é o plano de suporte do círculo c. Além disso, se uma reta l = ⟨l_0, .. l_5⟩ intercepta S^2 então l^∗ = φ_1 ∧ φ_2, onde φ_1 e φ_2 são os planos tangentes aos pontos de interseção entre a reta l e a esfera S^2. Veja figura 5.7 (b).

Figura 5.7: Polaridade esférica: (a) Ponto-Plano; (b) Reta-reta.

Para concluir esta seção, vale a pena mencionar que a dualidade é um conceito extremamente útil, pois ela permite reduzir consideravelmente o número de teoremas que precisam ser demonstrados, visto que a prova de um teorema automaticamente estabelece a veracidade do teorema dual. Além disso, pode-se escolher dentre os dois teoremas aquele que é mais simples de se provar.

Por outro lado, a dualidade também é útil do ponto de vista computacional pois ela permite que todo algoritmo geométrico faça o trabalho de dois. Por exemplo, o mesmo algoritmo que computa a ∨ b pode ser usado para computar a ∧ b, uma vez que a ∧ b = ¬^{da+db} (a^∗ ∨ b^∗)^∗, onde d_a e d_b são respectivamente as dimensões de a e de b.

Capítulo 6

Geometria na esfera

Neste capítulo vamos descrever um método de representação da geometria dos mapas esféricos, ignorando por enquanto questões de erros de arredondamento. Além disso, vamos estabelecer algumas funções básicas para a manipulação desta geometria.

6.1 Mapas esféricos

Do ponto de vista geométrico, um mapa esférico é uma partição da esfera S^2 em três tipos de elementos: os vértices (pontos), arestas (círculos ou arcos de círculos, não necessariamente máximos) e faces (regiões abertas). É importante notar que vamos permitir arestas que são um círculo completo, ou seja, neste caso a aresta não possui extremidade.

A representação da geometria dos vértices de um mapa esférico (ignorando questões de erros de arredondamento) não requer nenhuma consideração adicional — uma vez que um vértice é um ponto de S^2, e como tal pode ser representado pelas suas coordenadas homogêneas, isto é, uma quádrupla de números reais [w, x, y, z].

Uma aresta pode ser um círculo completo ou um arco de círculo, sendo que este círculo pode não ser máximo. Portanto, para representarmos uma aresta, é necessário definirmos uma representação para círculos arbitrários sobre S^2.

6.2 Círculos sobre S^2

Definimos um círculo orientado na esfera, ou S-círculo, como sendo um círculo sobre S^2 com uma orientação interna (um sentido de percurso) especificado.

É fácil ver que todo S-círculo corresponde à interseção entre S2 e um plano orientado. Mais precisamente, dado um S-círculo c, há um único plano orientado α tal que c = α∩S^2 e tal que o sentido de percurso de c concorda com a orientação interna do plano α e vice-

6.2. Círculos sobre S^2 64

versa. Dizemos que α é o plano de suporte de c e escrevemos α = spln(c). Reciprocamente, dizemos que c é o S-círculo definido por α e escrevemos c = scrc(α). Veja figura 6.1.

Figura 6.1: Um S-círculo

Desta forma, um S-círculo c = scrc(α) pode ser representado de maneira não ambígüa pelos coeficientes homogêneos ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ do plano orientado que o define. Neste caso, vamos indicar o S-círculo definido pelo plano α por ((α_0, α_1, α_2, α_3)). É importante observar que esta notação só faz sentido quando o plano α define um S-círculo, o que é estabelecido pelo seguinte lema:

Lema 9 Um plano α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ define um S-círculo se e somente se

α^2_0 < α^2_1 + α^2 + α^2_3

Demonstração: Por definição, o plano α define um S-círculo se e somente se ele intercepta

S^2 em mais de um ponto; e isto ocorre se e somente se a distância entre α e a origem O é

menor do que 1.

Pela fórmula (5.5), temos que a distância Euclidiana entre o plano α e a origem O é dada por dist(α, O) = √ α^2_0 α^2_1 + α^2 + α^2_3 o que implica que dist(α, O) < 1 se e somente se

α^2_0 < α^2_1 + α^2 + α^2_3.

É importante ressaltar que um plano ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ tangente a S2 (isto é, com α2_0 = α^2_1 + α^2 + α^2_3) não define um S-círculo.

Dizemos que dois S-círculos são coincidentes se eles incidem sobre um mesmo conjunto de pontos. Como é fácil perceber, os S-círculos c = ((c_0, c_1, c_2, c_3)) e c^′ = ((−c_0, −c_1, −c_2, −c_3)) são coincidentes, mas têm orientações opostas; neste caso, dizemos que eles são opostos entre si, o que denotamos por c^′ = ¬c.

6.3. Elementos de um S-círculo 65

6.3 Elementos de um S-círculo

A direção ortogonal ao plano spln(c) que aponta para o lado positivo deste plano no aquém é denominada a normal do S-círculo c. Se c = ((c_0, c_1, c_2, c_3)), a direção desta normal é dada pelo vetor (c_1, c_2, c_3) de R^3 . Em T^3, é conveniente definir esta direção como sendo o ponto no infinito snrm(c) = [0, c_1, c_2, c_3]. O eixo de c é a reta axis(c) = O ∨ snrm(c) = ⟨0, 0, c_3, 0, −c_2, c_1⟩. Veja figura 6.2.

Figura 6.2: Elementos de um S-círculo

Um S-círculo c divide S^2 em duas regiões abertas e não vazias denominadas calotas. Por definição, a calota positiva de c, denotada por scap(c), é a parte de S^2 localizada do lado positivo do plano spln(c).

Podemos definir dois centros para um S-círculo: o centro esférico, ou S-centro, é o ponto sctr(c) onde a reta axis(c) cruza a calota positiva de c; o centro planar, ou Dcentro, é o ponto no aquém dctr(c), onde a reta axis(c) cruza o plano spln(c). Mais precisamente, pode-se demonstrar que sctr(c) = [√ c^2_1 + c^2 + c^2_3, c_1, c_2, c_3 ]

dctr(c) = ¬(axis(c) ∧ spln(c)) = [c^2_1 + c^2 + c^2_3, −c_0c_1, −c_0c_2, −c_0c_3]

(6.1)

O raio esférico ou S-raio de c é o comprimento srad(c) do arco de círculo máximo que vai de sctr(c) até um ponto qualquer de c; isto é,

srad(c) = arccos ( −c_0 √ c^2_1 + c^2 + c^2_3 ) ∈ (0 π). (6.2)

Em outras palavras, dado um ponto p qualquer sobre o S-círculo c, srad(c) = Sdist(p, sctr(c)).

6.4. Arcos de S-círculos 66

Seja p = [p_0, p_1, p_2, p_3] um ponto em S^2 e seja θ um número real no intervalo (0 π). Então, como podemos demonstrar, o S-círculo c cujo S-centro é p e cujo S-raio é θ é dado por c = ((−p_0 cos θ, p_1, p_2, p_3)) (6.3)

6.4 Arcos de S-círculos

Dois pontos distintos p e q sobre um S-círculo c = scrc(α) dividem este S-círculo em duas partes conexas denominadas arcos esféricos ou S-arcos. Veja figura 6.3. Por definição, o S-arco aberto de c que vai de p até q, denotado por (p, yc , q), é a seqüência (contínua) de pontos obtidos no percurso de p para q ao longo de c no sentido determinado pela orientação de c, excluindo os extremos p e q. Dizemos que p e q são respectivamente a origem e o destino de A, o que denotamos por p = A.org e q = A.dst. Além disso, dizemos que c é o S-círculo de suporte de A, o que denotamos por c = A.scirc.

Figura 6.3: O S-arco (p, yc , q).

Como p ≠ q, o S-arco (p, yc , q) é a parte de c contida no lado positivo do plano β = p ∨ q ∨ snrm(c). Portanto, um ponto r de c está em (p, yc , q) se e somente se r ⋄ β = +1.

Por conveniência, no caso particular em que p = q, definimos o S-arco A = (p, yc , q) como sendo todos os pontos de c exceto o ponto p = q. Neste caso, A.org = p = q = A.dst; um ponto r de c é um ponto de A se e somente se r ≠ p.

Note que todo S-arco tem uma orientação própria que coincide com a orientação do seu S-círculo de suporte. O S-arco A = (p, yc , q), tomado em sentido inverso, é o S-arco ¬A = (q, y¬c, p). Dizemos que uma S-curva é um S-círculo ou um S-arco. Vamos representar uma Scurva genérica pela mesma notação (p, ys , q) usada para S-arcos, adotando a convenção que, no caso de um S-círculo, A.org = ? = A.dst.

6.5 Operações envolvendo S-círculos

Vamos descrever a seguir algumas operações geométricas importantes para o desenvolvimento dos algoritmos de manipulação de mapas esféricos. Como veremos, estas operações podem ser resolvidas com relativa facilidade usando o fato de que um S-círculo equivale à interseção entre um plano e a esfera S^2.

6.5.1 Posição de um ponto de S^2 em relação a um S-círculo

Para localizar um ponto p = [p_0, p_1, p_2, p_3] ∈ S^2 em relação a um S-círculo c = ((c_0, c_1, c_2, c_3)) vamos definir a operação p ⋄ c que retorna +1 caso p esteja na calota positiva de c; 0 caso p esteja sobre c; e −1 caso p esteja na calota negativa de c. Note que esta operação, na verdade, consiste em localizar o ponto p em relação ao plano de suporte do S-círculo c, ou seja,

p ⋄ c = p ⋄ spln(c) = sign(p_0c_0 + p_1c_1 + p_2c_2 + p_3c_3)

6.5.2 Interseção canônica entre dois S-círculos

A interseção entre dois S-círculos, quando existe, consiste em geral de dois pontos — ou de um único ponto, se os S-círculos são tangentes. Veja figura 6.4. Mais precisamente, a interseção entre dois S-círculos a = ((a_0, a_1, a_2, a_3)) e b = ((b_0, b_1, b_2, b_3)) é o conjunto dos pontos p = [w, x, y, z] que satisfazem às equações:

a_0w + a_1x + a_2y + a_3z = 0 b_0w + b_1x + b_2y + b_3z = 0 −w^2 + x^2 + y^2 + z^2 = 0

Resolvendo-se este sistema temos

p_1 = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4 + l_5 √ δ, l_0l_2 − l_3l_5 − l_4 √ δ, l_0l_4 + l_1l_5 + l_2 √ δ ]

p_2 = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4 − l_5 √ δ, l_0l_2 − l_3l_5 + l_4 √ δ, l_0l_4 + l_1l_5 − l_2 √ δ ] (6.4)

onde

l_0 = a_0b_1 − a_1b_0, l_1 = a_0b_2 − a_2b_0, l_2 = a_0b_3 − a_3b_0 l_3 = a_1b_2 − a_2b_1, l_4 = a_1b_3 − a_3b_1, l_5 = a_2b_3 − a_3b_2

μ = l^2 + l^2_4 + l^2_5 e δ = μ − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3)

É importante notar que o sinal de δ na equação (6.4) discrimina a maneira como os dois S-círculos se interceptam. Definimos portanto o discriminante dos dois S-círculos como sendo a função

G(a, b) = sign(δ) = sign(l^2 + l^2_4 + l^2_5 − l^2_0 − l^2_1 − l^2_3)

Verifica-se facilmente que, para quaisquer S-círculos a e b, G(a, b) = −1 se a e b não se interceptam (em pontos com coordenadas reais) 0 se a e b são coincidentes ou tangentes entre si 1 se a e b se interceptam em dois pontos distintos

Além disso, verifica-se também que, se G(a, b) > 0, então o ponto p_1 da fórmula (6.4) é o ponto onde o S-círculo a alcança o S-círculo b vindo pelo lado positivo de b. Veja a figura 6.4(a).

Figura 6.4: Interseção canônica entre dois S-círculos.

Por outro lado, se G(a, b) = 0, então os S-círculos são coincidentes ou são tangentes entre si; neste caso, o S-círculo a (exceto o ponto comum) está todo no lado positivo do S-círculo b se e somente se o centro planar de a está do lado positivo do plano de suporte de b, isto é, dctr(a) ⋄ spln(b) = +1. Veja a figura 6.4(b).

Isto motiva a seguinte definição:

Definição 14 Sejam a e b dois S-círculos. Se G(a, b) > 0, ou G(a, b) = 0 e dctr(a) ⋄ spln(b) = +1, então a interseção canônica entre a e b, denotada por a ∧ b, é o ponto onde o S-círculo a alcança o S-círculo b vindo pelo lado positivo de b. Caso contrário, a ∧ b = [0, 0, 0, 0] = [0].

Note que se a ∧ b ≠ [0], então este ponto é o ponto p_1 da fórmula (6.4). Note também que, se G(a, b) > 0, então (¬a) ∧ b = a ∧ (¬b) é o outro ponto de interseção entre a e b, ou seja, é o ponto p_2 da fórmula (6.4), onde a cruza b passando do lado negativo para o lado positivo de b.

6.5.3 Ponto diametralmente oposto num S-círculo

Uma operação particularmente importante na elaboração dos algoritmos de ordenação cíclica, é a determinação do ponto diametralmente oposto a um dado ponto p sobre um S-círculo c que passa por p. Vamos denotar esta operação por ⊘_c(p). Veja a figura 6.5.

Figura 6.5: Ponto diametralmente oposto a p no S-círculo c.

Como podemos verificar através da figura, ⊘_c(p) é o ponto simétrico a p em relação ao ponto dctr(c). Mais precisamente, se p = [p_0, p_1, p_2, p_3] e c = ((c_0, c_1, c_2, c_3)), pode-se verificar que

⊘_c(p) = [p_0κ, −2c_0c_1p_0 − p_1κ, −2c_0c_2p_0 − p_2κ, −2c_0c_3p_0 − p_3κ]

onde κ = c^2_1 + c^2 + c^3.

6.5.4 Posição relativa de dois pontos sobre um S-círculo

Definimos a posição relativa de dois pontos p e q sobre um S-círculo c, como sendo o predicado ⊗_c(p, q) que, considerando a orientação de c, retorna +1 se q ocorre depois de p e antes do ponto ⊘_c(p); retorna −1 se q ocorre após ⊘_c(p) e antes de p e retorna 0 caso q = p ou q = ⊘_c(p). Veja as figuras 6.6.

Em outras palavras, o predicado ⊗_c(p, q) descreve o sentido, em relação à orientação de c, do caminho mais curto que vai de p até q. É fácil perceber que ⊗_c(p, q) = ⊗_{¬c}(q, p) = − ⊗_c(q, p) Note que este predicado corresponde a determinar se a reta p ∨ q é orientada positiva ou negativamente em relação à reta axis(c) = O ∨ snrm(c). Portanto, de acordo com a

Figura 6.6: Definição de ⊗_c(p, q): (a) ⊗_c(p, q) = +1; (b) ⊗_c(p, q) = −1.

fórmula (5.10), temos que

⊗_c(p, q) = sign | | | | | | |

1 0 0 0 0 c_1 c_2 c_3 p_0 p_1 p_2 p_3 q_0 q_1 q_2 q_3

| | | | | | | = sign | | | | | c_1 c_2 c_3 p_1 p_2 p_3 q_1 q_2 q_3

| | | | | (6.5)

6.5.5 Ordenação cíclica de três pontos sobre um S-círculo

Definimos a ordem cíclica de três pontos p = [p_0, p_1, p_2, p_3], q = [q_0, q_1, q_2, q_3] e r = [r_0, r_1, r_2, r_3] sobre um S-círculo c = ((c_0, c_1, c_2, c_3)), como sendo o predicado ⊖×_c(p, q, r) que retorna +1 se os três pontos p, q e r ocorrem nesta ordem (cíclica) ao longo de c, quando este é percorrido no sentido positivo; retorna −1 se estes pontos ocorrem na ordem oposta; e retorna 0 se quaisquer dois dos pontos são iguais. Veja figura 6.7.

Como podemos notar, esta operação corresponde a determinar a orientação do triângulo determinado pelos 3 pontos em relação ao plano spln(c). Como vimos na seção 5.7.3,

⊖×_c(p, q, r) = Δ(p, q, r, α) = sign | | | | | | | p_0 p_1 p_2 p_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3 c_0 c_1 c_2 c_3

| | | | | | | Um resultado particularmente interessante que relaciona os predicados ⊖× e ⊗ é

Teorema 10 Para quaisquer três pontos p, q e r sobre um S-círculo c, temos que ⊖×_c(p, q, r) = sign(⊗_c(p, q) + ⊗_c(q, r) + ⊗_c(r, p))

Figura 6.7: Ordenação cíclica de três pontos sobre um S-círculo: (a) ⊖×_c(p, q, r) = +1; (b) ⊖×_c(p, q, r) = −1. Demonstração: Seja α = spln(c). Como definido por Stolfi [33], a assinatura de um ponto u de α em relação ao triângulo pqr e ao plano α é a sequência de sinais σ_0σ_1σ_2, onde σ_0 = Δ(u, q, r, α) σ_1 = Δ(p, u, r, α) σ_2 = Δ(p, q, u, α) Ou seja, σ_i é a orientação relativa a α do triângulo pqr, com seu i-ésimo vértice substituido pelo ponto u. Veja figura 6.8. Em particular, se u está dentro do triângulo pqr então

Figura 6.8: Assinatura de um ponto relativa ao triângulo pqr e ao plano α.

a assinatura de u é ou ‘+ + +’ ou ‘− − −’, dependendo da orientação do triângulo em relação ao plano α. Mais especificamente, se u está no interior do triângulo então, para todo i = 0, 1, 2, σ_i = Δ(p, q, r, α).

Pela figura 6.8, podemos verificar que a assinatura de qualquer ponto u no disco delimitado por c é sempre dominada pela orientação do triângulo pqr em relação a α. Isto é, se u está no interior do círculo c, então

Δ(p, q, r, α) = sign(σ_0 + σ_1 + σ_1)

Em particular, tomando-se u = dctr(c), temos que

σ_0 = sign | | | | | | |

√ c^2_1 + c^2 + c^2_3 c_1 c_2 c_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3 c_0 c_1 c_2 c_3

| | | | | | | = sign | | | | | | |

√ c^2_1 + c^2 + c^2_3 c_1 c_2 c_3 c_0 c_1 c_2 c_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3

| | | | | | | (6.6)

Conforme vimos na seção 5.7, esta fórmula define a orientação relativa das retas dctr(c) ∨ [c_0, c_1, c_2, c_3] e q ∨ r.

Como c^2_0 < c^2_1 + c^2 + c^2_3 (pois c é um S-círculo), então o ponto c^′ = [c_0, c_1, c_2, c_3] está do lado positivo (“exterior”) de S^2. Além disso, temos que c^′ ⋄ spln(c) = +1 = snrm(c) ⋄ spln(c), ou seja, os pontos c^′ e snrm(c) estão do mesmo lado do plano spln(c). Portanto, como q ∨ r está no plano α temos que (dctr(c) ∨ c^′) ⋄ (q ∨ r) = (dctr(c) ∨ snrm(c)) ⋄ (q ∨ r) = (O ∨ snrm(c)) ⋄ (q ∨ r) Isto implica que, no último determinante de (6.6), podemos substituir dctr(c) por O e c^′ por snrm(c). Daí,

σ_0 = sign | | | | | | | |

1 0 0 0 0 c_1 c_2 c_3 q_0 q_1 q_2 q_3 r_0 r_1 r_2 r_3

| | | | | | | | Agora, comparando esta expressão com a fórmula (6.5), podemos concluir que σ_0 = ⊗_c(q, r). Utilizando um raciocínio análogo, podemos concluir que σ_1 = ⊗_c(r, p) e σ_2 = ⊗_c(p, q). Logo, ⊖×_c(p, q, r) = sign(⊗_c(p, q) + ⊗_c(q, r) + ⊗_c(r, p))

6.6. Ordenação cíclica de três S-círculos em torno de um ponto 73

6.6 Ordenação cíclica de três S-círculos em torno de um ponto

Outra operação importante para o desenvolvimento de algoritmos de manipulação de mapas esféricos é a determinação da ordem (cíclica) em que três S-círculos saem de um ponto em comum. Para melhor definir esta operação, vamos precisar do seguinte conceito:

Definição 15 Um S-vetor é um par (p, c), onde p é um ponto de S^2 e c é um S-círculo passando por p.

Intuitivamente, um S-vetor (p, c) consiste dos pontos do S-círculo c logo adiante de p, no sentido positivo de c, ou seja, é o trecho inicial do S-círculo saindo do ponto p.

Desta forma, dados três S-círculos a, b e c, todos passando pelo ponto p, vamos definir o predicado ⊖×_p(a, b, c), como sendo a ordem cíclica dos três S-vetores s_1 = (p, a), s_2 = (p, b) e s_2 = (p, c) em torno do ponto p. Mais precisamente, ⊖×_p(a, b, c) é igual a +1 se esta ordem (cíclica) coincide com a orientação canônica de S^2; é −1 se esta ordem é oposta; e, é 0 se pelo menos dois dos S-vetores são iguais. Veja figura 6.9.

Figura 6.9: Ordem cíclica de três S-círculos em torno de um ponto em comum: (a) ⊖×_p(a, b, c) = +1; (b) ⊖×_p(a, b, c) = −1; (c) ⊖×_p(a, b, c) = 0. Note que, se os planos de suporte dos três S-círculos têm uma única reta em comum, então o valor de ⊖×_p(a, b, c) pode ser facilmente obtido pelo predicado ⊖×_l(spln(a), spln(b), spln(c)) — visto na seção 5.8.2 — onde, l é a reta comum aos três planos. Por outro lado, se os planos não têm uma única reta em comum, então, neste caso, para obter o valor do predicado ⊖×_p(a, b, c) é necessário levar em consideração a orientação e curvatura dos S-círculos. Na seção 9.5, vamos apresentar um algoritmo (exato) para determinar o valor deste predicado.

6.7. P-círculos 74

6.7 P-círculos

Definimos um P-círculo como sendo um círculo orientado no plano R^2 . Da geometria euclidiana, sabemos que um P-círculo é o conjunto dos pontos (x, y) ∈ R^2 que satisfazem à equação a_0(x^2 + y^2) + a_1x + a_2y + a_3 = 0 (6.7)

Esta equação define um P-círculo se e somente se

a^2_1 + a^2 − 4a_0a_3 > 0

Visto que os números a_0, a_1, a_2 e a_3 — os coeficiente do P-círculo — definem univocamente o P-círculo, então, vamos denotar estes coeficientes por [[a_0, a_1, a_2, a_3]].

Por definição, todo P-círculo é orientado. O lado positivo de a = [[a_0, a_1, a_2, a_3]] consiste dos pontos (x, y) de R^2 tais que

a_0(x^2 + y^2) + a_1x + a_2y + a_3 > 0

Além disso, o sentido positivo de percurso do P-círculo a é o sentido anti-horário, visto de um ponto no seu lado positivo.

Destas definições, é fácil perceber que os coeficientes de um P-círculo são homogêneos, isto é, para todo λ > 0, os coeficientes [[a_0, a_1, a_2, a_3]] e [[λa_0, λa_1, λa_2, λa_3]], definem o mesmo P-círculo.

Novamente, da geometria euclidiana, temos que um círculo em R^2 com centro no ponto (x_c, y_c) e com raio r > 0 consiste do conjunto de pontos (x, y) ∈ R^2 tais que

(x^2 + y^2) − 2x_cx − 2y_cy + (x^2_c + y^2_c − r^2) = 0 (6.8)

ou seja, os coeficientes deste P-círculo são [[1, −2x_c, −2y_c, x^2_c + y^2_c − r^2]]. Comparandose esta equação com a equação (6.7), podemos concluir que, dado um P-círculo a = [[a_0, a_1, a_2, a_3]], o centro de a é o ponto pctr(a) = ( −a_1 2a_0 , −a_2 2a_0 )

e o raio de a é dado por prad(a) = √ a^2_1 + a^2 − 4a_0a_3 2a_0 Note que quando a_0 = 0, o P-círculo [[a_0, a_1, a_2, a_3]] se degenera numa reta, isto é, num círculo com raio infinito. Neste caso, podemos dizer que o centro deste P-círculo é um ponto no infinito na direção (−a_1, −a_2).

6.8 Projeção estereográfica

Para estabelecer a relação entre S-círculos e P-círculos, vamos utilizar o conceito de projeção estereográfica que define uma correspondencia biunívoca entre todos os pontos de

S^2, exceto um – o centro de projeção – e os pontos de um plano de projeção. Para os

nossos propósitos definimos a projeção estereográfica canônica, denotada por ψ, na qual o polo norte N = [1, 0, 0, 1] é o centro de projeção, e o plano equatorial ⟨0, 0, 0, 1⟩ — identificado com o plano R^2 — é o plano de projeção. Veja figura 6.10.

Figura 6.10: Projeção estereográfica canônica.

Mais precisamente, dado um ponto [w, x, y, z] em (S^2 \ N ) definimos ψ([w, x, y, z]) = ( x w − z , y w − z )

Reciprocamente, a projeção estereográfica (canônica) inversa que mapeia os pontos (x, y) de R^2 nos pontos de S^2 \ N é dada por ψ^{−1}(x, y) = [ x^2 + y^2 + 1, 2x, 2y, x^2 + y^2 − 1 ] É importante notar que a projeção estereográfica ψ estabelece uma bijeção entre Scírculos e P-círculos. Mais precisamente,

Teorema 11 Para todo S-círculo ((s_0, s_1, s_2, s_3)) e todo P-círculo [[a_0, a_1, a_2, a_3]], temos que ψ(((s_0, s_1, s_2, s_3)) \ N ) = [[s_0 + s_3, 2s_1, 2s_2, s_0 − s_3]]

ψ^{−1}([[a_0, a_1, a_2, a_3]]) = ((a_0 + a_3, a_1, a_2, a_0 − a_3)) \ N

Note que esta projeção leva S-círculos que não passam pelo polo norte em P-círculos de raio finito e vice-versa; e S-círculos que passam pelo polo norte para retas de R^2 , isto é, P-círculos com raio infinito, e vice-versa. Por exemplo, o S-círculo equatorial ((0, 0, 0, 1)) corresponde ao P-círculo [[1, 0, 0, −1]], cujo centro é o ponto (0, 0) e cujo raio é 1; e o S-círculo ((0, 1, 0, 0)) corresponde a [[0, 2, 0, 0]] que é o eixo Y de R^2 .

É importante notar que podemos definir uma infinidade de projeções estereográficas “não canônicas” escolhendo diferentes centros de projeção e/ou diferentes planos de projeção. Cada uma destas projeções estabelece uma correspondência diferente entre Scírculos e círculos no plano de projeção.

Capítulo 7

Geometria exata na esfera

A implementação convencional da maioria das operações descritas no capítulo 6 utiliza números em ponto flutuante para definir as coordenadas e coeficientes dos pontos, retas e planos. Portanto, esta forma de implementação está sujeita a erros de arredontamento inerentes deste esquema de representação numérica. Como observamos no capítulo 1, quaisquer erros de arredondamento são fatais para algoritmos geométricos. Para evitar estes problemas, nosso objetivo neste capítulo é adequar a representação da geometria dos mapas esféricos, descrita nos capítulos anteriores, de modo que ela possa ser manipulada de maneira exata (isto é, livre de erros de arredondamentos).

De um modo geral, para evitar os erros de arredondamento inerentes às operações em ponto flutuante é necessário nos restringirmos aos números racionais e às operações racionais tais como soma, subtração, multiplicação e divisão. Como veremos a seguir, a utilização de coordenadas homogêneas nos permite reduzir de maneira natural todos os cálculos a operações com números inteiros.

7.1 Pontos racionais

Um ponto de R^3 é dito racional se todas as suas coordenadas cartesianas (X, Y, Z) são números racionais. Visto que as coordenadas homogêneas de um ponto (X, Y, Z) ∈ R^3 são [λ, λX, λY, λZ] para todo λ > 0, então qualquer ponto racional de coordenadas cartesianas (_{px} qx ,^{py}_{qy} ,^{pz}_{qz} ) pode ser representado pela quádrupla de números inteiros [ λ,^λ_{qx} p_x,^λ_{qy} p_y,^λ_{qz} p_z ] com λ = mmc(q_x, q_y, q_z). Portanto, podemos dizer que um ponto de R^3 é um ponto racional se e somente se ele possui coordenadas homogêneas inteiras.

Analogamente, uma direção racional — a direção de um vetor (_{px} qx ,^{py}_{qy} ,^{pz}_{qz} ) com co-

ordenadas racionais — pode ser representada pelo ponto no infinito [ 0,^λ_{qx} p_x,^λ_{qy} p_y,^λ_{qz} p_z ] com λ = mmc(q_x, q_y, q_z).

7.2 Pontos de S^2 representáveis exatamente

Há dois conjuntos de pontos de S^2 que podem ser representados exatamente de modo bastante simples. Um deles, que denotamos por A, é o conjunto de pontos racionais sobre a esfera S^2, isto é,

A =^{[a0, .. a3] | a^2_1 + a^2 + a^2_3 = a^2_0, a0 > 0 e (a0, .. a3) ∈ Z^{4}}

O outro, denotado por B, é o conjunto dos pontos p = [w, x, y, z] de S^2 cujas três últimas coordenadas homogêneas x, y e z são números racionais. Mais precisamente

B =^{[b0, .. b3] | b^2_1 + b^2 + b^2_3 = b^2_0, b0 > 0 e (b1, b2, b3) ∈ Z^{3}}

Em outras palavras, B é o conjunto de pontos de S^2 cujas direções em R^3 , relativas à origem, são racionais; equivalentemente, B consiste das projeções radiais sobre S^2 de todos os pontos racionais de R^3 , exceto (0, 0, 0).

Visto que os pontos de B são pontos em S^2, então a coordenada w pode ser determinada pela fórmula w = √ x^2 + y^2 + z^2 e portanto pode ser deixada implícita. Ou seja, um ponto p em B pode ser representado exatamente pela tripla [x, y, z] correspondente à direção do vetor que sai da origem de S^2 e passa pelo ponto p.

Note que A ⊂ B.

7.2.1 Aproximação de pontos genéricos por pontos de B

Nos resultados a seguir usaremos a notação ffi[ x ]ffi para indicar a parte inteira de x, isto é

ffi[ x ]ffi = { ⌊x⌋ se x ≥ 0 ⌈x⌉ se x < 0 Vamos agora mostrar que o conjunto B é denso sobre S^2, e nesta demonstração, vamos definir um método de aproximação de pontos genéricos de S^2 por pontos de B.

Lema 12 Para todo ponto p = (x, y, z) em S^2 e todo real ϵ > 0, seja η um real tal que η ≥ √ 3 · max { 1,^π_{2ϵ} } e sejam q_1 = ffi[ ηx ]ffi, q_2 = ffi[ ηy ]ffi, q_3 = ffi[ ηz ]ffi e q_0 = √ q^2_1 + q^2 + q^2_3.

Então, o ponto q = [q_0, .. q_3] está em B, e Sdist(p, q) < ϵ.

Demonstração: Sejam δ_1, δ_2 e δ_3 os três números reais tais que ffi[ ηx ]ffi = ηx − δ_1, ffi[ ηy ]ffi = ηy − δ_2 e ffi[ ηz ]ffi = ηz − δ_3. Portanto, ⃗v = η⃗u − ⃗δ, onde ⃗v = (q_1, q_2, q_3), ⃗u = p = (x, y, z) e ⃗δ = (δ_1, δ_2, δ_3).

Note que |δ_i| < 1, para todo i; portanto, ‖⃗δ‖ < √ 3. Logo, ‖⃗v‖ = ‖η⃗u − ⃗δ‖ ≥ ‖η⃗u‖ − ‖⃗δ‖ = η − ‖⃗δ‖ > √ 3 − √ 3 = 0

ou seja, ‖⃗v‖ > 0, o que implica que pelo menos uma das coordenadas q_1, q_2 ou q_3 é não nula; portanto, [q_0, q_1, q_2, q_3] é um ponto de B.

Seja θ o ângulo entre ⃗u e ⃗v. Então, θ ∈ [0 π] e Sdist(p, q) = θ. Além disso, seja d a distância euclidiana entre o ponto η⃗u e a reta Oq — veja a figura 7.1 — daí,

sin θ = d ‖η⃗u‖ = d η ≤ ‖⃗δ‖ η < √ 3 η

Figura 7.1: Distância d entre o ponto η⃗u e a reta Oq.

Daí, θ < arcsin (_{√3} η ) . Visto que η ≥^{π√3}_{2ϵ} e visto que, para todo γ ∈ [0 1], arcsin(γ) ≤ π 2 γ, então Sdist(p, q) = θ < arcsin (√ 3 η ) < π 2 √ 3 η ≤ π 2 √ 3 2ϵ π √ 3 = ϵ

O lema 12 dá origem a um algoritmo bastante simples para aproximar um ponto genérico da esfera S^2 por um ponto de B. Vamos denominar este algoritmo de BAprox.

Corolário 13 Para todo ponto p de S^2 e todo real ϵ com 0 < ϵ < π/2, existe um ponto q = [q_0, .. q_3] em B tal que Sdist(p, q) < ϵ, e cujas coordenadas inteiras q_1, q_2 e q_3 têm no máximo ⌊ log_2^1_ϵ ⌋ + 3 bits.

Corolário 14 O conjunto B é denso sobre S^2.

7.2.2 Aproximação de pontos genéricos por pontos de A

Considerando a fórmula da projeção estereográfica canônica ψ (seção 6.8), podemos verificar facilmente os seguintes resultados:

Lema 15 A projeção estereográfica canônica ψ é uma bijeção contínua entre os pontos

de A \ N e os pontos racionais Q^2 de T^2.

Uma vez que os pontos racionais são um subconjunto denso de R^2 , o lema 15 nos permite concluir que

Corolário 16 O conjunto A é denso sobre S^2.

Este resultado sugere um algoritmo, denominado AAprox, para aproximar um ponto genérico p = [p_0, p_1, p_2, p_3] de S^2 por um ponto de A com uma precisão arbitrária ϵ > 0 dada.

Sem perda de generalidade, podemos supor que p está no hemisfério sul da esfera S^2, pois caso contrário, basta determinar uma aproximação q = [q_0, q_1, q_2, q_3] para o ponto p = [p_0, −p_1, −p_2, −p_3] e tomar o ponto q = [q_0, −q_1, −q_2, −q_3]. Pode-se verificar que, para quaisquer dois pontos p e q no hemisfério sul da esfera S^2 Sdist(p, q) ≤ 2 dist(ψ(p) − ψ(q)) (7.1) Portanto, o algoritmo AAprox consiste em: (1) calcular inicialmente o ponto p^′ = ψ(p)

de R^2 com erro δ <^ϵ_2 ; (2) aproximar o ponto p^′ por um ponto racional q^′ de R^2 com erro

η ≤^ϵ_2 − δ; e (3) computar q = ψ^{−1}(q^′), com aritmética exata.

Pelo lema 15, temos que q é um ponto de A; portanto, pela fórmula (7.1), podemos concluir que Sdist(p, q) ≤ ϵ. Visto que A ⊂ B, o corolário 16 implica que B é um subconjunto denso de S^2 (corolário 14). No entanto, a aproximação por pontos de A fornecida pelo algoritmo AAprox requer o dobro de bits que a aproximação por pontos de B fornecida pelo algoritmo BAprox (lema 12).

Corolário 17 Para todo ponto p de S^2 e todo real ϵ > 0, existe um ponto q = [q_0, .. q_3]

em A tal que Sdist(p, q) < ϵ, e cujas coordenadas inteiras q0, q1, q2 e q3 têm no máximo 2 ⌊ log_2^1_ϵ ⌋ + 2 bits.

Demonstração: É fácil ver que para todo ponto p do plano R^2 e todo ϵ > 0 existe um ponto racional q^′ = (_x w ,^y_w ) tal que dist(p, q^′) ≤ ϵ e x, y, e w são inteiros com ⌊ log_2^1_ϵ ⌋ + 1 bits. Visto que ψ^{−1} é uma função quadrática, podemos concluir que as coordenadas inteiras do ponto q = ψ^{−1}(q^′), eliminando os fatores comuns, têm 2 ⌊ log_2^1_ϵ ⌋ + 2 bits.

7.3 Planos e S-círculos racionais

Dizemos que um plano α = ⟨α_0, α_1, α_2, α_3⟩ é racional se todos os coeficientes α_i são números racionais. Por sua vez, um S-círculo é dito racional se o seu plano de suporte é um plano racional.

Visto que um plano α pode ser representado por qualquer quádrupla ⟨λα_0, λα_1, λα_2, λα_3⟩ com λ > 0, então todo plano racional pode ser representado por um quádrupla de coeficientes inteiros. Portanto, podemos dizer que um plano é racional se ele possui coeficientes homogêneos inteiros. O mesmo se aplica, obviamente, aos S-círculos racionais.

7.3.1 Construção de um S-círculo racional com centro em B

Vamos agora mostrar que dado um ponto p = [p_0, .. p_3] em B e um raio θ ∈ (0 π), podemos sempre obter um S-círculo racional com S-centro no ponto dado e cujo S-raio é suficientemente próximo de θ. Isto é,

Lema 18 Para todo ponto p = [p_0, .. p_3] de B com coordenadas p_1, p_2 e p_3 inteiras, todo θ ∈ (0 π) e todo ϵ > 0, seja σ =

⌈_{18} ϵ2p0 ⌉ . Então, b = ((−ffi[ σp_0 cos θ ]ffi, σp_1, σp_2, σp_3)) é um Scirculo racional tal que sctr(b) = p e |srad(b) − θ| < ϵ.

Demonstração: Sem perda de generalidade podemos supor que θ ≤^π_2 , pois caso contrário basta provar o lema para o ponto p = [p_0, −p_1, −p_2, −p_3] e raio θ = π − θ, obtendo assim um S-círculo racional a = ((a_0, .. a_3)) tal que sctr(a) = p e | |srad(a) − θ | | < ϵ; daí, basta observar que sctr(¬a) = p e |srad(¬a) − θ| = | |srad(a) − θ | |. Note que σ é inteiro e σ ≥ 1. Visto que p ∈ B, então p_0 = √ p^2_1 + p^2 + p^2_3; como p_1, p_2 e p_3 são inteiros e não todos nulos, então p_0 ≥ 1. Obviamente, os coeficientes de b são inteiros. Além disso, com a suposição de que θ ≤^π_2 , temos que σp_0 cos θ ≥ 0. Portanto, b_0 = −ffi[ σp_0 cos θ ]ffi = − ⌊σp_0 cos θ⌋; daí

b^2_0 = ⌊σp_0 cos θ⌋^2 ≤ σ^2p^2_0 cos^2 θ ≤ σ^2p^2_0 = σ^2(p^2_1 + p^2 + p^2_3)

o que significa que b é um S-círculo, obviamente racional, com sctr(b) = p. Agora, seja φ = srad(b); então

φ = arccos ( ffi[ σp_0 cos θ ]ffi σp_0 ) = arccos ( ⌊σp_0 cos θ⌋ σp_0 )

Visto que ⌊σp_0 cos θ⌋ > σp_0 cos θ − 1, então

cos φ = ⌊σp_0 cos θ⌋ σp_0 > (σp_0 cos θ − 1) σp_0 = cos θ − 1 σp_0

Por outro lado, visto que ⌊σp_0 cos θ⌋ ≤ σp_0 cos θ, então

cos φ = ⌊σp_0 cos θ⌋ σp_0 ≤ σp_0 cos θ σp_0 = cos θ

Logo, 0 ≤ cos θ − cos φ < 1 σp_0 Visto que σ ≥ 1 e p_0 ≥ 1, então^1_{σp0} ≤ 1, o que implica que

(cos θ − cos φ)^2 < ( 1 σp_0 )_2 ≤ 1 σp_0 (7.2)

Como φ é um S-raio, então tanto θ como φ pertencem ao intervalo (0 π), e portanto sin θ ≥ 0 e sin φ ≥ 0. Daí,

(sin θ − sin φ)^2 = |sin θ − sin φ| |sin θ − sin φ| ≤ |sin θ + sin φ| |sin θ − sin φ| = | |sin^2 θ − sin^2 φ | | = |1 − cos2 θ − (1 − cos2 φ)| = |cos^2 φ − cos^2 θ| = |cos φ + cos θ| |cos φ − cos θ| = ≤ 2 |cos φ − cos θ| < 2^1_{σp0}

(7.3)

De (7.2) e (7.3) temos que

cos^2 θ + cos^2 φ − 2 cos θ cos φ = (cos θ − cos φ)^2 <^1_{σp0} sin^2 θ + sin^2 φ − 2 sin θ sin φ = (sin θ − sin φ)^2 <^2_{σp0}

Somando estas duas desigualdades obtemos

2 − 2(cos θ cos φ + sin θ sin φ) < 3 σp_0 o que implica que cos(θ − φ) > 1 − 3 2σp_0 Agora, usando a expansão de Taylor da função cos(x), temos que

cos(θ − φ) ≤ 1 −

(θ − φ)^2 2 + (θ − φ)^4 24 Portanto (θ − φ)^2 2 − (θ − φ)^4 24 < 3 2σp_0 Por outro lado, podemos mostrar que para todo x no intervalo [− √ 10 √ 10 ]

x^2 12 ≤ x^2 2 − x^4 24

Novamente, visto que θ e φ pertencem ao intervalo (0 π), então (θ − φ) ∈ (−π π) ⊂ [− √ 10 √ 10 ]. Portanto,

(θ − φ)^2 12 ≤ (θ − φ)^2 2 − (θ − φ)^4 24 < 3 2σp_0 Logo, |srad(a) − srad(b)| = |θ − φ| < √ 18 σp_0 ≤ ϵ

A partir do lema 18, podemos concluir que o número de bits necessário para construir o S-círculo desejado é proporcional à precisão utilizada. Ou seja,

Corolário 19 Para todo ponto p = [p_0, .. p_3] de B com coordenadas p_1, p_2 e p_3 inteiras de m bits, todo θ ∈ (0 π) e todo ϵ > 0, existe um S-círculo racional b tal que sctr(b) = p, |srad(b) − θ| < ϵ e cujos coeficientes são inteiros com max{m, 2 ⌊ log^1_ϵ ⌋ } + 6 bits.

Além disso, o mesmo lema 18 nos permite concluir que todo S-círculo com S-centro num ponto de B pode ser adequadamente aproximado por um S-círculo racional; mais precisamente,

Corolário 20 Para todo S-círculo a = ((a_0, a_1, a_2, a_3)) tal que a_1, a_2 e a_3 são inteiros e todo real ϵ > 0, sejam κ = √ a^2_1 + a^2 + a^2_3 e σ =

⌈_{18} ϵ2κ ⌉ e seja b = ((ffi[ σa_0 ]ffi, σa_1, σa_2, σa_3)).

Então b é um S-círculo racional tal que |srad(a) − srad(b)| < ϵ.

7.4 Aproximação racional de S-círculos genéricos

Vamos agora mostrar que um S-círculo genérico (com S-centro e S-raio quaisquer) pode ser aproximado por um S-círculo racional com uma precisão arbitrária.

Para comparar os S-círculos usaremos o seguinte conceito:

Definição 16 Para quaisquer dois conjuntos A e B de R^n , a distância de Hausdorff entre A e B, denotada por Hdist(A, B), é dada por Hdist(A, B) = max { sup_{x∈A}{inf_{y∈B} dist(x, y)}, sup_{y∈B}{inf_{x∈A} dist(x, y)} }

Mostra-se [19] que Hdist é uma distância sobre o conjunto dos subconjuntos compactos

de R^n .

Para obter a aproximação dos S-círculos genéricos, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 21 Dados dois S-círculos a e b, a distância de Hausdorff entre estes dois S-círculos é tal que Hdist(a, b) ≤ Sdist(sctr(a), sctr(b)) + |srad(a) − srad(b)|

Demonstração: Seja c um S-círculo com o mesmo S-centro que b e com o mesmo S-raio que a. Pela desigualdade triangular temos que Hdist(a, b) ≤ Hdist(a, c) + Hdist(c, b) Visto que a e c têm o mesmo S-raio, é fácil verificar que Hdist(a, c) ≤ Sdist(sctr(a), sctr(c)). Analogamente, visto que b e c têm o mesmo S-centro, temos que Hdist(c, b) = |srad(c) − srad(b)| = |srad(a) − srad(b)|. Logo, Hdist(a, b) ≤ Sdist(sctr(a), sctr(b)) + |srad(a) − srad(b)|

O lema 21 nos permite combinar os lemas 12 e 18 para obter o seguinte resultado:

Corolário 22 Para todo p = (x, y, z) de S^2, todo real θ ∈ (0 π) e todo real ϵ > 0, seja a o S-círculo tal que sctr(a) = p e srad(a) = θ, e sejam η ≥ √ 3 · max{1,^π_ϵ }, κ = √ ffi[ ηx ]ffi^2 + ffi[ ηy ]ffi^2 + ffi[ ηz ]ffi^2 e σ =

⌈_{72} ϵ2κ ⌉ . Então,

b = ((−ffi[ σκ cos θ ]ffi, σffi[ ηx ]ffi, σffi[ ηy ]ffi, σffi[ ηz ]ffi))

é um S-círculo racional tal que Hdist(a, b) < ϵ.

Demonstração: Dados η ≥ √ 3 · max{1,^π_ϵ } e κ = √ ffi[ ηx ]ffi^2 + ffi[ ηy ]ffi^2 + ffi[ ηz ]ffi^2, pelo lema 12, temos que q = [κ, ffi[ ηx ]ffi, ffi[ ηy ]ffi, ffi[ ηz ]ffi] é um ponto de B tal que Sdist(p, q) = Sdist(sctr(a), q) ≤^ϵ_2 . Agora, pelo lema 18, dado σ =

⌈_{72} ϵ2κ ⌉ , temos que b = ((−ffi[ σκ cos θ ]ffi, σffi[ ηx ]ffi, σffi[ ηy ]ffi, σffi[ ηz ]ffi)) é um S-círculo racional tal que sctr(b) = q e |srad(b) − θ| <^ϵ_2 . Portanto, pelo lema 21, Hdist(a, b) ≤ Sdist(sctr(a), sctr(b)) + |srad(a) − srad(b)| ≤ ϵ 2 + ϵ 2 = ϵ

A partir deste resultado podemos concluir que

Corolário 23 Para todo S-círculo a e todo real ϵ > 0, existe um S-círculo racional b = ((b_0, .. b_3)) tal que Hdist(a, b) ≤ ϵ e cujos coeficientes são inteiros com no máximo 2 ⌊ log_2^1_ϵ ⌋ + 9 bits.

7.5. P-círculos racionais 85

Note que, assim como nos casos anteriores, o número de bits necessário para aproximar um S-círculo genérico por um S-círculo racional é proporcional à precisão desejada.

Finalmente, temos que

Corolário 24 O conjunto dos S-círculos racionais é denso no conjunto de todos os Scírculos.

7.5 P-círculos racionais

Um P-círculo — isto é, um círculo no plano R^2 — a = [[a_0, a_1, a_2, a_3]] é dito racional se os seus coeficientes a_0, · · · , a_3 são racionais; equivalentemente, inteiros. Há uma estreita correspondência entre os círculos racionais de R^2 e de S^2:

Lema 25 A projeção estereográfica canônica ψ é uma bijeção entre os S-círculos racionais e os P-círculos racionais.

Capítulo 8

Interseção exata de S-círculos

Como o leitor deve se lembrar, o nosso objetivo é elaborar uma representação da geometria dos mapas esféricos que além de ser exata também seja fechada para a operação de sobreposição.

A representação descrita no capítulo anterior nos permite aproximar adequadamente os elementos (vértices e arestas) de um mapa esférico por elementos cuja geometria pode ser representada exatamente. Mas, para que a operação de sobreposição possa ser realizada de maneira exata é fundamental que o ponto de interseção a ∧ b entre dois S-círculos racionais a e b também possa ser representado exatamente.

Infelizmente, como podemos verificar através do exemplo a seguir, mesmo que a e b sejam S-círculos racionais, o ponto a ∧ b pode não estar contido nos conjuntos A e B que definimos no capítulo anterior: por exemplo, se a = ((1, 2, 2, 2)) e b = ((1, 2, −2, 2)), então a ∧ b = [ 4, −1 + √ 7, 0, −1 − √ 7 ]

que não é um ponto do conjunto B, pois (−1 + √ 7)/(−1 − √ 7) não é um número racional. Para contornar este problema, vamos estender a representação exata de pontos de

S^2, definindo um conjunto (maior) de pontos de S^2 com representação exata que inclua

também os pontos de interseção entre dois S-círculos racionais.

8.1 Interseção entre S-círculos pela reta em comum aos planos de suporte

Sejam a e b dois S-círculos e sejam α e β os seus respectivos planos de suporte, isto é, α = spln(a) e β = spln(b). Além disso, seja l a reta de interseção entre estes planos, isto é, l = α ∧ β. É fácil perceber que os pontos de interseção entre os S-círculos a e b corresponde aos pontos de interseção entre a reta l e a esfera S^2. Veja figura 8.1.

8.1. Interseção entre S-círculos pela reta em comum aos planos de suporte 87

Figura 8.1: Interseção entre dois S-círculos e entre os seus planos de suporte.

Portanto, os pontos de interseção entre dois S-círculos podem ser identificados pela reta de interseção entre seus planos de suporte, sendo que a orientação desta reta nos permite distinguir de maneira não ambígua o ponto de interseção canônica a ∧ b do outro ponto de interseção a ∧ (¬b) — caso eles sejam distintos.

Vamos denotar por ent(l) o ponto do aquém onde a reta l “entra” em S^2, isto é, deixa o lado positivo (“exterior”) de S^2; e por ext(l), o ponto do aquém onde a reta l “sai” de

S^2, isto é, entra no lado positivo de S^2. Além disso, é conveniente denotar por mid(l) o

ponto médio entre estes dois pontos, isto é, mid(l) = l ∧ bisect(l), o que corresponde ao ponto de l mais próximo da origem O. Veja a figura 8.2.

Figura 8.2: Os pontos ent(l), mid(l) e ext(l).

Como podemos verificar, para toda reta l = ⟨l_0, .. l_5⟩ que intercepta S^2

ent(l) = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4 − l_5 √ δ, l_0l_2 − l_3l_5 + l_4 √ δ, l_0l_4 + l_1l_5 − l_2 √ δ ] mid(l) = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4, l_0l_2 − l_3l_5, l_0l_4 + l_1l_5 ] ext(l) = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4 + l_5 √ δ, l_0l_2 − l_3l_5 − l_4 √ δ, l_0l_4 + l_1l_5 + l_2 √ δ ] (8.1)

onde μ = l^2 + l^2_4 + l^2_5 e δ = μ − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3).

Pela fórmula (5.5), uma reta l é tangente à S^2 se e somente se l^2 +l^2_4 +l^2_5 = l^2_0 +l^2_1 +l^2_3. Note pela fórmula (8.1), que isto implica que ent(l) = mid(l) = ext(l) — o que está de acordo com a definição destes pontos.

Portanto, considerando a definição de interseção canônica entre dois S-círculos (seção 6.5.2), podemos concluir que

Teorema 26 Sejam a e b dois S-círculos, seja l = spln(a) ∧ spln(b) e seja δ = (l^2 + l^2_4 + l^2_5) − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3). Então, a ∧ b = ext(l) se e somente se δ > 0, ou δ = 0 e dctr(a) ⋄ spln(b) = +1. Caso contrário, a ∧ b = [0].

8.2 Pontos sub-racionais de S^2

De acordo com as equações (5.4), a interseção entre dois planos racionais é uma reta com coeficientes de Plücker racionais; isto é, uma reta racional. Por outro lado, pelo teorema 26, a interseção canônica entre dois S-círculos pode ser representada pelos coeficientes de Plücker da reta spln(a) ∧ spln(b). Portanto, a interseção canônica entre dois S-círculos racionais pertence ao conjunto

C = { ext(l) | l é uma reta racional }

que é denominado o conjunto dos pontos sub-racionais de S^2.

Assim, todo ponto p ∈ C pode ser representado exatamente pelos seis coeficientes racionais — equivalentemente inteiros — de alguma reta racional l tal que ext(l) = p. Neste caso, se l = ⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩, vamos denotar

ext(l) = ⟨⟨l_0, l_1, l_2, l_3, l_4, l_5⟩⟩

É fácil ver que A ⊂ B ⊂ C. O relacionamento entre os conjuntos A e C é estabelecido mais precisamente pelos seguintes teoremas:

Teorema 27 Sejam ⟨l_0, .. l_5⟩ os coeficientes inteiros de uma reta racional l. Então ext(l) pertence a A se e somente se (l^2 + l^2_4 + l^2_5) − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3) é um quadrado perfeito.

Demonstração: Se δ = (l^2 + l^2_4 + l^2_5) − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3) é um quadrado perfeito, então as coordenadas de ext(l) na fórmula (8.1) são números inteiros. Portanto, ext(l) ∈ A.

Reciprocamente, suponha que δ não é um quadrado perfeito. Visto que l intercep-

ta S^2, então pela fórmula (5.5), podemos concluir que (l_2, l_4, l_5) ≠ (0, 0, 0). Daí, pela

fórmula (8.1), pelo menos uma das coordenadas homogêneas de ext(l) é da forma α+l_i √ δ, com α racional e l_i ≠ 0. Como μ = l^2 + l^2_4 + l^2_5 é um número racional, então a razão (α + l_i √ δ)/μ não é um número racional. Logo, ext(l) não é um ponto racional.

Corolário 28 Para toda reta racional l, ext(l) ∈ A se e somente se ent(l) ∈ A.

Teorema 29 Um ponto p pertence a A se e somente se existem pelo menos duas retas racionais distintas l e m tais que ext(l) = p = ext(m).

Demonstração: Inicialmente, suponha que p ∈ A. Sejam q_1 e q_2 dois pontos distintos

de A tais que q1 ≠ p ≠ q2. Então, as duas retas l = q1 ∨ p e m = q2 ∨ p são racionais, são

distintas (pois não há três pontos colineares em S^2), e ext(l) = p = ext(m).

Reciprocamente, sejam l e m duas retas racionais distintas tais que ext(l) = p = ext(m). Se l ≠ ¬m então, pela fórmula (5.9), podemos concluir que p = l ∩ m é um ponto racional. Por outro lado, se l = ¬m então o fato de que ext(l) = ext(m) implica que l e m são tangentes a S^2. Neste caso, p = mid(l) e portanto, pela fórmula (8.1), p é um ponto racional.

Corolário 30 Um ponto p pertence a C\A se e somente se existe uma única reta racional l tal que p = ext(l).

Corolário 31 Um ponto p pertence a B \ A se e somente se l = O ∨ p é a única reta racional tal que p = ext(l).

Demonstração: Para todo p = [p_0, p_1, p_2, p_3] ∈ S^2, seja l = O ∨ p = ⟨0, 0, p_3, 0, −p_2, p_1⟩. É fácil ver que p = ext(l). Se p ∈ B \ A, então p_1, p_2 e p_3 são números inteiros, o que implica que l é racional; além disso, pelo corolário 30, a reta l é única. Reciprocamente, se l é uma reta racional, então dir(l) = [0, p_1, p_2, p_3] é uma direção racional e portanto

p ∈ B. Além disso, se l é única, pelo corolário 30, p ∉ A.

Teorema 32 Um ponto p de R^3 pertence a C se e somente se p = [ a_0, a_1 + b_1 √ c, a_2 + b_2 √ c, a_3 + b_3 √ c ] (8.2)

onde a_0, a_1, a_2, a_3, b_1, b_2, b_3 e c são números inteiros que satisfazem às seguintes condições:

(i) a_0 = b^2_1 + b^2 + b^2_3 ≠ 0

(ii) a_1b_1 + a_2b_2 + a_3b_3 = 0

(iii) a_0(a_0 − c) = a^2_1 + a^2 + a^2_3

Neste caso, p = ⟨⟨a_2b_3 − a_3b_2, a_3b_1 − a_1b_3, a_0b_3, a_1b_2 − a_2b_1, −a_0b_2, a_0b_1⟩⟩

Demonstração: Inicialmente, vamos mostrar que todo ponto p ∈ C é da forma (8.2), sendo que os inteiros a_0, a_1, a_2, a_3, b_1, b_2, b_3 e c satisfazem as condições (i) — (iii).

Seja ⟨l_0, .. l_5⟩ os coeficientes de Plücker inteiros de uma reta racional l tal que ext(l) = p. Tomando-se

a_0 = l^2 + l^2_4 + l^2_5 b_1 = l_5 a_1 = −l_1l_2 − l_3l_4 b_2 = −l_4 a_2 = l_0l_2 − l_3l_5 b_3 = l_2 a_3 = l_0l_4 + l_1l_5 c = a_0 − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3)

(8.3)

temos que

(i) a_0 = l^2_5 + l^2_4 + l^2 = b^2_1 + b^2 + b^2_3; e a_0 ≠ 0, pois de acordo com a fórmula (5.5), se l_2 = l_4 = l_5 = 0 então l seria uma reta no infinito.

(ii) a_1b_1 + a_2b_2 + a_3b_3 = l_5(−l_1l_2 − l_3l_4) − l_4(l_0l_2 − l_3l_5) + l_2(l_0l_4 + l_1l_5) = 0.

(iii) a^2_1 = (−l_1l_2 − l_3l_4)^2 = l^2_1l^2 + l^2_3l^2_4 + l_1l_2l_3l_4 + l_1l_2l_3l_4

a^2 = (l_0l_2 − l_3l_5)^2 = l^2_0l^2 + l^2_3l^2_5 − l_0l_2l_3l_5 − l_0l_2l_3l_5 a^2_3 = (l_0l_4 + l_1l_5)^2 = l^2_0l^2_4 + l^2_1l^2_5 + l_0l_1l_4l_5 + l_0l_1l_4l_5 Daí,

a^2_1 + a^2 + a^2_3 = l^2_0(l^2 + l^2_4) + l^2_1(l^2 + l^2_5) + l^2_3(l^2_4 + l^2_5)+ + l_2l_3(l_1l_4 − l_0l_5) + l_0l_5(l_1l_4 − l_2l_3) + l_1l_4(l_2l_3 + l_0l_5)

Aplicando a condição de Plücker (5.3) em cada um dos três últimos termos, obtemos

a^2_1 + a^2 + a^2_3 = l^2_0(l^2 + l^2_4) + l^2_1(l^2 + l^2_5) + l^2_3(l^2_4 + l^2_5)+ + l_2l_3(l_2l_3) + l_0l_5(l_0l_5) + l_1l_4(l_1l_4) = l^2_0(l^2 + l^2_4 + l^2_5) + l^2_1(l^2 + l^2_4 + l^2_5) + l^2_3(l^2 + l^2_4 + l^2_5) = (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3)(l^2 + l^2_4 + l^2_5) = a_0(a_0 − c)

o que mostra que os inteiros a_0, a_1, a_2, a_3, b_1, b_2, b_3 e c satisfazem as condições (i) — (iii). Além disso, da fórmula (8.1), sabemos que ext(l) = [ μ, −l_1l_2 − l_3l_4 + l_5 √ δ, l_0l_2 − l_3l_5 − l_4 √ δ, l_0l_4 + l_1l_5 + l_2 √ δ ] (8.4)

onde μ = l^2 + l^2_4 + l^2_5 = a^2_0b^2_3 + a^2_0b^2 + a^2_0b^2_1 = a^3_0 e δ = μ − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3). Portanto, aplicando as respectivas equações dadas em (8.3) obtemos que p = ext(l) = [ a_0, a_1 + b_1 √ c, a_2 + b_2 √ c, a_3 + b_3 √ c ] o que mostra que p é da forma (8.2).

Reciprocamente, sejam a_0, a_1, a_2, a_3, b_1, b_2, b_3 e c números inteiros que satisfazem (i) — (iii) e seja

l = ⟨ a_2b_3 − a_3b_2, a_3b_1 − a_1b_3, a_0b_3, a_1b_2 − a_2b_1, −a_0b_2, a_0b_1 ⟩

Pela condição (i), a_0 ≠ 0 e existe i ∈ {1, 2, 3} tal que b_i ≠ 0. Desta forma, a_0b_i ≠ 0, o que implica que pelo menos um coeficiente de l é diferente de zero. Visto que

l_0l_5 − l_1l_4 + l_2l_3 = a_0b_1(a_2b_3 − a_3b_2) − (−a_0b_2)(a_3b_1 − a_1b_3) + a_0b_3(a_1b_2 − a_2b_1) = 0

então a condição de Plücker (5.3) é satisfeita, o que mostra que a sêxtupla l define uma reta, obviamente racional.

Daí, pela fórmula (8.4),

l^2_0 + l^2_1 + l^2_3 = (a_2b_3 − a_3b_2)^2 + (a_3b_1 − a_1b_3)^2 + (a_1b_2 − a_2b_1)^2 = a^2b^2_3 + a^2_3b^2 − 2a_2a_3b_2b_3 + a^2_1b^2_3 + a^2_3b^2_1 − 2a_1a_3b_1b_3+ +a^2_1b^2 + a^2b^2_1 − 2a_1a_2b_1b_2 = a^2_1(b^2 + b^2_3) + a^2(b^2_1 + b^2_3) + a^2_3(b^2_1 + b^2)−

−2a_1a_2b_1b_2 − 2a_1a_3b_1b_3 − 2a_2a_3b_1b_3

Usando a condição (ii) temos (a_1b_1+a_2b_2+a_3b_3)^2 = 0, o que implica que a^2_1b^2_1+a^2b^2+a^2_3b^2_3 = −2a_1a_2b_1b_2 − 2a_1a_3b_1b_3 − 2a_2a_3b_2b_3. Portanto,

l^2_0 + l^2_1 + l^2_3 = a^2_1(b^2 + b^2_3) + a^2(b^2_1 + b^2_3) + a^2_3(b^2_1 + b^2) + a^2_1b^2_1 + a^2b^2 + a^2_3b^2_3 = a^2_1(b^2_1 + b^2 + b^2_3) + a^2(b^2_1 + b^2 + b^2_3) + a^2_3(b^2_1 + b^2 + b^2_3) = (a^2_1 + a^2 + a^2_3)(b^2_1 + b^2 + b^2_3) = a_0(a^2_1 + a^2 + a^2_3)

De onde obtemos que

δ = μ − (l^2_0 + l^2_1 + l^2_3) = a^3_0 − a_0(a^2_1 + a^2 + a^2_3) = a_0(a^2_0 − a^2_1 − a^2 − a^2_3)

Além disso,

−l_1l_2 − l_3l_4 = −(a_3b_1 − a_1b_3)a_0b_3 − (a_1b_2 − a_2b_1)(−a_0b_2) = −a_0a_3b_1b_3 + a_0a_1b^2_3 + a_0a_1b^2 − a_0a_2b_1b_2 = −a_0b_1(a_3b_3 + a_2b_2) + a_0a_1(b^2 + b^2_3) = a_0a_1b^2_1 + a_0a_1(b^2 + b^2_3) = a_0a_1(b^2_1 + b^2 + b^2_3) = a^2_0a_1

8.3. Representação computacional 92

Desta forma, temos que

−l_1l_2 − l_3l_4 − l_5 √ δ = a^2_0a_1 + a_0b_1 √ a_0(a^2_0 − a^2_1 − a^2 − a^2_3)

= a^2_0 ( a_1 + b_1 √ a_0(a^2_0 − a^2_1 − a^2 − a^2_3)

a^2_0 )

= a^2_0(a_1 + b_1 √ c) Analogamente, a terceira e a quarta coordenadas homogêneas do ponto ext(l) na

fórmula (8.4) são respectivamente

l_0l_2 − l_3l_5 − l_4 √ δ = a^2_0(a_2 + b_2 √ c) l_0l_4 + l_1l_5 + l_2 √ δ = a^2_0(a_3 + b_3 √ c) Daí,

ext(l) = [a^3_0, a^2_0(a_1 + b_1 √ c), a^2_0(a_2 + b_2 √ c), a^2_0(a_3 + b_3 √ c)] Finalmente, visto que a_0 ≠ 0, pela condição (i), então ext(l) = [ a_0, a_1 + b_1 √ c, a_2 + b_2 √ c, a_3 + b_3 √ c ] = p Portanto, existe uma reta racional l tal que p = ext(l); logo, p ∈ C. 5

5 exi07ΩyFz(2)2341419fK()22564yFz(1)28522549ΩyF3)22374192yFK(e)fFy(c)gFumerpΩFK(=)27)

apδ

3

Noψ716ψ842ψy↼NoψFy↼δ↽87ψbψF86ψ666ψyψFE↼Γ↽pψFK↽1521ψ22722Fz↼2r1↼2↽3171ψ426ψy1537365ψ24Ω933ψyψ020Ωyg336ψ690ty↼b↽3026ψy1537365ψ23975ψyψF8↼⇁↽28K↼⇁↽gψFy↼b392247ψy1537365ψ2362ψ1984037↽28K↼⇁↽gψFyψ2747626ψy1537365ψ2370ψyψFy↼/↽83ψbψ5ψ22798yψFz↼0↽1542970ψy4537365ψ2362ψ1b↽5 ab↼2↽991Ω22os quyψFz↼61280ψ7ψb↼h↽pψFy↼a↽1129Ω5032ψ761Ω22os↽g↼quyψF5161280ψyψFy↼ab↼25336ψ22os↽g↼que↽8do↽g280ψyψFy↼a000↽cψFy↼a↽191Ω22os↽g↼quyψF751ψ320ψyψFy↼ab↼28FK↼/↽8ψFK↼↽↽1524ψ↽1280ψyψFy↼↽pψFy↼a↽1849ψ444202↽2478ψFK↼↽↽1522851320ψyψFy↼ab↼20991Ω22os↽g↼quyψψbψFΩ280ψyψFy↼a000↽cψFy↼z↼2↽2022os↽g↼quFz↼2↽51320ψyψFy↼ab↼2ψFK↼Ω22os↽g↼quyψψ376g280ψyψFy↼a00,↽44ψb997Ω78ψFK↼↽↽152518ψ320ψyψFy↼ab↼2ψ353322os↽g↼que↽Fz↼1↽280ψyψFy↼↽pψFy↼a↽2445ψ5032ψ923322os↽g↼que↽F↼i↽320ψyψFy↼ab↼287↽2478ψFK↼↽↽1529202ψ80ψyψFy↼a000↽cψFy↼a↽2783ψ716ψyψFz112022os↽g↼quFz32167320ψyψFy↼ab↼31991Ω22os↽g↼qu▷↽752↽2270ψyψFy↼a00,↽443355Ω022os↽g↼quFz33↽51320ψyψFy↼ab↼3ψFK↼478ψFK↼↽↽153↼c,↽280ψ7ψb↼h↽↼,↽f6a↽3301Ω1782ψ↼l↽1↼2↽2ψ161782ψ↼4692ψ83Ω161ψ309↼469V61782ψ↼461↼2↽2ψ161782ψψyψFaψFJ956ψFK↼↼a↽2696ψ4971lyψFz↼1↽pΩ72ψ4801o↼/↽280842ψy↼5292ψ108ψbopψ324ψ13ψ397083Ω914ψyAFy↼,↽17ψdm↽f↼cΩψyψ0↽32f↼emψdmyψFK↼descrfψFy↼b↽2164ψ351ψyψFz↼3↽22dΩ↼ded↽g↼coalgorit↼emψΩdm↽f↼k↼manipn↽my↼a↽1330ψ2260ψyψFz↼0↽134759ψ295j↼mapdo↽e↼asfas↽i↼condiξ↽ricem↽g3ψ397ψyψF↼aprecis50ψb↼↼ao↽3eita↽firΛ↽3157ψ296ψ4971ψΩyψFz↼1↽pΩeoK↼▷↽470ψ2842ψy↼N792ψ108ψbopψ324ψ1cb↼loa↽36ψbg↼geomet996ψeΩed↽g↼j↼NoψyψFz↼3↽1ψyψF↽hψFatisf825ψ↼mapd↽3096Ω4ψFy↼aΩFH956ψy10906↼a↽2696ψ4971lyψFz↼1↽pΩ↼↼a↽01o↼/↽23ψyψ0↽134FK↼can⌣↽237↽gψFy7ψ27Fy↼a↽dψ666ψp↽t↽g↼el3↽1ψygm↽f↼cψFg↽2823ψ42ψ825ψy↼46ψ716ψyoreta↽corolen↽m↼te↽h↼rario07Ω4193923ψ1se↼eΔ↼co3↽326g↼e↽g↼a↽m↼ortanΩyψFzvistoogoncr↽36ψb↼↽f↼retp↽28yψFb↼↼↽nψFy↼p↽AψFK↼⇁↽22↽rψFK↼663Ω1297ψyψFy↼b↽371397ψyψFl↼eβch↼2↽2299Ω3z↼5↽y7ψ27Noψ71n↽m↼tes↽h↼de↽f↼P096Ω484y↼l↽1524ψ36↼existe↽hψ76ψyψFi↼quarta↽g↼co↽sΩ↼ordenadas↽h↼homceta↽h↼racional↽eΩ4759ψNeFl↼υK↼ca↼2↽3fnstrac↽50ψb↼37419denotartesen↽m↼ψFz↼5↽10eira↽gr2973ψ6ψ842ψg↼co↽sΩ↼ordenpψFK↼⇁↽22eΩ4759ψVψ76ψx09Ω92ψoutr791ψlad2↽3fnsFz↼0↽Ω5Fz↼5↽22↼apδ↽35e↽hψiy↼p↽Aψ24↼exist663Ω1297ψyψFy↼b↽32ξhen↽m↼te↽h↼ra↼2ψFy↼b↽ψFK↼/↽hdo↽e↼z↼5↽stes↽h↼de↽fi↽23ψbψF↽324ψ2709.ψ91y↼i↽dψFE↼2rta↽g↼co↽sΩ↼ordenadas↽h↼homi33ψbΩ↼racional↽eΩ4oψ71Em↼2ψFy↼↼logicn↽mrFE↼6↼loa↽ψxψFyl↼i↽r/↽hψFy↼a↽2605ψ493ψ1ψyψ93ψ146ψ5ψ4981ψy↼0↽2645ψ4956ψyψFy↼a↽2696ψ4971ψyψFz↼1↽pΩeopΩϱϱPage.ψ92ψ109Ω92ψ108ψbopψ324ψ196ψaψFt↼8▷33↽75ψb↼Repreira↽g↼e↽g↼a↽N792ψ↽h↼de↽f↼PFy↼a↽q2↽174t↼8▷nomcelad2↽e↼nega24ψ176ψ↼cΩψ↼♮yψFE↼ΓriorεψFK↼ediψFA↼107ψFz↼0↽gΩFy↽g↼que↽F5619894537365ψ2Ω1634ψz↼5↽10y↼a↽q27Ω4135e↽⌢90Ω170ptemos↽3Kc⃗↽E↼6↽s477ψyΩpropriedade▷on↽m↼to↽gψFNeFl↼dca↼2↽3fneita↽fim0↽23ψbψFψ842ψg↼co↽sΩ↼ordenpψFK↼⇁↽22y↼a↽21o87ψbψFy↼bh1634ψz↼5↽1761ψ6Oψ24↼exie↽⌢9↽h↼racik3575ψ44↽1592ψFK↼⇁↽0ΩbψFy↼b↽26ΩbK↼⇁↽0ΩbψFy↼b↽0eir3↼l↽85Fz↼1↽2159ψ3E↼p↽ψFK↼↽gy↼b↽0K↼⇁↽0ΩbΩgy↼b↽0K↼↼a↽2783ψ716ψpψFE↼yψFz↼3↽2019ψ3207ψψFK↼↽gy↼b↽0ψpψF480yψFz↼2↽1870ψ356ψyψFK↼↽fE3301ΩψFK↼/↽gψFK↼n↽s↼Vψ76loa↽28ψyψtornarF86ψ666ψalgorit↼emψd↼geom000↽fψFy↼a↽3603tricem↼5▷3mfi↽23↼s↽226es↽i↼strac↽50ψb↼E↼i↽2suira↽gr2↼↽pψFyfg↼a↽s↼terceira↽g↼eΩ↽g↼a↽g716ψpψj35e↽hψhetp↽2838ψF60Vψ72ψxψF3ψb↼c⃗↽49Ωb↼aΩb7ψ296ψ4971ψyψF↼0↽36ira↽gr2e03↽3157smen↽m↼te↽6723↽46ψbaΩb7↼a↽19yψFE↼Γ↽pψF↽1592ψ4826ψy↼3↽324ψpψyψF51↼2716ψyψFz↼1394Ω60↽pψFy↼l↽rψF6ψy..rceir92ψyψ↼2716ψyψFψFz↼27F60Vψ72ψh↽↼,↽fFK↼i↼↼ao↽2ψxψFy↼a↽1↽1592ψo716ψpψF427ψ↼2716ψyψFz↼323816863ψ716ψ↽rψF6ψy..rfFE↼p↽6ψy↼2716ψyψFψF2020F60Vψ72ψh↽↼,baΩbyψFz↼97ψyψFy↼b↽3704ψ1ospψFK↼↽↽e↼0↽k↼o↽e↼queson↽m↼73epre↼a↽e24Ω1529ψy↼en↽m↼t⃗↽49ψb↼ao↽35ψ7419dm↼ψFz↼5↽10ecan⌣↽2↼do↽g↼y7ψ27N↽1129Ω5ψ842ψg↼co↽sΩ↼ordenpψFK↼⇁↽22eΩ4459ψVψ76ψx09ΩΩ↽3386↼s↽m↼ao↽nz↼1↽pΩeoK↼▷↽470ψ2842ψy↽▷↽324ψsuesohFK↼↽↽e↼0↽k↼o↽e↼Ωquesof6↽s47rFz↼4↽864ψ1751ψyψbψm96ψmog↽m↼⌣↽48↼t⃗↽su↽10eK↼91↽32ΩFL↼rtrac↽ψmogduzidm↼FK↼⇁↽,↽rψFK↼ψyψFEdψF3ψb↼c⃗↽49Ω88ψ2ΩbψbψF829Ω5ψ842ψg↼co↽sΩ↼ordenpψFK↼⇁↽22↽2206ψ4956ψ592ψFΩ↼raciψ458582370ψ748ψyψy↼b↽866pψFy↼l↽rψF6ψy..rceir9307Ω82370ψ7486ψ29⃗↽86K↼↽fE330N↽1129st663Ω1297ψyψFy↼b↽33↽920ψ31mdyψFK↼⇁↽2Ω↼ordenpψ2↽15382370ψ748ψyψ19ψ2866pψFy↼l↽rψF84ψyψFz↼31fψFy↼31fψFy↼31feFy↼l↽riFE↼p↽58582370ψ7485ψFy↼aΩ8ψyΩFK↼⇁↽gψFy↼l↽3246ψ1↼/↽gψF4ψyψFzEm↼Fy↼a↽outr↽stespa46ψs↽mr↽s↽i↼o91ψ1ira↽g↼e↽g↼a↽↽h↼racidΩ↼do↽33ψb↼e592ψ4866ψy↼3o716ψpψ21↼5▷10159ψyψFy↼b↽ψ4694ψyψF716ψ↽rψF6ψy..rfFE↼04ψ2ψ10159ψyψFy6ψ2966Ω4ψyψF71h↽↼,↽fFa↽3304ao↽2ψxψ↼a↽1↽1p↽280K↼⇁↽↽s4s↽61ψb↼do↽gaΩ4759ψψ296ψ4971ψyψF↼0↽36nψb↼↼u↽10eK↼91↽3Fy↼b↽2363ψecan⌣↽2↼dψ↽g↼y7ψ27N↽111se↼e↽87ψbofι↽497ψbψFh29Ω5ψ842ψg↼uma↽f↼reta↽pψFK↼⇁↽22↽2426ψ3975ψEy↼3↽324ψpψ7ψyψψ83ψ12442ψyψFz96↼b↽236ψF716ψ↽rψF6ψy..rfFE↼038ψ383ψ124yψFy6ψ2y↼b↽↽236ψF71h↽↼,oΩψFK↼/↽gψF2↽991y↼V↽28c↽50ψb↼E7FK↼663Ω1297ψyψψFz↼5↽39i↽2suira↽gr21ψyψFz↼31ψyψFira↽g↼e↽g↼as845ψytas84546nas8e↼Sc↽ΩFy↼l↽2855ψ2461ψyψFz↼4rcn↽ψb↼E7FK↼6845SarcospψFs97ψyψψFz↼5↽3859ψψ296ψ4971ψyψF↼0s↼⌣↽46ψ5ψb↼ψFv↼i↽36s↼k↼↽↽g↼na↽324ψ1m31ψyiΩa↽e↼y↼a↽jetψb↼37419deta↽fidψ666ψ↼as↽h↼Ma↽s↼tn↽mndiΛna↽36ta↽guoa↽fΩ956ψyψ⌣↽46787ψ230H956ψy20906↼a↽Algorit↼emψ4759ψ↼loa↽f931Ω3nz↼1↽pΩ↼a↽01o↼/↽23ψyψ0↽1346419dm↼57ψ296ψ4971lyψFz↼1↽pΩ↼↼a↽01o↼/↽23ψΩψ0↽1346419can⌣↽237↽gψFy7ψ27⌣↽4685ψb↼P↽m↼DF↼0↽N792ψ01↼heira↽g↼e↽g↼a↽g↼quapsatisfeiψFy↼p↽28f7365eψeβceFz↼5↽1iψ↽h↼de↽f↼PFψbψF↽3k4ψ2709ψyψFK↼P↽m↼ortrta↽g↼co↽sΩ↼ordenadas↽h↼homfψ397Ω↼racional↽↽i↼663Ω1297ψyψFy↼b↽338c↽5845ψy96ψ4971ψyψFz↼1↽pΩeopΩϱϱPage.ψ92ψ1095ψb↼Rz↼2↽3can⌣↽gψFy7ψ273859ψterceira↽g↼e↽g↼a↽g↼quapsatisfira↽g↽s↼te3fnsFr↼um↽f↽↽f↼i173ΩyψFira↽↽36s↼g↼↽d↼que↽edimo↽e↼Ωquψ666ψaK↼Θguir↼/↽↽111O73859ψ↽d↼que↽edimo↽e↼g↼a↽N70ψy124ψyψFx↼AEta↽↽174t↼8▷rece2ψy↼NFK↼↽mFEdψ↼lo⌣↽2↼dψ↽gamet9134a↽014cψFz↼5↽1irdenadh7365eψe↽m↼ao↽rfψF↽kaK↼Θ↽gψFyψFira e a quarta coordenadas dca(2(coaF,)91)241m31,cFz(5orna66as)pFK(=)3241173Ωy(Analogamen)m(te,)67b(a)4(=)h(0)b(oes)34b(dadas)f(em)fΩ((8.3;)a9(ca(2)4(=)h386(s)trs)61b(do)gario,(Fy(a)z(5orna62104Ω23766[)f(eM(442yF]Fy(l)3246[0ΩbΩgy(b)12149330ΩbFy(b)09330ΩbFy(b)09330]1o(.Ωb)g)186y(l)24)2169212519a(eM()d(que)edure).)32Fx(AEta)g(uma)f(reta)gΩ51-2:1irdx(LineFK(+)22)c2:1Fy(b)2x(AV76intFΩ(+);)68K(()pΩFy(xFy(ffi)35E(Fy(l)1712776Fz(3)20192744Fy(a)0y99yFK(()pΩy(0)17653665(2)8776Fz(3)201911(5.Fy(a)04Fy(a)1K(()pΩy(0)bFE(Γ18776Fz(3)20191315.Fy(a)09245yFK(()pΩy(;)68K(938ΩFy(xFyF26)35E(FK())3243743Ωy(De)32b(267Ω4845y(0)23833)1655Ωb(amen)m13246pΩ2112)940938ΩFy(4yFy(l)147))g1655Ωb(amen)m362826y(b)2442133938ΩFy(4yFy(l)14792y1655Ωb(amen)m5202826y(b)3z(2)13938ΩFy(43;)68K(FK(+)y(eM(if7N)1129Ω5FyiΩFL(s)61b(7FK(68.)32401(hequadrtrac)-F(0)N4Ωb(virac)-re)h(13982(eM(tho)e8(61286y)z(5urn(267Ω4[5y(0)0yFy(ext)qFK(()pFy(l)r3642)585K())152FK(+)23909ΩyFy(12832)585K())b(ao5Ω02327474574y17653665(6832Ω)585K())yF7(Θ32742823y)2151585K())5709(+)23909Ωyy(0)bFE(ΓFK(+)g54Fz(3)1644Fy(a)4(a)27222701(a)4((4)17354570yFK(+)gFy(l)18624632)585K())Fz(22)3033909ΩyFy(6972)585K())b023ΩΩ02327474574y1765366524222Ω)585K())y2787023274282370yΩ)585K())Fz(5)3033909Ωy()pFy(a)268lFy(bΩ51585K())57272Fy(a)4(a)27222yF(a)4(24934570yFE(Γ44)18623092)585K())Fz(013133909ΩyFy(336y1585K())57284Ω)23909Ωyy(0)Ωb(l)286445482)585K())1521073133909ΩyFy(3276ΩΩ)585K())F3z(1))23909Ωyy(0)3203366552)585K())b3504Ω(a)4(a)2722235092y4(24934570yFE(N)1129st])68KΩ3z(5)156M))302)gz(5urn(267Ω4[5q(eM(442yF]Fb)g349ΩΩl)24)216)g3441a1O74159)d(que)edimo)e(g(a)f)2x(CEta)hΩ(8.rece2y(NFK(,)mFEd(lo^)2(d)gamet9134a)014cFz(5)1460yFi7365ee)z(5orna66acFz(964971yFz(1)pΩeo97yFK())27b78231709can^)gFy727b(=)h(o(heira)g(e)g(a)g(quarta)g(co)sΩ(ordenadas)h(hom(que)hFy(p)28ΩFK(=Ω3z(5El68.)3240s)1i2(co)d(que)edimo)e(g(a)h16uxiliarPFbx(ReduceFK(+)2Ω(ordenadas)h(homk016)87eli(i17727s(^)-Ω381Ω444fa5orespFK()s(onny(AnnospFK())e(0,)k(o)e(quesoh(te3fn4Ω15Ω29y(en)m(t~)-49b(ao)357419dm(Fz(5)1frdenadas)h(.ΩbΩ)g394(24(5)341816a(eM()d(que)edure)i)2x(CEta)FK(+)2Ω(oΩta)gΩ51-2:1irdx(LineFK(+)22)c2:1Fy(b)2x(CV76intFΩ(+);)68K(475b(P)rtan)m(to,E(kFx(AEta)gK(+)2Ω(ordenadaΩ(43;)68K(43124yM(if7g716pc~)-49b6[)f(eM(442yF]F3)920M(tho)eg716mn)m(to,E(kFx(ReduceFK(+)2Ω(ordenadaK(+)2268K(44bFy(M))302)g716mnco,E(kFx(ReduceF(uma)f(reta)Oo)i(a35e)˙90Ω170ptFK(+)22)68K(464bFy(M)z(5urn(3784yF24826y(3)324mFy(8(466FK(()pΩFy028464bFy((l)rFK(::rfFmΩ3287(466FK(()p16444056Fy(l)179(;)fFa)330bΩ)g8514V6)g4)158aK(+)C)mFE003)pΩe)36ira)g)s(te3fnvistooce2y(Nr,yiΩadΩ(dz(964971yFz(1)pΩeo97yFK(842y(N7921an^)2(do)g(y727N03)p3yΩFEvistoomitee)m(ao)rfF,)kar(umfh(dyFz(3)3b((Fz(0)Ω49(p)pdois1cb(ra)g(e)g(as1irdenp8f7365eey(a)q2jtisfeicΩ(p)28hyFz(97yFy(b)37a)iguais000)(loa)h(yF,cFban)m(Fve(Ωq)rfF,)kar(umΩyFigualdadeb(ao)26bK())e(0,)k(o)e(queso3241(0)Ω51357y4Ω1529y(en)m(t~)-49b(ao)357419dms(Fz(5)s)g(qua842g(co)sΩ(ordenpFK(+)22y(aF829Ω5842g(co)sΩ(oΩ(a)q2tK(+)22,)1yFz(3estFz(4)8641751yn)10eK(91)32Fz(duzidm.=)hFy(a)260549(b)21Ω9(b)2054981y(0)26454956yFy(a)26964971yFz(1)pΩeopΩ%%Page:92109Ω92108bop324-196aFt(8.3401Ω1782418Ωl)24)2165eo504645x(AV76int33263975Ma)e(6(a)ject)17b6)4(a)2L(cirac)-erceorF86d(N)1129x2:10)cFyMgarr6s)y[0..3]F38yof66yFE(Γger;)5eo8b(eneendFK(x(;)5eoimos)y(BV76int32Ω64956Ma)e(6(a)ject)17132Ω3a)2L(cirac)-erceorF86d(N)Ω129x2:10)cFyMgarr6s)y[1..3]F38yof66yFE(Γger;)20184yFfFK(x(K())oFE(41173Ω7N)1110EdF3b(c~)-49Ω82Ωb)226;)f3l)28552466yFz(4cita)(0)j(e)5eoi3)4(a)2MeendFΩ(x(;)5eoi(te)y(CV76int33263975Ma)e(6(a)ject)17b1721537L(cirac)-ercee(0,3(N)1129x2:10)cFyMgarr6s)y[0..5]F38yof66yFE(Γger;)2004yFfFK(x(K())e(0,)k(o)ueson5-196yd1n)m(tescan^)2(d)g(y727(0)j(e)5eoi92Ω3a)2MeendFΩ(x(;)5eoFK(+y(LineN)1114956Ma)e(6(a)ject)17yFΩ537L(cirac)-ercee(0,3(N)1129x2:10)cFyMgarr6s)y[0..5]F38yof66yFE(Γger;)5eoFE(neendFK(x(;)5eo27872y4Ωane32Ω64956Ma)e(6(a)ject)172883Ω914L(cirac)-ercee(0,3(N)Ω129x2:10)cFyMgarr6s)y[0..3]F38yof66yFE(Γger;)5eoΩ30)3879endFK(x(;)5eo178Ω444SCircle332639g6Ma)e(6Ωa)ject)1733yF71L(cirac)-ercee(0,3(N)1129x2:10)cΩyMgarr6s)y[0..3]F38yof66yFE(Γger;)5eo1Ω3490yendFΩ(x(;)5eo376V4SCurve33263975Ma)e(6(a)ject)17Ω3768Ω537L(ortrac)-g1Fy(b)2x(:FE(g)2CV76int17Ω40yF71L(scir1305yc(N)1129x2:10)c4SCircle17Ω424yF71L(dst1Fy(b)2x(:FE(Ω)2CV76int5eo488Ω3425M9endFK(x(;)5eo6FV4SArc82Ωb(Da)SCurve;)2024yFfFK(x(Um3326S-6s)rcFEdF3b(c~)Ω4Ωb(p)s(e014ch(S-curva)pFKm956Ł(ortrac)-g1F24yFy(FinalmecA(10?1Fy(b)2x(0)b(oL(dst1h)pFy(;)gΩFK(016)3510?1qΩ)j(e)1Ω17824(2)32494589368aK(+)Figuoa)k956:FE(g)28ta,)fiz(1)pΩeopΩ%%Page:92109536033g(Ma)s(tn)m-n,)eFyi5y964971yFz(1)pΩeopΩ%%Page:92109)c4geom000)fFy(a)3603tricm.=)Fy(a)26054950yF50154981y(0)26454956yFy(a)26964971yFz(1)pΩeopΩ%%Page:92109Ω92108bop324-196aFt(8.35)75b(Repr30H956y30906(a)26964971lyFz(1)pΩ((a)01o(=)23y0)134FK(d)32Fgeomet99636nb(estrutuoa)g6d(SMC1339701(3)296V)28c)-50b(38c)-5gooa)f9suend)35kadΩ(destrutuoa)32410icanos)g(qI(SMC1267Ω484descrf5)1f.nomescap)Fy(l)28552461yFz(4tuyoreFK((Da)-j)(loa)eycluir1339yFyicanos)51ybobre2Ω1634z(964971ΩyFz(1)pΩeoK(.)4702842y(N)c4geom000)fFy(a)3603tricm06-196)26bNoyFz(3)1yF)hh(mapd)3)g3124(A32Fz(964971yFz(1)pΩeopΩ%%Page:921092397yata)e6)26b(ra)g(e)g(as1fpΩeopΩ%%Page:9y(b)3)326g(e)g(as)3241065p)28ΩFK22y(adescrf5)1g(neFl(iscap)Fy(e)f(uma)3241662Ωytuyo)g33976V4n7s(^)bEvistoomitee)z(964971yFr)jΩ7yatayFz(3)3bf(erceira)g(e)g(a)f7(a)19yFE(Γrsez(1)pΩeopΩ%%Page:92109536036(s)trmogdo:9y(S-c)Fz(3)28211618yFE(prcn)b(71397Ω%%Page:y^)-4bFyV76xFy(c)3088k(Fzf4n7s(hΩ())tringif(emdmyvistonag(j(a)emapdo)h(asfas)i(condi¸)ricem09Ω921uj)26bv000)fFy(a)3603ogiceb((ao)3s97yFz(5)N4Ωb(via)g(e)g(as1g(a)1)1p)28f7365e(0)3568Fyi1ujyFK(a))t)s)g(z(97yFy(b)37y0)rcospF)f(coS-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)b(9ΩΩ)3Ω%%Page:9h(b)ou)gFyg()den)m(te)h(raprio0(ao)3S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)7N03)p3mescasooh(te3h(a))t)s)12y19(eneo(s)m(rac)-FisDa)-2Fy(663Ω1297yFy(b)32Ω92orfFmapd7yΩFesulFy(c)3e3h(3ΩyFbobrevia)gs701yFy(b)3427716yFz(4Ωb7(a)ogdo:9y(desses5j(mapdo)dyFm000b000)fFy(a)36033(5.3“0ren)m(te)h(ra(2(b)3v000)fFy(a)3603ogiceb(()-4628Ω5e)fFy3o)3s97yy0)1343Ωb(via)g(e)g(as1g(a)Fy(p)28fΩ365eea))t)s)g1uj)(coS-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn))41Ωb7(a)19suira)gr)3bf(F3b(c~)-49Ω8) de 90yenpΩϱϱPage.ψ92ψ109.ψ92ψFm000b000 a

3 3te3hnsFr↼uΩψψ296ψ4971ψyψF↼aoh↼te3fnmanei↽dΩ↼dψyata▷↽6Ω92ψOu09.ψ9231ψb↽j↽anotψFy↼bc↽fΩF1561ψyψen,8kconseq1529ψy↼en↽mΩa l

atereeira e a cΩ107bb(ao)82os ira quete3g(Fr(Ω16d495damo)e(Ωqueea)d(qm(ximatereeira)grΛ)(heira)g(e)g(a)gm a3

4rcn a

terdoSc bte3i↼Fr↼Ω16dψ495damo↽e↼queψeΩa↽d↼qm↼ximaterdeira↽greΔ↼coSc↽Fz↼3↽2821ψ1618ψyψFz↼4rcn↽ψ↽9ψ198raa l21224ψ↼A32y↼a↽z↼96ψ4971ψyψFz↼1↽pΩeoψ97ψyψFK↼↽↽27ψE7FK↼geom000↽fψFy↼a↽3603tricm02↼/↽h↼oψFK↼NoψyψFz↼3↽1ψyψF↽hψgFmapd7ΩfnsFren↽m↼te↽h↼ra↼26a↽33ncorira↽grad↽32Fen↽2↼te↽h↼ra↼2ψΩbdestrutuoa↽1↽1I↼SMC13ψ39z↼2↽29Ωyy↼atr6ψs↽vas↽i↼condiξ↽b↼E↼i↽2dψ666ψcamvia↽gsfeFyL↼↽diracl ⇁ 2y↼b↽2x↼V↼ao↽3tex80K↼⇁↽↽↼g↽2x↼Edgeional↽ cΩψpζ1ψyψFy↼b↽3427ψ716ψyψFz↼↼b↽34▷1z↼31ψyN70ψy207ψ0ψ↼ivia↽gsf39i↽2dψsuesojψcamvia↽gsfez↼97ψyψFy↼b↽37K↼↽↽g↼na↽324ψ130ψψy↼fι↽4931↼b↽2x↼V↼ao↽3tProp80K↼⇁↽↽↼gΩ2x↼EdgeProp8f73651ujy↽gm↽fta↽fiz↼1↽pΩeob

V(ao)3tProp8k35754e5Mab3

√∫}⟩⌋3 z(1)pΩeob

0FK3y(aΩFM9endFK(+);)68K(32252x(EdgeProp8Fy(b)2K3975Ma)e(6Ωa)ject)8223496ΩyFL(or(o)u(N)1129st:FE(g))2581K(()pF948yFz(0)1214933+1z(0)j(e)FK(+);

K(or(o)1yFz(1)pΩeopΩ%%Page:92109519dm(Fa))t)3

0b3√∫}⟩⌋3

0F88y(aΩFM9endFK(+);)be

Ass(que)i73Ωy(4FK())f6)s47soh(teta,)fiz(1)pΩeobt~1305y(fem4759suira)gr2umΩyFyFlmenfunz↼1↽pΩeopΩϱϱPage.ψ92oes.

5orna6c2ψenv2t↼.↽diseps.g2t↼eom0FK↼⇁↽,↽dΩ↼doy↼sadiscψF↼uma↽f↼reta↽eψFK↼⇁↽22↽Fy↼a↽yψFz↼3z↼5orna6fmΩyFatisf58Ω5egeomet996ψ36419dm↼hFa↽↽t↽↽heta↽eψFK↼⇁↽eom.dst1F↼uma23ψ1se↼b↼exis.↽diseps.g2t↼eom.gr2s↼↼o↽u↼ue↽j↼sag3⇁1Fi↼quasadiscψFψuma↽f↼reta↽eψFK↼⇁↽22↽f↽z↼5orna66ψsΩ↼ordenp,b↽32442ψ2y↼a↽2u↼yb↽32874496ψF716ψcz↼↼b↽3↽rψF6ψyq2tK↼⇁↽22,b↽9K↼ca↼2↼que↽h3096Ω4ψ57ψ4↽trs↽61ψb↼dψ↽gario↼003↽pΩe↽jΩexis.↽diseps.g2t↼eom.gr2s↼↼o↽u↼c↽2Kψ3975ψ333ψ4442ψyψF1↼k↼↽5orna66ΩψsΩ↼ordenq↼Γ2459ψyψxψFy↼cu↼yb2207ψ462K↼2↽pψF.↼ordenc↽rψFK↼pψFK↼⇁↽22,↼N792ψeψe↽aoh↼funz↼1↽pΩeoK↼▷↽470ψ2842ψy395K↼↽↽3scir1scl↽r↼eψFψuma↽f↼reta↽eψFK↼⇁↽22↽δ↽87ψz↼5orna6210Ω473ψyψmΩyψFgeomet996ψψF↽hψioSc↽Fz↼3↽2821ψ1618ψyψFz↼4rcn↽ψ↽94Ωb7↼a↽i9suira↽gr↽3bhd↽32Fa↽↽t↽↽heta+5orna6ea

eom:scir1s-cFK(+)22bFy(l502os)V76x080842sdm(hFestrutuoa)g6I(SMC1F(uma23g(strac)-50b(72842breviarP3391573Ω733pintFΩ(+))f(reta)Oos(r1s-g)s)2Ka)f(reta)yFK(+)22Fy(b)yiraquapintFpΩy(sΩ(ordenyFK(+)22)-b)225sadis-cFumar(quaE(6(a)dg2t(e;oΩFK)f(reta)yFK(+)22Fy(b)yira)gr)g(quasadis-cFuma)f(reta)cFK(+)22eFΩ(+)6(a)dg2t(e;oΩFK)f(reta)yFK(+)22Fy(b)yiraquascir1s-cleFumaCap

l

9acgeom0005360necesss loa am34ψz↼↽my↼a↽1372ψ4801o↼/↽280842ψy↼47yψ0↽34ψum34ψ46naooFz↼1↽pΩeoK↼▷↽470ψ2842ψy↼↼5▷3↼oψFK↼algorit↼emψcψyat0s↼⌣↽4206y↼b↽deψ3326ψmanipn↽my↼a↽1330pΩϱϱPage.ψ92ψ1090ψ9ψ295j↼mapdo↽e↼asfas↽i↼condiψ30↽ricem▷yN70ψy↼l↽1yψFJ99▷1FK↼↼a↽P↽l↽gs701ψyψF75360c1o↼/↽280842ψy↼iξd↼o↽h↼q66ψp↽t↽g↼el3↽1↽f7↼a↽1ψFb de (a

0sgr[]20sdΩ%PolylineΩgsclippathΩ30c;0sgrgrΩΩ%arrowheadΩn330c;l330c; a q6g-46nadebFy(Ω76e)y(Den)m(4y0K(91),)i(o91nvredicmdomg716p31(bΩDe)325bfrden(0,3(4214933ira)g)s(te3fnsFr(um108bopda)f7(a)19manei)dΩeΩ7yata(hFatr6s)vas)i(condi30)y↼FguyψFE↼Γψb0pΩϱ↽d↼que↽edimo

b

5273859ψde0PFΩyψFy↼33↼toxψ3ψe↼quaψ842ψg↼co↽sΩ↼ordenpψFK↼⇁↽22↽ffes4s↽61ψb↼d360aψ39i↽2sobre2f↼ercΩψ46na↽frden↼03↼h7365/P829Ω5ψpl↽r↼n↽FK↼⇁↽2Ω↼o570ψcψFΩ↽h↼homogEvisto.ψ↽g7↼orfFc86↼s↽trs↽61ψb↼dψ↽gario↼28Ωl↽286p7g7365/P829Ω514794135e↽⌣↽e↽1en↼03↼↽m↼to↽3sFria6210Ω1524ψy1↼q6ψ6ψbEvisto↼e↽g↼a↽gψ↽h↼de↽f↼ho▷↼5↼g↽28a↽Fz↼e↽f↼uma↽324ψ1662Ωy8ψ6ψbE↼Fjaψ1↽1en↼04ψj2ψxψ3ψ003↽ψd592ψFΩ↼ra↼04ψ19y↼3157716ψyψFz↼198↼31566ψF716ψ↽rψF6ψy↼04ψ2082Ω157716ψyψF1F213131566ψF716ψ↽rgy↼04ψ22202157716ψyψFψb0259Ω1566ψF716ψ↽rgy↼04ψ2358ψ157716ψyψF85139ψ38566ψF71E330N6Ω↽2ψxψo84546na↽eψ6f↽↽f↼i173o↼heira↽gr↽g716ψsnr1sm↽F↼dadas↽f↼em↽cψFK↼⇁↽22↽2ΩbψFy↼a⌢P829Ω514as↽h↼▷Ωb7821694Ωy↼Ob000viayψFz↼3↽327991129Ω5ψFψ4↼h736543ψb↼c⃗↽49Ω8ψ8Ωbψum34ψ46na↽ceortoge↽f↼Pf9aohrden↼03↼h7365eP829Ω514hinalmed570ψ↼03↼↽i↼a35e↽⌣↼267ψxψFψ4↽6↼to↽3▷↼5dψ↽gAgooa8ψ8Ωbψ31ψb↽3203ψψFψ5FE↼g↽↽2xψo8N792ψ46na↽c67ψxψFψ4↽E↼g↽Ω↼8▷rg↽s↼tadψm⌣↽468376ψ6↼a↽d↼180↽6ψFy279Ω3425saψFψyψ6864186ψyψFy65em87ψ5orno↽eψFyhFz↼5↽1frdenaxis↽g↼co↽sΩ↼ob↼c⃗yψFK↼⇁↽22▷/6y↼a↽Vψ76ψ↽s↼tesΩ8↽1111m↼ao↽rfψF↽kar↼1ψyψFz↼Ω03ψψFψ5Fk3575ψ4393↽ψd592ψF67ψxψFψ4↽36ψ631ψy1VψK↼↽pΩF3y464186ψyψFyz↼0↽1214ψ9333ψ4442ψyψxψFψ4

⇁

0p

um16

ordenpψFK↼⇁↽22dadas coordenp⇁ lψ234ψyF7632lψψcpψclipΩn1448ylψ7410ψ1448ylψ7410ψ13732lψψcpψclipΩnlψ552K↼SKl3532↽↼SKl3532↽↼Δ98ψlψψcpψclipΩn↽724m 3103ł6824

0sgrΩgrΩΩ%arrowheadΩ15.000slwΩn3280840123m0sΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩF12pda22p b gp+0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ71y13p++

0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ463y130sc(g)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ616550ymΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ5F0514)2mΩgs1y(0sc(p)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ61654Fy(lmΩgs1y(0sc(c)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ51720466ymΩgs1y(0sc(d)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ50)(e340ymΩgs1y(0sc(bisect(l22)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ523y574)2mΩgs1y(0sc(((e22)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ44143)0mΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ616547ymΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ4414035mΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/SymbolffF25.00scfsfΩ13)040)0mΩgs1y(0sc(b)col(0shgrΩ/SymbolffF25.00scfsfΩ315751720mΩgs1y(0sc(g)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ291439ymΩgs1y(0sc(p)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ2466372FymΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ2y90474FymΩgs1y(0sc(d)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩF41486K(mΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ32y442ymΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩF4145V7mΩgs1y(0sc(q)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ210Fy348ymΩgs1y(0sc(bisect(l22)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩF4151720mΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ32y46ymΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ2163)72FymΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ2220257720mΩgs1y(0sc(((d22)col(0shgrΩ/Times-RomFff300.00scfsfΩ510Fy372FymΩgs1y(0sc(-)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ54)2)69FymΩgs1y(0sc(+)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ684)2112ymΩgs1y(0sc(c)col(0shgrΩ/Times-RomFffF25.00scfsfΩ288y388ymΩgs1y(0sc(c)col(0shgrΩ£F2psEndΩrsΩ%%EndDocufΓtΩ@endspe)321316y2414+a)Figuoa)9199.3:FE(g)2Cs)61b(do)galcn))919t(i7-redicmdomf9333,2F2824)242y(v)y2869Ω2414+y(co)sΩ(ordenp)rF6yq2tK(+)22)o).))g27Fzy(Logo,E32Ω92)(co)dedicmdomh9333,2F134y272FyK(v)yF399927FΩy(co)sΩ(ordenp)rF6yq2tK(+)22)92yira)g)s(te3g0(Fr(i6f))f(i173o(dΩFatr6s)vas)i(condi30))ΩN(=)h(ob((FguyFE(Γh(algorit(e:)pΩ)g2825yF24)2169212916aeM()d(que)edure)h35x(Ahead)g(dadas)f(em)p)rF6yq236)2x:Firdx(CV76intFpΩy(;)gΩ16c()m(to,)3:Fk35x4SCircleFK(+)22)d3:Fk35x4SignFK(+);)68KΩ3066ΩFy(xF4Fg(eE(086)35ua842g(co)sΩ(ordenpFK(+)22512Ωy(De)˙-b)225snr1s-m)F(co)sΩ(o570cFt(8.22;268K(3217Ωyy(a)d(74Fy3232)y(ev)y8232179y(()Fk35x4Sid3Ofg(uma)f(reta)O1s-)rF6y(0,46(to,)322;268K(33679y(M(if7N)Ωb)236d838(3382)y(ev)y90Fy33679y(o)=)c(0k(eM(tho)ehz(5urn(fΩy3334442yx(Sid3Ofg(co)sΩ(ordenq(ΓfF6y(0,46(tΩ(+)22;)68K(35357yeM(case(Fy(b)236d)97)24533ΩFy(v)yF02KΩ35357ye33341(43Ωy(Dx(Sid3Ofg(co)sΩ(ordenq(ΓfF6y(0,46ΩFt(8.2236)2M(of)68K(36657ye3334442yF1(i:)E(g)Ω(36d)9(n)3683ΩFy(v)mF063(36657ye33ffi)3575+1;)766Ω38Fzyy0)Fy(b(:8E(g))2M(if7N)1129Ω5p2co,)3K(f(e)3q237Ω)2M(tho)eN)1129Ω5d)1578383(+y(ev)mFz7238Fzy)2E(cΩd940F935739(n)373M))302)k29Ω5d)1279V398(+y(ev)mF273Ω39(n)373E(cΩy75+1;)68K(412Fy3+1(k(:F4(ay(M(if7N)Ωb)2x(Sid3Ofg(co)sΩ(ordenq(ΓfF6ybisect)F(co)sΩ(ob(c~)-49b(ao22383)ye33325(g2x0F3)2(eM(tho)efy(a)d(4320Ω4135+y(ev)m2414+412FyyF)c934442yF1(912142y(lyΩ3M))302)10534421ΩFy(xF51F)2(eE(016)92F67xF4)1358Ω443716yFz(13934421ΩFy(x0)121493334442yxF4)1573Ω443716yF1F6z334421ΩFy(x0)g93334442yxF4)1789Ω443716yF2182934421ΩFy(x0)g93334442yxF4)2003Ω443716yF3)204534421ΩFy(E330oK(+);)105345712yy(a)d(6y0Ω4886+y(ev)mF1845712yy(E(016)35uadF3924586VK(v)y1433Ω45712yy(E(341(43Ωy(Dx(Sid3Ofg(co)sΩ(ordenq(ΓfF6y(0,5)5ΩFt(8.2268K(4722+y(eM(z(5urn(326)35uadF083Ω4737yK(v)yF140Ω4722+y(eE(341(43Ωy(DuadF2y1V4737yK(v)m)b)g4756ΩVFy(a)260546(+218410(+21754981y(0)2645499.4yFy(a)O411701yFy(b)342771Fz(5)Fy(b(c)Fz(3)28211618yFz(4c6727e19tFi(tr76^(c~)Ω4Ωbs)Fy(b(p)a)g(e)g(asyb9de)g71p)28g3tFbobre8g33)(fS-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn))9740Ft(8.61)75b(R5+y(eJ99.4FK(a)O411701yF75360c1o(=)280842y(61(b(c)Fz83)28211663ΩyFz(4c6727649tFc(trł6^(c7730))Ω((a)p)t)g(el3)1syg(a)1Ωb)28g3J2sobre2f(3)(691V4064(S-c)Fz83)28211663yFz(4rcn))(0)Ω637VK(+)C)nforme7e19vim0)23p3aKiı1yFy(b)342771Ω921095196.5.5,Ffd)(h7-redicmdomf9333,1(c773034b0298Ω652)y(ev)yy)2637VK(+)sΩ(ordenp)rF6yq2t)rgxr1sΩ(+)22)o),)9536016)876f))f(i17Pf9aog(241m87c)Fz(3)28211618ΩyFz(4c672790929575b7y(lytr76^(c~)30))ΩN5(b(p)a)g(e)g(asybb(c~pd73653b)[)f(eenp81093785VK()pΩFyF39b7y(lyy(x0)12Ωy::rf)p713000785VK()p3(134y7y(ly(co)],)95(l)286q(2F94K(d([)f)286q(168y785VK()pΩFy72y7y(lyy(x0)12y::rf)qFy88FΩ785VK()p3(1943Ω7y(ly(co)]ΩN5(b(e)g716r(373653d([)f(quaryz83785VK()pΩF235837y(lyy(x0)12y::rf)r516Ω785VK()p3(2556Ω7y(ly(co)]ΩN4360bobre8i(01reS-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn))93(l)286c)f73653b)2Ω(4866y)f(rΩ16c(37e1785VK()pΩF37y(l7y(lyy(x0)12y::r7c)3927Ω785VK()p3(39(6Ω7y(ly(co)345)fFb)22)92y43b(c~)-49Ω50)Ω90y(b)dadm^)(b(p)a)grFy461y12249y(()p,1(c773034b1518Ω123y(v)y1573y12249y(+)sΩ(ordenp)rF6yq2t)rgxr1sΩ(+)22)36a)3=Firdensig2t(nz(14+930s)g(ly(0,42214+989Ωyy(0,42214+K0716yy(0,42214+K1016yy(0,42214+K1616yy(0,42214Ω122834y(0,42214+K28834y(0,42214+K34834y(0,42214+K408p0y(0,4228K(606yFyz(pF233576y1VK()pΩF2466606yb(c~p)50976y1VK()p1(4632(606yFyz(pF24816104os)g(que)F803Ω606yFyz(pF28526104os)g(qu851292b)259Fy(aq923351174ΩK()pΩF2463b)259Fy(aq92506b)274VK()p1(4635b)259b(c~q126786074VK()pe)F806b)259Fy(aq928716117416yF3()291Ω12912yy(a)r923351306K()pΩF2463b)2912yy(a)r925071306ΩK()p1(4634b)2912yy(a)r9267860306K()pe)F806b)2912y(quar857F306K()p851292b)4243425enc2334b)439K()pΩF2464Ω14243425enc2506b)439K()p1(4635b)4243425enc26779)439ΩK()pe)F807b)4243425enc287161439K()p8519yF930s)g(ly(0,429yΩ9816yy(0,429yFK0716yy(0,429yFK1016yy(0,429yFK169Ωyy(0,429yFK22834y(0,429yFK28834y(0,429yFK34834y(0,429yΩK408yy(0,4)gF2592by(+)Mas,Ej46frema)s(terf9ans)61b(do)galogFEE8yahgFcasooi)5FE(Γrior,Ff5em87gerf(Ffd)(h7130Ω)-5lor0E8ydsueEi46f))f(i17Fz(3)323p3Page:921029Ωyira)g)s(te3^)-4672yy0(Fr(jm108bopderf9yatayFz(3)327hira)g:9eΩ(oFK(el3yFz(3)0)23pe71y1m3olvidFs845nyFcs)61b(do)galcn))3092via)g)s(te-)g(n0yF9210919ser(umta)s(tes63418574()71yteiros.))g199Ω34(VyF(dyFz(F34-dedicmdomhΩDe)32,2Fk933ira)g)s(te39i)2sFr(um108bopderf9yatayFz(3)3)h(—fΩFatr6s)vas)i(condi30))ΩN1=)h(ob()d(que)edimo)e(g(a(342122+y(ex(Ahead)k2x—f036(s)t97yFy(b)33)(bvia)g)s(te-49fFc86(sΩ)5ornar7gfes4e(i7-robl3ya,8d9us(Fy(bi2)(coteor3yafF10.zy(pΩ%IyF(102243b(c~)-49Ω,)b)g2206(F24)2169212327ΩaeM()d(que)edure)003)dx(CO41rg(co)sΩ(ordenp)rF6yq2t)rgxr130Ω)2x:j2x(CV76intFpΩy(;)g25enc28(to,)3:Fk35x4SCircleFΩ(+)22)d3:Fk35x4SignFK(+);)68K24(8(y(eM(z(5urn(frdensig2t(ng(dadas)f(ex(Ahead)q(co)sΩ(ordenp)rF6yq2t)rgxcFt(8.227k(+)hΩ2x(Ahead)g(co)sΩ(ordenq(ΓfF6yr76)rgxcFt(8.22712Ωy(+)g2x(Ahead)g(co)sΩ(ordenr76)rfF6yp)rgxcFt(8.22227pΩ)g2523V096Ω2861aeJ99.5FK((a)O411701yF75360c1o(=)280Ω921054(b(c)Fz83)28211663yFz(4c67275y0de)d3trł6^(c77Ω4Ωbs)53yS-c)Fz83)28211663yFz(4rcn)s)53yem875orno,g(a)696Ω306y(b)um96p)t)g(el3)1(b78229yby(+)Nossoo3F92ob)5ΩF(je24176(38yagooa)d343b(c~)-49Ω59ydse71y1m3olv(ao)r3i(01rdΩFalgorimF(dyato-j)(aoa)g9(a))f(i17rmg9aog(241m87c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyc6727978243766em37y0yFzi(tr76^(c~)Ω4Ωbs)F7yS-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s236(to,y(a8fΩ(+)sag32Ω(487y)f(reta)aF6z6(4y1VK()pΩF16562437Ωyy(x0)12y::rf)a1821(4y1VK()p3(186124376(co)345)fFK((2,(38y2y(b)e)1+)sae)2Ω(4866y)f(reta)b71273y4y1ΩK()pΩF231324376(cx0)12y::rf)bF2468(4y1VK()p3(2508Ω4376(co)345)fFb)22)97(b(e)g716c)e)1+)sag32Ω(487y)f(rΩ16c()973y4y1VK()pΩF301234376(cx0)12y::r7c)3169Ω4y1VK()p3(32084376(co)345)f6b)22)9y0(aembhdf(c2um34-)a)g(e)Ω3)1(b78255866em3E8y10876um96Fyz(pF373653h)[)f(eenp81068Ω573K(()pΩFy107b5586(cx0)12y::r7pF271573K(Ω()p3(131Fy)5586(co)],)9(a)yF(2Ωb)43b(c~)-49Ω,)3a)01realgorit(edyato-j)(aoa)h9(a))f(i17rme6(i7130Ω)-5lor0E7=)h(obh7-redicmdomb7826912yy(E(3,1(c773034b401Ω(706VK(v)p)4y1V6912yy(o)sΩ(ordena00fF6yb)rgxcFt(8.22,33)920de(0,4nid2)e(nab(ı1yFy(b)3427716yFzFy(b(6.6bFgΩ3823)y(Sejam(c67xF3d73653brdenspl)r(n)qs)h(hΩ(oΩta)aFt(8.22,3341129Ω5F4(h)2K39)959(e)3pl)r(n)FK(+)2Ω(oΩta)b7Ft(8.227N4360e)3203F5Fh)2K39)959(e)3pl)r(n)F(uma)f(reta)c7Ft(8.227N4360e)3(Fjag(c~)-d73653brdens842g(uma)f(reta)pFK(+)22.E4214)NotΩ57419yFzi(bFfeta)pd(uma)3b(c~)-49Ω54360(q63393ymvisto(e)g(a)g(a)1Ωp)282414933n(frdw(A)FK(+),(N4360e6(s)t97yFy(b),(N6Ω92ira))3edcorols)61b(d360ariom^)(b(30,Ej4afFz(5)1g)h(de)flfΩ03łFh)2K)3b(c~)-49Ω57b)43b(c5(3)2un72793yezi(n2771Ω92109519)3b(c~)-49Ω54360tangFz(3)3)h(a(frd1074043Ω391916yFe)4076393ys)h(.(b782408834yV76xFy(c)3088c(aspFz(5)s8gΩ1en(0,347i(a35e)^)c67xF4)6(to,)3,)901129Ω5F347iΩy(De)^)3203F5F35y2xe(291129Ω5F4(43Ωy(De)^47iΩy(D3F5F303)dK.dev(ao)m8d9serfFc8incideFE(ΓFg108e0aKiz(5)1fb(c~)-49b(27hou)3(Fja,mg9aofFz(5)1b782422(lyy(x14jinal43b(c~)-49Ω50y10876um9621s845tr76^(c~)30))ΩN3Ω92-46nas)frden(0,3)qs)h(,)c67xF4)38y2xe(Fy(b)236(0,5)5ΩFt(8..F4(a(Nes4e(Fy(b(caso,g9aog(241m8fdFs845S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)s7N11129Ω5a)FK(+),(ieta)b7g2xe(gΩ16c(gFy65em8f5orno,b782435)1y(da)cep)a)g(e)g(a)urdenpcΩd9443b(c~)-49Ω57419igufld3432b(dFz()35360241m8fdFs845-46nas)fΩden(0,3)qs)h(,)c67xF4)38y2xe(Fy(b)236(0,5)38yK(+)em32925orno,g(as5)1hFz(5)1g(c~)-49b(;2Ω1yF(ceF3b(c~)Ω4Ωb,71717)25(n)y(()p,1(c773034b179y458(+y(ev)pF835Ω25(n)y(o)sΩ(ordena00fF6yb)rgxcFt(8.222206495Fy333,1(c77Ω3034b0341Ω458(+y(ev)l2)67)25(n)y(o)sΩ(orden)1985q000fFK((0,46(t000fF6y(0,5)50Ft(8.22)g478ymV76x028Ωyout913fład2,b(Θ)g(c~pd736543b(c~)-49Ω5E8yum34-)a)g(e)g(a)uΩ9de)g71p)AF3736536(s)t97yFy(b)3E8y1sygtr76^(c~)Ω4Ωbs)E8yi46nas)grden(0,3)qs)h(,)c67xF4)33y2xe(28Ωy(D3F5F3(g))2xiia)g)s(te-)22063Page:92102206tFr(um014c(0)Ω49357Fz(5)1b4y10876um.m4959(Nes4e(F6(b(caso,f(FjagΩden(033Fh)2K39N11129Ω5pF8634882)y(esaF03(193(g4935Ωy(o)=)g933h34442yxp(430y2933K(()pΩF224)249357Ω((l)rF6ypF233572933K(()p192397249357y(x0)gypF2FgΩ4933K(()p2)509749357y(x0)gypF2y24933K(()p326y1Ω49357y(E330ps)h(.(4914)NotΩ55419yFzh(eree-46na)c67xF33Fi(uma)3b(c~)-49Ω54360(q6g-46na)b7825081Vy)h(de)fl,fΨangFz(3)3)j4aΩerd1071267(501y6yFb13355081Vys)h(no7hira)g(e)g(a)gΩyz(pF37365Fzh(er(971yFd2)e(te3hntf(Ffdformaf(yF8j(ye-)a)g(e)g(a)uΩDuadirdas)h(hΩ(ordenO()i(a35e)˙eerdenpFK(+)225N5(b(es4s)61b(dFz()3782518)1y(da)N1=)hlmdomf(via)g0it4176(h((a)1)1en(033FtK(+).FE(g)2Al000)fFy(a)360339092isso,idnotegFm000b000)fFy(a)Ω603310419yFzj(ae(dir201yFy(b)3427716yFzF1=)h(obgS-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn))901129Ω5a)is)h(no7fira)g(e)g(a)gΩyz(pFFK(+),()Fy(a)26054621219Ω62121854981y(0)2645499.6yFy(a)Algorit(e3092vaoa)i71)Ω3)rfF,)kar(uΘ)gum34-)a)g(e)g(a)uep)a)ootencebh(ae(014cgS-cur130Ω)-5)7790Ft(8.62)75b(Re1y(yFzN5(b(strac)-50b(77419indicar(1p)a)grFiΩ5uadF359076y(v)a1400b(Re1yK(+),(e443b(c~)-49Ω57Ω19dmdayhp)a)grFgy(a)d(4007b76y(v)a2078b(Re1yK(+)=cΩduadirdas)h(hΩ(orden)198514Ωy(De)^4f)1en(033FtK(+)22.E48ΩyAnalogayFz(3)327Fy(b)236d)3418b76y(v)b)3482)(ReΩyFalmed570dirdas)h(hΩ(orden)194mf933^(2y(b)236(033FtK(+)227N4360e)33362yy(a)d(3999381Vys)v)y4423362yΩ3653brdendirdss)h(hΩ(orden)195c(De)^c(Den(033FtK(+)22.E5())Se(F6(b(as5)s845tr76^(c~)30))ΩNy0dir201yFy(b)342771Ω92oes33F6ys0yF921095bdy)71ytaspFe6(s)trFK(0i,f036(s)t97yΩy(b)37yy(()p,1(c773034b3301381Vys)v)pb33y1V36Ωy(o)sΩ(ordena00fF6yb)rgxcFt(8.223319)3b(c~)-49Ω50Ω)-5)h0241m8b7824616yyc)Fz(3)28211618yFz(4c6727ea)d)s5)s8k(dir201yFy(b)3427716yobs)Fy(b(z()m24130Ω)-5)ΩN1=)h432b(dFz()35360z(5)1f(no7hin(0,4nito(eΩden(033()i(a35e)^cΩy753,2F266(l484VK()pe)F73(g469Ωy(o)dm^)(b(p46na)c67xF33Ft9b(;2Ω1yF(d(F3b(c~)Ω4Ωb,71599761y(()p,1(c773034b1z76F716VK(v)p)1716Ω761y(o)sΩ(ordena00fF6yb)rgxcFt(8.22283)23975333,1(c77Ω3034b0223716VK(v)F33Fr(esa^Ft(z53,2F2363725VΩ(epe)F421761y(o)sΩ(ordend(4493716VK(v)a25321761Ωyy(x0)12yd26a7716VK(v)bF26611761y(x0)gyd2756Ω716VK(v)c27901761y(o)s2)g933K((Fin2yFz(3)3,)~)Ω4ΩbFfddu)s845ou)ehmfisΩf)d)s5)s8j0dir201yFy(b)342771Ω92oes3456ys0yF9210456yigufis,b(Œ(s)t97yFy(b)340Ω)-yF(fnsignfF,)kaf(yF8j(s3^)-460656y(r)g(na)3t4176s(N6Ω92S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s2346ys0yF921095pΩ%%8incideFE(ΓF45ou)fys0yF921095btangFz(3)3sb(Œ(s)tre8g3si)Ωf(na)cep)a)g(e)g(a)grdenpFK(+).z5(3)2Nes4e(F6(b(caso,34118y.dev(ao)ms236a)3108aoar(1aFg1ur13092turas26Ω)0e)3or(971yFz(1)pΩeo2260yF92oes32y0des)3sb(S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)s.z4a)C)mFEE4bvia)g)s(te-49uep)a)oocebraΩ)er,3^)-46330s)-yF(i(equ4130y(l02206a(h71ao)rfF,)kar(u(ae(iraΩ)gs701yFy(b)342771Fy(b)3E8ydo96p46nas)g(te3g0(uira)gxe)uΩ9dess3sb(S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s22206embhΠorno,f(d)1hFz(5)1Ωb7821463by10876um9k21s8gFmesmFs.FE(g)2MfisΩ^)(b(precisayFz(3)327pΩ)g1577(F24)21692116657aeM()d(que)edure)irdx(ScircO41rgΩ(o)sΩ(ordena00fF6yb)rgxc29(to,)3:Fk35x4SCircleFK(+);)gΩyz(pF28(to,)3:F3)cFyx(CV76intFt(8.22283)2:Fk35x4SignFΩΩy(;)68K(18357y(x)1985cy(E(g(e)3pl)r(n)FK(+)2Ω(oΩta)aFt(8.22;71301129Ω5F4(342(eE(016)35uapl)r(n)F(uma)f(reta)bFt(8.22;71311129Ω5F5FF24yF)c(e)3pl)r(n)F(uma)f(reta)c7Ft(8.22;)68K(19(n)373c~)-iyF)d570842g(uma)f(reta)pFK(+)22;71691129Ω5u016)35F)h35x(AEta)g(uma)f(reta))-49b(ao;)68K211n)373M)if)k29Ω5uffi)35753h)[)f(qM(442yF]Fk(eM(tho)ehz(5urn(gy(()p,1(c773034b1789Ω213(+y(ev)l181)2211n)373o)sΩ(orden)1985q000fFy(0,46ΩF000fF6y(0,5)50Ft(8.2268K2y(ly(cM))302)82224263yΩden(033(316)35F)d92o(34442yxu)12122435VK()pΩFy251Ω24263yy(x0)12yuF3522435VK()p24428924263yy(x0)gyuF489Ω2435VK()pb1528324263yy(x0)gyuF62832435VK()p3(1667Ω24263yy(E330oK(+);)82225712yy(a)d(8772586VK(v)a)9~)Ω25712yy(E(016)35uadirdss)h(hΩ(orden)193(43Ωy(De)^4hΩFen(033FtK(+)22;71301129Ω5dFy7202586VK(v)bb17822571Ωyy(E(016)35uadirdss)h(hΩ(orden)194Fg(eE(^c(Den(033FtΩ(+)22;71301129Ω5dF25542586VK(v)c261225712yy(E(01Ω)35uadirdss)h(hΩ(orden)195Fg(eE(^c(Den(033Ftt(8.22822Ω2721(bΩyM(if7N1(b)236d)9742736VK(v)a)10E(g2721(bΩyE(y(;inalmed570dF182736VK(v)b)12)202721(bΩyM(and33)(bΩDΩ5d)150162736VK(v)b)158y2721(bΩyE(y(;)2K39)16)35uadF743Ω27K6VK(v)y18102721(bΩyM(and3341129Ω5dF207362736VΩ(v)c2135+2721(bΩyE(y(;)2K39)16)35uad228K(2736VK(v)a)2363Ω2721(bΩyM(tho)eN5360z(5urn(frd()p,1(c773034b306Ω2736VK(v)F33Fr(esa^Ft(z53,2F31762274)2K(epe)3215Ω2721(bΩyo)sΩ(ordend(33042736VK(v)a)33y6+2721(bΩyx0)12Ωyd334y1V2736VK(v)b)34742721y(x0)gyd235(n)2736VΩ(v)c360(g2721(bΩy8.2282232872ly(cM))30if7N1(b)236d)1161Ω2887VK(v)a)11g28721yK(+)=d570dFΩ4822887VK(v)b(1391Ω2872ly(cM)and3341129Ω5dF16542887VK(v)b(171)22872lyinalme086)35uadF18g2887yK(v)yF9372872ly(cM)tho)eN5Ω60z(5urn(frd()p,1(c773034b26092887yK(v))193(p(esa^FΩ(v)F33F274928721yK(+)sΩ(orden)1985q000fFy(0,46(t000fFΩy(0,5)50Ft(8.2282233022ly(cM))30e)962317)1y(while)919570dFΩ2318y(a)2v)aF391317)1yΩyE(y(;)2K39d570dF522Ω318y(a)2v)b)1592317)1yΩyM)dm109933231yK(+)sΩ(orden)1985q000fFK((0,46(t000fF6y(0,5)50Ft(8.22)i(a35e)Fh)2K)Ω(oΩta)(0,46(t000fF6y(0,5)50F000fF6y(0,3)qs)h(22;71099Ω3474y)sΩ(ordend(118y(348y(v)a1229(3474yy(x0)gyd2134348y(v)b)1358(3474yy(x0)gyd21453(348y(v)y1487Ω3474yy(8.22220635e)Fh)2K)Ω(o35uadF7(n)348y(v)b)1803Ω3474yy(x0)12yd21m98y)48y(v)y193e)3474yy(x0)gyd22027Ω348y(v)a2068(3474yy(8.2296236243425M(z(5urn(32Ω49333,2F4283(363y(v))193(p(esa^FK(v)F33FF5223624ΩyK(+)sΩ(orden)1985q000fFy(0,46(ty(8.22b)g3669ΩV)g38293a)NotΩ527419yFzhfes4e(g(algorit(ecno9jp)a)oomitefΨam)Ω00b000)fFy(a)360332519de))f(i17rmg9aoh0241m8fc)Fz(e)f(uma)3241662Ωyc6727219tFj5tr76^(c~)30))Ω23yS-arces634396y(b)1m8b5925orno,g(a(um014cfFmesmaf(or(gem27hira)g:9gfes4a)uΩ9241m8fc8incideFg108g9aog(241m87dFs845r)g(na)3t4176s(N0)Ω40944(S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s2319tFi((uira)gxe)gem87ΩΠorno,f(da)cep)a)g(e)g(a)u(te3g0or(gem.(b7824445+y(eJ99.6FK(a)Algorit(e5292vaoa)b(m(lo)rfF,)kar(gΩbFfdum96p)t)g(el3)1(6p)tΩ)ootencebf)a691V4646(b)uma9k2S-cur13dFz()37824877ΩyK(+)V(u(a0b(70y(gooa)g(ascrev(ao)r3k(ecalgorit(eeΩ2x(InCurvej2xyFzhf6f))f(i17Pe(se(h01)cep)a)g(e)g(a)gΩyz(pFgdK.de)g71p)28g3Kep)a)ootencebb7825010s)-azy(pΩ%uma9hS-cur130Fz()4y(b)236A)486)35753e)sΩ(ordenq(139Ω5025VK()p2442(n)5010s)y(x0)14z334947yK(u(y)14zn)5010Ωyy(xc32519)rF6yq2157K(5025VK()pb1z15010s)y(+)22.E77Ω30MfisΩF4(a(precisayFz(3)327j(strac)-50b(E(g)2el42a)gxar(gΩum87Ωalgorit(edyFzN78251427Fz(5ornaFF24yx5true)is)h(bFfd)(4-)a)g(e)Ω3)1(hFyz(pF37365p)a)ootencebi(b)3eS-arceg(e)3AFh)2KepFz(5ornaFfΩ2x(fa30e)p9b(27hcasoog1c86(s)trs)61b(d60ario.=)Fy(a)26054633120Ω6331zn)54981y(0)2645499.6yFy(a)Algorit(e3092vaoa)i71)Ω3)rfF,)kar(uΘ)gum34-)a)g(e)g(a)uep)a)ootencebh(ae(014cgS-cur130Ω)-5)7790Ft(8.63))g2Re1y(V76aoa)953603f(5uar7gfes4e(h3)3s)327gF34Ω(primeirodiasso1y(0b(c~)-49Ω50y1ao)rfF,)kar(7(se(h)(4-)a)g(eΩ)g(a)feta)ph7365p)a)ootencebheahf(S-c)Fz(3)28211618ΩyFz(4rcn))(0)3362yy(a)c28(to,)3(a(um(uira)gxe)f9da)ceS-cur130Ω)-5,)9(a)ou)eh(Fja,mh.dev(ao)ms2b(m(ao)rfF,)kar(7(se(gΩyz(pF1314933345g(e)3pl)r(n)FK(+)2Ω(oeta)c7Ft(8.22701Ω)53h)0.zy(3)2Em3E8y1asooh)5F,)rma24176,8b782461Ωy0(F)k29Ω5Ad736543b(c~)-49Ω5N53603)(fS-c)Fz(3)28211618ΩyFz(4rcn))((3)28-yF(e443b(c~)-49Ω,)95360se(ieta)qFz72Ω484VK()p24473y4(n)y(o)me086)35A(?8g3KeK(f(e)3q22094Ω484VK()pe)F13(+4(n)y(o)22,33)60e6(s)t97yFy(b),(N(pΩ%nmdayfhmfisΩf)hs)61b(dFz()35360ayfhfazer.))g661Ωy(Cas7)0y106(s)trs)61b(d60ario,(42bbFg(e)3AFd(uma)3b(c~)-49Ω5y(3)201)ceS-arce,idt)ms2eyFzhfm(ao)rfF,)kar(7(se(gΩ(o7fira)g(e)g(a)gyz(pFgdK.(que)orrepFe6(s)trFh6s(N0)Ω73(+yp)a)g(e)g(asy(e)3q269Fy749K()p24777734yy(8.e(gΩyz(q)m98y749K()p2)918734yy(8.,id106sider(Fy(be2)(cose71ytid2)gΩ6f))f(i173o(f2ira))3e7c)Fz(3)282116181662Ωyrcn))40Ωbeta)c7Ft(8..)6816V76aoa)y(3)2yF,(i7-rimeiroN0)Ω866ΩFfm(ao)rfF,)kams2cbFg(e)3q)998y881VK()p1(1076Ω866ΩF3KeK(f(e)3q212353881VK()p2F273866ΩF3Ke;3k()m8d9casoogΩ)5F,)rma24176,8gp)a)grFf0de(0,4ni01yFy(b)342771Ω921099224ı1yFy(b)3427716yFzF16y6.422,3h)(4S-arced(F3b(Ωc~)-49Ω5N8925o)s(terh6(b7829916yyc)Fz(3)28211618yFz(4rcn))90Ω92yFoFK(a)cep)a)g(e)g(a)f(e)3q21334b)014VK()p244402Ω9916yK(+)=c(e)3q21548b)014VK()pb158y(9916yK(+);E32Ω92-ra)gxFy(c)3o,fΩes4e(i7caso,g9bas5)1f(m(ao)rfF,)kar(7(se(gΩyz(pFd736543b(c~)-49Ω5N519difer´)-497((a)1)1enq)403FK614VK()p2440769916yK(+).(b78211311mV76x0gout913fład2,bf(se(jΩyz(q)1163b)24716yF1F230211311ΩyE(y(;)2K39)8(l)286q(F39FK624716yF2)14z6211311Ωy)3,)9)60e6(s)tahgFbas5)1f(m(ao)rfF,)kar(uΩ9se95Fy333,1(c773034b256Fz124716yv)c2600211311(uma)f(reta)qF24816124716yF1272Fy11311Ωy(l)rF6yp)rgyq22900K624716yF2)2F011311Ωy)3222206495(+1.FE(g)2OuE32Ω92(Fja,mb)g12563F24)2169211342aeM()d(que)edure)iΩ2x(InCurveg(co)sΩ(ordenp016)3575:F3)cFyx(CV76intFΩΩy(;)g(e)3AF28(to,)3:Fk35x4SCurveg(co)s2)d3:Ff(ex(B(queoleanFΩΩy(;)68K(1492by(86c)f73e)Ff(e)3A:scirds)c7Ft(8.;)68KΩ1643(bΩyM(if7N3Ωy(Dx(Sid3Ofg(co)sΩ(ordenp)rF6ycFΩ(+)22)2206495(0k(eM(tho)e8223179yb(if7f(e)3A:ords)g(2F94K(d(e)3A:dstk(eM(tho)ehz(5urn(frdenpcΩyE(y(;)2K39gΩyz(A:ords)g(82231944ly(cM))30e)kz(5urn(gy(()p,1(c77Ω3034b14573195y(v)y14911944ly(co)sΩ(ordenA:ords)g(t000fFK(p)rgyA:dstFt(8.22706a)3=Fi5+1;)68K(20944(cM))30e)kz(5urn(gΩ2x(fa30e)p9)g2624VFy(a)2605464b)21Ω64b)20)54981y89ybaeB(Cap)-06a)343b(c9022430tn))77Ω30103^)-46333zy(Lo)6(b(calizFz(1)pΩ633ycn(=)21156yFz79Ωa)d)e(01)cep)6a)3on)-6925o)790F(n)-69201)7730map4c(0)Ω17986(co)Nes4e(F8y1ap)Fz(3)28211618yFz(4tn))N6Ω92strac)-50b(76925ratar(7((obh7-robl3yayfhfundayFz(3)al(7((a)uΩFL())rac)-c(g(alizFz(1)pΩ456y42750921095bo,)3(a(j)01re-)a)g(e)Ω3)1(h(n76um9^)-46930s)0map4c2y0yF27j(resumidayFz(3)327fd106sis4e(gΩ5em8fde))f(i17rmf(yal(h(el3yFz(3)0)g(te3g001)cemap4cfΩy33Mh7365106(s)t000)fFy(a)3603395b(R6y(b)um99519dada)cep)a)g(e)Ω3)1(hFyz(pFps)h(.(4g26956y(DFzj(agooa)eembhdiaFz(3)327i7130Ω)-5ms2346ysup)a)grFiyFzhf01remap4cd343b(c~)-49Ω55Ω60z(pres971yFd2)jp)a)ola2ces4ruturaj2I(SMC(342327yy(8.e(45360z(ferΓciada)ceatr6s)vas)i(condi30))Ω44Ωa)d)gum34ap)a)g(e)g(adar(1paoa)h9um34ob)5F(je2oΩ44Ωa)d13ftivia)g)f(Dx(F76ace)is)h((as5)1fes4rutura.(342466y(V)-8c)-50b(E8ydnotar(uas5)1g(face8gp)a)grFgΩFL(R)rac)-efFe0ac(i(e6(ty(8.2Ω(ord33MFK(+)22.E41)2Al000)fFy(a)Ω6033E8ydisso,idstrac)-50b(E8yFm000b000)fFy(a)Ω6033E8ysup)a)grFh9yFzh(eree-)a)g(e)g(a)95b(592bΩyz(pFi736543b(c~)-49Ω5N51901)cep)a)g(e)g(a)h.de)g71p)28fΩ(+)dada)hp)a)ola2eh(uaKiz(pres971yF01yFy(b)342771Ω921094y1an^yF92on72.(b7822F3+y(eJ910.1FK((a)O)54pΩ%%8nceit2)e(te3Fe6dere01yF75360c)(0)3174yy(8.Em)90Ω92-rinc)Fz(3)28211618yFz(4pio,(39i)2o845r)ultada)ced)1hF))sΩ(calizFz(1)pΩy(b)342771Fy(b)3E79tFkum34-)a)g(e)g(a)gvia)g)sΩ6fria)g2sFr(umum34vas)i(condi30)rticΩ,)9(3)2017Pf9aras5)13433074(ou)233)2017Pf9face27j(yF(202243b(c~)-49Ω,)25Ωa)01reob)5F(je2oΩ233)2da)cetivia)g)f(Dx(V(ao)rtexFΩ(+),Fk35x4EdgeFd7365ou)3(Dx(F76ace)is)h((a)ees4ruturagΩFI(SMC(ps)h(.(g(E6(s)trFy(c)3o,978243y(vyF(N(pΩ%yFzi(ayfhmfnipulFz(1)pΩy(b)342771Fy(b)39519de8i(01rfmap4ce(F3b(Ωc~)-49Ω5N4360z(alizF(a)eatr6s)vas)i(condi30))ΩN5Ωa)d)fh(uasb(Λsqui17s,b(Λ)evyF(g9yFzh(279782572Ωy(Fosa(2Ωb)es4ruturag2I(SMC(373653Page:921024bvia)oomitefΩ(obt)r3i(a)23pesqui17szi(ayepaotirFf0deFK(ab)5F(je2os)25Ωa)do96tivia)gs)f(Dx(V(ao)rtexh7365ou)97827Re1yK(x4EdgeFFΩ(+),Fj536(s)t97yFy(b)3E692strac)-50b(2Ωb)sup)a)grFiyFzg9aofFopraΩ)erFz(1)pΩy(b)342771Fy(b)3Ey0de)gF))s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)3E5360z(5ornaFj53Page:92102y0ap)a)en)s845o23pel3yFz(Ω3)1(fyFzN78238362y5106(s)t000)fFy(a)3603395360234-)a)g(e)g(a,(gΩ5maFgFm000b000)fFy(a)36033953)2017Pgpesqui17)h.de(0,4nidaofFbobre8Ωifes4e(f(el3yFz(3)0.FE(g)2F)-8c)-ormayFz(3)3,)N0)Ω40779y(M(De(0,4ni01yF5092c1o(=)2556yFz3F6y17)71Ω97365UmFd73LFe6der)rac)-ez(1)pΩ456y410456o,)3(a(ium34-)a)g(e)g(a)uΩyz(pF37365n76um9hmap4ce(3Page:921046925rivial(eΩy33Mg736543b(c~)-49Ω5461901)cepar(ueta))-536)35753N0)Ω42016yy(f(reta))-4(:h)rF6y)-4(:c7Ft(8.227442(eE(29gΩyz(L)8784234yy(s3M99y42016y933342(291129Ω5Q)11g8Ω4234yy(s3M126642016y9+),FF4(a(ondFfeta))-4(:hcΩd9443b(c~)-49Ω542bF(g9el3yFz(3)0)f((obh7map4cfrd33MhΩxyFzhf106(s)t000)fFy(a)3603342bF(4-)a)g(e)g(a)uΩyz(pFg2xe(geta))-4(:c)3214342y736543b(c~)-49Ω54(pΩ%uma9fpesqui17)h.)al(e0yF274214)0e)ceta))-4(:he736543b(c~)Ω49Ω542bum9hvas)i(condi30)rticΩ(E(g)2e6(s)t97yΩy(b)34y(b)236)-4(:hi)2K39grdenO(s(rds)g(as)h(hΩ(orden)-4(:c7FΩ(+)22;7j)0e)ceta))-4(:hc736543b(c~)-49Ω54(3)2017Pf9aras5),)N0)Ω4474yy(x)-4(:h286)35753grdenE)6a)3dg(t0e0oK(+)sΩ(ob(c~)-4(:c7Ft(8.22;)9(3)2327gse(geta))-4(:hFd736543b(c~)Ω49Ω59(3)2017Pe9face27jeta))-4(:hc7365K(f(e)3Lef)z(3)2tg(uma)f(reta))-4(:c7Ft(8.22.FE(g)2V76x09(a)out913gład2,bgF3j(F3b(Ωc5(3)2un7o(39i)2e6dere01yFy(b)34)39519de8b7824606Ω)01re-)a)g(e)g(a)iyz(pF37365n76um9cemap4cf5rivial(fΩy33Mf736543b(c~)-49Ω5N1bF(g9par(7()f(reta)f)50F000fFΩ)35A(?8qy(o)22,331(a(ondFheta)f)386)35753286)35L(R)raΩ)-efFe0ac(i(e6(ty(8.2Ω(ord33MFK(+)223E8y43b(c~)Ω49Ω59(3)2a3j(F3b(c5(3)2un7279(a)face8h(domb7824739Ωemap4.(4g49716yyNotΩ5fyFzhf01rfira)g(e)g(a)gyz(pFgΩF33ira)g)s(tegtFr(ghmfisΩf)d)(h01)cee6dere01yFy(Ω)34)3910F(n)m(01rfmesmF9cemap4.E41)2V76x09(3)23xemplo,345112y0(F236(to,y(pF37365Fs4s)61b(d3)2a39y0(obre8g33)(fvas)i(condi30)rticΩ(36(to,y(vj2xyFzN436043b(c~)-49Ω5Ny0af(or(geme(de(jΩ(vs)61b(d60ariab(70y(ras5)s,id36(s)t97yFy(b)3330ta)s(terf9par(7()f(reta)v(ΓfF6ycFt(8.22356y413E140Ω5432)y9104=)Fy(a)26054697122Ω697121)54981y(0)26454916.2yFy(a)L)s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a)absolu5)124740Ft(8.65)75b(Re1yrdenO(s(rds)g(a(uma)f(reta)c7Ft(8.227283)239heta)v(303)dK.43b(c~)-49Ω57Ω193)(fe6dere01yFy(b)34)39519de8eFyz(pFps)h(.(4y(a)AnalogayFz(3)327Ω95360se(ieta)pF37365Fs4s)61b(d3)2a393y0(obre8h2017Pe9aras5)1uΩyz(ec7365K(f(e)3E)6a)3dg(t0e0oK(+)sΩ(oeta)c7Ft(8.22,13433766e6(s)t97yFy(b)33)(bFy(c)3ob)2Ω(oeta)e00fFK(cFt(8.223536016Fy(c)3oi.2Ω(ord33:(oeta)e00fF360S6ΩF0y(t0m0oK(+)sΩ(oeta)c7Ft(8.222235360s0yF921097Ω19e6dere01yFy(b)34))ΩN(=)h(Ffeta)ppK(+).(b782687ΩyK(J910.2FK((a)L)t(calizFz(1)pΩ75360c1o(=)280842y(56ΩF0absolu5)1b78291n)373o)Assim,z4a)ob()d(bl3yayfh(a(j)))sΩ(calizFz(1)pΩy(b)342771Fy(b)39519de84a)01re-)a)g(e)g(a)gΩyz(pFh7365n76um9cemap4cerd33MiF33ira)g)s(tef0(Fr(irasolvidFe(iraΩ)gr3^)-46081Vyu395360algorit(e,2eyFzk(strac)-50b(77Ωydno(i17rmg9dFhetx)L)s(categ(co)sΩ(ordenp00fF36Ωd33MFK(+)22,57419yFzi(d73o(f2um34-)a)g(e)g(a)uyz(pFgΩF33de)g711073823)101y6yFb38911081Vys)h(e8g33)(34118)1y(map4cd3esfas)i(condi30)r7o(F)2(eE(M)p9b(27fde))f(i178g33)(Ωcee6dere01yFy(b)34)394bvaoa)eeta)ph7365em8f(eE(M)pΩ)h(.(4g1316y)3AFh(idas)i(condi30)i279(a)bs)61b(dFz(s72797ydsueEi4algorit(e39i)2106sis4e(j53m:54(pΩ%se(342(eE(M29(to,)343b(c~)-49Ω5N519o9cemap4cf5rivial,f036(s)t97ΩyFy(b)33)(berf9algorit(e3782144834ysimplesmFz(3)3)j4z(5ornaFhF34Ω(e6dere01yFy(b)34)398y4Ω(ordL(R)rac)-efFe0ac(i(e5ΩFt(8.2Ω(ord33MFK(+)223pΩy(l)rF635A(?8Ft(8.22;)98y1asooeFc86(sΩ)5rs)61b(d60ario,(Ny0erf9algorit(eeysim76ularh6(b78Ω1581Vma)mvimFz(3)0)f((a(ium34-)a)g(e)g(a)g(e)3q)kΩ)h(aecłong0)f((a(ium34rdL(ctrac)-50inh)39519de8ir)raΩ)-efFr(n6^(c~206e0cia)FK(+),(N519yF(fn43b(c~)-49Ω,)95pΩ%uma9fpseq)a)¨(c5(3)2u76^(c~)30)0cia)^)-4671)1y(arbi5rs)61dΩFaria)419tFi(S-arces6hyFzg941e01yFy(b)34azy(pΩ%n76um9crdL(ptrac)-ont10456ytef0r)rac)-efFr(n6^(c~2Ω30)0cia)41(b)236r546173651ujeeye6dere01yFy(b)34)344Ωa)no9cemap4c992243b(c~)-49Ω50)184)2y5106hecido,E32Ω92e(h3)3f(i178d)no9iira)g(e)g(a)gyz(pFgdK.d73o.zy(pΩ%A)39519long0)f((as4e(i7-)a)oocurs2,bgF3fe6dere01yFy(Ω)34)3933)2da)4-)a)g(e)g(a)g(e)3q)h)2K)3b(c~)-49Ω578Ω19(8(y2tualizF()39(a)exa(i17Fdo-seFK(as9hvas)i(condi30)rticΩs7N4360e)e9aras5)FK(en106(s)trad49fFira))3ef34a0inh).(342282)y(eH916.2y2442(360Obten01yF6092c1o(=)266y(b)340Ω)-te3g001)cep)t)g(el3)1(6depFz(fFr(76^(c6430)0cia)^)-Ω24(8(y(eK(Das5)1(d60forma,8j(yd7-rimeiroeiassoi((obh7algorit(e42Ω2243b(c~)-49Ω55092obt)r3fdum96p)sto(e)g(a)g(a)Fz(fFr(76^(ci30)0cia)50(b)236r5h)2Kepf6um9^)-4261166e6dere01yFy(Ω)34)359(b)236)-7790262716yv)r)87-426116s)h((as5e96p)sto(e)g(a)e)no9cΩemap4.E21756V76aoa)57)2yF,(63ystrac)-50b(57)2sup)a)grFh9a34Ω(exy76^(c~)30)0cia)57=)h(obg()d(que)e-9^)-4274)1y(dimFz(3)0)51Ωb)2x(GenRefV76intFt(8.2Ω(ord33MFK(+)223hyFzg9z(5ornaFgF(g9par(4Ω(sΩ(ordenr76)rfF6yl1248-4275816yv)r)2522274)1yK(+)22352Ω)0e)3Fsis4e(gysimplesmFz(3)3)f53m:585360seja)^)-Ω28762yy(a)fΩ((a7365K(486)35L(R)rac)-efFe0ac(i(e6(tΩ(+)2Ω(ord33MFK(+)22,(486)0seja)eeta)bF37365um96ob)5ΩF(je210456yta)cetivia)g)f(Dx(Ba)m41rhs)h((as5)1h9face27j(e2cbj)1uΩyz(cj2x3grdenb:(ordL((ascpK(+).(819SFzN7823008ΩyrdenO(s(rds)g(aK(+)2Ω(oeta)c7Ft(8.2275)2(eE(y(;)2K39fΩyA(?8qy(o),f036(s)t97yy(b)3486)0bas5)1f(tomarFfeta)r(56ΩFK(+)=c(e)3pintFt(8.2Ω(orda)c7Ft(8.227ce(geta))-2544Ω302316yv)r)2635b30086yK(+)=ka)f(reta)O1s-rds)g(aK(+)2Ω(oΩda)c7Ft(8.227pΩy(l)rF6)c7Ft(8.22;)55(b(p)a)gr74214)out913gład2,biΩ9se9(0)31411yrdenO(s(rds)g(at(8.2Ω(orda)c7Ft(8.22732Ω92=)g7110?8qy(o),k9yF(312243b(c~)-49Ω,)9y0(e(gΩyz(E)6a)3dg(t0e0Ft(8.2Ω(orda)c7Ft(8.2279519)3b(c~)Ω49Ω595)2017Pgparas5)1gF(mstrac)-5l,5N5(b(e6(s)t97yΩy(b)37y0bas5)1f(gerfr3g001)cep)sto(e)g(a)gyalyFr134327)1yΩya)r(gdK.(obre8eas5)1g(aras5)1gegtomarFeb(c~)-153K(328816yv)r)K(Πb327)1yΩyo)=)c(2Ω(orda)E6ΩF0dg(t0e0Ft(8.2Ω(orda)c7Ft(8.227pΩy(l)rF6)c7Ft(8.22.(3435779y(H916.2y2442(360Obten01yF6092c1o(=)266y(b)340Ω)-te3g001)ce4a0inh)(6depFz(fFr(76^(c6430)0cia)^)-Ω3774yy(8.O()i(aiasso1y(FguyFE(Γd343b(c~)-49Ω501Ω)5(a))f(i17rme6um9h4a0inh)(f((a(iz(fFr(76^(ci30)0cia)01Ω)5yFzg941e01yFy(b)34az)i(ano7hira)g(e)g(a)feta)r(jinale8e)3f(i178339064(nm^)(b(p)a)g(e)g(a)uyz(pFpΩ)h(.(4g403834(VyF(dyFz(nossoo4ob)5F(je24176(28Ω2243b(c~)-49Ω59(a)el42a)gxar(e6um9i(algorit(ecde)919F))s(calizFz(1)pΩy()342771Fy(b)3E79yato,k9e6(s)t97yΩy(b)3E8y43b(c~)-49Ω59(a)funda-9^)-44171VmFz(3)al(i9yFzi(F34Ω(4a0inh)(f((a(iz(fFr(76^(ci30)0cia)346ysFjag0formadyd7-)a)grFiΩ(S-arces6h1ujes)g(S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s232Ω9tFi((uira)gxe)b7824303y0(Fjam(d)h(de)fis.FE)(b(O232Ω9idef(Ffdsfria)g2yFzi(as5e964a0inh)(e0fosseFK(108ia)gsteree-)a)gr(uΩ9um9i(F3b(c5(3)2un7F(3122S-arce.FE)(b(Nomb7824436Ω0e6(s)tay(c)3o,9319o9ceira)g(e)g(a)gyz(pFfdK.d73ob(Λ)g9o9ceiraΩ)g(e)g(a)feta)r(k2xgerfdecacima9fps97yFy(b),(N(pΩ%em87gerf(,)4-)a)g(e)g(as)h.de)g71p)282314933n(fΩdw(A)FK(+),(N53603z(n1m8b782456834ysempre82Ωb)exis4e(f(01)ceS-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn))E5360zh(de)flfiass(Fy(bje-)a)gr(eas5Ωs7jΩyta:9e-)a)g(e)g(as.E41)2V76x024b3xemplo,i((uira)gnh4c(0)Ω47001y(yFz41(b)236p)e)1+)sa5Fy33h(487yh34442yF7(oΩda))rF635K(07pΩy(l)rg35K(07pΩy(l)rg353334442yF12(oΩda))rg35K(147pΩy(l)rg35K(07pΩyE330-zn)533039y2xe(iΩ236r5h)2K=cerd33h(487yh42yF07pΩy(l)rF6353334442Ω)h(17pΩy(l)rg35K(27pΩy(l)rg35K(07pΩy(l)rg35K(07pΩy(l)rgΩ53334442yF27pΩyE330-zn)5330Ft(8..)65)2V76ola240Ωb(fs)61b(d60orm76ular98y4Ω8.122,(j(a)23pc(queo41-c(0)Ω4833zy(nmdas)Fy(b(homog(76^(ci30)0eas)Fy(b(des)3sbi-)a)g(e)g(as)4Ω(s97yFy(b)33)(brdenp086)35753210Fy4752)y(el3342(21y1Ω483)1yΩyo)147pΩy(l)rF635K(127pΩy(l)rg353334442502Ω4750a)ppK258(+4750yF216258(+483)1a35K(37pΩy(l)rgΩ53334442yF7)F803y4752)y(el3343)F878483)1yΩyo)Ω57Ω1eta)r(e)1+)sa313(+4752)y(el3342(31720483)1yΩyo)4(oΩda))rF635K(1(43Ωy(+)3437+4750y933ppK3520+4750VΩ83xyF7(oda))rF635K(07pΩy(l)rg35K(1(k23334443875Ω4750a)ppK395814750V83xyF7(40354752)y(el3343)4076Ω483)1yΩyo),8b78249656y(yFzN8yn0yF9210972via)g)s(te-)g(sFr(uΩz(duzida)23pazg941queo41nmdas)h(homog(76^(ci30)0eas)F1Ω)5)h(de)fis.F5y0V76xFy(c)30889922vyF(e4yFzN78Ω50957y(xpFh)2Kepeta)r(jdK.(0yF921098b-)a)g(e)g(as)h.de)fΩp)282614933n(grdw(A)FK(+),(N9(b(e6(s)t97yFy(b),(40Ωb(ira))3eecorols)61b(d360ariom^5)230,Eketa))-26234511316yv)p01050986yK(+)=eeta)842g(co)sΩ(ordenpFΩ(+)22)g)=)g933h34442yF7(oda))rF635K(07pΩy(l)rgΩ5K(07pΩy(l)rg353334442yF12(oda))rg35K(147pΩy(l)rgΩ5K(07pΩyE330psFy(a)2605466b)23Ω606b)22)54981y(0)26454916.2yFy(a)L)s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a)absolu5)124740Ft(8.66)75b(Re1y(Fz41Ωb)236)-437+76y(v)r(5F6(Re1yK(+)=geta)842g(co)sΩ(oΩ236r5s(+)22)g)=)5Fy33h(oyF07pΩy(l)rF6353334442Ω)h(17pΩy(l)rg35K(27pΩy(l)rg35K(07pΩy(l)rg35K(07pΩy(l)rgΩ53334442yF27pΩyE33039y2xs0yF92104(3)2as9i(F3b(c5(Ω)2un72s84a)z(5)s8i5)h(de)fis)d3tfis)hyFzieta)extg(uma)f(reta))-373476y(v)pF37y36(Re1yK(+)22)g)=)fyz(pFgΩF33e)33362yy(a)extguma)f(reta))-501681Vys)v)r(565Ω3362yy(8.223319=peta)r(st(8..)5292Suira)gnh4c(6y(bgooa)fyFziΩ)exis4e(f(01)ceS-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)5N4360zh(de)flgiass(Fy(bΩip)a)grFgy(a)pF37365Fzh(p)a)grFgy(a)r(st(8..)5292Oc(0)Ω4616yyp46na)401129Ω5F34kK(+)=eeta)pl)r(n)qs)h(hΩ(oΩta)c7Ft(8.227f.dev(ao)id106FE(Γr(1a)fFz(5)1ueta))-2(1)Ω484VK(v)p006y4(n)y(o),bi-)a)gis)d31asooh)106(s)trs)61b(dΩ60ario,(42bF(4-)a)g(e)g(a)ueta))-3431484VK(v)p3499Ω4(n)y(()^9)8(l)286F34446)35753eyz(pFgdK.sfria)(0)Ω601Vy)h(de)fl.eV76ol)3E79mesmF9cemo24176,8g)286F34hΩF33dev(ao)hd106FE(Γr(g(ayez(5)1ueta))-250761716yv)r)2540Ω661y(o).E41)2Mas,E3092via)ola2cfs)61b(d60orm76ular26Ω)0(5.822,(ieta))-368761716yv)pF3739661y(()p05)12Ωb)236)-383161716yv)m)3924661y(()y(;)2K39)16)(0,(N0)Ω73(+you)9792(Fja,mh(aspFz(5)s8g)236)-667y749K(v)p)1139Ω734yy(8.e(g)236)-62446749K(v)r71315734yy(8.n2771Ω92109519s97yFy(b)33)(bd10p46naras.(4g866ΩFfNom~2Ω30)0(s)tay(c)3o,kmesmF9456ynes4e(j7caso,jvia)g)s(te-49~)Ω4Ωbmpre8h(tomarFf001)ce4a0inh)(f((a(iz(fFr(76^(ci30)0cia)^)-29916yyformady3)(bvia)gr(i6oisΩf)S-arces6hΩyz(A)15212014VK()p244573K9916yK(+)=c(sΩ(ordenr76)rf803Ω9362yy(u(y)17879916yK(a)F83312014VK()p24487-4991Ωyy(x0)12yq2tK(+)22)94360e)ueta)A(2188b)014VK()pb2259Ω9916yK(+)=c(sΩ(ordenq(Γ24959362yy(u(y)24799916yΩ(a)252Ωb)014VK()pb256Fz9916yK(a))rF6ypFFK(+)22,530ondFfeta)q)h)2K)3b(c~)-49Ω55)20134-)a)g(e)g(a)gyalyFr1i46f1Ωb78211311Ωyw(A)FK(+),(N(a)egeta))5779124716yF16i11311Ωy)3egeta))76Fz124716y)pb83(+11311Ωy)3s2771Ω92109092os)g(S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s2)959(e)3crds)c7o(uma)f(reta)842g(co)sΩ(ordenr5s(+)22)7i(a35e)˙)g(e)3q)tK(+)227N0360e)ueta)crds)c7ouma)f(reta)842g(co)sΩ(oΩyz(pFFK(+)22)7i(a35e)˙)g(e)3q)tt(8.22.(y()3NotΩ50419yF,(iΩ236pFd7365e)ueta)r(jdK.3Page:92102919s97yFy(b)3378Ω1263by-)a)g(e)g(as)Fy(b(de)g71p)AF373653zh(p)a)grFy(c)3o,fΩ(a)14)8(12(8(y(e)p24450021263by7365e)ueta)sF622(12(8ΩK()pe)169421263by7365est97yFy(b)33)(b2a)em8fde(0,4nid2sb(Λ9fps97ΩyFy(b)33)(b)h(de)fis.FEg1396y)3Assim8d9sendo27i7130Ω)-5ms22919sup)a)grFia9fpexy76^(c~)30)0cia)9092obg()d(quΩe)edimo)e(g(a(3(Dx(BuildRefV76ath0Ft(8.2Ω(orda)r76)rfFΩypFFK(+)22310419yFz45rcebra9Ω50)152834yc)mFEf9par^771Ω92metrs2319o96p)a)g(e)g(as)eta)r(jdK.e(d(e)3pFgΩF33de)h71p)28fΩy)3eg9z(5ornaFg017Pgplis5)1eeta)A(288FΩ1543K(()p192943Ω152834K(a))rF6yAb3091543K(()pb30(8Ω152834K(a))rg3533341(7()41(7()41(d(e)3A33))161543Ω6yv)m)342Ωb)52834K(K9de8b7yS-arces6f1ujes)0)1661Ωy(S-c)Fz(3)28211618yFz(4rcn)s2319tFjm(uira)gxe)f9s2771Ω92109519)h(de)fis)f3tfis)hyFzieta)Ab22591z76F(()p192298Ω166134K(a):ords)g(d73653drdenr5s(+),)k29Ω5A2(801z76Ω6yv)m)2847166134K(a):dstc7365K(f(e)3pFFK(+),(93yezgΩyz(A(93951z76F((v3303423)166134K(a):dst286)35753gΩyz(A(97871z76F((v330p()p+1)3997166134K(a):ords)g(tΩyo),8b782179yb(vaoa)4a)ta)s(tereta)ii)2K39g(17pΩda))rF63533341(7()41(7()41(d(e)3m383)ye333444gΩF331.)6816De84a)acordooh)10m34o845r)ultada h(nF34Ω(pars)61b(d60agrafo84a)a6FE(Γrior,F^)-4692yy0via)gte-4932Ω92(Fmpre8h(sup)a)grFg2yFzg(e)3m383

8.Fin2yFz(3)3,fFr(7Ω6^(c6430)0cia)t̂erf9algorit(edetx)LcatejdK.106sis4e(gye-)g(aplicar(e6(iΩalgorit(edauxiliar)95b(55816yx)L)s(cateRel)p9b(27fyFzg9130Ω)-5ms2256ytescrev(ao)r3j(17Pe(sez(1)pΩy()342771Fy(b)3E7Ω3010.3,23pazg94ad)1g(arc0)f((obh74a0inh)(f((a(hz(fFr(76^(ci30)0cia,9)16)(sendo9^)-426912y(yF8j(yf9algorit(edΩyx)L)s(cateRel)jdK.rcebra9Ω5hyc)mFEf9par^77192metrs228Ω22um9hS-arceg(e)3AF3035+2706F((v3303092426912y73653zh(0134Ω(e6dere01yFy(b)34)39092ob4-)a)g(e)g(a)096Ω28236yΩ(a)AF3972838F((v3304482282334K(a):ords)g(36y2xe(c4z(5ornaFhF34Ω(e6dere01yFy(b)34)39492ob4-)a)g(e)g(a)f29Ω5A2F3Ω2838F((v330204os282334K(a):dstFt(8..F4(a(Das5)13Ω60forma,8g9o9cealgorit(edtFk))s(calizFz(1)pΩy()342771Ωy(b)3E79)3b(c~)-49Ω5p9)g2937F24)21692130293aΩeM()d(que)edure)003)dx(L)s(categ(co)sΩ(ordenp3E79ΩF33:F3)cFyx(CV76intFt(8.)rg3533M016)3575:F3)cFyx(MapFΩ(+)22)2206:7N3Ωy(Dx(Addr)sFt(8.)r68K(317n)373M)if)gΩd33Md736543b(c~)-49Ω5N5360orfmap4cg5rivial(e(eM(tho)e822Ω3330s)-z(5urn(i(co)sΩ(ordL(R)rac)-efFe0ac(i(e6(ty(8.2Ω(oΩd33MFK(+)223pΩy(l)rF635A(?8oK(+)22368K(348(ly(cM))302)822Ω36311Ωy)32Ω(orda)r76)rgpl)9(8(364716yv)r)101y3631ΩΩy)322280635e)Fk)2x(GenRefV76intFt(8.2Ω(ord33MFΩ(+)22;782233781VsΩ(ordenA)937796F(()p1997233781Ωyy(x0)123533341(7()41(7()41(ey(x0)i(A)1y(l796Ω6yv)m)133623781VΩy)322280635e)Fk)2x(BuildRefV76ath0FΩy)32Ω(orda)r76)rF6ypFFK(+)22;782233931(bΩyM(fgr3^)Ωb)236ic7365K(g(17pΩy(l)rF63533341(7()41(7()41(dΩe)3m3)cFyM)dm96y(40821Ωy)32Ω(orda)r76)rfF6yl11124Ω409716yv)r)1)52(40821Ωy)322280635e)Fk)2x(L)s(cateRel)pΩy)32Ω(orda)AF863409716yv)i21m91(40821Ωyy6)rfF6yl11964Ω409716yv)r)2002(40821Ωy)322;782234232ly(cM)z(5urn(32Ω4936)-618424716yv)r)1206(4232ly(c8.)rp9)g4272VΩFy(a)2605467178Ω17173)54981y(0)26454916.3yFy(a)L8.67 J910.3FK((a)L156ΩF0z()m2413dFz()37824679y(H916.3y2442(360E6dere01yF(a)c10456yteg(01)ceS-m(lo)tgr3^)-4664yy(8.Na59(a)el42a)gxaz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)3E8ydo9i(algorit(ed)2x(L)s(cateRel)pΩy)327j(strac)-50b(9(a)utilizFrdo(jm10nceit2)ceadi(de)fle(de(iΩ(e6dere01yFy(b)34)39519de8b782796F((01)4a)S-m(mo)tgr3h)sΩ(oΩyz(p)rfF6ysFK(+)22,(4519yF(c(43b(c~)-49Ω,)42bF(4e6dere01yFy(Ω)34)342bd49fFira)g(e)g(as)(de)g71a)sg35K(logFEeeadi7Fz(3)32h(de(iΩFa)ppK(+).(6816V)-8c)-50b(N9(b(usar8j(y^)-29299)sFz(e)f(uma)3241662Ωym000b0ueolo3341129Ω5p2256K(+)+8g)286F7s)F1Ω)K(+)vaoa)b(indicar(e(o7hira)g(e)g(a)uyz(pFgK(K9des))s(ca3o(f2um3gΩin(0,4nitas)i(condi30))imF(95bo,86F7(i(co)sΩno,f(se71ytid2)i(iraΩ)gs72417622795-46061V109519long0)f((ob(S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)7N3Ωy(DyysFK(+).(b78212944(cM)De(0,4ni01yF50Ω92c1o(=)2556yFz3F6y181(d6K(+)Dady361901)ceS-m(mo)tgr3g)sΩ(oΩyz(p)rfF6ysFK(+)22,(3F6ydize-49fFyFzi(F3e9par(7Ωe)3m373653b)2Ω(oeta)m:h)rF6ym:cFt(8.22356(eE(29fΩyz(L)3743Ω136y(s3M3836212944(c33342(251129Ω5Q)401yΩ136y(s3M321b)4262yy(8.23b(c~)-49Ω55)2013g73LFe6der)raΩ)-ez(1)pΩ456y410Ny0dobgS-v)tgr3f(co)sΩ(ordenp)rfFΩysFt(8.22346ysFFK(as94-)a)g(e)g(as)h29Ω5p2246K(+)+8fΩden(0,7s(36y2xest97yFy(b)3356y4171ytid2s)(nF(g9el3yFz(3)0)7Ωe)3m:hFg2xe(g9se9(0)155y017Pdtas)h(417diz(1)pΩy(Ω)342771Fy(obs)Fy(b(abaixF(c(43b(c~)-49Ω09519sm24sfeita:7N9)Ω176834y(1227491129Ω5p2276(eE(29h29Ω5Lef)z(3)2tg(co)sΩ(oΩyz(m:cFt(8.223319)(e8gp)a)grFy(c)3o,feta)m:hcΩd94K(f(e)3Lef)z(3)2tg(co)sΩ(ordenm:cFt(8.2222;)99)Ω19821)sΩ2227491129Ω5p2276(eE(29h29Ω5E)6a)3dg(t0e0FΩco)sΩ(ordenm:cFt(8.22,(93yez59326956y(sΩ2.122748Ωy(D3scirds)cl)r(eg(co)sΩ(ordenm:cFt(8.222919=Feb(c~sF3(g))2x“39fpp)a)grFy(c)3o,heta)m:h286)35753fΩyz(E)6a)3dg(t0e0Ft(8.2Ω(orda)m)rF6)c7Ft(8.2222;)93Ω60ouz5932)67)y(sΩ2.222748y1sy4)(bvia)g(e)g(as)eta)p221Ω97365+8g)286F7s)42y2xest97yFy(b)34)(bn13gład29e-)a)gs72417Ω6(h((a)1)1enscirds)cl)r(eg(co)sΩ(ordenm:cFt(8.22g9)(e8gp)a)grFy(cΩ)3o,heta)m:hh)2K=c7822500s)y(xLef)z(3)2tg(co)sΩ(oΩyz(m:cFt(8.2222;)95360ou)99)+271)1y((3227491129Ω5p227Ω(eE(29h29Ω5O(s(rds)g(s(co)sΩ(ordenm:cFt(8.22,k9ez593Ω2927)y(sΩ3.1227481129Ω5E)6a)3dg(t0e0Ft(8.2Ω(orda)m:cFΩ(+)22)220649535A(?83(g))2x“39gp)a)grFy(c)3o,feta)m:hcΩd94K(gy(xLef)z(3)2tg(co)sΩ(ordenm:cFt(8.2222;)95360ou)593Ω3099)y(sΩ3.2227481129Ω5scirds)cl)r(eg(co)sΩ(ordenm:cFΩ(8.222919=Fe(c~sF3(g))2x“39fpp)a)grFy(c)3o,heta)m:h28ΩFK(+)=f(e)3E)6a)3dg(t0e0g(co)sΩ(ordenm:cFt(8.2222;)93Ω60ouz5933271)y(sΩ3.3227481129Ω5m:c286)35753grdenO(s(neta)g(uma)f(reta)m:cFt(8.223319)(e8gp)a)grFy(c)3o,feta)m:hcΩd94K(gy(xLef)z(3)2tg(co)sΩ(ordenm:cFt(8.2222;)95360ou)593Ω344)1y((3.4227481129333,1(c773034b8((345816yv)p)899Ω34431Ωy)32Ω(orda)r76)rfF6ys)rgptFt(8.22283)23b)+1,3h)nde)fΩa)r(k2x=c(e)3scirds)clcalizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a H916.2y3442(360P(lo)r)orreFy(b456yo)ce4a0inh coordenm:cFt(8.22,id3Feb(c~th)2K=cf(e)3scirds)cl3 coeg(co)sΩ(ordenO(s(neta)q(uma)f(reta)m:cFt(8.2222g9)(e8gp)a)grFy(c)3o,78243575s)y(xm:hi)2K39e(e)3Lef

V76aoa e6dere01yFy(b)34 b(Iy(c)3ui24130Fy(byFz(3)3,)95ΩbbFg(e)3m(d73653g(2Ω(oeta)m:h)rF6ym:cFt(8.2232Ω2243b(c~)-49Ω55)20134e6dere01yFy(b)34)39F6ypaoa)d(ob(S-1)Ω3)tgr3g35(b(e6(s)t97yFy(b)335Ωyn0yF9210949hs)61b(dFz()3)-4415(+ynenh76uma)34Ω4)out97Pgpesqui17 e

8.tf(FfdyFzieta)prds +8.22,(35(b(e)f3tf(FfdyFz1)1enscirds)cl)r(eg(co)sΩ(oΩda)c73591(41357y(spΩF3615Ω415(+yt(8.22g(es4s)61b(dFz()34360e6(s)tre)b78242862yy(a)scirds)cl)r(eg(co)sΩ(oΩda)m:cFt(8.22f3egeta))p9b(27fno1y(F71ytid2)g-)a)gs72417(F3eΩ((a(izoFz(1)pΩeo2260yF92109519e-)g(5orno,g(a(uΩFa)ppK(+).(b78245899y(H916.3y2442(360Algorit(e46(tΩ(n(L)s(cateRel)b78247862yy(8.V)-8c)-50b(E0y(gooa)f(ascrev(ao)r3kΩ(yd7algorit(ed)2x(L)s(cateRel)pK(+)sΩ(oeta)A)rF6y)-4Ω(8.222y0yF27i(d73o(d201)ceS-arceg(e)3AFg73653zh(0134e6dere01yΩFy(b)34)3)16)35ual)b78249357y(+)vaoa)23Ωy(DyyA:ords)g(tΩyo),8iFz(5ornaFf20134e6dere01yFy(b)34)324bvaoa)fΩyz(A:dstFt(8..Fa)Es4e(24balgorit(ezn)53utilizFidtr76^(c~)Ω4Ωbs)E)(bvd(que)edimo)e(g(as)(au-9^)-45081Vyxiliares:7N8Ωb)2x(WhereT)-8c)-o)p9b(2726149x(Closes4EdgeExit5h)2KepfΩ9x(Closes4F76aceExit5h)2KyFzfys0yF92102y0r)g(na)3t4130Ω)-5mFz(3)3)2y0apres971yFd2s)0)518)1y(n)s89y0(ez(1)pΩy(Ω)342771Fy(obs)F8c)-16.3y3,2e16.3y6f3eh16.3y7.E5())Iy(c)3ui24130Fy(byFz(3)3,)96149x(WhereT)-8c)-o)36ΩFK(+)sim76ulare(o7ha(mstrac)-5n01yFy(b)34)39F6yin(0,4nitas)i(conΩdi30))imF(psFy(a)2605468(12yΩ18(124)54981y(0)26454916.3yFy(a)L)s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a)z()m24130Fy(b5140Ft(8.68)36971606Ω@beginspecial0@hoffset0@voffset0.850000@hscaleΩ0.850000@vscale@setspecial(a)BeginDocuyFt:figuoes/Def-Addr)s-Sv)t.epsΩ%Magnification46.00Ω/$F2psDict200dictdefΩ$F2psDictbeginΩ$F2psDict/mtrxmatrixputΩ/col-1–0setgray˝binddefΩ/col0–0.0000.0000.000srgb˝binddefΩ/col1–0.0000.0001.000srgb˝binddefΩ/col2–0.0001.0000.000srgb˝binddefΩ/col3–0.0001.0001.000srgb˝binddefΩ/col4–1.0000.0000.000srgb˝binddefΩ/col5–1.0000.0001.000srgb˝binddefΩ/col6–1.0001.0000.000srgb˝binddefΩ/col7–1.0001.0001.000srgb˝binddefΩ/col8–0.0000.0000.560srgb˝binddefΩ/col9–0.0000.0000.69Fysrgb˝binddefΩ/col10–0.0000.0000.82Fysrgb˝binddefΩ/col11–0.5300.8101.000srgb˝binddefΩ/col12–0.0000.5600.000srgb˝binddefΩ/col13–0.0000.69Fy0.000srgb˝binddefΩ/col14–0.0000.82Fy0.000srgb˝binddefΩ/col15–0.0000.5600.560srgb˝binddefΩ/col16–0.0000.69Fy0.69Fysrgb˝binddefΩ/col17–0.0000.82Fy0.82Fysrgb˝binddefΩ/col18–0.5600.0000.000srgb˝binddefΩ/col19–0.69Fy0.0000.000srgb˝binddefΩ/col20–0.82Fy0.0000.000srgb˝binddefΩ/col21–0.5600.0000.560srgb˝binddefΩ/col22–0.69Fy0.0000.69Fysrgb˝binddefΩ/col23–0.82Fy0.0000.82Fysrgb˝binddefΩ/col24–0.5000.19Fy0.000srgb˝binddefΩ/col25–0.6300.25630.000srgb˝binddefΩ/col26–0.75630.38630.000srgb˝binddefΩ/col27–1.0000.5000.500srgb˝binddefΩ/col28–1.0000.6300.630srgb˝binddefΩ/col29–1.0000.75630.7563srgb˝binddefΩ/col30–1.0000.8800.880srgb˝binddefΩ/col31–1.0000.84630.000srgb˝binddefΩΩe6dΩsaveΩ-13.0233.0t97ns8.222314933[grdenE5oΩΨ60g6.62194.86087.82173y66115oΩgscol-1sgrΩgrΩΩ%EllipseΩn33385oΩΨ3945.024Re.4008.82457.7s2867ł742744ł73896(901ł744819163lcpclipΩn374)22894m74972587łgscol-1sgrgrΩΩ%arrowheadΩn3748627581m74ps5oΩgscol-1sgrΩgrΩΩ%arrowheadΩn3695y749m6853814ł691677łcol-1sΩ%InterpSplin(Ωgsn3617201F09bmΩΨ6121.91170.46101.9666.76095994curv(5oΩΨ6091.5957.06091.5903.36095779curv(5oΩgscol-1sgrΩgrΩΩ%InterpSplin(Ωgsn371193597mΩΨ7238.2762.37277.02843.5727-2922curv(5oΩΨ7271.01000.47226.)11078.47095123(+curv(5oΩgscol-1sgrΩgrΩΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4437+1764ymΩgs1y(0sc(p)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4747185ymΩgs1y(0sc(s)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf499711883mΩgs1y(0sc(h)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4325731374ymΩgs1y(0sc(p)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf436021697ΩmΩgs1y(0sc(s)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf428g104(+mΩgs1y(0sc(h)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4556Fz2968mΩgs1y(0sc(c)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4583(+3085mΩgs1y(0sc(s)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf457452576+mΩgs1y(0sc(h)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4599728481mΩgs1y(0sc(p)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf469y38281mΩgs1y(0sc((1227col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4323038281mΩgs1y(0sc((2227col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4669y378ybmΩgs1y(0sc((3227col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf468779463mΩgs1y(0sc(s)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf47026536+mΩgs1y(0sc(h)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf473647763mΩgs1y(0sc(Oneta(c))col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf46651776+mΩgs1y(0sc(c)col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf46172271(+mΩgs1y(0sc(Oneta(c))col-1shgrΩ/Times-Romanff2F0.00scfsf4704(+825mΩgs1y(0sc(p)col-1shgrΩ$F2psEndΩrsΩ%%EndDocuyFtΩ@endspecial0)1809ba(Figuoa)31910.1:F4(a(E6dere01yFy(Ω)34)s89y0sΩ(oeta)h)rF6)c7Ft(8.2239519dob(S-1)o)tgr3h)sΩ(oΩyz(p)rfF6ysFK(+)22:F4(a((12273)(brdenhe736543b(c~)Ω49Ω5333)2017Pf9face;i.2Ω2227frdenhd736543b(c~)-49Ω5N4Ω)2017Pe9aras5);i.2Ω322795-46930s)y(xhc736543b(c~)Ω49Ω5N51901)cevas)i(condi30)rticΩ.(b78226956y(do9^)Ωb(p)a)g(e)g(a)g(e)3q)kK(+)saindecde)g2017Pgparas5)1gFu)cevas)i(conΩdi30)rticΩy3)(bvaoa)f(a6(s)tra)h.de)g2017Pe9faceFK(au(1paoa)g2017PΩf9aras5)13232834yc)lin(ar)9F6)comFhF3hS-arcefΩyz(AFt(8.)rk9x(Closes4EdgeExit5fK(+)sim76ularc(o7ha(mstraΩ)-5n01yFy(b)34)399y0dobgp)a)g(e)g(a)g(e)3q)jdK.(obre8efflPeΩ9aras5)13246yy4171ytida283)2emg(e)3A:scirds)c4gΩF33atas)i(condi30)(39i)2o8f((0,41)ced)1g(mesm)1gFu)ceatas)i(condi30)(39i)2o8f((0,41)cedo)ceS-arceg(e)3AFFt(8.)riepfΩ9x(Closes4F76aceExit5iK(+)sim76ular95b(59yb(obgp)a)oocurs21i46f17Ωe)3q)is)h((a6(s)tra)eytef0017PgpfaceFcedo)cemap4,23patas)i(condi30)(9519en106(s)trar3g001)cevas)i(condi30)rticΩ(93Ω60ouzg2017Pf9aras5)1h(1783272yy0fr06FE(Γioa)f(FidfaceFceau(1ataΩs)i(condi30)(93yen106(s)trar3g0o8f((0,41)cedo)hS-arcefΩyz(AFt(8..5p9)g282FF24)2169212911645M()d(que)edure)iΩyx)L)s(cateRel)pK(+)sΩ(oeta)A016)3575:F3)cFyx(SArcFΩ(8.;1ueta))-c3575:Fi(Dx(Addr)sFt(8.227e5:Fi(Dx(Addr)sFΩ(8.;168K(3062s)y(xqrg35333)16)35uaA:ords)g(tt(8.)r168Ωy(D3m280635e)Ffeta))-4t(8.)r1701129Ω5B(F)2(eE(227Ω(e)3AFFt(8.)r68K(3212ly(cM)while)k29Ω5q)5Fy33y(;)2K39)1Ω(e)3A:dst3)cFyM)dm8223336334K(a)m280635e)Fk)2x(WhereT)-8Ω)-o)p9b(sΩ(ordenq(ΓF6ym)rgpsFt(8.22;782233513Ω373M)if)311129Ω5m:hcerd332f(e)3E)12862F28y(s3M1F07Ω3513ly(cM)tho)ek233f(reta)ards)c4g(co)sΩ(ordenm:hFΩ(8.22cye33322geta))p9Ereta

s3M15016814Ωy9E(a(h(uira)gxe)d543b(c~)Ω49Ω5333)(DyysFK(+).(y(b)3Om^)(b(pd(que)edimo)e(g(a)g3dev(ao)jΩ.106siderfr3ddtr76^(c~)30))33191asos:F43974y31.)71Ω92se(251129Ω5l)r(:hc736543b(c~)30)(35)2017Pe9face27j(yF(2(e)f(uma)3~)-49Ω,)2y0(e(feta)q)311129E(29d(e)3Lef)z(Ω)2tg(co)sΩ(ordenl)r(:cFt(8.22,(361901)d9des))s(camFz(3)0)hΩin(0,4nit)1102y0nos8i5may(c)3asa6(s)traV76xFy(c)308839ioΩdenl:cFt(8.22,(b41129Ω5E)6a)3dg(t0e0oK(+)sΩ(oeta)Sg(y(t0m7o(uma)f(reta)l)r(:cFt(8.2222,(b41129Ω5Lef)z(3)2tg(co)sΩ(oΩdenl)r(:cFt(8.22)94360e)gy(xLef)z(3)2tg(co)sΩ(ordenS)6ΩF0y(t0m7g(co)sΩ(ordenl)r(:cFt(8.22223319yFzi(106(s)tas)i(condi30)m9319o9ceira)g(e)g(a)56831706F(()3q)f7365+8c)286F7s)pΩ)h(.(7011fNos342bd4is)f3-rimeiros(f7casos,k9a)d(aras5)1hΩFa)h)g73653scolhidac(43b(c~)-49Ω04(3)2ayFlazg94uje(S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)7Fa)(a(56831838F(((uira)gxe)b(e)f(uma)3~)-49Ω)94360igufld2a)jdyysFK(+).(y(360O0N4Ω)2)d(que)edimog(a)fFz(5ornaFhe6(s)t97yFy(b)333ΩbF(h(e6dere01yFy(b)34)395y(D3m3(a7365K(f)sΩ(oΩdenh)rF6y)-4(:cFt(8.22)94360ouzg(D3m29(a7365K(568Ω19(1VsΩ(ordenh)rF6yS)6a)3y(t0m7o(co)sΩ(ordenl)r(:cFΩ(8.22223092conform3)g9o9h7caso.(y(b)3Es5)1b(3)2tarafac(43b(c~)Ω49Ω531(a)z(alizF(7Pe9utilizFFdo-seFg9o9h7pd(que)edimo)e(g(a)568Ω210yb(auxiliar)3(Dx(T)-8c)-es4EdgeCa)m4nFr1p9b(27N4Ω)2(ascri)1(f(na34y(Fz(1)pΩeo2260yF921093c)-16.3y4.F43Ω230yy(3.(71Fy(se3b41129Ω5l)r(:hc736543b(c~)30)(N4Ω)201Eeevas)i(condi30)rticΩ,)94360iyF(c(43b(c~)-49Ω,)7Ω19(Fz1)1enqcerd332d29Ω5O(s(rds)g(s(co)sΩ(ordenl)r(:cFΩ(8.22,k9obg()d(que)edimo)e(g(a)fFde))f(i178hF(4el3yFz(3)0)uΩFa)h)56832438yy(8.sΩfaceFf0ouzh(aras5)22g(yFzg9416(s)tas)i(condi30)m9319o9ceira)g(e)g(a)f((a)1)1enq)E6Ωy(D65+8c)286F7s)7Ω1etxe(g9017Pf9esqui17)heta)c7gdK.(obre8g(as5e9h7el3yFz(3)0)568Ω25701y(yFz24bsm24sfazg0a34y417diz(1)pΩy(2260yFΩy(b)3E319)(322g(da)h9(a(0,4ni01yFy()342771Fy(b)3E7Ω1918.Fa)O324bvd(que)edimo)e(g(a)fFz(5ornaFg9e6(s)t97yΩy(b)3E419o9cee6dere01yFy(b)34)3568327334K(a)m28Ωa7365K(f)sΩ(oeta)h)rF6)c7Ft(8.22.Fa)Es4e(23191asoc(43b(c~)Ω49Ω543Ωy(tratada)fira))3eg()d(que)edimo)e(g(a)g(auxiliar)eΩDx(T)-8c)-es4V(ao)rtexCa)m4nFr1p9b(2727y0(ascri)1(568Ω2835by(naFN519(Fz(1)pΩeo2260yF921093c)-16.3y5.(pΩ)g2990F24)2169213081645M()d(que)edure)h)2x(WhereT)-8Ω)-o)p9b(sΩ(ordenq(31112975:FhFyx(CV76intFt(8.)rhΩdenl)d2975:Fj(Dx(Addr)sFt(8.)rueta)s28063565:F3)cΩDx(SCircleFt(8.22)g(:4446)35x(Addr)sFt(8.)r68K(3232Ω373M)if)321129Ω5l)r(:hc73E(29g29Ω5F108622573(s3M1207Ω3232ly(cM)tho)eF)2(eE(f(ordenq(e29E(29d(e)3Lef)z(3)2tgΩco)sΩ(orden)-4(:cFt(8.22)p9E)g(82233382ly(cM)z(5urn(32Ω49K(2Ω(oeta)l)r(:h)rF6y)-4(:cFt(8.22)68K(3533ly(cM))30if)31Ω129Ω5l)r(:herd332f(e)3E)1243Ω355816ys3M13433533Ωy(cM)tho)ek233f(reta)qrg353328c)286E)6a)3dg(t0e0oK(+)sΩ(oΩdenl)r(:cFt(8.22)p9E)g(8223368334K(a)cc276(eE(rhΩdenl)r(:cFt(8.;782233834ly(cM)while)j(Dx(trFzietM)dm96yΩ3984VK(a)h)283)35e)Fk)2x(T)-8c)-es4EdgeCa)m4nFr1pΩb(sΩ(ordenq(ΓF)-c)rgpsFt(8.22;796y(4135373M)if)32Ωby(xhc73E(y(;)2K39f35A(?83(g))2M)tho)eg)z(5urn(gK(+)sΩ(oΩdenh)rF6)c7Ft(8.22396y(42854K(a)cc280635e)Ffeta)S)6ΩF0y(t0m7oK(+)sΩ(oeta)c7Ft(8.22;768924436ly(cM))302)95Ω2(eE(f(ordenq(f353328e29Ω5O(s(rds)g(aK(+)2Ω(ordenl)r(:cFΩ(8.22)p9E)g(822345862yy(a)cerd331ueta))-r(:cFt(8.;7822Ω)g37ly(cM)while)j(Dx(trFzietM)dm96y4887VK(a)h)28Ω)35e)Fk)2x(T)-8c)-es4V(ao)rtexCa)m4nFr1p9b(sΩ(oeta)c00FΩ)-sFt(8.22;796y(5038yy(M)if)321129Ω5hc73E(y(;)2K39fΩ5A(?83(g))2M)tho)eg)z(5urn(gK(+)sΩ(oeta)h)rF6)c7Ft(8.22;796yΩ51884K(a)cc280635e)Ffeta)O(s(neta)gK(+)sΩ(oeta)c7FΩ(8.22;p9)g523(gVsFy(a)2605461127Ω61126)54981y(0)26454916.3yFy(a)L)s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a)z()m24130Fy(b5140Ft(8.610)75b(ReΩyK(H916.3y4442(360O0456y)d(qte)edimo)elg(a)uyn(T)-10Ω)-es4EdgeCa)m4nFr10)461y(o)DFtos8451901)ce-)a)gFz(3)0)7Ωe)3q)9b(27j017Pdesqui17)heta+y419Caso94360tfis1+ b↼↼Fja↽g↼sm24sfei9⌣↽4930s↽0tfs3g0o8f↼↽d↼quΩe↽edimoobs 5ornaFg9o845rψf7caso81Ω(106(s)trs)61b(d60ariom^519)(5ornaFg35A(?8qK(+).(y70Ω6063ΩFfNo)3)h(yFzg9as5e9h7)d(que)edimo)e(g(a)e.dev(ao)id106siderfr3fΩdtr76^(c~)30)gy(xscirds)clDyyt286Fja5333co3 na bb e t0e0o�coe(feta)sc7365K(5Fy33:(oΩda)t1p9b(27j9)(5ornaFg35A(?8Ft(8.)ru(—(56831411Vm(ao)jac0a34Ω((0,4guoa)h910.2(a22;09891z262y)sΩii227473)(DyysF1Ω)K(+)43b(c~)-49Ω04a)tangFz(3)3)h9a34da)t1p9b(27ie6(s)t97yΩy(b)34a)ta)s(tesbg(o96p)a)g(e)g(as)h.de DyysgΩcoq2tK(+)22 ↼a↼hψ01EeemesmF9celad29Ω5683175ψyψψdoψ94360Sc↽Fz↼3↽2821ψ1618ψyψFz↼4rcn↽ψ5N2Ωby↼ψxtψFt↼8▷↽rkψp↽a↽grψFy↼c↽3oψe↼bas5↽1gψv↼ao↽ri↼04car↼g9se9h↽ob4ψ↽aΩ e s↼co↽sΩ↼ordensψFt↼8▷227g↼es4s↽61ψb↼dψFz↼↽34360dF9celad29fψ↽a↽gs724ψ17↼F3cedo↽568318912y↼p46na↽iΩFa↽ψpln copd(que)edimo 8.22;7j0 3 co5ornaFh29Ω5Lef⋆8c7365ȷ 5ornaF56832 ao nF34↼↽aΩ e Dyysψ373653s4s F3568323↼1VψψtψFkΩda↽t1p9ψb↼27iψequiψ130Fy↼blψFz↼3↽3yψFz↼3↽3↽91Fy↼se3fΩe↽3q↽is /↼95ψy↼D3ψt↽E6Ωy↼D↼↽⌣9geta↽ψψFK↼⇁↽▷↼516↽↼EmψF1Ω↽31asooh↽a204rma24ψ176ψ8fobg↼↽d↼que↽edimo Fy↼bh↼na↽e▷lad29fψ↽a 3 coΩ867ψ3788ψ4K∂beginspecialψ0ψ∂hoffsetψ0ψ∂voffsetψ0▷800000Ω∂hscaleψ0▷800000ψ∂vscaleψ∂setspecial↼a↽BeginDocuyψFt.ψfiguoes◁DefTes4EdgeCa4nFr▷epsΩϱMagnificationψ46▷00Ω◁ϖF2psDictψ200ψdictψdefΩϖF2psDictψbeginΩϖF2psDictψ◁mtrxψmatrixψputΩ◁col1ψı0ψsetgray℘ψbindψdefΩ◁col0ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col1ψı0▷000ψ0▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col2ψı0▷000ψ1▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col3ψı0▷000ψ1▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col4ψı1▷000ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col5ψı1▷000ψ0▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col6ψı1▷000ψ1▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col7ψı1▷000ψ1▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col8ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col9ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col10ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col11ψı0▷530ψ0▷810ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col12ψı0▷000ψ0▷560ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col13ψı0▷000ψ0▷69Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col14ψı0▷000ψ0▷82Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col15ψı0▷000ψ0▷560ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col16ψı0▷000ψ0▷69Fy0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col17ψı0▷000ψ0▷82Fy0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col18ψı0▷560ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col19ψı0▷69Fy0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col20ψı0▷82Fy0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col21ψı0▷560ψ0▷000ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col22ψı0▷69Fy0▷000ψ0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col23ψı0▷82Fy0▷000ψ0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col24ψı0▷500ψ0▷19Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col25ψı0▷630ψ0▷25630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col26ψı0▷75630▷38630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col27ψı1▷000ψ0▷500ψ0▷500ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col28ψı1▷000ψ0▷630ψ0▷630ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col29ψı1▷000ψ0▷75630▷7563srgb℘ψbindψdefΩ◁col30ψı1▷000ψ0▷880ψ0▷880ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col31ψı1▷000ψ0▷84630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩΩe6dΩsaveΩ60▷0ψ188▷0ψt97ns04guoaao⋆8h7365ȷ091▷5ψ1927Re▷4ψ4656▷2ψ1262▷7ψ503n5oΩΨ4356▷331152▷624532▷6ψ1076▷824910ψ855ψcurv↼5oΩψgsψcol1ψsψgrΩψgrΩψ♭♯ψ0ψsdΩϱψarrowheadΩn34753↼88ψymψ4882ψ871Vlψ4804ψ975ylψψcol1ψsΩϱψInterpψSplin↼ΩgsψψclippathΩ7R55↽5683mψ7184ψ57↽1lψ708ψy662ψlψ7261ψ598ψlψ7226ψ505ψlψψcpψclipΩψ♭66▷7♯ψ0ψsdΩn36475ψ10363mΩΨ6665▷6ψ847▷6ψ6751▷8ψ772▷6ψ682Fy73ψψcurv↼5oΩΨ6884▷0ψ690▷0ψ6982▷8ψ648▷0ψ7215ψ562ψcurv↼5oΩψgsψcol1ψsψgrΩψgrΩψ♭♯ψ0ψsdΩϱψarrowheadΩn37R55↽5683mψ7184ψ57↽1lψ708ψy662ψlψψcol1ψsΩϱψInterpψSplin↼ΩgsψψclippathΩ7187↽2316ψmψ7249ψ242n↽lψ7125508ψlψ733022F303lψψcpψclipΩψ♭66▷7♯ψ0ψsdΩn3639Fy19763mΩΨ6668▷3ψ2062▷7ψ6787▷0ψ2107▷7ψ686Fz215ψψcurv↼5oΩΨ6943▷0ψ2192▷3ψ7045▷yψ2267▷3ψ7275ψ24563curv↼5oΩψgsψcol1ψsψgrΩψgrΩψ♭♯ψ0ψsdΩϱψarrowheadΩn37187↽2316ψmψ7249ψ242n↽lψ7125a rds +eiyF(9(a)43b(c~)-49Ω,t0e0oΩco↼eψgrdenE↽6a1as5 4ψd↼que↽edimog↼a↽h↼v↼ao↽ri↼04caψ3↽Ω2711Vψψainda345ψ19↼Fzieta↽scirds↽clΩ8▷22co+8.22i39f35ayd7-d(quΩe)edimog(a(fFv(ao)ri(0,4cai(alas)i(condi30)m042Ω)-disso,k9(Fze(n0yF92109542843ΩFfhi(congz()35b(nenh76uma)iΩ(outr7Pe9aras5)bh(co1)fyorige1)fy)m0h29Ω5O(s(rds)g(aΩco)sΩ(ordencFt(8.22)he6(s)trFzh(7Pe9aras5)bhrdenE)6ΩF0dg(t0e0oK(+)sΩ(oeta)c7Ft(8.2233)-49Ω0g0o8f(S-c)Fz(e)f(uma)3241662Ωyrcn)7N43)(DyysFK(+).(95429762y)Casoe)ta)s(tas34Ω(as5)sid106diz(1)pΩy(2260yFFy(obs)F2(b((Fja-)g(sm24sfeitfs,3f-obgΩ(pd(que)edimo)e(g(a)gFz(5ornaFh29Ω5E)6a)3dg(t0e0oK(+)sΩ(oΩdenc7Ft(8.2231(a)ouzh(D3Łef)z(3)2tg(co)sΩ(ordencFΩ(8.22954310834yc)nform3)N519o9cecaso;Fh(Fn97yFy(b)333Ωb)(5ornaFg35A(?8Ft(8..5p9)g3243ΩV6921331345M()d(que)edure)hΩDx(T)-8c)-es4V(ao)rtexCa)m4nFr1p9b(sΩ(ordenc3(a7365:8jΩ9x(Ca)m4nFr1p9b()rgeta)28063565:F3)cFyx(SCircleFΩ(8.22)c5:Fj(Dx(El3yFtFt(8.)r68923464ly(cM)if)grdenE)6ΩF0dg(t0e0oK(+)sΩ(oeta)c7Ft(8.223283))=f35A(?83(g))2M)tho)eg)z(5urn(fΩe)3Lef)z(3)2tgK(+)sΩ(oeta)cFt(8.22)r68923614ly(cM))302)822Ω37697y)if)311129Ω5d7365K(g(Dyyscirds)cl)r(eg(co)sΩ(oΩda)c7Ft(8.22kK(M)tho)eh)z(5urn(f(e)3E)6a)3dg(t0e0g(co)sΩ(oΩta)c7Ft(8.22782233915ly(cM))30if)311129Ω5O(s(neta)gK(+)sΩ(oΩta)c7Ft(8.227d39f35a)c83(g))2M)tho)eg)z(5urn(f(D3Łef)z(Ω)2tg(co)sΩ(ordencFt(8.22;782234066ly(cM))302)96y(4216Ω(()3q)N3Ωy(De)F276eta)pintFt(8.sΩ(ordencFt(8.22;796yΩ436F6y73M)if)321129E(i(11)-77166202)z(244382ly(cv3q)1176Ω436F6y73+)sΩ(oeta)scirds)cl)r(eg(co)sΩ(ordencFt(8.22(oΩta))rfF6ys)rgpscirds)cleg(co)sΩ(ordenO(s(neta)gΩco)sΩ(ordencFt(8.222222276(=0hd+1)kK(M)tho)e10994517Ωy)z(5urn(gK()3Lef)z(3)2tgK(+)sΩ(oeta)cFt(8.22)96y(4668Ωy(cM))302)951)z(5urn(h35A(?8Ft4g46)26VsFy(a)26054612129Ω612128)54981y(0)26454916.3yFy(a)L)s(calizFz(1)pΩy(Ω)342771Fy(b)39(a)z()m24130Fy(b5140Ft(8.612)75b(ReΩyK(H916.3y6442(360O0456y)d(qte)edimo)elg(a)uyn(Closes4EdgeExit53)-Ω461y(o)Es4e(2y0)d(que)edimo)e(g(a)212243b(c~)-49Ω(24Ω)2ce(ghamay(bh(p)a))3ee(algorit(eeyx)L)s(cateRel)kΩco)qu(Fy(bg)ob4-)a)g(e)g(a)uyz(q2j73653s4s)61b(dFy(b25Ω19(Fz19des))s(can-90)53)1y(decaF9celonga)f((a)i2017Pe9aras5)1i46o3Ωf(map4.)91Fy(El3(2319z(cebra9Ω5gc)mFEf9par^77192metrs222Ω)201EfS-arceuyz(A280635653g(2Ω(oeta)p)378054834ΩFz(1)3819353334K(a);0986334gy(eu(y)386753334K(a)s220Ω)-;7d7-)40265484K(z(2)4069753334K(8.22954666ΩFf2)90Ω)2017Pe9esqui17)iK(a)ccgdK.tfle(yF8jrdenscirds)clegΩco8.22++oetayF8jΩ9Ω5p(24976814K(z(1)246666ΩFy(65+816bo,86F7s28Ω)35e)2grdenE)6a

39Ωbpartyr3g0(as5esiddFtos,1b782798y9o7j9pd(que)edimo)e(g(a)hΩFde)ri5mFz(3)3e:dstFt(8..(45360O9)1Ω(pd(que)edimo)e(g(a)gFz(5ornaFg901)cepar(g9sΩ(ordenq(ΓFΩ)-l)40011078ly(cv3q)40386063ΩFt(8.22,)F78266956y(06de336Ωbrdenq(grd6543b(c~)-49Ω(2519o9ce(as5ino)ced)1g(S-cur130Fz()3(360yFzg())f(i178e)-rimeiro)f(a)ieta)l)26841760Ωy(cv3q)2755266956yrd6543b(c~)-49Ω(251901)cee6dere01yFy(Ω)34)3966)0dobgp)ae 93ψyψes5e9h7e6dere01ψyψFy↼Ω↽34 c⃗coon6f17ΩeFmpre8g(d)1g(forma(f)sΩ(oΩdenh)rF6yS)6ac⃗cot0e0oK↼⇁↽sΩ↼oΩta↽c7Ft↼8▷22↽Fy↼b↼↼F↽g↼7Pgparas5↽1grdenE↽6a↽3dg↼t0e0oΩco↽sΩ↼ordencψFt↼8▷22↽F5360ψ↽f↼i178g↼pdimeiro↽e▷au↼j0a34yprs↽61ψb↼dψFzopdiaFN5ψ19aras5↽1grdenE↽6aFrψ130Fy↼br↽91Fy↼yψFzg↼a8f↼Scurψ130ψFz↼↽381129Ω5B↼440Ft↼8▷↽a↽g↽s↼te↽3811↼↼Frψhψ01EeeSarceψu0ouzg201bgΩ↼Sc↽Fz↼3↽2821ψ1618ψyψFz↼4rcn↽ψ5N63↽↽41mple↽0,↼k2nes4e↼3↽Ω1857ψy↼↼FguFy↼b33ψ191aso3g0o8gψSarceψfrdenAψgψdK▷↼Fmpre8h3↽↽f↼i178fΩ↽rimeiro▷E41ψ↽2V↽8c↽eja392ψ22434guoa↽g910▷32Ωi22▷e1053Ω3871V4K∂beginspecialψ0ψ∂hoffsetψ0ψ∂voffsetψ0▷700000ψ∂hscaleΩ0▷700000ψ∂vscaleψ∂setspecial↼a↽BeginDocuyψFt.ψfiguoes◁DefCloses4EdgeExit▷epsΩϱMagnificationψ46▷00Ω◁ϖF2psDictψ200ψdictψdefΩϖF2psDictψbeginΩϖF2psDictψ◁mtrxψmatrixψputΩ◁col1ψı0ψsetgray℘ψbindψdefΩ◁col0ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col1ψı0▷000ψ0▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col2ψı0▷000ψ1▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col3ψı0▷000ψ1▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col4ψı1▷000ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col5ψı1▷000ψ0▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col6ψı1▷000ψ1▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col7ψı1▷000ψ1▷000ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col8ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col9ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col10ψı0▷000ψ0▷000ψ0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col11ψı0▷530ψ0▷810ψ1▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col12ψı0▷000ψ0▷560ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col13ψı0▷000ψ0▷69Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col14ψı0▷000ψ0▷82Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col15ψı0▷000ψ0▷560ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col16ψı0▷000ψ0▷69Fy0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col17ψı0▷000ψ0▷82Fy0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col18ψı0▷560ψ0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col19ψı0▷69Fy0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col20ψı0▷82Fy0▷000ψ0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col21ψı0▷560ψ0▷000ψ0▷560ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col22ψı0▷69Fy0▷000ψ0▷69Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col23ψı0▷82Fy0▷000ψ0▷82Fysrgb℘ψbindψdefΩ◁col24ψı0▷500ψ0▷19Fy0▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col25ψı0▷630ψ0▷25630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col26ψı0▷75630▷38630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col27ψı1▷000ψ0▷500ψ0▷500ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col28ψı1▷000ψ0▷630ψ0▷630ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col29ψı1▷000ψ0▷75630▷7563srgb℘ψbindψdefΩ◁col30ψı1▷000ψ0▷880ψ0▷880ψsrgb℘ψbindψdefΩ◁col31ψı1▷000ψ0▷84630▷000ψsrgb℘ψbindψdefΩΩe6dΩsaveΩ18▷0ψ326▷0ψt97ns9F6ψy↼t0m7o↼uma↽f↼reta↽cψFt↼8▷2222↼b5ψ19↼FzF782659ybψ↼obgψSarceψgΩyz↼AψhψF33↽↽f↼i178e↽rimeiro▷E41ψ↽2V↽8c↽eja392ψ22434guoa↽h910▷3▷↼y70Ω672yψy0V↽8ca3f↼↼as5ino↽F782646ψψyydeψgrdenE↽6a94Ωcondiψ30ψ1rdenBc~ o grdenqb↼e6de3ueta↽ ⇁Ωc⃗oetardsz↼1↽3791Ω5174yψy↼o↽22▷↼psψFy↼a↽2605ψ4614ψ131Ω614ψ130i↽ψ4981ψy↼0↽2645ψ4916▷3yψFy↼a↽Lψ