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Resumo

O objetivo deste projeto é o desenvolvimento de algoritmos, técnicas matemáticas e ferra-
mentas de software para problemas de computação visual, baseadas em conceitos de aproximação
matemática. Computação visual inclui geometria computacional, modelagem geométrica, śıntese de
imagens e animações, visualização cient́ıfica, visão computacional, codificação e processamento de
imagens e reconhecimento de padrões. Por aproximação matemática entende-se a substituição de
um fenômeno real ou modelo matemático complexo por um modelo mais simples ou mais eficiente,
com garantias teóricas ou experimentais sobre os erros decorrentes dessa substituição. Os sub-itens
espećıficos deste projeto refletem a experiência acumulada e as idéias originais dos membros nas
grandes áreas acima mencionadas, e oferecerão muitas oportunidades de sinergia e cooperação.
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1 Introdução

O objetivo deste projeto é o desenvolvimento de algoritmos, técnicas matemáticas e ferramentas de
software para problemas de computação visual, baseadas em conceitos de aproximação matemática.

“Computação visual” é um nome conveniente para o conjunto de disciplinas que estudam a
análise, processamento, geração e modelagem de imagens e v́ıdeos digitais. Assim, este rótulo inclui
geometria computacional, modelagem geométrica, śıntese de imagens e animações, visualização ci-
ent́ıfica, visão computacional, codificação e processamento de imagens e reconhecimento de padrões.
Computação visual também é parte relevante de inúmeras disciplinas aplicadas, como informática
médica, geoprocessamento, tecnologia aero-espacial, dados atmosféricos de tempo e clima, dados
astrof́ısicos, dados relacionados ao clima espacial, exploração e preservação de recursos naturais,
robótica e automação, planejamento urbano, projeto industrial, otimização, estat́ıstica, etc..

Por aproximação matemática entende-se a substituição de um fenômeno real ou modelo ma-
temático complexo por um modelo mais simples ou mais eficiente, com garantias teóricas ou expe-
rimentais sobre os erros decorrentes dessa substituição. O conceito é tão antigo quanto a própria
matemática (haja visto, por exemplo, o trabalho de Arquimedes sobre a quadratura do ćırculo), é
fundamental para toda a computação numérica. Sua importância decorre do fato familiar que mui-
tas equações diferenciais e problemas geométricos, mesmo os mais simples, não possuem soluções
que possam ser descritas por fórmulas fechadas. Na última década, inclusive, formou-se o consenso
na área de teoria da computação de que técnicas de aproximação fornecem a única solução prática
para a classe de problemas ditos NP-dif́ıceis — problemas combinatórios cujas soluções exatas são
computáveis e facilmente verificáves, mas que aparentemente não podem ser encontradas sem uma
busca exaustiva de custo proibitivo.

Conforme se pode verificar pela lista de publicações, os participantes deste projeto têm tido bas-
tante experiência com diversas técnicas de aproximação, em aplicações bastante variadas. Recen-
temente constatou-se que estas experiências são em parte complementares e em parte sobrepostas,
havendo muita oportunidade para colaboração e sinergia.

Os sub-projetos descritos a seguir refletem esta observação. Cada sub-projeto envolve vários
pesquisadores (e, naturalmente, seus alunos de pós-graduação); e, por outro lado, cada pesquisador
geralmente participa de vários sub-projetos. Em todos os casos, os participantes já têm experiência
com o problema, geralmente comprovada por publicações e/ou orientações sobre o assunto.

1.1 Aplicações

Os métodos matemáticos e computacionais estudados neste projeto são, de modo geral, diretamente
motivados por aplicações práticas importantes.

Uma caracteŕıstica importante deste projeto é que, em muitos dos sub-projetos, o mesmo método
matemático ou computacional em estudo têm diversas aplicações práticas, em áreas bastante va-
riadas. Por exemplo, a determinação de correspondências em imagens (seção 7.2) é fundamental
para visão 3D (seção 5.4), rastreamento de objetos deformáveis (5.5), segmentação de imagens e
v́ıdeos (7.1), alinhamento de imagens médicas (2.4), e vários outros problemas.

1.1.1 Aplicações biomédicas

Muitos dos sub-projetos versam sobre análise de imagens (incluindo imagens tridimensionais como
tomogramas e v́ıdeos). O objetivo geral desses sub-itens é a detecção e quantificação de estruturas,
muitas vezes inviśıveis para o observador humano.

Um dos problemas principais na análise visual de imagens médicas é a falta de concordância entre
observadores humanos, mesmo entre especialistas treinados na área. Outro problema relacionado
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é a incidência de erros devidos a cansaço, limitações na resolução e tamanho dos dispositivos de
visualização, etc.. Métodos quantitativos de análise de imagens, como os que serão estudados neste
projeto (seções 2.3, 4.1, ), permitiriam reduzir as incertezas e confusões nos diagnósticos.

A análise quantitativa de imagens médicas pode produzir fatores prognósticos relevantes para
prever a resposta terapêutica e a sobrevida do paciente, classificar os pacientes em grupos com
evolução mais ou menos favorável etc., o que pode levar ao desenvolvimento de estratégias te-
rapêuticas mais flex́ıveis. Vários dos sub-projetos (por exemplo, seções 4.2, 4.1 e 2.4) são voltados
para estes objetivos.

Vale observar que a análise visual de imagens médicas é geralmente demorada e trabalhosa,
e exige pessoal especialmente treinado; o que acaba sendo o fator limitante na produtividade de
laboratórios de análise. A automação total ou parcial da análise permitirá que exames mais com-
pletos (como exames de lâmina inteira) sejam aplicados a um número muito maior de pacientes,
pelo mesmo custo.

1.1.2 Aplicações em comunicação, documentação e manufatura

Outra grande área de aplicações relevante para este projeto é a análise de imagens e v́ıdeos para
fins de comunicação, montoramento e documentação de eventos, inspeção industrial, segurança,
identificação biométrica, etc.. Alguns exemplos, em que membros da equipe já têm experiência
comprovada, incluem a análise quantitativa de partidas de futebol [56, 57], identificação de im-
pressões digitais [26, 27] e a segmentação de v́ıdeos [73, 10].

Há certos problemas matemáticos e computacionais que são recorrentes nessas aplicações, como
rastreamento de objetos ou pessoas em uma seqüência de imagens, reconhecimento de padrões,
ajuste de modelos geométricos a partir de imagens, e assim por diante. Vários sub-projetos deste
projeto visam desenvolver ou aprimorar soluções para esses problemas (seções 2.4, 5.3, 5.5, 7.2).

1.1.3 Aplicações em bancos de dados visuais

Outra importante aplicação relevante para este projeto é facilitar o acesso ao enorme cabedal de
conhecimento visual acumulado pela humanidade. Hoje em dia existem milhões de bancos de
imagens de acesso público ou comercial, cobrindo uma grande variedade de temas e todo tipo de
meios. Esses bancos de imagens poderiam ser extremamente úteis para muitos fins — cient́ıficos,
médicos, tecnológicos, educacionais, etc.. Em particular, quase todo hospital, universidade ou
centro de pesquisas biomédicas possui extensos arquivos de imagens médicas e biológicas (incluindo
lâminas preparadas, filmes radiográficos e fotográficos e imagens digitalizadas), combinadas com
dados cĺınicos, que seriam imensamente úteis para fins diagnósticos e prognósticos. Outro exemplo
são imagens astronômicas de alta resolução (16.000 × 16.000 pixels ou mais), contendo milhares de
objetos como galaxias e estrelas.

Porém, mesmo quando as imagens estão dispońıveis pela internet, esse potencial não é realizado
devido à impossibilidade de localizar as imagens relevantes a cada caso [11].

A análise, classificação, comparação e localização automática das imagens é o único meio viável
de remover esse obstáculo. Há muita demanda, em particular, por algoritmos para recuperação
ou localização de imagens por conteúdo (content-based image retrieval, CBIR) — isto é, a partir
de atributos gráficos como cor, textura e forma dos objetos retratados. Uma variante comum é a
recuperação por exemplo — em que o usuário fornece uma imagem-modelo J , e o sistema procura
encontrar, dentre as imagens {I1, I2, . . . , Im} do banco, a imagem mais parecida com J (ou todas as
imagens suficientemente parecidas com J). Vários dos sub-projetos objetivam desenvolver métodos
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que tornam esta tarefa mais rápida e/ou mais precisa, ou critérios de similaridade de imagens
apropriados para certos tipos de busca (seções 2.5, 4.1 e 6.2).

1.2 Objetivos e resultados esperados

Os resultados deste projeto serão apresentados em congressos nacionais e internacionais de reco-
nhecida importância, e publicados em periódicos cient́ıficos de qualidade. Este projeto também
contribuirá significativamente para a formação de pesquisadores, pois muitos de seus sub-projetos
são (ou devem vir a ser) assunto de trabalhos de Iniciação Cient́ıfica, dissertações de Mestrado e
teses de Doutorado. Em algumas das áreas abordadas, há também potencial significativo para o
desenvolvimento de procesos patenteáveis [2, 51, 122].

2 Métodos multi-escala

2.1 Bases para representação multi-escala de imagens e v́ıdeos

O objetivo deste sub-projeto é desenvolver representações inovadoras de imagens e v́ıdeos segundo a
técnica multi-escala. Esta é uma técnica geral bem estabelecida, que, em muitos problemas, permite
obter algoritmos mais confiáveis e/ou eficientes do que as soluções que consideram apenas a imagem
na sua escala original [132, 89, 136, 128]. Na abordagem multi-escala, cada imagem é representada
por uma hierarquia ou pirâmide de versões reduzidas em progressão geométrica. Algoritmos multi-
escala resolvem o problema para cada ńıvel da hierarquia, da versão mais reduzida até a imagem
original, usando a solução do ńıvel anterior (mais grosseiro) como estimativa inicial ou “dica” para
resolver o ńıvel corrente (mais detalhado).

Para imagens que combinam regiões relativamente suaves separadas por linhas de descontinui-
dade (incluindo boa parte das fotos digitais e desenhos esquemáticos), é posśıvel reduzir ainda mais
o custo em espaço e tempo usando-se uma representação esparsa da imagem. Nesta variante, em
cada ńıvel da hierarquia são armazenadas apenas os elementos (pixels) da imagem que contém
detalhes significativos na escala desse ńıvel, ou de ńıveis mais detalhados. Assim, por exemplo, as
regiões relativamente suaves seriam representadas apenas nos ńıveis superiores da hierarquia, en-
quanto que no ńıvel inferior seriam registradas apenas as descontinuidades. Desta forma, o número
total de elementos armazenados e processados pode ser reduzido por um fator proporcional a 1/

√
N ,

onde N é o número de elementos na imagem original.

2.1.1 Bases de wavelets e bases radiais

Há inúmeras variações nesta abordagem, diferindo por exemplo na natureza dos elementos arma-
zenados em cada ńıvel. A teoria das wavelets [90, 132] providenciou uma base teórica mais firme
para a abordagem multi-escala, e introduziu representações mais sofisticadas para os ńıveis da hi-
erarquia. Uma base de wavelets φri(x) é tipicamente formada por cópias de uma única função
geradora ou função-mãe ψ(x), sendo cada cópia reduzida em escala por um fator 2−r e deslocada
para algum ponto xi de uma grade regular com passo 2−r.

Uma alternativa a wavelets, bastante popular na teoria e na prática, são as bases radiais. Uma
base radial φ1, φ2, . . . , φn consiste de elementos da forma φk(x) = ψ(|x, xk|), onde os parâmetros
xk são pontos do domı́nio de interesse, |·, ·| é alguma função-distância entre pontos do domı́nio, e
ψ é uma função geradora fixa de uma variável. Por exemplo, a escolha ψ(r) = exp(−r2/σ2) com
distância euclidiana produz as bases radiais gaussianas, enquanto que ψ(r) = r2 log r produz os
splines de placas finas (thin plate splines). Dependendo da escolha função ψ, as funções aproxi-
mantes geradas por esses elementos podem ser infinitamente diferenciáveis ou suave por partes.
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Na versão multi-escala desta abordagem, usa-se um conjunto maior e mais denso de pontos xi, e
possivelmente uma função geradora diferente, em cada escala.

Comparadas com bases de wavelets e outras alternativas, as bases radiais têm a vantagem de
não exigir uma malha regular sobre o domı́nio; basta existir um meio de calcular a distância entre
dois pontos. Portanto, elas podem ser facilmente usadas em espaços de dimensão arbitrária, sobre
variedades, em domı́nios de formas irregulares, etc.. Elas são especialmente apropriadas para a
interpolação de dados provenientes de amostras não uniformes.

Neste sub-projeto, pretendemos continuar as investigações feitas em colaboração com pesquisa-
dores da Universidade de Uppsala (Suécia), sobre o uso de bases radiais para integração adaptativa
de equações diferenciais, dispensando a construção de malhas. (Esta abordagem pode ser compa-
rada ao uso de wavelets neste tipo de problema.)

2.1.2 Splines diádicos

Outra abordagem geral para a representação multi-escala são
funções polinomiais por partes (splines) sobre uma hierarquia de
malhas cuja resolução depende do ńıvel. Esta abordagem pode ser
usada com malhas regulares ou irregulares de geometrias diversas,
e partes de graus diversos, resultando em uma grande variedade de
representações espećıficas, muitas das quais ainda inexploradas.

Neste sub-projeto pretendemos considerar, em especial, as ma-
lha diádicas usados com sucesso por Cardoso e outros [16, 17].
Uma malha diádica é uma hierarquia de malhas obtida a partir de
uma caixa n-dimensional por bissecções múltiplas, sendo que no
ńıvel i da hierarquia todos os planos de corte são perpendiculares
ao eixo i mod n. Veja a figura 1.

Figura 1:

Nosso interesse neste sub-projeto são os splines diádicos, splines polinomiais definidos sobre
malhas diádicas. A principal vantagem de tais splines sobre splines em geral é a simplicidade to-
pológica da malha diádica, que reduz bastante a complexidade dos algoritmos em muitas aplicações,
especialmente os que exigem malhas adaptativas e dinâmicas.

As malhas diádicas podem ser vistas como uma variante das malhas quad-tree e k-d-tree [3].
Membros do projeto têm expriência com o uso destas grades na integração de equações diferenciais
parciais evolutivas [43], trabalho esse que pode ser facilmente adaptado e generalizado para malhas
diádicas.

Os splines diádicos prestam-se especialmente à modelagem de funções com restrições de con-
tinuidade mı́nima. Para esse fim, usam-se splines polinomiais com restrições apropriadas sobre
retalhos adjacentes.

Cada spline é representado pelos seus coeficientes relativos a
uma base compacta do sub-espaço dos splines definido por essas
restrições — os elementos finitos desse sub-espaço. Veja a figura 2.
Estes coeficientes capturam todos os graus de liberdade do spline,
sem redundância.

Os elementos finitos de splines diádicos podem ser comparados
a wavelets, pois eles também podem ser obtidos a partir de um
elemento-mãe por rotação, translação e redução de escala. Entre-
tanto, splines diádicos (como splines em geral) sacrificam a ortogo-
nalidade em prol da eficiência na avaliação.

Figura 2:
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Em projeto anterior, utilizamos splines diádicos para simulação de escoamento em reservatórios
petroĺıferos [16, 17]. Neste projeto, esperamos mostrar as vantagens deste tipo de splines para
problemas de computação visual, como por exemplo o registro de imagens médicas sob deformações
cont́ınuas, a representação multi-escala de imagens e v́ıdeo, e assim por diante.
Pesquisadores envolvidos: A. Gomide, J. Stolfi, S. Gomes, M. Domingues, L. Velho.

2.2 Representação multi-escala de terrenos para visibilidade

Uma aplicação importante de splines é a modelagem digital do relevo de regiões geográficas [54, 86].
Um terreno digital é um spline que representa a altitude de uma região em função de coordenadas
geográficas, como latitude e longitude. A representação mais popular são splines de primeiro grau
em malhas triangulares irregulares, mas outros tipos (como splines bilineares em malhas diádicas)
podem ser usados.

Uma caracteŕıtica que distingue terrenos digitais de outras
aplicações de splines é a complexidade de instâncias t́ıpicas. Por
exemplo, um modelo digital da superf́ıcie terrestre com resolução de
1m teria da ordem de 1014 pontos. A simples visualização de tal
volume de dados exige o uso de modelos multi-escala com resolução
adaptativa dinâmica. Especificamente, para visualizar as partes do
terreno mais distantes do observador, pode-se (e deve-se) usar uma
aproximação mais grosseira do que para as partes mais próximas.

Nessas simplificações, as medidas tradicionais de erro de apro-
ximação (como a distância média quadrática) nem sempre são ade-
quadas. Um critério importante para várias aplicações (incluindo
planejamento ambiental, comunicações, hidrologia, vigilância, etc.) é
a representação correta da visibilidade entre pontos do terreno e/ou
pontos de observação especificados [36, 62, 114, 135, 109, 59, 61, 19,
94, 120, 134].

Neste sub-projeto, estudaremos métodos de simplificação de ter-
renos e representações multi-escala que levam em conta este critério,
baseados no trabalho de Franklin e outros [60, 63].

Figura 3:
Pesquisadores envolvidos: M. Andrade, A. Gomide, J. Stolfi.

2.3 Morfologia matemática multi-escala de imagens

Este sub-projeto objetiva identificar métodos eficientes de simplificação da “topografia” de uma
imagem através de um processo de transformação multi-escala, no contexto das teorias do espaço-
escala não-linear e morfologia matemática (MM) [77]. A abordagem consiste de transformações
sucessivas da imagem original que reduzem monotonicamente os seus extremos (mı́nimos e máximos
regionais) e definem, em cada escala de representação, uma imagem topograficamente mais simples
à medida que as escalas aumentam. Estes diversos ńıveis de transformação da imagem original
poderão estar associados à métodos de processamento e análise de imagens envolvendo, entre outros,
descrição, representação e segmentação. Alguns resultados nesta linha já foram publicados por
N. Leite e L. Dorini [84, 83].

Outra abordagem multi-escala visa uma descrição de alto ńıvel de uma imagem a partir da
noção de reśıduos morfológicos definidos através de diferenças entre ńıveis sucessivos de uma ima-
gem submetida a uma famı́lia de transformações crescentes. A operação de abertura morfológica
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é considerada na definição destas transformações que resultam em diversos ńıveis residuais cuja
informação pode ser empregada na extração de atributos geométricos e topológicos, e que podem
ser usados em problemas de segmentação e identificação de imagens com base em seu conteúdo.

Métodos eficientes para a obtenção dos diversos ńıveis residuais e extração de atributos devem
ser investigados visando a redução do elevado tempo computacional, t́ıpico deste tipo de processa-
mento.
Pesquisadores envolvidos: N. Leite.

2.4 Registro multi-escala de imagens

Neste sub-projeto, o objetivo é desenvolver algoritmos robustos e eficientes para registro (alinha-
mento) de duas ou mais imagens afetadas por deformações arbitrárias.

Para esta apresentação, podemos definir uma imagem como uma função parcial do plano R
2

para algum espaço V de valores (por exemplo, intensidades de luz, cores, etc.) Dadas duas imagens
I(p) e J(p), o problema aqui tratado consiste em encontrar uma função de deformação d, de R

2

para R2, tal que J(d(p)) é semelhante a I(p), segundo algum critério.
Devido à importância e complexidade desta aplicação, o problema de registro de imagens com

deformação foi extensivamente estudado nas últimas décadas, e ainda é um campo fértil para
pesquisas. Há espaço ainda tanto para novas maneiras de descrever as deformações, quanto para
novos algoritmos de construção das mesmas.

A aplicação de referência para este problema é o alinhamento de imagens médicas de um mesmo
paciente, obtidas em momentos diferentes ou com dispositivos diferentes. Entretanto, devido à
flexibilidade dos órgãos, traumas, cirurgias e processos naturais de deformação (como crescimento,
adaptação, inflamação, cicatrização, etc.), raramente é posśıvel obter o registro perfeito por simples
translação ou rotação. Em geral, é necessário deformar uma das imagens de maneira mais ou menos
irregular.

Além de permitir a comparação direta das duas imagens, a função d é importante por si mesma,
pois fornece uma medida da diferença geométrica entre as duas imagens — o crescimento de um
órgão ou lesão, deslocamentos, fraturas, cicatrizações, etc.

Muitos dos trabalhos anteriores sobre este assunto usam splines de vários tipos para representar
a função de deformação, ou bases radiais (como as deformações elásticas de placas finas, descritas
na seção 2.1). Neste sub-projeto planejamos avaliar splines diádicos para esse fim. Tais splines
prestam-se naturalmente ao desenvolvimento de algoritmos para registro usando técnicas multi-
escala.
Pesquisadores envolvidos: A. Falcão, A. Gomide, J. Stolfi, L. Velho.

2.5 Recuperação de imagens por comparação multi-escala

Este sub-projeto visa desenvolver métodos para busca de imagens por conteúdo (seção 1.1.3) ba-
seados no conceito de comparação multi-escala. Para simplificar, vamos supor que o critério de
similaridade entre a imagem J fornecida pelo usuário e uma imagem genérica Ik do banco é a
distância euclidiana |J − Ik|, sendo cada imagem tratada como um vetor de n números (as intensi-
dades dos pixels). A solução trivial — busca exaustiva — é inviável, pois seu custo proporcional a
mn, onde m é o número de imagens no banco; e em muitas aplicações reais m e n são 106 ou mais.

Para certos tipos de imagens e buscas, uma solução mais eficiente pode ser obtida com técnicas
de busca multi-escala. Nesta abordagem, faz-se inicialmente uma busca rápida em uma versão do
banco onde todas as imagens foram reduzidas a poucos pixels. Esta busca é rápida porque o número
de pixels n por imagem é pequeno; mas, apesar de imprecisa, ela muitas vezes permite eliminar do
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banco as imagens que são muito diferentes de J . Este processo é repetido com imagens de resolução
cada vez maior, terminando com imagens na resolução original. Em condições apropriadas, o
número de imagens m diminui à medida que n aumenta, de modo que o custo total acaba sendo
bem menor que o da busca trivial.

Acreditamos que esta abordagem pode ser adaptada e generalizada para efetuar muitas ou-
tas variantes de busca de imagens por conteúdo. Em particular, pretendemos estendê-la para o
problema de buscas parciais e/ou aproximadas, em que o objetivo é encontrar imagens Ik que pos-
suem a imagem J como sub-imagem, possivelmente modificada por mudançade escala, rotações,
deformações dos objetos (como discutido na seção 5.5), mundanças de cores, etc.. As ferramentas
de comparação flex́ıvel multi-escala desenvolvidas por membros da equipe para reconstrução de
objetos fragmentados [82, 23] serão relevantes para este sub-projeto.
Pesquisadores envolvidos: J. Stolfi, H. Leitão.

3 Métodos de aproximação na esfera e outras variedades

3.1 Aproximação com splines e bases radiais na esfera

Diversas aplicações computacionais exigem a
modelagem de funções esféricas — funções de-
finidas na superf́ıcie da esfera unitária do R

3, o
conjunto S

2 =
{

x ∈ R
3 : |x| = 1

}

.
Exemplos importantes de funções esféricas são

dados geofisicos, como altitude, potencial gravita-
cional, insolação, etc.; e variáveis meteorológicas,
como pressão atmosférica, umidade, tempera-
tura, etc.. Outros exemplos relevantes para com-
putação visual são o fluxo de luz numa cena, a
função de tonalização, e a função bidirecional de
distribuição de radiância (FBDR), descritas na
seção 5.4.

Figura 4: Um spline esférico.
No estado atual da arte, uma função deste tipo é geralmente modelada por uma série de

harmônicos esféricos. Apesar de matematicamente elegante, esta representação é computacional-
mente cara, porque todos os termos da série precisam ser calculados sempre que a função deve ser
avaliada em algum ponto p do domı́nio. Dáı o interesse em representações alternativas usando ba-
ses locais, multi-escala e esparsas — como as bases de wavelets, bases radiais, e elementos diádicos
descritos na seção 2.1.

3.1.1 Splines esféricos

Neste sub-projeto, propomos continuar nossas investigações sobre uso de splines esféricos, como
definidos por Gomide e Stolfi [71], para representação de funções esféricas. Veja a figura 4. Preten-
demos, em particular, desenvolver representaçõs adaptativas e multi-escala, usando uma hierarquia
de grades triangulares sobre a esfera; e aplicar a elas a técnica do mapa de erro, uma ferramenta
de análise que desenvolvemos em projeto anterior [72].
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3.1.2 Bases radiais na esfera

Pretendemos também dar continuidade a trabalhos iniciados por S. Gomes na Universidade de
Leicester (Inglaterra). Um assunto que estudamos nessa ocasião foi a aproximação multi-resolução
de funções na esfera por meio de bases radiais derivadas de harmônicos esféricos de banda limitada.
Obtivemos resultados originais sobre a ordem de convergência desse tipo de aproximação na norma
de Sobolev [68, 67].

Nessa ocasião, também consideramos o problema de aproximações no toro usando outro tipo de
bases radiais, os sk-splines. Usando conceitos da teoria dos números, mostramos que a localização
apropriada dos pontos centrais permite aumentar a ordem do erro de interpolação para funções
regulares [70, 69].
Pesquisadores envolvidos: M. Andrade, A. Gomide, S. Gomes, A. Montenegro, J. Stolfi.

3.2 Splines em malhas circulares

Em projetos anteriores, M. A. Andrade e J. Stolfi desenvolve-
ram estruturas de dados e algoritmos exatos para a representação
da topologia e geometria de mapas esféricos — malhas sobre a es-
fera S

2, cujas arestas são arcos de ćırculo de raios variados. Esses
mapas surgem naturalmente em várias aplicações, especialmente
em sistemas de informações geo-referenciadas, processamento de
imagens de satélites, iluminação e robótica [8, 6, 7]. Veja a fi-
gura 5.

Neste sub-projeto pretendemos continuar desenvolvendo esses
algoritmos. Em particular, almejamos melhorar a eficiência do
algoritmo de localização [5], adaptando para a geometria circular a
técnica de partição binária do espaço [97], que permite a localização
de um ponto em O(log n) operações num mapa de n elementos; e
a técnica de grade de indexação, que reduz esse custo para O(1).

Figura 5:

O próximo tema nessa linha de pesquisa, que pretendemos abordar neste projeto, é desen-
volver uma teoria de splines na esfera compat́ıveis com esse tipo de malha. Para esse fim será
necessário desenvolver algoritmos efetivos para construção de splines e elementos finitos com ordem
de continuidade especificada.

Através de projeção estereográfica, os mapas esféricos produzem mapas no plano cujas arestas
são segmentos de retas e arcos de ćırculos; e os splines polinomiais esféricos produzem splines
racionais, mantendo a ordem de continuidade. Acreditamos que tais splines, que tem sido muito
pouco estudados até o momento, encontrarão muitas aplicações práticas — por exemplo, na análise
de peças mecânicas bidimensionais, que freqüentemente têm contornos com essa geometria.
Pesquisadores envolvidos: M. Andrade, A. Gomide, J. Stolfi.

3.3 Geometria computacional em espaços não euclidianos

Este sub-projeto objetiva estudar problemas em geometrias de incidência ordenadas (gios) [9].
Estas constituem-se em uma generalização das geometrias de Beckenbach – para as quais Peixoto
provou que há uma conveniente extensão da noção de convexidade [117] – assim como das geometrias
de Drandell [45].

Nosso trabalho pretende estabelecer que os predicados e construções geométricas computáveis
no plano euclidiano por meio de operações vetoriais podem ser realizados em gios a partir das
noções de incidência e da relação de ordem advinda do conceito de betweenness.
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Como conseqüência, mostraremos que algoritmos eficientes podem ser desenvolvidos e/ou adap-
tados de seus contra-partes euclidianos para solução de problemas de convexidade e de separabili-
dade.

3.3.1 Histórico

Desde a criação da área de geometria computacional, a grande maioria das pesquisas foram feitas no
contexto da geometria euclidiana [126, 108, 115, 131, 78, 47, 119, 137, 28, 41, 112, 18]. Não obstante,
tem havido interesse constante em problemas formulados no contexto de extensões da geometria
euclidiana e em geometrias não-euclidianas. Dentro da geometria projetiva (orientada ou não)
podemos citar os trabalhos de Oliveira, Pinto, Rezende, Selmi-Dei e Westrupp [110, 42, 40, 118, 39],
Farin [53], e Stolfi [131]. Vários pesquisadores estudaram geometria computacional com métricas
não-euclidianas, como Harada [74], Chew e Drysdale [46, 20], Klein [79], Rawlins e Wood [121], e
Edelsbrunner e outros [48]. O trabalho de Onishi [111] trata da geometria hiperbólica.

3.3.2 Geometrias absolutas

Nosso interesse neste projeto são problemas formulados no contexto das geometrias absolutas, que
satisfazem os quatro primeiros postulados de Euclides, mas não necessariamente o quinto — o pos-
tulado das paralelas. Há poucos trabalhos conhecidos sobre essa área, dentre eles os de Harada [74]
e F. Figueiredo [55], nos quais são descritos algoritmos para alguns problemas.

Para problemas de convexidade nessas geometrias, em particular, há os trabalhos pioneiros de
Peixoto [117], Drandell [45], e mais recentemente Ben-Tal e Ben-Israel [9]. Nesses artigos, são
obtidos vários resultados importantes para a verificação de primitivas geométricas necessárias para
o desenvolvimento de algoritmos. Nesta área, obtivemos recentemente alguns resultados [38].

3.3.3 Geometrias de Incidência Ordenadas

O trabalho original de Peixoto [117] generalizou a noção de convexidade do plano a geometrias de
Beckenbach, onde linhas são gráficos de funções e retas verticais, sob certas condições razoavelmente
fracas. Este trabalho foi mais tarde estendido por Drandell [45] que considerou famı́lias mais gerais
de curvas, e por Ben-Tal e Ben-Israel em [9]. O produto final desta linha de trabalhos foi a
axiomatização das geometrias de incidência ordenada (gios).

Formalmente, uma geometria de incidência ordenada GF consiste da esfera de inversão de Rie-
mann R2 (o conjunto dos pontos de GF ), e de uma por uma famı́lia F de curvas em R2 (o conjunto
das retas) que satisfaz as seguintes propriedades:

I. Cada elemento de F ∈ F é uma curva de Jordan fechada que passa pelo ponto no infinito ω;

II. Dados dois pontos distintos quaisquer em R2 \ {ω}, existe uma única curva em F que passa
por eles.

Estas geometrias constituem-se em um ambiente minimamente axiomatizado para o desenvolvi-
mento de teoremas fundamentais de convexidade que usualmente aparecem apenas no contexto de
espaços vetoriais lineares. A axiomatização utiliza apenas incidência, ordem e, para separabilidade,
completude, sem depender de nenhuma estrutura de espaço vetorial.

Não é dif́ıcil verificar que qualquer OIG GF satisfaz os quatro primeiros postulados de Euclides
o que mostra que GF é sempre uma geometria absoluta.

Neste sub-projeto, estudaremos propriedades de geometrias de incidências ordenadas. Na
mesma linha dos problemas que vimos estudando na geometria de Beckenbach, nosso trabalho
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consistirá em investigar a suficiência da estrutura de geometrias de incidência ordenadas completas
(giocs) para o desenvolvimento de algoritmos eficientes, inicialmente, para problemas de convexi-
dade (construção de envoltória convexa, determinação de diâmetro, menor ćırculo envolvente, núcleo
de um poĺıgono, etc.), e, posteriormente, de separabilidade e intersecção (problemas de separação
de conjuntos, simplicidade de poĺıgonos, enumeração de intersecções, etc.), e de proximidade (pro-
blemas de vizinhos mais próximos, maior ćırculo vazio, diagramas de Voronoi, triangulações, etc.).

3.3.4 Problemas de convexidade

O conceito de convexidade que usamos é o formulado por Drandell [45]. Por definição, um subcon-
junto S de R2\{ω} é dito convexo em relação a uma geometria GF , ou GF -convexo, se a intersecção
de S com qualquer reta de GF é vazia ou conexa. A partir desta definição obtém-se inúmeros outros
conceitos, como envoltória convexa, poĺıgonos convexos, diâmetro de conjuntos, etc. A construção
eficiente desses objetos, no contexto fraco das gios, ainda é um campo parcialmente inexplorado.

3.3.5 Problemas de separabilidade

Outra classe grande de problemas formuláveis nas gios são questões de separabilidade e intersecção
de conjuntos. Dizemos que dois subconjuntos X e Y de R2 \ {ω} são linearmente separáveis,
relativamente a uma geometria GF , se existe uma reta C em F tal que X e Y estão em componentes
distintas de R2 \ {ω} \ C. Problemas de separabilidade para conjuntos finitos de pontos podem
ser formulados como um problema de programação GF -linear, semelhante à programação linear da
geometria euclidiana; o que pode permitir a obtenção de solução em tempo O(n) pelas técnicas de
decimação de Megiddo [96].

Similarmente, acreditamos que essa mesma abordagem permita resolver em tempo O(n) o pro-
blema da construção do menor GF -ćırculo envolvente de um conjunto de pontos, similarmente ao
caso euclidiano [119].
Pesquisadores envolvidos: P. Rezende.

4 Análise fractal multi-escala

4.1 Análise de forma baseada na dimensão fractal

Este sub-projeto tem por objetivo o desenvolvimento de descritores de formas, baseados em análise
multi-escala e fractalidade. As aplicações motivadoras incluem a busca e recuperação de imagens
por conteúdo (seção 1.1.3), a classificação de e análise de imagens citológicas e histológicas para
fins cĺınicos (seção 4.2).

O problema fundamental nestas aplicações é calcular uma medida quantitativa da similaridade
entre duas imagens. Uma abordagem bastante difundida é pré-processar cada imagem por algoritmo
de extração de caracteŕısticas que codifica as propriedades visuais relevantes da mesma em um
descritor, um vetor do R

n. Usa-se então uma função de distância apropriada entre tais vetores
para estimar a (dis)similaridade das imagens. De modo geral, a escolha do descritor depende da
natureza das imagens, do objetivo da busca, e dos recursos computacionais dispońıveis para a tarefa
(como memória, tempo de processamento e taxas de transmissão de dados).

Há uma vasta literatura propondo e analisando inúmeros tipos de descritores, para todo tipo de
imagens e aplicações. Estes incluem descritores de Fourier [140], os momentos de inércia de Hu [76],
curvatura multi-escala [1, 102], a transformada de eixo medial de Blum [13], a transformada “R”
de Tabbone et al. [133] (uma variante da transformada de Radon), o espaço de escala de curvatura
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proposto Mokhtarian et al. [103] (adotado pelo MPEG-7 [14]), as estat́ısticas de ângulos de raios
(beam angle statistics) de Arica et al. [87], e o descritor de saliências de Torres et al. [24], entre
outros. Há também inúmeros trabalhos sobre a simplificação de formas, inclusive para acelerar a
comparação; como a descrição hierárquica de contornos de Meer, Sher e outros [95], Figueiredo e
Stolfi [32] e Leitão e Stolfi [82, 23], e o espaço de curvatura-escala de Mokhtarian [104], para citar
apenas alguns.

4.1.1 Dimensão fractal multi-escala e IFT

Neste sub-projeto planejamos avaliar e aperfeiçoar alguns des-
critores de forma que desenvolvemos recentemente. Inicialmente,
pretendemos nos concentrar no descritor dimensão fractal multi-
escala do contorno (DFME) [25]. O conceito de dimensão frac-
tal [91] serviu de base para vários descritores robustos e eficien-
tes [12, 101, 103]; nossa proposta estende esse conceito para uma
função ao invés de um valor constante, o que permite uma análise
mais abrangente da complexidade de uma forma.

A dimensão fractal multi-escala pode ser calculada através da
trasformada imagem-floresta (image foresting transform, IFT) de
Falcão et al. [25, 52]. O algoritmo constrói a IFT da forma em
questão, e extrai da mesma um histograma dos custos. A dimensão
fractal multi-escala do contorno (e, em particular, o descritor de
forma DFME) é obtida então ajustando-se um polinômio ao histo-
grama, em escala logaŕıtmica, pelo método dos mı́nimos quadrados.

A Figura 6 apresenta uma imagem binária do conjunto fractal
conhecido como estrela de Koch (no alto) e o gráfico de logA(r) em
função log r (no centro), onde A(r) é a área da figura que pode ser
coberta com ćırculos inscritos de raio r. Os dados para este gráfico
foram obtidos através da IFT e aproximados por um polinômio de
grau 10. O descritor DFME é a dimensão fractal calculada a partir
da função A(r), também em função de r (em baixo).
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Figura 6:
Pesquisadores envolvidos: R. Torres, A. Falcão.

4.2 Análise de imagens para diagnósticos e prognósticos

O objetivo geral deste sub-projeto é a análise de imagens histopatológicas e citológicas a fim de
extrair informações relevantes para diagnósticos e prognósticos (seção refs.apbio).

Um exemplo interessante de análise de imagens para fins cĺınicos é a comparação de uma imagem
do lado esquerdo do corpo com a imagem correspondente do lado direito evidenciar diferenças
que podem ter interesse médico. Por exemplo, a epilepsia e outras doenças cerebrais causam
alterações peculiares na anatomia do cérebro humano, que podem ser detectadas comparando-se os
dois hemisférios do cérebro. Para automatizar este tipo de comparação, é necessário que as imagens
sejam adequadamente alinhadas, como descrito na seção 2.4.

Pretendemos dedicar especial atenção neste sub-projeto a métodos baseados na análise da tex-
tura de imagens e de contornos de formas. As principais ferramentas matemáticas relevantes são as
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técnicas de análise multi-escala da imagem (seção 2), especialmente os vários métodos para calcular
a dimensão fractal de contornos (seção 4.1) e métodos baseados em wavelets (seção 2.1). Preten-
demos também investigar métodos de classificação baseados na entropia de imagens histológicas e
citológicas digitalizadas, em várias formulações (entropias de Shannon, entropias aproximadas de
Pincus e entropia de Tsallis, etc.).

A relevância biológica ou cĺınica dos métodos desenvolvidos poderá ser testada com bases de
dados obtidas pelos pesquisadores em projetos anteriores. Atualmente dispomos de 10 bancos de
dados temáticos, cada qual contendo entre 300 e 19,000 imagens citológicas, histológicas ou cĺınicas
(apêndice 8.1).

A utilidade dos parâmetros novos será comparada com descritores da textura já conhecidos, tais
como as variáveis da morfometria geométrica, da matriz de co-ocorrência e as variáveis derivadas
da transformada de Fourier. Finalmente, elaboraremos algoritmos relevantes para o diagnóstico ou
prognóstico, usando novos parâmetros da textura extráıdos de imagens histológicas ou citológicas
digitalizadas.
Pesquisadores envolvidos: R. Adam, K. Metze, N. Leite, R. Torres, A. Falcão.

5 Métodos de aproximação não-linear

5.1 Suavização geométrica de curvas

O objetivo deste sub-projeto é aperfeiçoar métodos consistentes para suavização de curvas basea-
dos em critérios geométricos em vez de paramétricos (por exemplo, curvatura em vez de segunda
derivada).

A suavização de funçoes é um problema muito bem estudado, para o qual existem ferramentas
satisfatórias baseadas na análise de Fourier. Além de oferecer uma sólida base conceitual para
essas ferramentas, a teoria de Fourier, por ser baseada em decomposição linear, leva a algoritmos
eficientes, robustos, prediźıveis e relativamente fáceis de implementar.

Por outro lado, o problema da suavização de curvas ainda carece de solução satisfatória. A
origem desse impasse é a falta de uma teoria linear que permita entender uma curva como com-
binação de curvas em várias escalas de detalhe. Embora uma curva plana possa ser analisada como
duas funções X(t) e Y (t), a parametrização natural — em que t é o comprimento da curva —
não leva a uma teoria linear. Por eemplo, se (X,Y ) e (X ′, Y ′) são duas curvas naturais, a soma
(X +X ′, Y +Y ′) geralmente não é natural. Uma conseqüência deste fato é que a suavização linear
de X(t) e Y (t) como sinais tem efeitos mais drásticos justamente onde a curva já é mais suave; e
pode inclusive tornar a curva menos suave.

Outras abordagens mais promissoras para este problema baseiam-se em analogias f́ısicas. Por
exemplo, a curva pode ser vista como uma frente de onda, ou como a fronteira entre dois ĺıquidos não
misćıveis. Estas analogias levam a equações diferenciais que descrevem uma evolução da curva no
tempo. Tipicamente, usa-se uma equação de difusão de curvatura, que especifica um deslocamento
da curva na direção normal, com velocidade proporcional à curvatura local; de modo que a curva
tende a ficar mais suave à medida que o tempo passa.
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Entretanto, estas abordagens também tem várias limitações. Por
exemplo, processos de difusão de curvatura geralmente acabam con-
traindo todas as curvas para pontos, e não garantem que a curfa fique
realmente mais suave. Veja a figura 7, coluna da esquerda.

Em projetos anteriores, Leitão e Stolfi estudaram uma abordagem
alternativa para o problema que alivia essas limitações. A idéia usar
filtragem linear nos sinais X(t) e Y (t), mas usar como parâmetro t o
comprimento da curva após a filtragem. Este método é necessariamente
iterativo, mas, ao contrário da difusão de curvatura, converge para uma
curva não nula de suavidade uniforme. Veja a figura 7, coluna da direita.

O novo método foi usado com sucesso para suavizar contornos de
fragmentos de cerâmica para fins de comparação multi-escala [23, 82].
Neste projeto, planejamos estudar melhor esse processo e compará-lo
com outras alternativas (como a difusão de curvatura) de maneira mais
sistemática.

Figura 7:
Pesquisadores envolvidos: H. Leitão, J. Stolfi.

5.2 Determinação de contornos suaves para imagens binárias.

Neste sub-projeto, pretendemos desenvolver métodos inovadores para construir envoltórias suaves
para conjuntos discretos de pontos. As aplicações incluem a geração de modelos suaves de órgãos
a partir de radiografias ou tomogramas; a construção de modelos geométricos para caracteres a
partir de suas imagens rasterizadas; a digitalização inteligente de mapas e desenhos esquemáticos;
e muitas outras.

Em termos matemáticos, o problema é: dados dois conjuntos X e Y de pontos em R
2 ou R

3,
encontrar uma envoltória — curva ou superf́ıcie, respectivamente — que tenha tangente cont́ınua
e que separe X de Y . Dentre as infinitas soluções, deseja-se encontrar envoltórias com suavidade
máxima, segundo algum critério.

Inicialmente, pretendemos considerar o caso em que X é um subconjunto da grade inteira
V = Z

2 ou V = Z
3, e Y é seu complemento nessa grade. Nesse caso, podemos nos restringir a

envoltórias definidas por partes, sobre a malha retangular com vértices V .
Cada retalho pode ser descrito por um conjunto finito de parâmetros. Seja z um vetor que

contém os parâmetros de todos os retalhos necessários. As condições de continuidade de tangente
podem ser traduzidas a um conjunto E = {E1(z) = 0, .. Em(z) = 0} de equações (geralmente não-
lineares) sobre esses coeficientes; e a suavidade pode ser expressa por um funcional de energia Q(z)
apropriado.

Desta forma, o problema reduz-se a encontrar o mı́nimo da função Q sobre a variedade algébrica
definida pelas equações E ; que pode pode ser resolvido por métodos numéricos classicos de oti-
mização não-linear. A forma particular das equações pode ser explorada para melhorar a eficiência
e robustez desta solução.
Pesquisadores envolvidos: J. Stolfi.
Pós-graduandos: A. Malheiros.
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5.3 Segmentação de v́ıdeos por movimento de câmera

O objetivo deste sub-projeto é desenvolver um algoritmo robusto para detecção de movimentos de
câmera em v́ıdeos. Uma aplicação (que foi na verdade a motivação original) é a segmentação de
v́ıdeos de conferências, debates, e similares, onde uma única câmera estacionária aponta sucessiva-
mente para os participantes à medida que estes tomam a palavra.

Em teoria, os movimentos da câmera podem ser de-
duzidos a partir do fluxo ótico, o movimento aparente
de cada parte da imagem entre dois quadros sucessi-
vos [130]. Veja a figura 8. A aplicação prática deste
prinćıpio enfrenta inúmeras dificuldades, incluindo a
baixa qualidade dos v́ıdeos (em conseqüência da alta
taxa de compressão que é geralmente usada nessas
aplicações), erros no cálculo do fluxo ótico (devido à
ausência de texturas na cena), e eventuais movimen-
tos na imagem que não são devidos a movimento da
câmera. Figura 8:

Obtivemos recentemente bons resultados usando técnicas de mı́nimos quadrados para ajustar
movimentos ideais da câmera ao fluxo ótico, juntamente com uma iteração não-linear para ajustar
os pesos dos pixels nessa aproximação [99]. Neste projeto, pretendemos elaborar essa solução,
levado em conta termos não-lineares no modelo teórico do fluxo ótico, e estendê-la para situações
em que há translação (moderada) da câmera.
Pesquisadores envolvidos: N. Leite, J. Stolfi.
Pós-graduandos: R. Minetto.

5.4 Métodos fotométricos para visão 3D.

Neste sub-projeto, investigaremos vários métodos numéricos de aproximação que surgem em visão
estereoscópica (ou estéreo) — a reconstrução da geometria tridimensional de um objeto a partir de
duas ou mais fotos bidimensionais do mesmo. Estaremos considerando principalmente métodos de
estéreo fotométrico, em que os dados são uma ou mais imagens do objeto tiradas do mesmo ângulo,
mas com diferentes iluminações (figura 9). Pela comparação dos tons de cinza de cada pixel nas
diferentes imagens, pode-se calcular a inclinação da superf́ıcie do objeto nesse ponto. A terceira
dimensão é então obtida por integração numérica dessas inclinações.

Esta aplicação exige métodos inovadores de aproximação para funções definidas na esfera e
outros em domı́nios não euclidianos. Um exemplo, que desempenha papel importante nas áreas de
computação gráfica, projeto industrial, arquitetura e engenharia de iluminação, é a representação
do fluxo de luz Φ(d) em um ponto p de um ambiente, definido como a potência das ondas de luz
que passam nas vizinhanças de p e propagando-se em direções próximas a uma direção d. A função
Φ é uma função esférica que pode ser modelada pelos métodos gerais discutidos na seção 3.1, ou
por modelos espećıficos (fontes de luz circulares discretas).
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Outra função relevante é a função de tonalização σ(n), que,
para algum ponto p da cena e para um determinado fluxo de
luz, descreve a cor aparente que um elemento de superf́ıcie com
direção normal n teria, se colocado no ponto p. Outro exemplo
ainda é a função bidirecional de distribuição radiância (BRDF,
da sigla em inglês) β de uma superf́ıcie, que diz qual a fração da
luz que chega de uma direção d que é desviada para uma direção
d′, em função de d e d′.

Os métodos de estéreo fotométrico que planejamos estudar
baseiam-se na determinação experimental da função de tona-
lização σ, a partir de fotos de objetos de forma conhecida (gabari-
tos de iluminação). Estamos atualmene desenvolvendo métodos
eficiente para a inversão numérica dessa função, que fornecem a
inclinação n da superf́ıcie em cada ponto do objeto de interesse.
Desenvolvemos também um método original, rápido e robusto
para a integração desse mapa de inclinações, usando métodos
multi-escala [125].

A análise acima pressupõe que as imagens foram previamente
submetidas a uma correção fotométrica, de modo a tornar o va-
lor de cada pixel proporcional à intensidade da luz incidente
naquele ponto da imagem. Infelizmente, a maioria das câmeras
adota uma correspondência não-linear complicada, e geralmente
desconhecida, entre essas duas grandezas. Figura 9:

No decorrer deste projeto, pretendemos aperfeiçoar algoritmos especializados que desenvolve-
mos para determinar essa correspondência a partir de imagens de escalas de tons com valores de
refletância conhecidos, levando em conta restrições de suavidade e monotonicidade.
Pesquisadores envolvidos: A. Gomide, H. Leitão, J. Stolfi, A. Montenegro, L. Velho. Pós-graduandos:
R. Saracchini, D. Pereira.

5.5 Rastreamento de objetos deformáveis

O rastreamento de objetos em v́ıdeos é um problema de computação visual com uma vasta gama
de aplicações práticas. Dentro dessa área, um problema que tem atráıdo bastante atenção nos
últimos anos é o rastreamento de objetos deformáveis — como, por exemplo, faces humanas (para
biometria, videofone, etc.), peças flex́ıveis (manufatura), pessoas (cinema, animação, segurança),
animais (pecuária, pesquisas biológicas,preservação ambiental), órgãos (imagens médicas), e muitos
outros. Esta é uma área de pesquisa bastante fértil, com muitos problemas importantes ainda em
aberto.

Na maioria das aplicações, conhece-se um modelo deformável do objeto — uma descrição ma-
temática do mesmo, cujas dimensões, formato e posicionamento relativo à câmera dependem de um
vetor q parâmetros geométricos Para fins desta descrição, podemos supor que o modelo deformável
é uma coleção finita de pontos P (q) = {p1(q), p2(q), . . . , pn(q)} no espaço R

3, cujas coordenadas
dependem do vetor de parâmetros q, e cujas propriedades óticas (como cor e polimento) são co-
nhecidas. Para simplificar a descrição, vamos supor que os parâmetros da câmera, como distância
focal, são fixos e conhecidos; de modo que conhecemos a função F que projeta cada ponto p de R

3

para o ponto F (p) do plano da imagem.
O objetivo do rastreamento é então determinar um vetor q para cada quadro do v́ıdeo, de modo

a maximizar a compatibilidade entre as deformações e o posicionamento determinados por q e a
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aparência do objeto nessas imagens. Muitas aplicações exigem que a determinação do vetor q seja
suficientemene precisa para que os pontos projetados F (pi(q)) tenham erro menor que um pixel.

Soluções para este problema tipicamente usam um método indutivo ou incremental, em que o
vetor de parâmetros q de um quadro é obtido extrapolando-se e ajustando-se os vetores q obtidos
nos quadros anteriores. Na verdade, este processo indutivo é praticamente obrigatório em aplicações
que exigem o rastreamento em tempo real. Para esse fim, o primeiro passo é determinar um conjunto
de correspondências entre os pontos projetados F (pi(q)), calculados a partir do vetor estimado q, e
pontos p′

i
do quadro corrente. Os pontos p′i são encontrados por busca local, com base em critérios

de semelhança local envolvendo cor, textura, sombreamento, silhuetas, etc. (vide seção 7.2). Por
transitividade, supõe-se que os pontos p′

i
são as projeções reais dos pontos pi(q).

Uma vez determinadas as correspondências, usa-se um algoritmo de otimização não-linear para
encontrar o vetor q que minimiza a discrepância entre os pontos previstos e observados; isto é, a
função E(q) =

∑

i
|F (pi(q)) − p′

i
|. Geralmente usa-se um método de descida pelo gradiente.

Um sub-problema que pretendemos estudar neste projeto é o desenvolvimento de algoritmos de
otimização especializados para esta aplicação. Dependendo do modelo usado, a função E pode ter
um conjunto infinito de mı́nimos, constituindo um sub-espaço do espaço de parâmetros. Nesse caso,
é necessário usar técnicas como Levemberg-Marquardt [85, 92, 107] para garantir a estabilidade da
solução entre quadros sucessivos. Outra direção a explorar é o aperfeiçoamento do algoritmo de
determinação de correspondências e da métrica E(q) usada para avaliar a discrepância, de modo a
melhorar a convergência e confiabilidade do processo indutivo.
Pesquisadores envolvidos: S. Goldenstein, L. Velho.

6 Métodos intervalares

6.1 Aplicação de aritmética afim em computação visual

A aritmética afim (AA) é uma metodologia para cálculo
numérico auto-validado, desenvolvido por Comba, Figueiredo,
Stolfi e outros [22, 4, 34, 31, 64, 129, 98, 100, 116], para aliviar
alguns problemas da aritmética intervalar tradicional (AI) [106].

As técnicas de aritmética afim produzem automaticamente
aproximações lineares para funções em geral, com limites ga-
rantidos para os erros de aproximação e arredeondamento. A
figura 10 exemplifica a aproximação da função

√
x na aritmética

afim, para x ∈ [0.25 1.75].

0.25 1.75

0.5

1.0

Figura 10:
O erro de aproximação da aritmética afim é geralmente proporcional ao quadrado das incertezas

dos parâmetros, e portanto aritmética afim é muito mais precisa do que a aritmética intervalar,
para intervalos suficientemente pequenos.

Por exemplo, a fi-
gura 11 mostra a função
√

x2 − x+ 1/2 /
√

x2 + 1/2
calculada na aritmética intervalar
(retângulos cinza, esq.) e com
aritmética afim (paralelogramos
cinza, dir.).

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 11:
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Neste sub-projeto, estudaremos o uso de AA para produção de imagens sintéticas de mode-
los geométricos tridimensionais. A aritmética afim pode melhorar os algoritmos existentes (como
traçado de raios) de várias maneiras: (1) oferecendo métodos garantidos para determinação de
zeros de funções e projeção de superf́ıcies, para modelos arbitrariamente complexos [29, 30]; (2)
permitindo a substituição de inúmeros cálculos similares (por exemplo, lançamentos de raios, som-
breamento, texturizações) por uma única aproximação linear [32, 33, 75]; (3) estimativa robusta
de erros em cálculos não-lineares de visão computacional [66]; e (4) enumeração de subvariedades,
como curvas impĺıcitas e paramétricas e intersecçao de superf́ıcies [32, 35, 33, 15, 93, 141, 139].

Neste sub-projeto, planejamos ampliar e melhorar as aplicações da aritmética afim em problemas
de computação visual; em particular, no traçado de raios com efeitos de penumbra, borramento e
anti-aliasing [124, 116, 30].

Observamos também que as aplicações existentes de AA na enumeração de sub-variedades
impĺıcitas, como o algoritmo de intersecção de superf́ıcies de Figueiredo e Stolfi [33] não utilizam
o pleno potencial da AA. Apesar de mais rápidos e robustos do que os métodos baseados em AI,
esses métodos ainda têm convergência de primeira ordem. Nossa primeira tarefa dentro deste sub-
projeto será implementar e testar um algoritmo geral para enumeração de sub-variedades baseado
em AA com convergência de segunda ordem, cujos fundamentos teóricos já foram desenvolvidos
por Figueiredo e Stolfi.
Pesquisadores envolvidos: L. Figueiredo, J. Stolfi.

6.2 Comparação garantida de imagens em escala reduzida

A comparação de imagens multi-escala, descrita na seção 2.5, esbarra numa dificuldade fundamen-
tal: não é posśıvel calcular um limite superior para a distância entre duas imagens |I − J | a partir
da distância entre suas versões reduzidas, |I ′ − J ′|. Para certos tipos de imagens, como documen-
tos ou impressões digitais, a distância |I − J | somente pode ser estimada com alguma confiança
se os detalhes essenciais — letras e sulcos, respectivamente — forem viśıveis. Qualquer redução
significativa da imagem vai eliminar esses detalhes, e vai reduzir todas as distãncias a quase zero.
Nesse caso, a busca multi-escala ou não consegue eliminar um número significativo de imagens, ou
acaba eliminando imagens desejadas por critérios irrelevantes.

Os métodos auto-validados podem oferecer uma sáıda para esse dilema. Especificamente, nas
versões reduzidas das imagens, cada pixel é um intervalo que abrange os valores de seus sub-pixels,
e não apenas a média desses sub-pixels. Desta forma, o cálculo da diferença |I ′ − J ′| com técnicas
de aritmética intervalar [105, 106, 123] ou aritmética afim [22, 31] fornece estimativas garantidas,
superior e inferior, para a distância |I − J | na escala original.
Pesquisadores envolvidos: L. Figueiredo, J. Stolfi.

7 Aproximação de problemas cont́ınuos por modelos discretos

7.1 Segmentação de imagens e v́ıdeos

Trabalhos nesta área incluem segmentação de objetos em movimento em ambientes externos não
controlados. Os métodos existentes, com base na subtração de imagens de um v́ıdeo digital com
um modelo do fundo destas imagens, não realizam satisfatoriamente esta segmentação [49] que é
de fundamental importância para os métodos de rastreamento dos objetos ao longo de uma dada
seqüência. Neste sentido, o objetivo é definir modelos de segmentação de fundo e de rastreamento
de objetos que sejam os mais gerais posśıveis e que possam ser aplicados na análise e extração de
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parâmetros que representem, por exemplo, desde experimentos biológicos a jogadores em v́ıdeos de
esportes.

Técnicas de rastreamento com uma ou múltiplas câmeras deverão ser consideradas visando a
abordagem do problema de oclusões de múltiplos objetos. Este problema é de dif́ıcil solução e um
método a ser adotado consiste da representação de um grafo em que os nós representam regiões
segmentadas em cada quadro da seqüência e as arestas, distâncias entre estas regiões e que são
ponderadas em função de informações de trajetórias, velocidade etc

Devido à complexidade e dimensão do grafo obtido para uma longa seqüência, métodos heuŕısticos
que possibilitem uma análise dos diferentes objetos em oclusão, de forma essencialmente local, pre-
cisam ser investigados. alguns resultados nesta linha já foram publicados por N. Leite e P. Figue-
roa [56, 57].
Pesquisadores envolvidos: N. Leite, A. Falcão. Pós-graduandos: L. Dorini, P. Figueiroa.

7.2 Determinação de correspondências aproximadas em imagens

O objetivo deste sub-projeto o desenvolvimento de algoritmos robustos para encontrar corres-
pondências entre pontos de duas imagens. Este é um problema com inúmeras aplicações em com-
putação visual, incluindo visão estereoscópica (seção 5.4), alinhamento de imagens (seção 2.4),
análise de movimentos de câmera (seção 5.3) e rastreamento de objetos (seção 5.5).

Neste sub-projeto, endende-se que dois pontos p′, p′′ em duas imagens I ′, I ′′ são correspondentes
se eles são o mesmo 3D que foi projetado de forma diferente, ou em momentos diferentes, em cada
imagem. De forma geral, a correspondência é inferida a partir de alguma medida de similaridade
entre as imagens, nas vizinhanças dos dois pontos. A medida mais simples é soma quadrática
da diferença entre pixels correspondentes das duas vizinhanças. Este critério é muito usado em
algoritmos genéricos para cálculo do fluxo ótico (vide seção 5.3), como o algoritmo multi-escala
KLT de Kanade, Lucas e Tomasi [89, 136, 128].

Outros algoritmos usam medidas mais sofisticadas de similaridade, baseadas em descritores
multidimensionais extráıdos da região do entorno de cada ponto. Esta técnica é geralmente usada
quando o conjunto de pontos relevantes para a aplicação — os pontos caracteŕısticos — é relativa-
mente pequeno. Esse é o caso, por exemplo, no rastreamento de faces e outros objetos deformáveis
(vide seção 5.5), onde apenas alguns pontos da imagem (lábios, olhos, arestas de silhueta) possuem
textura suficiente para determinação confiável das correspondências. Nesta abordagem, o problema
se reduz a encontrar um emparelhamento ótimo entre dois conjuntos de descritores. A solução
ingênua tem custo quadrático, mas diversas estruturas de dados e técnicas de aproximação [88]
possibilitam soluções mais eficientes.

Independentemente da abordagem, a sáıda de um algoritmo de determinação de correspondências
pode conter dois tipos de erros. A presença de rúıdo nas imagens, ou mudanças pequenas de geome-
tria ou iluminação na cena, geralmente fazem com que os pontos p′, p′′ que maximizam a similaridade
local estejam um pouco deslocados em relação ao par correto. Em circunstancias normais, estes
erros são geralmente pequenos e podem ser adequadamente modelados por distribições Gaussianas
multidimensionais. Ocasionalmente, porém, o algoritmo de correspondência pode retornar um par
anômalo de pontos p′, p′′, cujas vizinhanças são similares por coincidência e não por causa de origem
comum. Erros deste tipo podem ter magnitude arbitriamente grande, e, via de regra, não podem
ser modelados estatisticamente.

Tais pares anômalos podem causar sérios erros para a aplicação que depende das corres-
pondências. Uma exemplo é o rastreamento de objetos deformáveis (seção 5.5). Um erro grosseiro
na determinação de um par pi, p

′
i

geralmente causa um deslocamento significativo na posição do
ponto de mı́nimo q da função de discrepância E, ou pode mesmo criar um novo ponto de mı́nimo
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local incorreto. Uma vez que o vetor de parâmetros q obtido para cada quadro é usado como esti-
mativa inicial para a otimização no quadro seguinte, esses erros grosseiros tendem a se perpetuar e
multiplicar ao longo do processo. Além disso, sempre que uma dessas correspondências anômalas
ocorre ou deixa de ocorrer, o vetor calculado q sofre uma descontinuidade, que causa problemas
para muitas aplicações.

Por essas razões, uma parte importante deste sub-projeto será o desenvolvimento de algoritmos
para detecção e eliminação de casamentos anômalos, especialmente voltados para aplicações de
rastreamento de objetos deformáveis, estéreo fotométrico, e estéreo geométrico. Soluções para este
sub-problema podem usar apenas informações extráıdas das imagens dadas [44]. Para deteção mais
confiável, entretanto, é necessário usar informações sobre a natureza do objeto [58]. Recentemente,
desenvolvemos um método deste segundo tipo para objetos deformáveis (seção 5.5). Nosso método
estima a distribuição de probabilidade do gradiente da medida da discrepância, utilizando uma
decomposição em sub-espaços baseada na função de deformação do modelo. Com isto, podemos
medir a verossimilhança de cada correspondência encontrada, e descartar as menos prováveis. Este
método se mostrou muito eficiente para tornar o rastreamento mais robusto [138], e para identificar
oclusões [65]. Neste sub-projeto esperamos melhorar este algoritmo e desenvolver outros na mesma
linha.
Pesquisadores envolvidos: S. Goldenstein, L. Velho.

7.3 Algoritmos heuŕısticos para o Problema da Galeria de Arte

O Problema da Galeria de Arte, proposto por Victor Klee em 1973, consiste em determinar o
número mı́nimo de guardas suficiente para vigiar (ou cobrir) todo o interior de uma galeria de
artes de n paredes. Pela ótica de geometria computacional, este problema pode ser entendido como
aquele em que se procura o número mı́nimo de pontos S de um poĺıgono simples P de tal forma
que cada ponto no interior de P seja viśıvel por, pelo menos, um ponto de S.

Este problema também é chamado de Problema da Cobertura Minimal de Guardas. Existem
inúmeras variantes desse problema, sendo que algumas admitem solução polinomial, enquanto que
outras são NP-dif́ıceis [81]. Os principais resultados teóricos foram coletados por O’Rourke [113] e
por Shermer [127].

Na variação do problema que será estudada aqui, pretende-se encontrar o número mı́nimo de
guardas suficientes para cobrir o interior e todas as paredes de poĺıgonos simples sem buracos, onde
os guardas podem ser posicionados na fronteira do poĺıgono, mas apenas em pontos previamente
especificados. Pretendemos estudar algoritmos heuŕısticos para essa variante do problema, com
foco em soluções que utilizem discretização do problema e a sua resolução através de métodos de
otimização combinatória discreta, em especial, programação linear inteira.

Neste sub-projeto, definimos um poĺıgono como uma coleção de n vértices v1, v2, ..., vn no plano,
tais que todas as arestas v1v2, v2v3, ..., vn−1vn, vnv1 são disjuntas, exceto pelos vértices que arestas
consecutivas compartilham. Note-se que, por esta definição, a região limitada pelo poĺıgono é uma
região conexa e simplesmente conexa (sem ”buracos”).

O problema que consideramos é escolher um conjunto mı́nimo S de pontos (os guardas) na
fronteira de um poĺıgono P (a galeria), de tal forma que todos os pontos de P sejam viśıveis a
partir de algum ponto de S. Os guardas podem estar situados quer nos vértices de P , quer ao
longo de suas arestas; estes últimos são chamados de pontos de Steiner.

Sabe-se que ⌊n

3
⌋ guardas são suficientes e, algumas vezes, necessários para cobrir poĺıgonos de

n vértices [21]. No entanto, esta quantidade pode ser muito maior do que o mı́nimo. Encontrar
a solução ótima é um problema NP-dif́ıcil, o que tem motivado o desenvolvimento de algoritmos
aproximados e heuŕısticas.
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Por exemplo, na abordagem de Erdem e Sclaroff [50], o interior do poĺıgono é aproximado por
um conjunto finito de pontos tomados nas interseções de uma grade bidimensional, o que permite
formular o problema da cobertura mı́nima como um problema de programação linear inteira (PLI),
que pode ser resolvido com ferramentas padrões. A formulação do problema em PLI é um caso
particular do problema de cobertura por conjuntos (set covering).

Para construir a formulação PLI, deve-se calcular o poĺıgono de visibilidade [80] para cada
posição candidata de guardas. Mais precisamente, é necessário determinar, para cada posição
posśıvel de um guarda, quais pontos da grade interiores ao poĺıgono são viśıveis daquela posição.

7.3.1 Aproximação com grade induzidas

A solução encontrada pelo método de Erdem e Sclaroff nem sempre é correta, pois o método
garante apenas a cobertura dos pontos da grade, e não de todo o interior do poĺıgono. A solução
também pode não ser ótima, pois a busca se limita a subconjuntos de um conjunto finito de posições
candidatas, e não a todo o peŕımetro de P . A resolução da grade afeta tanto a qualidade da solução
quanto o tempo de cálculo. Grades mais finas tendem a produzir soluções que cobrem todo o interior
com maior probabilidade (ou cobrem uma fração maior da área do poĺıgono). Por outro lado, cada
ponto da grade que está dentro do poĺıgono gera uma restrição adicional na formulação por PLI
do problema.

Em vez da grade regular de Erdem e Sclaroff, propomos usar
a grade induzida G(P ), obtida prolongando-se para dentro do
poĺıgono P todas as arestas do P que são adjacentes a vértices
côncavos, até encontrar novamente a fronteira. Os pontos de in-
terseção dessas arestas prolongadas constituem o conjunto G(P ).
Ainda que em um outro contexto, este conceito foi introduzido
por C. Meneses e C. Souza [37] para poĺıgonos retilineares, isto
é, onde os ângulos em formados pelos lados do poĺıgono que se
encontram em um dos seus vértices são múltiplos de 90 graus.
A figura 12 mostra exemplos de instâncias do problema de gale-
ria de arte com poĺıgono retilinear (no alto) e poĺıgono simples
(em baixo), com seus interiores representados pelas interseções
da grade induzida (i.e., aquela obtida pela extensão dos seus
respectivos lados).

Figura 12:

7.3.2 Critérios alternativos de avaliação

Pretendemos estudar também outras variantes do problema, considerando outros tipos de poĺıgonos,
ou procurando otimizar outros parâmetros em vez do número de guardas. Por exemplo, para um
número fixo N de guardas, pode-se desejar minimizar o percentual de área não coberta, ou o
percentual de área multiplamente coberta.
Pesquisadores envolvidos: C. Souza, P. Rezende.
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8 Anexos

8.1 Bancos de imagens biomédicas

Para investigações em análise de imagens biomédicas, dispomos dos bancos de imagens relacionados
abaixo, provenientes de pesquisas anteriores (incluindo PRONEX 03/09862-3, projeto temático FA-
PESP 02/13238-6, FAPESP 2005/52596-8, FAPESP 2002/10434-3 FAPESP 2001/13593-2, CNPq
300818/94-7(NV) 03/2005 até 03/2008).

Todos os bancos incluem dados detalhados biológicos e cĺınicos dos pacientes. Em todos es-
tes modelos, o diagnóstico foi assegurado por “gold standards” externos ou por concordância di-
agnóstica de vários observadores considerados especialistas no assunto.

1. 8900 imagens de núcleos (citologia) de cardiomiócitos de ratos normais em diferentes idades
de desenvolvimento para testar o potencial diagnóstico da idade da gestação.

2. cerca de 480 imagens de quelóides e cictarizes hipertróficas (histologia, patologia humana),
para testar o potencial diagnóstico das variáveis .

3. cerca de 7000 imagens de núcleos de 4 diferentes lesões foliculares da tireóide (histologia,
patologia humana ) para testar o potencial diagnóstico.

4. cerca de 19000 imagens de núcleos do tumor venéreo transmisśıvel do cão (citologia, patologia
veterinária ) para testar o valor prognóstico (resposta a quimioterapia)

5. cerca de 9000 imagens de núcleos de carcinomas basocelulares (histologia, patologia humana)
para testar o valor prognóstico em relação a recidivas.

6. cerca de 9000 imagens de núcleos de blastos de pacientes com leucemia aguda (citologia,
patologia humana) para testar o valor prognóstico em relação à sobrevida.

7. cerca de 5000 imagens de núcleos de células da medula óssea em pacientes com śındromes
mielodisplásicas (citologia, patologia humana) para testar o valor diagnóstico.

8. cerca de 11 000 imagens de núcleos de escovado brônquico de pacientes com neoplasias do
pulmão (citologia, patologia humana) para testar o valor diagnóstico.

9. cerca de 300 imagens da vascularização de diferentes neoplasias da glândula salivar (histologia,
imunohistoqúımica, patologia humana) para avaliar o valor diagnóstico.

10. cerca de 4000 imagens das regiões organizadoras do nucléolo em carcinomas do pulmão (his-
tologia, patologia humana).
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Brasileiro de Matemática. Instituto de Matemática Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, 1991.

[19] M. A. Chaves. Modelos digitais de elevação hidrologicamente consistentes para a bacia
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